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Preambulo

Este libro tiene el propdsito de ser el texto basico del programa de Matematica de sépti-
mo grado, vigente a partir del curso escolar 2012-2013, con un enfoque orientado fun-
damentalmente a la vinculacién de la asignatura con diferentes situaciones de la vida
practica.

Ha sido el resultado del esfuerzo de muchos compafieros, que apoyaron el trabajo de sus
autores con ejercicios, ilustraciones, sugerencias, datos y una enriquecedora revision, a
cargo de los profesores: MSc. Hilario Santana de Armas, MSc. Ortelio Querol Méndez,
MSc. Norly Puig Reyes, Dr. C. Carlos Duardo Montesgudo, MSc. Leopoldo Montes de
Oca, Dra. C. Marta Alvarez Pérez. También laboraron en €, editores, dibujantes, traba-
jadores encargados de la impresion y el empalme y aquellos que con su trabajo contribu-
yeron a obtener los recursos necesarios para invertir en el papel, las tintas, las cartulinas,
los pegamentos y los equipos de impresion. jA todos nuestro infinito agradecimiento!






Orientaciones para el trabajo con el libro

El contenido de este libro esta estructurado en tres capitulos, cada uno esta dividido
en epigrafes y estos a su vez en subepigrafes.

Al hojear sus paginas te percataras de que cuenta con una pequefia introduccién del
tema que se tratara y diferentes secciones, que se distinguen por un logotipo que las
identifica.

Estas secciones son:

Recuerda que: abarca recuadros con propiedades, formulas, definiciones, teoremas o
aspectos importantes del contenido que debes saber.

Ejemplo: incluye tanto, ejemplos, como ejercicios resueltos, que muestran procedimien-
tos de trabajo.

i!: situacion problémica planteada.
R ;!: respuesta de la situacion problémica planteada.
Ejercicios: contiene los ejercicios que se proponen para cada epigrafe.

Ejercicios del capitulo: agrupa ejercicios que integran los contenidos tratados en todo
el capitulo.

Para la autoevaluacion: tiene dos partes, la primera con un grupo de interrogantes para
reflexionar sobre lo aprendido y la segunda un “Ponte a prueba” para que evalues los
contenidos adquiridos en el capitulo.

Respuesta de los ejercicios: contiene las respuestas de los ejercicios de cada capitulo.

Debes cuidarlo, pero sobre todo: jusarlo mucho! y junto a tus profesores ofrecer
todas las sugerencias que permitiran perfeccionar las futuras ediciones.
Te deseamos el mayor de los éxitos en el trabajo con la asignatura.

LOoS AUTORES
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impone en los siglos xv y xvi1, aunque todavia con mucho cuidado; solamente a finales del
siglo xviI se reconocieron como numeros perfectamente validos. En otros momentos del
capitulo conoceras algo mas, pues queremos que hagas tuya la famosa frase de Aristoteles:
“Un conocimiento profundo de las cosas no lo obtendremos, ni ahora ni nunca, mientras
no las contemplemos en su crecer desde el principio”.

Ahora para comenzar a adentrarnos en estos nuevos temas de aritmética te invitamos
a recordar algunos contenidos.

1.1 Sistematizacion sobre los numeros naturales y las fracciones

En este epigrafe recordards muchos de los conceptos y propiedades relacionadas con
los ntimeros naturales y fraccionarios que estudiaste en la escuela primaria, los cuales
aplicaras a la resolucion de nuevos ejercicios y problemas de la vida, donde podras darte
cuenta una vez mas de su importancia. Te serviran, ademas, para enriquecer tu interpre-
tacion de datos cuantitativos, lo cual te permitird profundizar en el estudio de la rama de
la matematica llamada estadistica.

Identificacion de los numeros naturales, las fracciones y las expresiones deci-
males en datos relacionados con situaciones de la vida

Lee cuidadosamente el texto siguiente y ubica fragmentos que te hagan pensar en
numeros naturales y fraccionarios o identificalos directamente:

“;Al fin en séptimo grado! Un afio mas de vida, nuevas amistades, quiza el primer
amor, un nuevo curso escolar, una nueva escuela, un montén de asignaturas y apren-
der mucho mas de la que mas me gusta: jMatematica!

Ayer leia en el periddico de mi provincia que otros nueve mil doscientos treinta
estudiantes también comenzaran a estudiar en la Secundaria Basica. Ya conozco que
aula me toca porque cuando estaba en sexto grado todos los de mi grupo visitamos la
escuela, jes lindisima!; en mi grupo seremos 37, cerca de la décima parte o del 10 %
de la matricula total, segiin nos dijo la directora ese dia; por cierto, parece que a ella
también le encanta la Matematica.

Ese dia fue un encuentro muy bonito en el que ella nos hizo pensar en muchas
cosas, por ejemplo, en el hermoso privilegio que nos brinda nuestra Revolucion de
estudiar de manera gratuita y en la importancia de cumplir con todo rigor el Regla-
mento Escolar para que nuestra estancia en la Secundaria sea lo mas provechosa
posible.

En este momento preparo algunos materiales de estudio que mi papa me compro,
y... ahora recuerdo que en la Primaria, la maestra siempre nos insistia en el cuidado

2 Luis Davidson San Juan: Ecuaciones y matemdticos, 2008.
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de la base material de estudio, fundamentalmente de los libros de texto y cuader-
nos, ella siempre decia: el valor de un libro de texto es 2,97 CUC y el de un cuaderno,
0,77 CUC, jcuanto serd en Secundaria?

Mafiana ya estaré en séptimo, pondré todo mi empefio en obtener buenos resulta-
dos, para ser cada dia mejor; como dice mi mama, oportunidades tenemos, pero hay
que saberlas aprovechar”.

En ocasiones estos niimeros aparecen escritos tal y como se leen.

Respuesta:
Son naturales los numeros: nueve mil doscientos treinta y 37
Son expresiones decimales: 2,97y0,77

El fragmento “cerca de la décima parte o del 10 % de la matricula total” nos hace pensar

L1 .
en la fraccion 0 y en la expresion 0,1.

(Qué se tuvo en cuenta para dar esta respuesta?

Recuerda que:

El cardinal de un conjunto nos indica la cantidad de elementos que tiene este. A los
conjuntos finitos que tienen el mismo numero de elementos o el mismo cardinal, se les
asocia el mismo nimero natural. Cada nimero natural estd compuesto por digitos o
cifras. El numero natural 143, tiene como cifras (o digitos)a 1, 4y 3.

Los niimeros naturales son los cardinales de los conjuntos finitos.

Fraccion comun es una division que escribimos de la forma:

a — numerador
b —denominador

8:7:§
7
VN

division fraccion

. . a
En general, podemos decir que una fraccion se representa en la forma z cona,be IN,
b # 0y se lee “a sobre b”.
Las fracciones cuyos denominadores sean potencias de 10, por ejemplo
[ 3 7 18

—, —, ——,©tC. |, se llaman fracciones decimales y se pueden representar como
10 100 1000

expresiones decimales (0,3; 0,07; 0,018; etcétera).




Ejercicios

1. Lee cuidadosamente el texto siguiente y ubica fragmentos que te hagan pensar en
nameros naturales y fraccionarios o identificalos directamente:

El lunes 12 de marzo de 1991, Granma publicaba la noticia:* “Tres horas y nueve
minutos después del trabajo de un prestigioso equipo interdisciplinario cubano se im-
plantd el primer corazon artificial cubano: el CORAMEC.

Durante nueve dias, latié en el pecho de un paciente muy enfermo y trasmitia

jsesenta pulsaciones por minuto!”

2. Pregunta en tu escuela los siguientes datos sobre el séptimo grado:

* matricula total

 cantidad de grupos

* nuamero de escuelas primarias del
municipio, cuyos estudiantes estan
ahora en el centro

+ cantidad de estudiantes por centro

* matricula por grupo

» cantidad de profesores

» Dbase material de estudio recibida por
cada estudiante

Elabora un texto en el que haya niimeros naturales, fraccionarios en diferentes repre-
sentaciones; puedes enriquecer tu redaccion con informaciéon que puedas obtener a
partir de tus conocimientos de Aritmética de primaria.

Siempre justifica el trabajo realizado.

1.1.1 El significado de los numeros

Numeros son los que sobran o los que faltan en nuestras vidas, de eso no hay ninguna
duda. ;Alguna vez te has preguntado si brindan alguna informacién? ;Cual? Conozca-

mos acerca del tema.

Recuerda el significado de los nimeros:

Tipo de significado

Cardinal o cantidad contable
Ordinal
Codigo o identificacion

El significado de un ntimero es la informacién que nos brinda, dada la forma en que ha
sido utilizado. Los numeros pueden tener tres significados practicos:

¢/ Qué representa?

Cuantas veces ocurre un suceso
El lugar que ocupa determinado hecho
Una manera tnica de distinguir

3 Organo de prensa Granma, 12 de marzo de 2011.
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Mediciones has realizado muchas en los mas diversos momentos, los resultados obte-
nidos son cantidades de magnitud, que son aquellas que indican cuantas veces se repite
una magnitud tomada como patron o unidad de medida.

En el siguiente parrafo:

Pioneros granmenses visitaron el rio Cauto, el de mayor longitud de Cuba con
sus 343 km. Un poblador de la zona entregé a cada uno un suvenir, que guarda
24 cm? de tierra de las margenes de dicho rio.

Los ntimeros 343 km y 24 cm? son cantidades de magnitud, una indica cuantas veces se
repite la unidad de longitud kilémetro y la otra, la unidad de volumen, centimetro cubico.

Recuerda los cinco significados practicos que tienen las fracciones:

Significado A qué se refiere Ejemplo

operador parte-todo | Identificar la unidad 5

Realizar divisiones (el todo se | g € puede referir a dividir

conserva). un todo en ocho partes igua-
les y tomar cinco de ellas.

divisidn o cociente m . o .
— (n # 0) se refiere a una ope- 5 significa dividir la cantidad
n
racion de division indicada. del numerador, en este caso 3
Donde m y n son nimeros natu- | entre cinco, que es la canti-
rales (n # 0). dad del denominador.
relacion de razén m .
— (n # 0) representa una re- E puede interpretarse como
n
lacion entre dos cantidades. que ocho de cada trece per-

sonas hacen deportes.

fraccion medidora | La mitad de... La mitad de los estudiantes de
Un octavo de... un grupo son hembras.

Un cuarto de...

Describe una cantidad o un va-
lor de magnitud por medio de

otro.

porcentaje Es “tantos de cada cien”. En una fabrica de ensamblar
Al dividir en cien partes el todo, | televisores el plan del mes se
tomamos uno. cumpli6 solo en un 70 % lo

que se puede expresar me-

diante la fraccion R




Ejemplo 1:

Para explicarles a sus compaiieros el significado de los nimeros, Pedro Luis, monitor
de su grupo, elabord y respondid el ejercicio siguiente:

Lee cuidadosamente la situacion siguiente y determina qué significado tiene en cada
caso el nimero 35.

Laura estudia ahora en otro centro. Estd en un grupo de 35 estudiantes, es el No. 35
de la lista, la ultima, ya que en su escuela cada grupo solo puede tener 35 estudiantes. Se
siente muy feliz y me cuenta muchas cosas de su interés; por ejemplo, que en la parcela
escolar cada uno de los destacamentos dispone de 35 m? de area cultivable, que desde
el curso escolar pasado cada grupo aporta el 35 % de los quintales cosechados al centro
de salud mas cercano y que, dados los excelentes resultados en la actividad, ocupan el
lugar 35.° en ese aspecto de la emulacion, a nivel provincial, entre todas las secundarias
basicas, que son 225. Dice que para este curso la escuela tiene previsto cosechar un
35 % mas que lo que se recolecto el curso pasado, y esta segura de que lo lograran.

Solucion:
Fragmento del texto Significado del numero 35
(...) grupo de 35 estudiantes, (...) cantidad contable que indica la cantidad
de estudiantes del grupo.
(...)es el No. 35 de la lista (...) cantidad para identificar a Laura.
(...) cada grupo aporta el 35 % de relaciéon mediante el tanto por ciento, in-
los quintales cosechados (...) dicandonos que 35 de cada 100 quinta-
les recogidos son entregados al centro
de salud mas cercano.
35 3B 7
35%=——-=0,35, ademds ——=—
°~100 100 20
También expresa una relacion mediante la
7
razon: 20° o sea, 7 de cada 20 quintales
cosechados son donados al centro de sa-
lud mas proximo.
(...) ocupan el lugar 35°(...) nimero de orden que ocupa la escuela en
ese aspecto emulativo.
Ejercicios

1. Lee cuidadosamente la situacion siguiente:



En mi casa todo es alegria en los ultimos quince dias, porque gané un concurso
de Matematica y el proximo dia 15 serd mi decimoquinto cumpleafios. Dicen en mi
pueblo que mi fiesta serd toda una sorpresa para mi, aunque ya me adelantan que
15 parejas bailaran una linda coreografia cubana y que para los asistentes, habra
una rifa de 15 regalos, que se sortearan uno cada 15 personas. Comentan, ademas,
que mi fiesta es la nimero 15 que se celebra este afio y que ese dia celebraremos el
15 % de todas las fiestas del pueblo en este afio. Todo estd preparado para que la
pasemos requetebién y espero que asi sea.

Explica el significado del nimero 15 en cada caso, elabora y responde una situacion
parecida.

2. Situaciones como esta (fig. 1.1) las encontramos por doquier, sin embargo, es poco lo
que todavia se trabaja por lograr que todos hagamos un uso racional de ese preciado
liquido, que es el agua.

Lo que cuesta el despilfarro

Gota a gota de ¢ Un chorrito de Un chorrito de
una llave se & 15mm dejasa- 3 mm deja sa-
escapan 80 L : lir250L lir500 L
cada24h )@ cada24 h cada25h
() 7m?al 15 m* al ||

mes mes

Figura 1.1

a) Seguros estamos de que eres un(a) estudiante consciente de la necesidad de
cuidar al maximo este importante recurso; por eso te invitamos a analizarla cuida-
dosamente para explicar el significado de cada nimero que aparece en el cartel.

b) Confirma la informacion que aparece sefialada.

3. Los estudiantes del circulo de interés Increible Matematica nos invitan a resolver el
egjercicio siguiente:

3.1 La Gran Piramide de Keops estd formada por unos 2 300 000 bloques de piedra,
cada uno con un peso aproximado de 2,5 t, por lo que su peso es de unos seis millones
de toneladas. Demor6 23 afios en construirse, por eso para “moverla” serian nece-
sarias alrededor de 6 000 locomotoras. Este prodigio de la antigiiedad ocupo el pri-
mer lugar en altura hasta el 1889 en que se construy¢ la torre de Eiffel.*

4 Revista Zunzun 283.
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Clasifica las proposiciones siguientes en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. De las que consideres falsas, justifica por qué lo son.

a) __ Elntmero que indica la cantidad de bloques que forman la Gran Pirdmide
de Keops representa una cantidad contable.

b)  El peso de cada bloque es una cantidad de magnitud.

c¢) ___ Enlatltima oracion del parrafo el nimero representa un ordinal.

d)  El ntimero que indica cuantos afios demord en construirse es una cantidad
de magnitud.

e) __ El nimero de locomotoras necesarias para “mover” dicha piramide es una

cantidad contable.

A nivel mundial, una de cada diez personas es zurda. El 13 de agosto es su dia
internacional. En Virginia del Norte, E.U.A., hay un pueblo llamado Left-hand (Mano
Izquierda) por ser zurdos sus 450 habitantes.’

Selecciona la respuesta correcta marcando con una X en la linea dada.

3.2.1 Elnamero 13:

a) _ identifica el dia del mes de agosto que los zurdos celebran,
b)  representa una cantidad de magnitud,
c) __ representa una cantidad contable.

3.2.2 La frase “Una de cada diez personas es zurda” indica que:

3.3.

a) el 10 % de la poblacion mundial es zurda,

b)  unoy diez son cantidades contables,

c¢) el numero de habitantes de Left-hand es la décima parte de la poblacién
mundial.

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verda-
dera para cada caso:

El majestuoso monte Everest tiene una altura muy cercana a los 8 848 m, por
eso es el mayor pico de nuestro planeta, sin embargo, asi de enorme como es,
su altura es un tercio de la del Mons Olimpos, que se encuentra en el planeta
Marte y es la montaiia mds alta del sistema solar.

La expresion un tercio ejemplifica el significado de fraccion . El
numero 8 848 representa una cantidad de
La altura en metros de la marciana elevacion es apr0x1madamente y

representa una cantidad de

5 Libro Para curiosos. Coleccion Lee mucho, Editora Abril, 2010.

¢ Liliana Gomez Luna: Libro de las curiosidades I, 2004.
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3.4 Lee detenidamente este parrafo para que clasifiques las proposiciones siguientes en
verdaderas, con una V o falsas, usando una F, en la linea dada. Justifica las que
consideres falsas:

Para fabricar una tonelada de papel hay que talar catorce arboles de 25 m de altura
y 20 cm de diametro, y gastar 100 000 L de agua limpia.

a) __ todos los numeros representan cantidades de magnitud,
b)  cuatro numeros representan cantidades de magnitud,
¢) __ solo un niumero representa una cantidad contable,

d) __ un nimero permite identificar.

1.1.2 Lectura y escritura de nimeros naturales

Los estudiantes del circulo de interés Todos somos aritmética quieren escribir el ma-
yor nimero posible al utilizar en €l todos los digitos una sola vez. ;Puedes ayudarlos?
Estamos seguros de que si.

El mayor es el nimero 9 876 543 210. Y... ;cdmo se lee?

Recordemos como se leen los nimeros naturales.

Para tener éxito en la lectura y escritura de numeros naturales es imprescindible
dominar la tabla posicional la cual te recordaré mediante el siguiente ejemplo:

843 528 012 415

/

centenas de millar

de millén unidades
decenas de millar decenas
de millén J' centenas
unidades de millar unidades de millar
de millon decenas de millar
centenas de mill(’)‘n centenas de millar

A
decenas de millén

A
unidades de millon

(Coémo leerias el numero 843 528 012 4157

Observemos el significado de cada una de sus cifras.

Para que puedas leer con mayor facilidad un nimero, puedes separarlo en cifras de
seis comenzando por la derecha (843 528 012 415), luego se lee: ochocientos cuarenta y
tres mil quinientos veintiocho millones, doce mil cuatrocientos quince.



Entonces la lectura a realizar por los estudiantes del circulo de interés es: nueve mil
ochocientos setenta y seis millones quinientos cuarenta y tres mil doscientos diez.

Como es bueno marchar con los tiempos, te informamos que los nimeros mayores
que veinte y menores que cien se pueden escribir es una sola palabra, por ejemplo: 48
puedes escribirlo cuarenta y ocho o cuarentaiocho. Debes tener en cuenta, que al unirlos,
la conjuncion (y), se transforma en (i), aqui otros ejemplos: 27, veintisiete; 31, treintaiuno;
99, noventainueve. Las palabras compuestas formadas se ajustan a las normas generales
de acentuacion: 52, cincuentaidos; 63, sesentaitrés.’

No obstante, la Real Academia Espafiola (RAE) recomienda que los mayores de
treinta, escribirlos en dos palabras enlazadas por la conjuncion (y).

Es importante que sepas diferenciar entre el significado de una cifra en un nimero y
el valor que esta tiene por la posicion que ocupa.

Ejemplo 1:
En el nimero 4 853 261:

a) ;Cual es la cifra de las centenas?
b) (Cuantas centenas tiene este numero?

Solucion:

Para responder el inciso a) basta con identificar en el niimero el orden a que se hace
referencia y seleccionar la cifra que corresponde.

a) 4 853 261. La cifra de las centenas es 2.
Sin embargo, para responder el inciso b) en la practica podemos sefalar en el
numero las cifras desde la primera hasta la cifra del orden que nos piden y leer
el numero sefialado. Fijate que el nimero se descompone en 48 532 - 100 + 61.
b) 4 853 261. Este nimero tiene 48 532 centenas.
Asi mismo podriamos decir que la cifra de las decenas de millar es 5 y que este
numero tiene 485 decenas de millar o que la cifra de las unidades de millon es 4 y
que el numero tiene 4 unidades de millon.

Ejercicios

1. Escribe como se leen los siguientes nimeros que aparecen subrayados en cada curio-
sidad,® también determina qué representan dichos niimeros:

a) Si la Tierra estuviese situada a menos de 134 000 000 km del Sol, toda el agua de
nuestro planeta se evaporaria.

7 Organo de prensa Granma, 9 de julio de 2011.

8 Liliana Goémez Luna: Libro de las curiosidades I, 2004, a), c) y el resto del libro Para curiosos.
Coleccion Lee mucho, 2010.

10



b) El 27 de agosto de 2003 el planeta Marte y la Tierra estuvieron muy cercanos:
55 763 108 km. Este suceso es tnico por el momento, pues debe repetirse cuan-
do pasen cerca de 5 000 afios.

c) Elastro mas caliente del cosmos es la estrella NGC2440 de la nebulosa planetaria,
pues su temperatura exterior es de 199 727°C.

d) Al estornudar desocupamos la nariz de elementos irritantes a una velocidad de
150 km/h. Al hacerlo, siempre tapate la boca.

e) El mayor récord de seres vivos longevos es el de una bacteria encontrada en un
cristal de sal, ella sobrevivio 250 000 000 de afios.

. Selecciona el nimero que corresponde a la lectura siguiente:

a) veinticinco mil millones uno
25000100000 25000000001 25000001

. Soy un numero de cinco digitos (cifras) que tiene el cuatro en el lugar de las unidades,
un cero en el lugar de las decenas y un uno en el lugar de las unidades de millar, y la
cifra que ocupa el lugar de las centenas es el antecesor de la cifra que ocupa la unidad
de millar. jAh! También soy el mayor de los nimeros que puede escribirse con estos
digitos.

a) (Qué numero soy? b) Escribe como ti me leerias

. Elena le dice a Daniela:

Piensa en un nimero de cuatro digitos (cifras) diferentes que cumple las condiciones
siguientes:

v/ Cada uno de los digitos es un nimero impar.
v/ Es el menor nimero que se puede formar con esos digitos.

Daniela responde correctamente. ;Qué numero crees que escogio Daniela? Sefala la
respuesta correcta.

1327 1357 1537 1137

. Sean:

A: menor nimero de tres cifras no repetidas todas impares.
B: sucesor del menor nlimero que tiene 48 centenas.
C: mayor nimero de cuatro cifras que tiene un cuatro en las unidades de millar.

a) Escribe los numeros representados por 4, By C.

b) Determina el sucesor de B.

¢) Determina el antecesor de C.

d) ;Cual de estos nimeros tiene mayor la cifra de las centenas?
e) (Cual de estos numeros tiene mayor cantidad de centenas?
f) Ordena los nimeros comenzando por el mayor.

11



6." {Cuantos nimeros comprendidos entre 100 y 1 000 tienen un 9 como cifra de las
decenas?

7. (Cual es el menor ntiimero de doce cifras palindromo?’® ;Cual es su numeral?

8."Un numero N de diez cifras tiene las siguientes caracteristicas: la cifra de la
izquierda indica la cantidad de ceros que tiene N, la siguiente cifra indica la canti-
dad de veces que aparece el digito 1 en N, la tercera indica la cantidad de veces
que aparece el digito 2, y asi sucesivamente. Halla el nimero N y escribe su
numeral.

1.1.3 Criterios de divisibilidad

i! Carlos Alberto, profesor de Matematica, propone en el mural de la asignatura el ejerci-
cio siguiente:

Analiza si la division de este nimero
122 333 444 455 555 666 666 777 777 788 888 888 999 999 999 por 3 es exacta.
Utiliza la via mas sencilla posible.

Como puedes ver es un numero enorme; si conoces qué significa que la division sea
exacta, claro estd que puedes dividirlo por 3, realizar la tarea en equipo, ;/por qué no? y
analizar, si el resto es cero o no; sin embargo,... esa no es la via mas racional. Si recuer-
das que para que la division por 3 sea exacta, tiene que ser divisible por 3, te encuentras
ante una de las situaciones en las que precisamente hay que pensar en lo que conocemos

de divisibilidad.

Recuerda que uno de los principios fundamentales de la divisibilidad:

Un niimero natural # es un divisor del numero natural m, si existe x € IN, tal que
m = nx, es decir, n divide a m y se dice que m es un multiplo de » (de x), o dicho
de otra manera, la division de m por n deja resto cero, hecho que como bien
sabes no siempre sucede, por ejemplo: al dividir 7 por 3 el cociente es 2 y el
resto es 1.

Si llamamos C al nimero que propuso el profesor, en este caso hay que analizar si
existe un niumero x, tal que C = 3x, por eso basta con saber si C es un niimero divisible
por 3.

® Un niimero es palindromo si se lee de la misma manera de derecha a izquierda y de izquierda a
derecha.
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Recuerda que:

Los criterios o reglas de divisibilidad son proposiciones matematicas verdaderas, que
nos permiten determinar si un ntimero es divisible por otro. Veamos los mas importan-
tes:

— Un nimero es divisible por 2 si terminaen 0,2, 4, 6 u 8.

— Un numero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es un multiplo de 3.

— Un numero es divisible por 4 si sus dos tltimas cifras de la derecha son 0 o forman
un multiplo de 4.

— Un numero es divisible por 5 si terminaen 0 o0 5.

— Un numero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es un multiplo de 9.

— Un numero es divisible por 10 si termina en 0.

— Si un numero es divisible por dos nimeros primos entre si, sera divisible por su
producto.

Ejemplo 1:

a) 3 335 es divisible por 5 porque termina en 5.

b) ¢(Es 160 divisible por 6? Segin la ultima afirmacion anterior podemos obtener el
criterio para decidir si un nimero es divisible por 6: como 6 es el producto de los
nimeros primos entre si: 2 y 3, entonces un niimero que sea divisible por 2 y por 3
sera divisible por 6. Para lo cual tiene que terminar en cero o en cifra par y ademas,
la suma de sus cifras ser un multiplo de 3. 160 es divisible por 2, porque termina en 0,
pero 1 +6+0="7y 7 no es multiplo de 3, luego 160 no es divisible por 6.

R ;! Ahora puedes responder el ejercicio de Carlos Alberto: para saber si el nimero C es
divisible por 3, basta con conocer si la suma de sus 45 cifras es un multiplo de 3. La suma
de los digitosde Ces 1 +4+9+ 16 + 25+ 36 +49 + 64 + 81 = 285. Este es un multiplo
de 3 (285 =3 - 95), por eso C es divisible por 3 y esta es la forma mas racional de
responder el ejercicio del profesor Carlos Alberto.

Para dividir te seran muy utiles las reglas de divisibilidad que recordamos en otro
momento de este epigrafe, por ejemplo, si te indican buscar el resultado de 17 715 : 5, ya
sabes que el resto de esta division es cero, por ser exacta pues el nimero 17 715 termina
en 5y por tanto es divisible por 5.

Para simplificar fracciones son de suma utilidad los criterios de divisibilidad.

Ejemplo 2:

También para simplificar fracciones, son de suma utilidad los criterios de divisibilidad:

24_6
76 19
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Ejercicios

1. Analiza si el nimero propuesto por el profesor Carlos Alberto es divisible por:

a)2 b) 4 c)S5 d) 6 e)9
f) 10 g) 12 h) 15 1) 36
2. Adivina quién soy:
a) * Soy multiplo comin de 3,de 4 y de 8, b) * Somos dos multiplos de 7,
* soy menor que 100y * nuestra suma es 49 y
* la suma de mis cifras es 9. * nuestra diferencia es 21.

3. Determina los valores de b y ¢ para que se cumpla que el numero 7he sea divisible
por 2 y 3 simultdneamente.

4. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Fundamenta las
falsas.

a) _ Un namero que termina en cero es siempre divisible por 5.
b)  Para que un ntimero sea divisible por cuatro sus dos ultimas cifras tienen que ser 0.

¢) __ Elntmero 2k9 es divisible por once si k = 4.

5. Determina todos los nimeros naturales # que cumplen las condiciones siguientes y
fundamenta los razonamientos realizados:

* 305<n<420
* Son divisibles simultdneamente por 2; 3y 5
* La suma de las cifras de » es un numero par

6." {Cudl es el mayor numero de doce cifras?:

a) divisible por2 b) divisible por 3 c) divisible por 4
d) divisible por 6 e) divisible por 8 f) divisible por 12

Escribe como se lee este namero.

1.1.4 Lectura y escritura de fracciones comunes
y de expresiones decimales

Con la intencidn de reactivar importantes contenidos de Matematica de quinto y sexto
grados, Leonel, profesor de la asignatura en séptimo ha propuesto a sus estudiantes el
analisis de la noticia siguiente:'

10 Organo de prensa Granma, 25 de febrero de 2012.
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Aumenta 25 % pobreza infantil
en EE.UU. durante la ultima década

WASHINGTON, 24 de febrero.
—Al menos en un 25 % aumenté
la cifra de ninos pobres estado-
unidenses en los ultimos diez
anos, revel6 un estudio llevado a
cabo por la Fundaciéon Annie E.
Casey, que se centra en los pro-
blemas sociales de ninos y fami-
lias en ese pais norteamericano.

En el estudio, que comparo las
cifras oficiales entre el 2000 y
el 2010, la organizacion sin fines
de lucro revelé un aumento de

1,6 millones de ninos viviendo
en zonas con altos indices de
pobreza.

“Mientras que en el 2000 unos
6,3 millones de menores habita-
ban areas de aguda pobreza, en
el 2010 la cifra lleg6é a ocho millo-
nes’; sostuvo la investigacion.

Tres cuartos de esos ninos re-
sidian en areas pobres hace dos
anos, a pesar de tener —al me-
nos— un padre trabajando. (La
Radio del Sur)

Entre los aspectos que hacen mds certero dicho andlisis esta el saber leer y escribir co-
rrectamente fracciones comunes y expresiones decimales, de ahi el valor de esta tematica.

Recuerda que:

Para convertir una fraccion a expresion decimal, se divide el numerador entre el deno-
minador y se tienen dos posibilidades: que el resultado sea una expresion decimal finita
0 una expresion decimal infinita periodica o con un determinado periodo.

El periodo es la cifra o grupo de cifras que se repite indefinidamente y en el mismo
orden.

Ejemplo 1:

4

22
Al convertir: g ; = =0121212... ; = 3,142857 142857 142857 142857...

Obtenemos: 0,6 ; 0,12 ; 3142857
Esdecir: S = 06 ; 4 0,12 ;g = 3,142857
5 33 7

Recuerda que:

En un numero escrito como expresion decimal, a la izquierda de la coma se escribe la
parte entera (unidades, decenas, centenas, etc.) y a la derecha de la coma la parte
decimal que no completa la unidad (décimas, centésimas, milésimas, en ese orden).
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Ejemplo 2:
a) Al leer el nimero 25,176 podemos hacerlo de tres formas diferentes:

1.2 Veinticinco coma uno, siete, seis.
2. Veinticinco unidades y ciento setenta y seis milésimas.
3.2 Veinticinco mil ciento setenta y seis milésimas.

b) Al leer el nimero 6,345, podemos hacerlo indicando su parte entera y las cifras
del periodo, o sea, seis coma periodo trescientos cuarenta y cinco.

Recuerda que:

Numeros naturales, fracciones, expresiones decimales finitas y expresiones decimales
infinitas periodicas conforman el conjunto de los nimeros fraccionarios. Todo

a
nimero fraccionario se puede representar de la forma b donde a, b € IN; b # 0.

Ejercicios

1. Escribe como se leen los siguientes nimeros que aparecen subrayados en cada curio-
sidad,!! también escribe el significado de dicho numero:

a) La isla danesa Groenlandia es la mas grande del planeta Tierra, el 84 % de su
superficie, o sea 1 827 912,24 km? corresponden a un glaciar.

b) Es de Namibia la bacteria conocida mas grande que existe: mide 0,75 mm.

¢) El peso de 1 500 huevos del gusano de seda es 0,001 kg.

d) El cerebro humano puede pesar alrededor de 1.35 kg.

e) En cada litro de sangre hay 0,34 kg de hemoglobina, proteina que transporta el
dioxigeno por todo el cuerpo.

2. Escribe como se leen los nimeros siguientes y escribelos como fraccion decimal:
a) 7,2 b) 0,54 c) 28,055 d) 98,30 e) 171,200 f) 932 517,46
3. Selecciona el nimero que corresponde a las lecturas siguientes:

a) Cuatro mil ochocientas veintiocho centésimas.

4,828 48,28 482,8
b) Ciento cincuenta milésimas.
150,000 0,150 1,50

" Liliana Gémez Luna: Libro de las curiosidades I, 2004 para el d), para a) y f) el Libro de las
curiosidades II de Liliana Gémez Luna, 2007, para c) y e), el libro Para curiosos. Coleccion Lee
mucho, 2010.
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¢) Mil setecientas cinco décimas.

1705,0 170,5 17,05

4. Considera el nuimero 89 105 y coloca la coma de modo que obtengas:

a) Un ntimero mayor que 1 000 y menor que 10 000.
b) Un numero menor que 1 000 y mayor que 100.

¢) Un nimero mayor que 1 y menor que 10.

Escribe como se lee cada uno de ellos.

5. Del ntimero 4 835,724

a) ¢Cual es la cifra de las décimas? b) ({Cuantas milésimas tiene el nuimero?
¢) (Qué orden ocupa la cifra 2?

6. Selecciona el nimero determinado por las condiciones siguientes:

a) El mayor de los niimeros de tres cifras enteras y tres decimales que tiene un
cuatro en el orden de las milésimas.

999,994 999,004 999,400

7. Circula la expresion decimal que corresponde a cada fraccion:

il 0,75 7,5 75,0
a) 100 b b b
1
b 5 1,8 0,125 125
14 - —
0 3 14,3 4,66 4,6

1.1.5 Representacion en el rayo numérico de numeros naturales
y fraccionarios

Un pastel se corta quitando cada vez la tercera parte del que hay en el momento de
cortar. ;Qué fraccion del pastel queda después de cortar tres veces?

Es evidente que cada vez va quedando menos pastel, pero esto pudiera ilustrarse
mucho mejor en la figura 1.2, auxiliandonos de un rayo numérico en el que representemos
qué parte queda cada vez: después del primer corte: dos tercios; luego del segundo corte,

8

cuatro novenos y al realizarse el tercer corte: 57

: 2_18)(22_4_12) (2 4_38
Es decir, quedan en cada corte: 3 2713379 2713 9727
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Figura 1.2

Como aprendiste en la primaria, la representacion de los nimeros naturales en el
rayo numérico, coincide con las unidades enteras trazadas en él, la de las expresiones
decimales tiene que ver con la unidad de longitud que utilices, si por ejemplo, es el centi-
metro, puedes ubicar con exactitud las que tienen un lugar decimal.

Ejercicios

1. Representa en el rayo numérico los nimeros fraccionarios siguientes:

0,3 1 21 3.4 1,75 >
’ 4 2 ’ ’ 2

2. Dada la siguiente lista de numeros:

5 5 5 3 5 5 5
a) Determina el numero de la lista que corresponde a cada letra representada en el
rayo numeérico (fig. 1.3).

A CE D B
At
0 1 2 3
Figura 1.3

b) Representa en este rayo los numeros fraccionarios que no correspondan a ninguna
de las letras.

3. Selecciona la respuesta correcta que mas racionalice el trabajo:

a) Alrepresentar 3,7 en un rayo numérico donde el segmento unidad tenga una longi-
tud de 1 cm:

+ Sefialo 37 mm en el rayo.
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* Sefialo 4 unidades en el rayo, divido la tercera unidad en 10 partes iguales y
tomo 7.
* Seifialo 4 unidades en el rayo, divido la cuarta unidad en 10 partes iguales y tomo
7.
b) Cuando represento 2,3 en el rayo numérico y tomo como unidad a la longitud q, a
cada una de estas unidades la divido en 10 partes iguales, que llamo subdivisiones
de a:

* Sefialo 23 subdivisiones de a en el rayo numérico.

* Considero 3a en el rayo numérico, divido la segunda unidad a en 10 subdivisiones
de a y tomo 3 de ellas, en esta tltima subdivision sefialo 2,3.

» Considero 3a, divido la tercera unidad a en 10 subdivisiones de a y tomo 3, en
esta ultima subdivision sefalo 2,3.

1.1.6 Orden y comparacion de numeros naturales y fraccionarios

De gran utilidad resulta la comparacion de niimeros naturales, esto lo hemos com-
probado a diario en las actividades de nuestra vida cotidiana.

Recuerda que:

Al comparar nimeros naturales que estén representados en un rayo numérico, el
que esté ubicado mas a la izquierda (mas cerca de cero) sera el menor.

Veamos mediante algunos ejemplos los procedimientos que utilizamos para ordenarlos
y compararlos.

Ejemplo 1:
Compara los numeros en cada una de las parejas siguientes:

a) 525y 1832 b)423y21 ¢)4872y 3853 d)28435432y28437003

Solucion:

En los dos primeros incisos es facil la comparacion, ya que el nimero que tenga
mayor cantidad de cifras sera el mayor.

a) 525 <1832 b)423>21

En los incisos ¢) y d), que tienen la misma cantidad de cifras, se van comparando
de izquierda a derecha cada una de las cifras correspondientes a un mismo orden
hasta encontrar la diferencia.

a) 4 872 > 3 853 porque 4 > 3 b) 28 435 432 <28 437 003 porque 5 <7
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Al comparar fracciones, si las representas en un rayo numérico, se procede de
forma analoga a los nimeros naturales y expresiones decimales.

Ejemplo 2:
Compara:
a)3,85y2,53 b)0,41y0,515 c) 3,47y 3,425
Solucion:

Siguiendo el procedimiento en el inciso a), podemos decir que 3,85 > 2,53; porque
3 > 2 (aqui comparamos la parte entera).

En el inciso b), 0,41 < 0,515, porque 4 <5 (aqui coincide la parte entera de ambas
expresiones y pasamos a comparar las décimas).

En el inciso ¢), 3,47 > 3,425 porque 7 > 2, (en estas expresiones coincide la parte
entera y la cifra de las décimas por lo que comparamos las centésimas).

Recuerda la forma mas general para comparar las fracciones:

. a ¢ . ce e
Para comparar las fracciones N Y — realizamos la operacion siguiente.

d
a c

Multiplicamos a - dy b - ¢, o sea: ZXE b#0yd#0
28 si a-d<b-c
b d
a c
Z:; si a-d=b-c
a_c
Z>; si a-d>b-c

En el caso en que los productos sean iguales, entonces decimos que son fracciones
equivalentes.

A partir de una fraccion podemos obtener infinitas fracciones equivalentes a ella me-
diante la ampliacion o la simplificacion de esta.

Por supuesto que también podemos realizar comparaciones entre nimeros
fraccionarios en sus diferentes formas de representacion y niimeros naturales.

Ejemplo 3:
Ordena de menor a mayor los nimeros siguientes:
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ﬂ; 04, 43 03 BE; e
5 5 2

Solucion:

4
Para ordenar estos nimeros debemos compararlos y sabemos que: 0,4; 0,3y Fas

tan entre 0 y 1.
También al comparar las expresiones decimales podemos plantear que 0,3 < 0,4 por

4

lo que nos quedaria comparar 5 con esta y podemos hacerlo convirtiendo esta frac-

. . . 4 .
cidn en expresion decimal 5 =0,8, entonces podemos ordenar estas tres expresiones
como sigue 0,3 <0,4 <0,8.

Ordenaremos ahora los valores que son mayores que 1: (4,3; 3% y %\
J

1
Aqui podemos plantear que: 3g < 4,3 (comparando la parte entera de ambos 3 < 4)

5
nos queda entonces - due lo podemos expresar como nimero mixto 75 0 como

4 1 15
expresion decimal (7,5) y finalmente nos quedaria: 0,3<0,4< 5< 3§ <4,3< >

Ejercicios

1. Compara los numeros siguientes, escribe como se leen los nimeros naturales que
aparecen y busca fracciones equivalentes a las dadas.

a) 53 083y 2 525 b) 1437y 105 430 000 ¢) 36 825 003 y 36 825 003
d) 5,47y 8,47 €) 0,143 y0,0143 f) %yO,S
3 8 2 7 4 4
— — h T\ 1) — vV —
2) 5 Y3 )9y9 )5y9
1 18 1 5 5
) 4=y=— K11-y> ) Zy241
i) 5y4 ) 3y3 )2y
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2. Compara los siguientes numeros fraccionarios utilizando los signos <, =, >. Funda-
menta el trabajo realizado.

a)2,5 3 b) 06 0 €)579 58 d) 2 g
4 - 22 3 1 2

1. = 22 = Z 34 h=- £

)t —3 he2 715 8 — ) 2—5

3. Sustituye el asterisco por un numero de forma tal que se cumplan las proposiciones

siguientes.
1 1
a) 1,25>1,2* b) 0,36 <0,* 6 c) ;>E
1 2 2 * b
3% >3— *— < 3— —_>=
9 4 © *3°°3 D66
* 6 1
2) 2 h) . > 2,06 1) 35 2
4 1 1 4 24
— 3 N 1
m) 1,34 > 1,%4 n) 47 < 4% n) 6,125= 67

4. En estos sacos estan guardados productos diferentes (fig. 1.4). ;Cual de estos sacos
es mas pesado? ;Cual es el menos pesado?

Figura 1.4

5. En una cooperativa dos campesinos tienen parcelas iguales. El primero la ha dividido
en cinco partes iguales y dedica tres de ellas a la siembra de platanos. Si el otro divide
la suya en quince partes iguales. ;Cuantas partes debe dedicar a la siembra de plata-
nos para igualarse a su compafiero?

6. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Fundamenta las falsas.

Sia-d<b-centonces%<§;(b;tOyd;tO)
Sia-d:b~centon005%¢§;(b;tOyd;tO)
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Sia-d>b-centonces%>§;(b;tOyd;tO)

1.1.7 Operaciones con nimeros naturales

i! El Dia de la Matematica, Lucia y el resto de los monitores de séptimo grado de su
escuela, anunciaron a todos los estudiantes lo siguiente:

jAprovecha esta ocasion!

Ganate un puldver con tu fotografia preferida,
solo tienes que:

Obtener el namero 31 con cinco niumeros 3.

Entrega tu respuesta a cualquiera de los monitores
de 7° grado hasta las 4:30 p.m. de hoy.

Después de un gran sorteo, se hara la premiacion
dentro de dos dias.

jTe esperamos!

Para ganarse el puldver hay que saber calcular con nimeros naturales, por eso ahora
te invitamos a reactivar lo aprendido sobre este tema.

Recuerda las operaciones con nimeros naturales:

* Adicién y sustracciéon Para adicionar y sustraer se colocan ordenadamente
los niimeros de modo que las unidades, decenas, cen-
1475 1787 ) .
Y312 312 tenas, ..., queden una debajo de la otra y se realizan
1787 1475 las operaciones comenzando por la derecha.

La sustraccion es la operacidon inversa de
la adicion.

* Multiplicacion y divisién Para multiplicar (dividir) se calculan los productos
2866-323 925718[323 (cocientes) parciales. En la multiplicacion se adi-
_ cionan los productos parciales. En la division se

8598 _ 323 2866 | sustrae de cada dividendo parcial el producto de

5732 5797 cociente parcial por el divisor.
+  8598_ o5g4 La divisién es la operacion inversa de la mul-
925718—2131 tiplicacion.
— 1938
1938
— 1938
0
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En la primaria resolviste muchos ejercicios de operaciones combinadas de adicion,
sustraccion, multiplicacion y division de numeros naturales, para trabajar con éxito en
ellas hay que dominar los procedimientos de calculo y el orden operacional.

Ejemplo 1:

Calcula: 1492 —(14:7-5)+ 543
Respuesta: 1492 —(2-5)+543=1492 - 10+ 543 =1482 + 543 =2 025

R ;! Ahora si, te podias ganar el pulover:

Una solucion es 31 =33 — (3 +3) : 3 y otra solucion: 31 =33 -3+3:3

Ejercicios

1. Descubre los errores que aparecen en la respuesta al numerograma:

10 | x 5 + 8 |=58
o B B
1 + |25 2 |=13
1 H _E
9 X 5 - 2 |1=13
:81- 25-:6

2. Calcula:

a) (164-151)-(22+4) b)125-6-1271

c) 332:4-76+50-68 d) 233 337-1950:25+27
2.1 Determina el antecesor y el sucesor de cada resultado final obtenido.
2.2 Ordena los resultados de mayor a menor.

3.* Numera los vértices de un cubo (fig. 1.5), con los numeros naturales del 1 al 8, de tal
forma que la suma de los vértices de cada cara lateral sea 18 y la semisuma de las
caras de las bases sea también 18.

Figura 1.5
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4. El famosisimo cubano Erick Hernandez vuelve a hacer alarde de sus posibilidades
sobrenaturales en el dominio del baldén, su mas reciente logro es que en medio minuto
dio 195 toques a la pelota solo con la cabeza y quebrd su anterior récord en 10 toques.
Pese a la satisfaccion por el éxito, este singular atleta se muestra inconforme, pues
considera que el limite esta en 210 toques, a razon de siete por segundo."

a) Aproximadamente, ;cudntos toques dio al balén en 15 s?

b) (Cual fue su récord anterior?

¢) Confirma la informacidn que aparece subrayada.

d) A partir de su més reciente ejemplo de supremacia en el balon, ;cudntos toques
mas tendria que realizar?

e) A lo mejor cuando realices este ejercicio ya Erick hizo realidad su suefio, investiga
sobre el tema y comparalo con la mayor marca a la que se hace referencia.

5. El'hungaro Peter Leko es hoy uno de los mejores ajedrecistas del orbe. Nacio el 8 de septiem-
bre de 1979 y obtuvo el titulo de Gran Maestro en 1994 con 14 afios, 4 meses y 22 dias."
(Qué dia obtuvo el titulo?

1.1.8 Operaciones con fracciones

i! Orlando quiere repartir 17 pasteles entre tres amigos que le han ayudado, pero de
forma tal que:

a) auno le corresponda la mitad,

b) al segundo, un tercio,

c) al tercero, un noveno. Y por supuesto, sin desbaratar ningun pastel.
(Como lo puede lograr?

Es evidente que para ayudar a Orlando pensamos en todo lo que conocemos sobre las
fracciones numéricas, fundamentalmente en el calculo; por eso ahora te invitamos a
recordar este contenido.

Para trabajar las operaciones de calculo con fracciones es necesario recordar algu-
nos conceptos aprendidos en la primaria.

Recuerda el minimo comin multiplo de niimeros naturales (m.c.m.):

El m.c.m. de dos 0o mas numeros naturales es el menor multiplo comun diferente de
cero de dos 0 mas numeros.

(Como se determina? Recordemos el procedimiento por descomposicion en factores primos.
Preguntale a tu profesor o profesora de qué otra forma se halla el m.c.m.

12 Organo de prensa Granma, 14 de junio de 2011.

13 Semanario Orbe del 10 al 16 de noviembre de 2009.
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Ejemplo 1:

Determina el m.c.m. de 8, 10 y 20.
1.° Se realiza la descomposicion en factores primos de estos nimeros.

8|2 20|12
10(2

4|2 10|2
55

2|2 55
1

1 1

8=2> 10=2.5 20=2°.5

2.° El m.c.m. sera el producto de aquellos factores comunes y que no comunes eleva-

dos al mayor exponente, m.c.m. (8; 10; 20) = 2%.5=40.

Recuerda el reciproco de una fraccion:

El reciproco de la fraccion % (con a,be ®, y az0; b;tO)eSé.
a

Ejemplo 2:
. 1 . 1 . 3 5
El reciproco de > es 2, el reciproco de 4 es 27V el reciproco de A
Recuerda las operaciones con fracciones:
Operaciones con fracciones
7 5 28+25 53 Para adicionar o sustraer fracciones
15 + 12 60 60 de igual denominador basta con adicio-

nar (sustraer) los numeradores y colo-
13 2 1 _ 13_17 - 104-51 _ 33 _ 2 S | car el mismo denominador.

3 8 3 8 24 24 24 Si son de diferente denominador, se re-
ducen a un denominador comun (que es
14 g _ 41  luego: el m.c.,rn. de l.o.s denominadores) y una

3 3 vez asi, se adicionan o sustraen los nu-

meradores de las fracciones halladas.

Otra via de solucion:

4 Dulce Maria Escalona Almeida: Aprender Aritmética. Cuaderno sexto, Publicaciones Cultural
S.A., 1958, p. 118.
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4=-4° Se realiza la simplificacion de la frac-
3 24 cion resultante siempre que sea posible.
ol 3
8 24
22>
24
25 7 177 17 7 Para multiplicar fracciones se multi-
6 3 6 34 62 12 plican los numeradores y denominado-

res. Es conveniente antes de calcular
simplificar las fracciones.

16 E ~16.8=128 Par.a.d.lrwdlr fraccnpngs s.e’ traqsfoma
la division en la multiplicacion, dividien-
do por el reciproco del divisor.

Recuerda el orden operacional:

Al resolver ejercicios de operaciones combinadas en los que aparezcan fracciones, se-
guimos las mismas reglas del orden operacional estudiadas para los nimeros naturales.

Ejemplo 3:

3
En un huerto escolar de 250 m? se dedican las 5 partes a la siembra de vegetales
(fig. 1.6), la cuarta parte del resto a la siembra de frutales y se sembraron 45 m* de

viandas. ;Qué superficie queda disponible para la siembra de plantas medicinales?

Huerto escolar 250 m?

3
= . 250 m? =150 m?
5

\. J
' '
3
5 resto
vegetales
Figura 1.6

Solucion:

— Para resolver este problema recomendamos realizar un analisis grafico de la situa-
cién como en la figura 1.6.
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— Después, puedes determinar la cantidad de m* que se dedicd a la siembra de vege-

tales: g 250 m? =150 m?

— Abhora, se necesita calcular el resfo que se menciona para determinar qué parte de
¢l se destiné a frutales y podemos proceder de dos formas diferentes:

3
Primera: si a los vegetales se dedicaron 5 del huerto, el resto o lo que falta para

2 2
completar la unidad es A 250 m? =100 m? _ El resto son 100 m?.

Segunda: restando del total de metros cuadrados del huerto, lo que se dedico a la
siembra de vegetales: 250 m? — 150 m? = 100 m?2. El resto son 100 m?.

— Como nos dicen que la cuarta parte del resto corresponde a la siembra de frutales

1
(fig. 1.7), podemos plantear: e 100 m* = 25 m?

resto 100 m?

&R

frutales

Figura 1.7

Si adicionamos las cantidades utilizadas en cada tipo de siembra y lo restamos de la
superficie del huerto obtenemos la superficie que queda disponible para plantas medi-
cinales, lo cual podemos plantear de la forma siguiente:

250 m? — (150 m? + 25 m? + 45 m?)= 250 m? — 220 m? = 30 m’

En este resultado se tuvo en cuenta el orden operacional, pues realizamos primero las
operaciones que aparecen en el paréntesis y posteriormente la sustraccion indicada.
Por ultimo debemos dar la respuesta:

R/ Quedan disponibles para la siembra de plantas medicinales 30 m? del huerto escolar.

R ;! Veamos cudl es la solucion a nuestro problema inicial en el que Orlando tenia que
repartir pasteles a sus amigos bajo determinadas condiciones. Orlando le pide un pastel
prestado a su amiga Ileana. Al tener 18 pasteles, le da la mitad (9 pasteles) a un amigo; el
tercio (6 pasteles) a otro amigo; y el noveno (2 pasteles) al tercero. Después de hacer
todo esto, le sobra un pastel, que se lo devuelve a Ileana.
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Ejercicios

1. Joel, que disfruta tanto el humor como la Matematica, decidié ponerle a esta caricatu-
ra “;Poquito? jLas dos terceras partes!” (fig. 1.8). Teniendo en cuenta lo que cono-
ces de aritmética, ;estas de acuerdo con ¢€1? ;Por qué?

iNa’... ti sabes como e:
ella... se comio6 solita
diez de nuestros 15
cuartones y después dice
qué... que apenas comid!

Figura 1.8

a) ¢Qué titulo de los que te proponemos a continuacion seleccionarias para la carica-
tura? Fundamenta tu respuesta.

* ;Se comid la décima parte!

1
 iLe faltd 5 por comer!

* iNos dejo solo un tercio!

2. Calcula en cada caso:

1 2 3 2 11 5 7 31
4= b) = += —-= d) ——— =.=
V3%3 )23 93276 )8 12 95 %
3 2 4 5 1 3 3 41
6:— —— h)y —+——-— i) — - —:—= )15 -2:=
D67 9515 Mg*s a2 Y296 Y
3
5-°.6
K) 70+ 242 +5° pf1-2) 104 6:2 m) ——2—
18 6 5, 1,
2
E-8+3
e f) © 4218 o2 9
0z L 30 15 510 25
10
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2.1

3.

3.1

13 6 6) 1 1 8 15 30
4 2—| ——— O D IY
)(14 7 35\ 17 v 13(9 18 20) "5 3 1
16 5 8
S)@ 6,20 7, 3\ 025+——§\ 11
a\7721 30 14 8

(Entre qué numeros naturales consecutivos se encuentra cada uno de los resultados
obtenidos?

Selecciona la respuesta correcta en cada caso. Marcala con una X.

La media aritmética de My N, donde

M=9550-24: Lyn=(B 2 7)1
16 15 45 30) 90

a) 459,85 b) 4583 ¢ 76 223,5 d) cuarenta y cinco mil
novecientas ochenta
y cinco décimas.

En las elecciones pioneriles Carmen obtuvo el 25 % de los votos, Leonardo, las tres
quintas partes del resto y Jorge Luis, los demas. ;Cual de los tres obtuvo mayor
cantidad de votos?

Carmen Leonardo Jorge Luis

5.% Se tienen cuatro numeros, cualesquiera que sean, mayores que 4 y menores

6.*

30

que 5.

1

Demuestra que hay al menos un par de ellos cuya diferencia es menor que 3

1 1 1 1 1
Qué térmi igui =+ =
(Qué términos de la siguiente suma > 2681 0 — deben suprimirse para

12
que la suma de los restantes sea 1?

Un ciclista debe recorrer una distancia de 250 km para su entrenamiento en tres
dias. El primer dia recorrio el 60 % de la distancia, el segundo dia la cuarta parte del
resto. (Cuantos kilometros mas debe recorrer el tercer dia que el segundo para
cumplir el plan de entrenamiento?



1.1.9 Operaciones con expresiones decimales
i! El 13 de septiembre de 2006, el drgano de prensa Juventud Rebelde anuncio:

La almohadilla de olor que la célebre “nifia de Guatemala” regalé a José Marti
fue situada en la Fragua Martiana.

La almohadilla tiene forma de ortoedro, mide 37,5 cm de largo, 25 cm de ancho y
3,0 cm de grosor.

Imagina que por determinado motivo tuvieras que proteger esta reliquia y solo conta-
ras con un pedazo de cartulina de forma cuadrada de 40 cm de largo; si tuvieses las
habilidades y materiales necesarios.

(Podrias elaborar una cajita para proteger esta almohadilla de amor?

Pensemos en la parte matematica que concierne a la solucion de esta situacion. De-
bes hacer uso de diferentes contenidos matematicos de la asignatura. Por supuesto, fun-
damentalmente de tu imaginacion espacial y de tus habilidades de célculo en las opera-
ciones con expresiones decimales. Vamos a poner ejemplos de dichas operaciones.

Recuerda las operaciones con expresiones decimales:

0175 34,2 | Podemos adicionar, sustraer o multiplicar expresio-
+ 42 — 12,99 | nes decimales como en el conjunto de los nimeros na-
4375 2221 turales, teniendo en cuenta la coma.
15-24
30
+ 60
36,0
6:1.35 Para dividir expresiones decimales:
600 [135 — Se elimina la coma del divisor multiplicando el divi-
dendo y el divisor por una potencia de 10.
~540 0,44444 L A ,
= — Se divide como si el dividendo fuera un ntimero na-
600 tural.
—540 — Se coloca la coma en el cociente inmediatamente
600 después que se hayan dividido las unidades del divi-
dendo si fuera necesario.
—540
600
—540
60



Al resolver ejercicios de operaciones combinadas en los que aparezcan expresiones
decimales, seguimos las mismas reglas del orden operacional estudiadas para los ni-
meros naturales. Ellas te serviran para resolver las mas diversas situaciones que se
presentan en la vida cotidiana.

R ;! Ya estas en condiciones de determinar si con el pliego que te han dado, pudieras
confeccionar una cajita para proteger esta almohadilla de amor. ;Te atreves?

Piensa en el tamafio de la cajita (fig. 1.9):

37,5cm
\, 25¢cm
Q I 2,5¢cm

(Cuantos pedazos de cartulina sera necesario cortar y de qué tamafio es cada uno?

Tus conocimientos sobre las operaciones con expresiones decimales te permitiran
hacer los calculos para responder estas preguntas, en lo cual te ayudaran las representa-
ciones de la figura 1.9:

25cm 2(2,5)+2(2,5)=55
I%IZ,Scm S
I:Cm2,50m % . :
s (Caben aqui?
25cm 57:
+
37,5cm PR | — —
40 cm
Figura 1.9
Ejercicios
1. Sean 4 =56,4; B=40,5; C=1,7
1.1 Calcula
a)A+B+C b)A-B-C c)A+B-C
d A-B+C e) A:2+B:3+C:4 HA4:4-B:9-C:4
g A:12+B:15-C:04 h) A:3—-B:3+C:04 ) (A+B+C):2
) -B-0):4 ky 4+B-C):16 ) A-B+(C): 4

1.2 Escribe como se leen las expresiones decimales del resultado final de a), ¢), e) y g).
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1.3 (Entre qué nimeros naturales consecutivos se encuentra el resultado final obtenido en 1)?

1.4 ;Cuantos nimeros naturales hay entre los resultados finales obtenidos en h) y j)?

1.5 Escribe dos numeros naturales menores que el resultado final de k).

1.6 Escribe tres expresiones decimales y tres fracciones mayores que el resultado final
obtenido en 1).

2. Susana ha llevado en cuenta el consumo eléctrico de su vivienda durante tres meses
consecutivos y estos han sido de 120; 180 y 150 kWh respectivamente. Si se propo-
ne hacer un ahorro de 10 kWh durante el cuarto mes respecto al promedio del
trimestre anterior, entonces el consumo de ese mes debe ser:

110 kWh 140 kWh 150 kWh

3. ;Qué valor deben tomar las variables para que se cumpla la secuencia de igualdades
planteada:
2 1
—+a=b b-Ezc c——==2
3 2 6
Ya estas en condiciones de determinar si con el pliego que te han dado, pudieras
elaborar una cajita para proteger esta almohadilla de amor.

1.1.10 EI significado de las comparaciones mediante
el tanto por ciento

Vivimos en un mundo en el que casi siempre encontramos relacionadas dos cantida-
des mediante el tanto por ciento. Te invitamos desde ya a “coleccionar porcentajes” y
compartir con tus compafieros de grupo el resultado de tu trabajo. En este epigrafe veras
algunos ejemplos de nuestra coleccion ;Al cierre!, los cuales fueron tomados fundamen-
talmente de los 6rganos de prensa.

i! Al cierre!: Balance de agua. El equilibrio entre disponibilidad y demanda'®

Actualmente los recursos hidraulicos disponibles ascienden a algo mads de trece
mil seiscientos sesenta millones de metros cubicos de agua y el desarrollo de la
infraestructura hidrdulica en el pais permite poner a la disposicion de las deman-
das econdmicas, sociales y ambientales, el 57 % de los recursos aprovechables.

a) (Qué significa el 57 % de los recursos aprovechables?
b) (Sobrepasa esta cantidad los 7 900 000 000 m* de agua?

Te invitamos a que profundices en el significado del tanto por ciento para responder
estas preguntas.

15 Organo de prensa Granma, 26 de enero de 2012.
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Recuerda el significado del tanto por ciento:

El tanto por ciento significa “un tanto de cada cien”. El 1 % escrito como fraccion

1

comun €S ﬁ .

Ejemplo 1:
a) ;Al cierre!: Afo Internacional de los Bosques
El 26,69 % de la superficie terrestre cubana son bosques...'®

Esta expresion significa que los bosques representan el 26,69 % de la superficie te-
rrestre de nuestro pais o 26,69 de cada 100 km?de la superficie terrestre cubana son
bosques o dicho de otra manera, aproximadamente 27 de cada 100 km? de la superfi-
cie terrestre en Cuba son bosques.

b) ;Al cierre!: Fertilizante ecolégico ECOFEL

Después de utilizar en las plantas ornamentales el fertilizante ecolégico ECOFEL,
el porcentaje de plantas marchitas se redujo a 2 %."

En esta expresion de tanto por ciento se declara que desde que se aplicé el producto
ECOFEL, solo 2 de cada 100 plantas se marchitaron.

¢) ;Al cierre!: Ciudades: la mayor contaminante del planeta

El 50 % de la poblacion mundial vive en ciudades y seguin las predicciones, en unos
15 arios serd el 60 % de la humanidad la que habite en un contexto urbano, (...)"

En este cintillo de prensa se expresa que de cada 100 pobladores en el mundo, 50
habitan en ciudades y que dentro de 15 afios, de cada 100 personas en el mundo, seran
60 las que vivan en ciudades.

En particular, los porcentajes: 50 % y 60 %, que aparecen en este ultimo ejemplo, son
considerados como porcentajes comodos, porque al expresarlos como fraccidon facili-
tan el calculo aritmético.

Debemos recordar también que al plantear el tanto por ciento como fraccion, la frac-
cion considerada tiene simplificacion, entonces debemos simplificarla, puesto que ello
facilitara igualmente el calculo.

16 Semanario Orbe, octubre de 2012.
17 Entrevista a un trabajador por cuenta propia.

8 Organo de prensa Granma, 26 de enero de 2012.
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(Cuales son todos los casos de porcentajes comodos que mas utilizamos en el calculo?
A continuacion se resumiran en una tabla.

Recuerda los porcentajes comodos:

Porcentaje Fraccion Operacion a que se reduce

10 % 1 Determinamos la décima parte del total, lo que
10 equivale a dividir por 10.

20 % 1 Determinamos la quinta parte del total, lo que
5 equivale a dividir por 5.

30 % 3 Determinamos las tres décimas partes del total, lo
10 que equivale a multiplicar por 3 y dividir por 10.

40 % 2 Determinamos las dos quintas partes del total, lo
5 que equivale a multiplicar por 2 y dividir por 5.

25 % 1 Determinamos la cuarta parte del total, lo que
4 equivale a dividir por 4.

50 % 1 Determinamos la mitad del total lo que equivale a
2 dividir por 2.

60 % 3 Determinamos las dos quintas partes del total, lo
5 que equivale a multiplicar por 3 y dividir por 5.

75 % 3 Determinamos las tres cuartas partes del total, lo
4 que equivale a multiplicar por 3 y dividir por 4.

80 % 4 Determinamos las dos quintas partes del total, lo
5 que equivale a multiplicar por 4 y dividir por 5.

En la Ensefianza Primaria resolviste problemas que conducian a los tres casos del
tanto por ciento, te sugiero recordarlos mediante ejemplos:

R;!

a) En la informacion que se brinda del periddico Granma sobre el balance de
agua, el 57 % indica que 57 de cada 100 m? de agua util sera puesto a la
disposicion de las demandas econdmicas, sociales y ambientales en nuestro
pais.

b) Para responder la segunda interrogante:

(Sobrepasa esta cantidad (el 57 %) a los 7 900 000 000 m® de agua?
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Tenemos que comparar el 57 % de la cantidad de metros cubicos dados, con
7 900 000 000, para ver si sobrepasa o no esta cantidad; ello impone indagar
primero ¢cuanto es ese 57 %?

Estamos buscando un nimero (la parte) que representa un tanto por ciento (57 %)
de un niimero conocido; que en este caso es (13 660 000 000) y que representa el
total.

Para encontrarlo, basta con calcular el tanto por ciento del nimero conocido, esto es:
57 % de 13 660 000 000. Planteamos entonces la siguiente operacion:

% - 13660 000 000 =7 786 200 000

Respuesta: E1 57 % de los recursos aprovechables, no sobrepasa los 7 900 000 000 m?
de agua.

Ejemplo 2:

jAl cierre!: Del IX Congreso de la UJC

Con nuestro esfuerzo construimos un modulo pecuario en el cual tenemos
115 gallinas, 133 codornices, 156 guineos, 43 patos, 56 chivos, 108 car-
neros, 214 cabezas de ganado vacuno, 36 toros en ceba, 92 conejos y
37 cerdos."

(Qué porcentaje del mddulo corresponde al ganado avicola?

Solucion:

En este caso estamos determinando qué tanto por ciento es un nimero de otro, (qué
tanto por ciento representa 447 de 990).
Importante: En total hay en el médulo, 990 animales, solo son aves, 447.

Para resolver esta situacion en la practica dividimos la parte (447), entre el total
(990) y como queremos esta relacion en tanto por ciento, se multiplica el resultado
obtenido por 100.

El planteamiento podria quedar:

447 —

990 100 = 0,4515- 100 = 45% (En este caso el resultado es aproximado).
Respuesta: El ganado avicola representa aproximadamente el 45 % del mddulo pe-
cuario.

1 Yorki Navarro Pérez. Delegado al 9.° Congreso de la UJC, campesino de la CPA “Felipe Torres”
del municipio Ciro Redondo de Ciego de Avila. Organo de prensa Juventud Rebelde del 4 de abril
de 2010.
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Ejemplo 3:

Al cierre!: Embalses al 72,5 % de su capacidad. En La Habana, solo al 22 %%

Las abundantes precipitaciones del pasado mes contribuyeron a que al cie-
rre del periodo lluvioso (mayo-octubre) los embalses administrados por el
Instituto Nacional de Recursos Hidrdulicos almacenen un volumen de agua
de 6 000 677 000 m?, cifra equivalente al 72,5 % de la capacidad total de
llenado de los embalses.

Al ver informaciones como esta, casi estamos seguros de que te preguntas, ¢cudl sera
la capacidad total de la que se habla? Recordemos como hacerlo.

Aqui estamos buscando un ntimero: el total, del cual conocemos un tanto por ciento,
(cudl es el namero del cual 6 000 677 000 es el 72,5 %?

Procedemos entonces dividiendo la parte (6 000 677 000) por el tanto por ciento

., 125 725 29

que ella representa, expresado como fraccion ——=——=—.
100 1000 40

29 40

El planteamiento quedaria: 6000677 000: 0 =6000677000- 20 =8276795862,

Respuesta: La capacidad total de llenado de los embalses es 8 276 795 862 m’ de
agua.

Recuerda que:

Al interpretar las informaciones donde se utiliza el tanto por ciento, debemos distinguir
con mucho cuidado en todos los casos: el total, la parte y el porcentaje, para identificar
cual de ellos es el que debemos calcular y cudles son los que constituyen datos.

Veamos entonces otras formas de comparacion al utilizar porcentajes, unas que se
refieren a mas del 100 % y otras a menos.

Ejemplo 4:

JAl cierre!: Crece volumen de carga transportada por el MITRANS.?!

Las entidades del Ministerio del Transporte (MITRANS) han trasladado,
desde enero hasta octubre del 2011, 12 593 800 t de carga, cifra que repre-

senta un 3,8 % por encima del volumen transportado en igual periodo del
2010.

20 Organo de prensa Granma, 12 de noviembre de 2011.
2l Organo de prensa Granma, 26 de enero de 2012.

37



Al ver informaciones como estas, casi siempre nos preguntamos ;cual era la cifra del
periodo anterior? En este caso, cuantas toneladas traslado el MITRANS desde ene-
ro hasta octubre en el afio 2010?

Para determinar ese valor, tendriamos que determinar el nimero del cual 12 593 800
es el 103,8 % (100 + 3,8), ya que nos informan que lo trasladado (12 593 800 t) fue

superior en 3,8 % y se tiene que: 12593800 - %3(,)8 = 121327553.

Respuesta: Desde enero hasta octubre del 2010 el MITRANS trasladé alrededor de
121327553 t.

Otra via de solucion: si recuerdas lo que estudiaste sobre la ecuacidn lineal, otra
forma de resolver este ejercicio, es buscar la solucion de esta ecuacidn:

x+ %x =12593800, aqui x es la cantidad de toneladas que trasladé el MITRANS

desde enero hasta octubre del 2010.

Ejemplo 5:

;Al cierre!: Masa de hielo del Artico en su minimo histdrico
(...) solo 4 280 000 km’ permanecen congelados, un 23 % menos que en el aiio 2005.

(De qué niimero es el 23 % menos? Dicho de otra forma, ;cudl es el niimero de
kilémetros cuadrados de terreno congelados en el afio 2005, del cual la cantidad men-
cionada (4 280 000 km?) representa un 23 % menos de kilometros cuadrados? Debe-
mos: hallar de qué namero los 4 280 000 km? que permanecen congelados son un
23 % menos. Este 23 % menos significa:

100 % —23 % =77 %. Luego, hay que calcular el total del cual el 77 % es 4 280 000:

77 :
ﬁx =4280000, de donde: x = w = 5558 441,55~ 5558 442 km?

Respuesta: En el afio 2005 estaban congelados 55 584 412 km?.

Tanto por mil

A lo mejor en tu empefio de ampliar tu coleccion te encuentras con noticias asi:*

CIEGO DE AVILA

Alcanza la mas baja tasa
de mortalidad infantil de su historia

Es una de las siete provincias de mejores resultados en el
programa de atencién integral a la madre y el nino.

22 Edicion digital del organo de prensa Trabajadores, 17 de febrero de 2012.
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Estas también coleccidnalas, guardan estrecha relacion con las comparaciones ma-
tematicas, y te permitiran ejemplificar el tanto por mil.

Debes conocer que no solo el 100 se toma como numero para comparar; en
Estadistica también se utiliza el 1 000, por ejemplo para conocer la tasa de mor-
talidad infantil en una etapa, buscamos el cociente de la division de la cantidad
de nifios fallecidos de 0 a 1 afio, entre la cantidad de nacimientos y multiplicamos
por mil.

Si queremos encontrar el average de un bateador utilizamos la formula siguiente:

J

ﬁ-looo , donde J es el numero de jits, y VB son las veces al bate.

La simbologia que se utiliza es: %o.

En el béisbol el average también se conoce como promedio.

Ejemplo 1:

En la noticia se informa que Ciego de Avila concluyé el 2011 con una tasa de
mortalidad infantil de 4,4 por cada mil nacidos vivos, la mas baja de su historia, o
sea, que de cada mil nifios de 0 a 1 afilo que nacieron, solo fallecieron alrededor
de 4.

Ejemplo 2:

JAl cierre!: Descendio tasa de mortalidad infantil®

Cuba cerro el 2011 con una tasa de mortalidad infantil de 4,9 por ca-
da mil nacidos vivos y en ese afio hubo en nuestra nacion 133 063 naci-
mientos.

{Como saber cuéantos nifios menores de un afio fallecieron?

Para operar el tanto por mil se procede de forma analoga al calculo del tanto por
ciento, para responder la pregunta hay que buscar qué cantidad hizo que la mortalidad
fuera de 4,9.

O sea, buscar la solucion de la ecuacion: LG -1000 = 4,9, donde x es el valor
buscado.
El valor buscado es: %3:60&3 =~ 652 . Murieron cerca de 652 nifios.

3 Organo de prensa Granma, 3 de enero de 2012.
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Ejercicios
1. Selecciona la respuesta correcta marcando con una X en la linea dada.

1.1 Que en una escuela el 73 % de los estudiantes estan aprobados significa que aprobaron:

a) 73 estudiantes. b) 73 de cada mil estudiantes.
c) 73 de cada cien estudiantes. d) 73 estudiantes de los examinados.
e) 1 de cada 73 estudiantes.

1.2 El tanto por ciento que representa 57 de 300 es:
a)  19% b) 53% c)  18% d_ 57%

1.3 El numero que representa el 95 % de 576 es:
a) 5472 b) 5472 c) 5472

14 Sid=17%de 71 y B=71 % de 17 entonces:
a) A<B by A4>B c) A=B d A#B

1.5 Cuando divido un nlimero por su 25 % entonces:

a) ___ obtenemos su cuarta parte,
b)  hallamos su cuadruplo,
¢) __ lodividimos por 25.

1.6 Si50 es el 20 % de un niimero, entonces el 120 % de dicho nimero es:

a) 140 b) 310 ) 300

2. En 17 de los 167 municipios cubanos, la tasa de mortalidad infantil fue cero en el afio
2011. ;Qué porcentaje representa dicha cifra del total?*

3. Alta mortalidad infantil en indigenas peruanos®
La mortalidad infantil entre las comunidades indigenas amazdnicas peruanas alcanza
a 49,2 por cada mil nacidos, informa un documento del Fondo de Poblacion de las
Naciones Unidas (UNFPA). Las comunidades constituyen 1,21% de la poblacién
peruana. (PL)
(Puede afirmarse que murieron alrededor de cinco nifios por cada 100 que nacieron?

4.*Un cubo, cuyas caras estan pintadas, se ha dividido en 1 000 cubos mas pequefios de
iguales dimensiones. Determina qué porcentaje del total tendra pintada:

— solamente una cara — solamente dos caras — solamente tres caras
24 Organo de prensa Granma, 2 de enero de 2011 y del 3 de enero de 2012.
2 Organo de prensa Granma, 7 de mayo de 2011.
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a) Imagina que echas en una bolsa todos los cubitos que tienen al menos una cara
pintada y que escoges uno sin mirar, ;tiene mas posibilidades de escoger uno de los
que tiene tres caras pintadas? ;Por qué?

5. Lee cuidadosamente la informacion siguiente, extraida de la pagina 256 del libro
Curiosidades beisboleras de Jorge Alfonso:

Por primera vez se utilizaron las milésimas para definir el ganador de un campeonato
en la pelota cubana en la temporada de 1979. En aquella oportunidad, los ntimeros
favorecieron a Wilfredo Sénchez, quien conectd 80 indiscutibles en 212 turnos al bate
contra Agustin Arias con 69 en 183 turnos.
Calcula el average en cada caso.

6. Con los resultados de tu coleccion elabora ocho ejemplos como los que se muestran al
inicio del epigrafe y entrega a tu profesor el trabajo realizado.

1.1.11 Razones y proporciones

En el Festival de la Silla los estudiantes de séptimo grado de una escuela lograron
recuperar 20 sillas y los de octavo grado 32 de 120 que habia inservibles en un local de la
escuela.

Mediante qué operaciones puedes realizar la comparacion de estas cantidades.

Una de las formas seria calcular la diferencia entre estas cantidades (32 — 20 = 12)
y plantear: el nimero de sillas que recuperd octavo grado excede en 12 a la cantidad de
sillas que rescatd séptimo grado.

Otra forma seria mediante el tanto por ciento, al calcular qué tanto por ciento repre-

senta 32 de 20 (% 100= 160) y plantear que lo recuperado por octavo grado supero

en un 60 % a lo recuperado por séptimo grado.

. . , 32
Pero podemos también compararla utilizando la razén entre ellas (2—0 :LGJ y en
este caso podemos decir que: la cantidad de sillas recuperadas por los estudiantes de
octavo grado es 1,6 veces superior al nimero de sillas rescatadas por séptimo grado.

Recordemos entonces ;qué es una razon?

Recuerda que:

. a
Se llama razén entre dos numeros a y b al cociente 3 (a; b e @; b # 0) que
también se puede escribir a : b y se lee: “a es a b”. Para buscar otra pareja de

. , a . . r
numeros que estén en la misma razon que 5 basta con ampliar o reducir esta razon.
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Ejemplo 1:

Selecciona de las parejas siguientes de nimeros las que estén en la misma razon de
132

1224~
a) 33y 306 b) 11y 102 ¢) 66y 204
La pareja del inciso a) debe ser seleccionada, pues la razén 306 se obtiene al simpli-

ficar por 4 la razon original.

En el inciso b) los nlimeros 11 y 102 estan en la misma razon que la razon dada, ya que

11
102 podemos obtenerla al simplificar por 12 la razon original.

132
Los numeros 66 y 204 no estan en la misma razon que 1024

Recuerda que:

La igualdad entre dos razones recibe el nombre de proporcion.

.y . a
Una proporcion se escribe — =

b 50a:b=c:dcona;b;c;de ® ;b # 0;d # 0, donde:

extremo < ﬂ_i —  medio extremos
medio < b d —  extremo 7\ /K
ab=c:.d
a-d=c-b W/
medios

La propiedad fundamental de las proporciones es de gran utilidad para determinar uno
de los elementos de una proporcion, conocidos los otros.

Recuerda la propiedad fundamental de las proporciones:

En toda proporcién se cumple que el producto de los medios es igual al producto de los
extremos.

Ejemplo 2:

Isabela vende 1 trusa a 5,00 CUC o 2 trusas a 8,00 CUC. Si me decido por la segunda
opcion, ;cuanto me cuestan 10 trusas?

Para resolver el problema debemos plantear la proporcidn que se puede establecer
entre dos blusas y su precio.
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2 10
— =—aplicando la propiedad fundamental de las proporciones, nos quedaria
X

8

80=2x despejando la variable

80

3 = X calculamos y nos queda 40

Respuesta: 10 trusas me cuestan 40 CUC.

Ejemplo 3:

Africa construird el mayor proyecto hidroeléctrico del mundo: una represa en las
cataratas Inga, donde el rio Congo cae 100 m y fluye a una velocidad de 43 m?/s,
Jcuantos metros cubicos fluyen en una hora??

Este problema se resuelve facilmente al plantear la proporcidén siguiente:

43m°  1s . - ,
36005 donde x es la cantidad de metros cubicos pedidos. Hay que tener en
cuenta que 1 h tiene 3 600 s .
. . 43m°®-3600s
Al despejar x, se obtiene que: x = T s X7 154 800 m>.

Ejercicios
1. Sustituye el simbolo VY para que se mantenga la proporcion:
88 11 \% 4 164

o _ 1 v _c = n
3 168V ®) ‘945 ~ 105 )y

2. Enlaza la pregunta de la columna A con la proporcion de la columna B que le pueda
dar solucion.

A B

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo. 16 _2
(Cuantas jornadas mas debe trabajar para terminar de abo- 48
nar los 48 surcos del huerto?

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo. 2_16
(Cuantas jornadas debe trabajar para abonar los 48 surcos < 144
del huerto?

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo. 16 32
(Cuantas jornadas debe trabajar para realizar los tres pases 2

de abono que llevan los 48 surcos del huerto?

2 Organo de prensa Granma, 23 de noviembre de 2011.
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3. De La Habana a Moscu existen 9 550 km, pero en un mapa de un Atlas Escolar, la
distancia entre estas dos ciudades es de 13,4 cm, ;cudl es la distancia real entre
otras dos ciudades que en el mismo mapa distan 6,7 cm?

4. El rectangulo ha sido dividido en 20 cuadrados iguales (fig. 1.10). ;Cuantos cuadra-
dos se necesita rayar para tener rayadas las tres quintas partes del rectdngulo?

Figura 1.10

5. En las instrucciones de un envase de pintura se puede leer “Rendimiento: 8 m? por
litro™. Si se utilizé 3,5 envases de 4 L cada uno y se dieron dos manos a la misma
habitacion, ;qué superficie tiene dicha habitacidon?

6. Dada la proporcion x : y =z : ¢, conx; y; z; t € Q,; y # 0; ¢ # 0. Intercambia los
extremos y los medios y escribe otra proporcion.

7. Con cuatro numeros fraccionarios diferentes de cero, /cudntas razones puedo esta-
blecer como minimo?

8. Al multiplicar por 100 una razén, ;qué hallamos?

9. Al adicionar a ambos miembros de una razén la misma cantidad, ;se mantiene la
razon?

10.* Me conto un estudiante de séptimo grado que en su escuela se celebro el Festival de
laR ala E dedicado a esa importantisima actividad que es el reciclaje. El, excelente
en Matematica, se percatd de que la cantidad de pomos de plastico entregados es a
la cantidad de libretas como 2 es a 3 y que la cantidad de libretas recolectadas es
a la cantidad de latas de refresco como 6 : 5. Piensa en un trio de posibles valores
para cada cantidad.

1.2 El procesamiento de datos

El procesamiento de datos en su forma mas simple, tuvo sus origenes en las civiliza-
ciones antiguas (fig. 1.11). Se tiene conocimiento de hallazgos que expresan la cantidad
de personas, animales y cosas, mediante representaciones en rocas, pieles, maderas,
paredes de cuevas y otros medios.

Hay evidencias de que los babilonios, alrededor del afio 3000 (a.n.e.), usaban
pequefias tablillas de arcilla donde recopilaban datos relacionados con la produccion
agricola, las ventas y los cambios o trueques propios de la época; también, que los
egipcios del siglo xxx1 (a.n.e.), anterior a la construccion de las piramides, representa-
ron datos sobre la poblacion y sobre los indices de renta del pais; que los chinos, antes
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del afio 2000 (a.n.e.), realizaron estudios sobre la poblacion y las posibilidades materia-
les de sus habitantes, y que los griegos, con el proposito de contar los impuestos,
llevaron a cabo un censo de poblacion cuyos resultados fueron utilizados hasta alrede-
dor del afio 594 (a.n.e.). Estos hechos, entre otros, demuestran que desde los tiempos
mas remotos, los pueblos necesitaron contar sus habitantes y sus recursos para organi-
zar su vida.

Figura 1.11

Hoy dia el procesamiento y analisis de datos, no se limita solamente al estudio Demo-
grafico y de la Economia. Su campo de aplicacion se extendio al analisis de datos en
Biologia, Medicina, Biotecnologia, Fisica, Psicologia, Industria, Comercio, Politica, etc., y
es relativamente facil acceder a multiples datos de alcance local, nacional o mundial,
relacionados con temas de la cotidianidad o de cualquier gestion investigativa que se esté
abordando, a la vez que se dispone de eficaces sistemas, tabuladores electronicos y
asistentes matematicos para el procesamiento de datos.

En la primaria aprendiste algunos conceptos relacionados con el procesamiento de
datos y formas de proceder que te han permitido hacer la interpretacion de datos repre-
sentados en tablas y graficos, dar respuesta a situaciones de la vida que requieren de la
realizacion de analisis y valoraciones. Te sugiero recordarlos y te propongo aprender
otros nuevos.

;! Lee cuidadosamente la siguiente situacion y te invito a pensar como resolverias la
problematica planteada:

En la asamblea de rendicion de cuentas de una circunscripcion, entre los plan-
teamientos que hicieron los electores manifestaron opiniones y solicitudes sobre
la atencion médica que reciben del consultorio. jComo realizarias el estudio
que te permita hacer una valoracion sobre los criterios manifestados por los
electores en esa asamblea?

Para responder la pregunta y dar solucion a la problematica planteada, seguramente
pensaste en la necesidad de hacer un estudio analogo al que emprendes cuando haces
trabajos practicos que requieren el procesamiento de datos, que conllevan la realizacion
de determinados pasos que te permiten darle solucion.
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Recuerda el procedimiento general que te permite resolver una problematica
o analizar una situaciéon o fenémeno que requiere del procesamiento de datos:

El analisis de la situacién inicial que es objeto de estudio. Para ello puedes hacer-
te preguntas tales como: ;Es posible hacer el estudio de la situacion planteada tni-
camente con la informacioén dada? ;Serd necesario buscar otras informaciones?
(Qué aspectos son los que debo estudiar para hacer el analisis? ;Qué pregunta o
preguntas debo responder sobre ellos?

Las interrogantes anteriores y otras te conduciran a la necesidad de la obtencion de
los datos, para lo cual te preguntaras: ;Qué datos necesito para responder la pregun-
ta? ;Son suficientes los datos? ;Serd necesario encontrar otros datos en otras fuen-
tes? (Cudles son las conclusiones que debo extraer de estos? (Como voy a recoger-
los?

Estas incognitas y otras que tendras te llevaran a la necesidad de seleccionar los datos
necesarios, localizarlos, recopilarlos y registrarlos. Luego te preguntaras: ;Como pue-
do reducir esta cantidad de datos? ;De qué modo puedo representar los datos de
manera mas simplificada? Estas interrogantes te conllevan a la simplificacion de los
datos. Para la cual deberas primeramente, organizar los datos recopilados, para tabu-
larlos, cuantificarlos, hacer calculos y representarlos en tablas y graficos.

Una vez realizadas estas y otras acciones podras comunicar los resultados como
fase final del proceso, lo que te permitira hacer comparaciones, descripciones, inter-
pretaciones, argumentaciones, fundamentaciones y valoraciones de la situacion en
correspondencia con los datos. Para arribar a las conclusiones te podras hacer pre-
guntas tales como: ;/Qué significado puedo extraer de los datos representados? ;Coémo
se comporta la frecuencia en cada una de las categorias? ;Cual es el valor mas fre-
cuente en la tabla? ;Cudl es el mayor o menor valor de los datos?

Pero sobre todo, es importante que para la elaboracion de las conclusiones te hagas
preguntas como las siguientes: ;Se corresponden los resultados obtenidos con las con-
clusiones a las cuales arribé?, ;como puedo justificar las conclusiones basadas en los
datos?, ;qué aspectos debo explicar del analisis de estos datos, segun la pregunta a
responder?, ;como comunico la decision tomada?

A partir de estas ideas ya estaras en condiciones de resolver los ejercicios que te
proponemos a continuacion.

Ejercicios
1. En el punto segundo del acapite “Hechos” de la Demanda del Pueblo de Cuba al

gobierno de Estados Unidos por daiios humanos, se dan informaciones sobre
sabotajes realizados por los Estados Unidos a nuestro pais.

46



a) (A qué hechos se refiere la informacion?

b) Recopila los datos y registralos en tu libreta.
¢) Ordénalos cronoldgicamente.

d) Construye una tabla con los datos recopilados.
e) Sobre la base de los incisos anteriores:

* Determina el dia en que esas agresiones criminales causaron el mayor numero
de pérdidas.
* Valora las consecuencias econdomicas y politicas de esas acciones agresivas.

2. Busca en la biblioteca el periddico Granma con fecha 26 de octubre de 2011, la tabla
relativa a la cantidad de paises que votaron a favor de poner fin al bloqueo impuesto
por Estados Unidos contra Cuba entre los afios 1999 y 2011.

a) Construye una tabla donde ilustres la situacion anterior.

b) Compara la cantidad de paises que votaron a favor en los afios 2001 y 2010.

¢) A cuanto asciende la diferencia entre la cantidad de votos en los afios 1999 y
2011.

d) Interpreta los datos que aparecen a la tabla y expresa a partir de estos tus conclu-
siones.

3. Se necesita hacer un estudio sobre las problematicas siguientes:

a) Los indices de mortalidad infantil de Cuba durante los 10 ultimos afios.

b) La preferencia por la musica de los estudiantes de tu grupo.

¢) El resultado de las votaciones en la ONU para condenar el bloqueo econdémico a
nuestro pais.

d) La integracion politica de los vecinos de tu cuadra.

e) El consumo eléctrico de las viviendas de tus compafieros de aula durante el mes de
agosto.

f) La talla de los jovenes comprendidos entre las edades 12-15 afios de tu escuela.

* Determina en cada caso el objeto de estudio.

» (Qué fuentes utilizarias para obtener los datos en cada caso?

+ (Como organizarias el proceso de obtencion de los datos en cada caso? Descri-
belos.

» (De qué instrumentos te valdrias para obtener la informacion en cada caso?

* (Qué acciones consideras que debes realizar durante el proceso de obtencion
en cada caso?

» (Consideras util los resultados que se obtienen del estudio realizado? ;Por
qué?

+ Elabora un resumen en que expongas los resultados del estudio realizado y la
importancia del trabajo con datos para la sociedad.

4. Redacta una composicion donde expongas la importancia del trabajo con datos para la
sociedad.
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1.2.1 Distintas formas de representar los datos

Diariamente, en los periddicos, las revistas y la television se muestran informaciones
de caracter econdmico, politico y social donde aparecen datos representados en tablas y
graficos que reflejan la situacion nacional e internacional de la sociedad y del mundo en
que vivimos.

Recuerda que:

Las tablas constituyen una forma en que se pueden representar datos y permiten
mostrar la informacion de situaciones, hechos, problematicas y fenémenos de forma
resumida, lo que facilita la descripcion e interpretacion del fendmeno que se desea
estudiar en correspondencia con los datos que en ella se muestran (tabla 1.1).

Tabla 1.1

Mortalidad Infantil por provincias
(Ultimos cinco aiios)

Provincias 2007 2008 2009 2010 2011
Pinar del Rio 54 5,7 39 5,0 4,0
Prov. Habana (*) 5,6 4,2 5,0 52 —

Artemisa (*) - — - - 39
La Habana (**) 5,0 5,7 49 5,0 43
Mayabeque (*) - — — - 5,7
Matanzas 44 41 4.5 3,7 54
Villa Clara 55 33 44 2,5 5,7
Cienfuegos 7,1 4.8 6,8 3,7 5,0
Sancti Spiritus 4,1 42 3,6 4,9 59
Ciego de Avila 7.0 6,9 58 54 44
Camagiiey 42 4,7 4,0 44 5,6
Las Tunas 44 2,7 3,6 5,5 3,5
Holguin 5,0 33 3,5 3.1 4,0
Granma 53 40 53 4.7 44
S. de Cuba 59 6,1 6,7 53 59
Guantanamo 6,1 5,7 4.6 5,7 6,1
1. de la Juventud 53 2,9 9,2 2,8 79
NACIONAL 5,3 4,7 4,8 4,5 4,9

Fuente: Direccion Nacional de Estadisticas del MINSAP

Los graficos también constituyen una manera en que se presentan datos, se confec-
cionan con el propoésito de condensar grandes grupos de datos y mostrarlo de forma
tal que permita una facil e inmediata captacion visual. Estos aportan mayor informa-
cion pues la visualizacién permite destacar los principales aspectos del fendémeno
objeto de estudio (fig. 1.12).
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Ejercicios

1. En la biblioteca de una escuela secundaria basica aparece en el mural la tabla 1.2:

Tabla 1.2
Asistencia a la biblioteca
Meses Asistencia
septiembre 751
octubre 828
noviembre 656
diciembre 441
enero 529

a) ¢Qué informacion te brinda esa tabla?

b) ¢(En qué mes asistieron menor cantidad de personas?

c) (Cuéantas personas mas asistieron en octubre que enero?

d) El promedio de personas que asistieron los tres ultimos meses fue de:

1) 656 2) 641 3) 542 4) 3205
e) Explica como procediste para hacer el razonamiento que te permitio6 seleccionar la
respuesta del inciso anterior.

f) Si te dieran la responsabilidad de actualizar la tabla 1.2 con el comportamiento de
la asistencia de los cinco meses restantes del curso. ;Qué acciones realizarias?
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2. Lee detenidamente la informacion que muestra la tabla 1.3.%7

2.1

2.2

Tabla 1.3

Del Medallero de los XVI Juegos
Parapanamericanos de Guadalajara 2011

Lugar Pais Oro | Plata | Bronce | Total
1 Brasil 81 61 55 197
2 EUA. | 51 47 34 132
3 México | 50 60 55 165
4 Cuba | 27 16 11 54
5 Argentina| 19 25 31 75

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verda-
dera para cada caso:

a) El total de medallas doradas obtenidas por estos cinco paises es .

b) La cantidad total de medallas obtenida por supero6 en 122 a las
obtenidas por

c) paises tienen una cantidad par de preseas de plata y son

d) Teniendo en cuenta los totales de preseas alcanzadas, __ paises pudieron ha-
ber obtenido igual cantidad de medallas de oro, plata y bronce, y bajo estas
condiciones: ocuparia el segundo lugar.

e) La tercera parte del total de medallas argentinas son de
f) El % de las medallas cubanas son de oro.

g) La cantidad de medallas de bronce de México es al total de medallas de la
nacion azteca como 1 es a

Piensa en la forma de confeccionar una escala para representar en un mismo grafico
de barras toda la informacion que brinda la tabla 1.4, con excepcion de los totales.

Tabla 1.4

Resultados cubanos en los XVI Juegos
Parapanamericanos de Guadalajara 2011

Deporte Oro Plata Bronce
Atletismo 14 7
Natacion 6

27 Revista Bohemia, 2 de diciembre de 2011. Nota: Juegos Panamericanos en los que participan
atletas discapacitados.
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Judo 4

Levantamiento de pesas

Tenis de mesa 1 2

2.3 Consulta la fuente indicada, completa la tabla 1.4 y elabora un ejercicio parecido al
que acabas de responder.

2.4 Investiga sobre el medallero de los Juegos Parapanamericanos mas préoximos al
momento en el que realices esta actividad y junto a los compaifieros de grupo que
nacieron en el mismo mes que td, elabora un resumen en que hagas una valoracion
de los resultados obtenidos.

3. Lafuerza laboral fue el recurso mas eficiente al cierre de marzo de 2011 en el Campismo
Popular, asi lo demuestra la grafica de la figura 1.13:

No. de trabajadores

3000 2 947
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1000

380 493
500 1 22
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Figura 1.13

a) (Queé titulo le pondrias al grafico?

b) (Cual es el total de trabajadores de esta sana opcion recreativa? Si la fuerza
laboral femenina esta representada por 1 598 mujeres, /cuantos trabajadores son
hombres y qué porcentaje representan del total?

¢) (En qué nivel de escolaridad hay mayor cantidad de trabajadores? ;Cdémo te diste
cuenta de ello?

d) ¢(En cuanto excede la cantidad de trabajadores de nivel Medio Superior a la canti-
dad de graduados universitarios?

e) (Consideras que este grafico es el mas idoneo para ilustrar la informacién? ;Por
queé? De ser negativa tu respuesta, ;qué grafico tu utilizarias? Justifica tu respuesta.

f) (Son cantidades contables las que aparecen en el grafico?

4. La grafica de la figura 1.14 muestra en porcentaje el comportamiento a nivel mundial de la
venta de Habanos,? a pesar de la irracional politica del bloqueo del gobierno estadounidense.

% Organo de prensa Juventud Rebelde, 28 de febrero de 2012.
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Exportaciones de Habanos al mundo 2011

[ Europa Occidental 53 %
(] Africa2 %
E=l Europa Oriental

y Medio Oriente 5 %

[ Africa del Norte 12 %
EEE Asia-Pacifico 13 %
7 América 15 %

Figura 1.14

a) Identifica el tipo de grafica.

b) Sien el afio 2011, Habanos S.A. obtuvo una cifra de negocios de 401 000 000 USD,
(cuanto aporté a dicha cifra Europa Occidental?

¢) (Cual fue la region que menos aporto?

d) (En cuantos $ USD supera lo aportado por América a lo que aporto Africa?

1.2.2 Distribucion de frecuencias

i! Lee cuidadosamente la siguiente problematica.

El director de una escuela secundaria bdasica, con la finalidad de evaluar
grupalmente el rendimiento de los estudiantes del 7.° 1 en la asignatura Mate-
madtica, aplicé una prueba diagnostico que le permitio clasificar individualmen-
te a los 30 estudiantes en las categorias de E (excelente) MB (muy bien) B (bien)
R (regular) y M (mal). Una vez calificados los trabajos registra en su libreta de
control las clasificaciones atribuidas a cada estudiante de la forma siguiente:

E MB MB R M B M R B M B B B R M
MB B R R M R M R B E M B RMB B

(Si t fueras el director de esta escuela, como evaluarias el rendimiento del grupo?
Observa los datos registrados, ;te es posible dar una evaluacion inmediata del rendi-

miento del grupo?

Seguramente al observar pudiste apreciar que los datos estan desorganizados y para

dar respuesta a la pregunta con mayor facilidad y rapidez, es necesario primeramente
organizar el conjunto de los datos que se muestran.

La organizacion de la informacion puede realizarse mediante distribuciones de fre-

cuencias.

Definicion:

Se entiende por una distribucion de frecuencia a la organizacion de los datos en una
tabla convenientemente preparada, de manera que exprese un conjunto de puntuacio-
nes ordenadas en un grupo de categorias establecidas.
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Las distribuciones de frecuencia pueden clasificarse en numéricas o en categodricas.

En este caso que se analiza se clasifica como categorica.

Los datos presentados anteriormente, los cuales no han sido organizados, reciben el
nombre de datos primarios. Estos pueden ordenarse en forma ascendente o descendente
para facilitar su conteo y analisis. Un arreglo ordenado de estos datos primarios (que
pudiera contener un numero mucho mayor de datos) seria el siguiente:

EE MB MB MB MB B B B B B B B B B
RR R R R R R R MMM M MMM

Para tener una informacioén mas clara y poder procesar con mayor facilidad los datos,
es util construir una tabla, distribuir los datos por categorias y determinar el niimero de
individuos que pertenecen a cada categoria.

(Como se construye una tabla de frecuencia?

Ejemplo 1:

Tabla 1.5

Cantidad
Clasificacion | Conteo o tarjado | de estudiantes
por categorias

E /' 2
MB /117 4
B =+ 1] 9
R 1] 8
M =+ / 7

Para construir una tabla de frecuencia, con los datos de la problematica planteada,
confeccionamos una tabla por categorias (tabla 1.5), en este caso se construye una
tabla de tres columnas y seis filas, como se muestra a continuacion:

En la primera fila de la tabla escribimos la identificacion de cada columna y en la
primera columna las categorias en orden ascendente o descendente.

Posteriormente, hacemos un conteo para determinar el nimero de veces que aparece
cada dato. Por cada valor contado colocamos en la segunda columna un pequefio trazo
vertical “/” y formamos con ellos pequefios grupos de 5 valores contados, pero escribi-
mos el quinto trazo horizontalmente para facilitar el conteo. Asi: /#++. En la tercera
columna se coloca el nimero que representa la suma total del conteo realizado.

A este tipo de tabla que resume la informacion, se le llama tabla de frecuencias.

En este caso a la cantidad de estudiantes por categoria se le denomina frecuencia absoluta.
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Definicion:

La frecuencia absoluta de un dato es el numero de veces que aparece repetido este.

La determinacién de la frecuencia absoluta de un dato facilita la realizacion del

analisis del conjunto de datos que se estudian, y mediante ella podemos determinar, por
ejemplo:

La cantidad de estudiantes que son hijos inicos en una comunidad.
La cantidad de hermanos que tienen los estudiantes del grupo.
La cantidad de jovenes que estudian por niveles de ensefianza en un municipio.

La cantidad de jévenes que prefieren los distintos deportes en una escuela.

Ejemplo 2:

Observa la tabla construida anteriormente y calcula el porcentaje de estudiantes a los
que se les asignd la clasificacion de bien (B).

Seguramente para calcular el tanto por ciento, aplicaste tus conocimientos so-
bre calculo porcentual y para ello tuviste en cuenta qué tanto por ciento repre-
senta 9 (cantidad de estudiantes clasificados de Bien), de 30 (cantidad total de
estudiantes).

Si observas en este ejemplo el 9 representa la frecuencia absoluta de los estudiantes
clasificados de Bien y 30, la cantidad total de datos. A esta relacion entre la frecuen-
cia absoluta y el total de datos la llamaremos frecuencia relativa.

Definicion:

La frecuencia relativa es el cociente de la frecuencia absoluta por la cantidad total de

datos: Frecuencia Relativa = cantidad total de datos

frecuenciaabsoluta

Ejemplo 3:
En latabla 1.5, el total de datos es 30, luego la frecuencia relativa para la clasificacion
9 3 . . .,
de Bes 20°"10 y esta puede ser expresada como fraccion comun, como expresion

54

decimal 0,3 o en forma porcentual 30 %.

Con el objetivo de facilitar la descripcion de los datos, las tablas de frecuencias contie-
nen otras columnas, como se ilustra a continuacion:



Clasificacién Frecuencia Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa relativa (%)
E 2 2 6,7 %
— =0,067 °
30
4 0
MB 4 2 0133 13,3 %
30
B 9 9 30,0 %
— =0,300 ’
30
R 8 26,79
8 —=0,267 6,7%
30
7 1)
M 7 0233 233%
30
Total 30 9
ota 30 _0 ~1000 100 %

Observa que:

* La suma de las frecuencias absolutas es igual a la cantidad total de datos.
* La suma de las frecuencias relativas es igual a 1,00 (o 100 % si se trata de
frecuencias relativas porcentuales).

A veces para determinar la frecuencia relativa es necesario hacer redondeos, y
sino se obtiene el valor 1 o el 100 % en la suma de las frecuencias absolutas, se hacen aproximaciones.

Es importante que conozcas cdmo construir una tabla de frecuencia, por ello te sugerimos
que estudies el ejemplo dado y resumas en tu libreta una secuencia de pasos que te permita
construirla, pero también puedes confeccionarla utilizando el procesador de texto Word.

Para confeccionar la tabla de frecuencia utilizando el procesador de texto Word, debes:

* Seleccionar en la barra de ment, la opcion tabla.
* Buscar la opcion insertar.
* Seleccionar la opcidn tabla.
* Seleccionar la cantidad de filas y columnas necesarias para cons-
truir la tabla.
* Identificar en la primera fila el nombre de las columnas.
» Ubicar en la primera columna las categorias.
* Introducir los datos correspondientes a las frecuencias absolutas y relativas.

Los célculos de las frecuencias absolutas y relativas pueden hacerse facilmente con

ayuda de la opcion formula que aparece en el ment1 de tablas; para ello debes introdu-
cir la férmula que te permite calcularlas.
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Ejercicios
1. Se lanza un dado 19 veces y se obtienen las lecturas siguientes:
5,2,3,5,6,2,3,4,5,2,5,2,5,3,2,6,1,4,5

a) Organiza los datos en forma creciente.

b) Construye una tabla de frecuencias absoluta y relativa. Escribe en tu libreta los
pasos que seguiste.

c) (Cual es la lectura mas frecuente?

d) ¢En cuantas tiradas se obtuvieron lecturas inferiores a 4?

e) Si se remplazan dos de las lecturas del nimero 2 por el nimero 3 y dos de las
lecturas del nimero 5 por el 6. ;Se alterard el valor promedio de las lecturas?
(Cual es? ;Se alterara el valor de la lectura que ocupa la posicion central del
conjunto de datos ordenados? ;Cudl es? Explica cdmo se procede para hacer el
razonamiento que te permitié llegar a la respuesta en cada caso.

2. Dados los datos siguientes:

Paises que han obtenido el primer lugar en el Tenis masculino (1990-2007)*
Suecia, Australia, EUA, Suiza, EUA, EUA, EUA, Suiza, EUA, EUA, Suecia, EUA,
Suiza, Suiza, Brasil, Australia, EUA y EUA.

a) Construye la tabla de frecuencia absoluta y frecuencia relativa.

b) (Qué pais ha obtenido la mayor cantidad de veces el primer lugar?

¢) (Qué porcentaje representa del total el numero de veces que Suiza ha sido gana-
dor del evento?

(Recuerdas qué nombre reciben los graficos que aprendiste en la primaria y para qué
se utilizan?

1.2.3 Tipos de graficos estadisticos

En ocasiones, para transmitir la informacion de manera rapida y que sea comprendida
por otras personas, la tabla de frecuencia no es la forma mas ilustrativa, por lo que se
utilizan los llamados graficos.

Los graficos se confeccionan con el proposito de condensar grandes grupos de
datos y mostrarlos de forma tal que sean captados mas facil y rapidamente, y sea casi
inmediata su comprension visual. Ellos aportan mayor informacion, pues la visualiza-
cion permite destacar los principales aspectos de un fendmeno u objeto de estudio.
(Recuerdas qué nombre reciben los graficos que aprendiste en la primaria y para qué
se utilizan?

2 Semanario Orbe del 15 al 21 de marzo de 2008.
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Recuerda que:

Los tipos de graficos que pueden confeccionarse son: de barras, circulares o de pastel,
poligonales y pictogramas, cada uno de los cuales tiene ventajas, que lo identifican con
el tipo de analisis que hay que realizar.

Recuerda que:

Grafico de barras. Consiste en un conjunto de columnas o rectangulos, en que se emplea
una columna para cada categoria. El ancho del rectangulo asi como la separacion entre
ellos es uniforme. La altura del rectangulo esta dada por la frecuencia que corresponde a
la categoria que representa. Las barras pueden ser representadas en forma vertical u
horizontal. Es recomendable para la comparacion de datos organizados por categorias.

Ejemplo 1:

La figura 1.16 muestra una grafica de barras. Como puedes apreciar se puede esta-
blecer de manera rapida y sencilla, una comparacion de los accidentes ocurridos desde el
2001 hasta el 2010.

Accidentes del transito en Cuba (2001-2010)
1985

1723 1729 1701 1781 1794

1675 1649 1650 1665

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Figura 1.16

Recuerda que:

Grafico circular o de pastel. Consiste en un circulo que esta dividido en partes
(sectores circulares) y cada sector circular representa una categoria cuyas amplitudes
son proporcionales a la frecuencia absoluta correspondiente. Es recomendable para el
analisis de las partes con respecto a un todo.

Ejemplo 2:

La figura 1.17 muestra una grafica circular. Como puedes apreciar tiene gran impacto
visual. En este grafico facilmente puedes comparar el porcentaje de las principales
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causas de accidente, se puede ver que una mayor parte de él corresponde a los acciden-
tes por la pérdida del control del vehiculo con un 28 %.*°

Porcentaje de las principales causas de accidentes de transito
en Cuba (2001-2010)

Control del vehiculo
Derecho de via

J [ Exceso de velocidad
B Otras causas

Figura 1.17

Recuerda que:

Grifico poligonal. Esta representacion consiste en una grafica de lineas, las catego-
rias aparecen en el eje horizontal y en el eje vertical la frecuencia. Es recomendable
para el andlisis de tendencias de un determinado fenémeno.

Ejemplo 3:

La figura 1.18 muestra una grafica poligonal. Como puedes apreciar permite realizar
analisis de tendencias del crecimiento de las instalaciones de los Joven Club.

Crecimiento de las instalaciones
Cantidad de los Joven Club (1987-2006)

de Joven Club
sg7 600

1987 1988 1989 1992 1999 2001 2004 2005 2006
Figura 1.18

A cada afio se le hace corresponder la cantidad de Joven Club que se instalaron (el
valor de la frecuencia) que se sefiala mediante un punto, que son unidos mediante

3 Organo de prensa Juventud Rebelde, 17 de octubre de 2010.
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segmentos que forman la linea poligonal. El crecimiento de las instalaciones de los
Joven Club se evidencia en el comportamiento de esta linea poligonal.

Recuerda que:

Pictogramas. Es una forma de organizar la informacién de una manera muy atracti-
va, en que se utilizan figuras o simbolos alusivos a los datos para representar cantida-
des, dispuestos en la misma fila o columna. Es recomendable para visualizar de forma
rapida la informacion.

Ejemplo 4:

La figura 1.19 muestra un pictograma. Como puedes apreciar se visualiza facilmente
y de manera atrayente la informacion referente al estacionamiento de carros en dife-
rentes horarios del dia.

Carros estacionados en un parqueo

;{:@)@ = 10 carros
6:00-7:30a.m. &g
8:00—12:00 m. ;l;“@)
1:00—3:00 p.m. ’;‘J\.
4:00-6:00p.m. EiP EiTe

8:00~10:00 p.m. &

Figura 1.19

Cada dibujo representa la misma cantidad de carros. Si no estd completa la figura de
la leyenda que se utiliza, significa que se considera solo una parte de la cantidad
asignada a ella, en este caso la mitad del simbolo son solamente 5 carros.

Ejercicios

1. En la grafica de la figura 1.20 se representa la cantidad de pacientes (nifios y adultos)
relacionados con el accidente de Chernobil atendidos en el Hospital Pediatrico de
Tarara hasta el afio 2002:*

Observa la grafica y responde:

a) Identifica el tipo de grafica.

31 Organo de prensa Granma, 19 de septiembre de 2002.
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2.

60

b) Consideras adecuada la representacion de estos datos en este tipo de grafica.
[Por qué?

¢) ¢De qué lugar se recibio la mayor cantidad de pacientes?

d) (En cuanto superan la cantidad de nifios atendidos de Rusia al nimero de adultos
recibidos del mismo lugar?

e) (De qué lugar se recibié mayor cantidad de adultos?

f) Calcula el promedio de nifios atendidos entre los tres paises.

14000 7
12000 1
10000 1
8000 1
6000 -
4000 A

nifios adultos

O Rusia OBielorrusia @ Ucrania

Figura 1.20

La grafica de la figura 1.21 muestra el comportamiento de la asistencia de los estu-
diantes de un grupo de 7.° grado que tiene una matricula de 30 estudiantes durante los
cinco primeros dias de un mes.

Asistencia de los estudiantes de un grupo de 7.° grado
100

<

2 95 /\\

2 <z

2 90

g \ 4

] 85 v

<=

e 80

75 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6

Dias del mes
Figura 1.21

a) Identifica el tipo de grafica.

b) (Con qué finalidad consideras ti que se utilizé este tipo de grafico para reflejar
estos datos?

¢) ¢(Cual fue el dia de mejor asistencia?

d) Calcula el tanto por ciento de asistencia alcanzado el noveno dia, conociendo que
ese dia hubo una ausencia por enfermedad.



e) Investiga cudntos estudiantes faltaron a tu escuela durante esta semana y calcula
qué tanto por ciento representa de la matricula del centro.

3. Enla grafica de la figura 1.22 se muestra la cantidad de donaciones de sangre realiza-
das en un centro de trabajo.

Donaciones de sangre en un centro de trabajo

‘ = 4 donaciones
YY
2010‘ ‘ ‘ /
@ @@ d

Figura 1.22

a) (Qué nombre recibe el grafico? Menciona sus caracteristicas.
b) ¢(En qué afio se hizo la mayor cantidad de donaciones?
c) Si el total de donaciones es 39. Calcula el promedio de donaciones por aflo.

4. En la recepcion de una base de campismo aparece la grafica como la de la figura 1.23,
que informa la distribucion (en porcientos) de las 500 personas que asistieron un fin de
semana, los cuales estan identificados en mujeres, hombres y nifios.

Figura 1.23

a) (Qué nombre le pondrias a la grafica que ilustra los datos?
4.1 Observa la grafica y responde marcando con una X la respuesta correcta.
a) Se puede afirmar que:
___Asistieron 25 nifios.

1.

2. La minoria de las personas que asistieron eran hombres.
3. De cada 100 personas que asistieron, 40 eran mujeres.
4,

Mas de la cuarta parte de los que asistieron eran nifios.
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b) Calcula la cantidad de hombres que asistieron a la base de campismo ese fin de
semana.

¢) A continuacion se muestra una secuencia de acciones realizadas por el administrador
para hacer el procesamiento de los datos que le permitio la construccion del grafico.

1. Calcular el porcentaje de mujeres, hombres y nifios que asistieron.

2. Cuantificar los datos, haciendo el conteo correspondiente.

3. Organizar los datos recopilados por categorias (mujeres, hombres y nifios).
4. Construir el grafico tomando en consideracion los célculos realizados.

5. Recopilar los datos necesarios.

(Consideras tu que esa es la secuencia adecuada para hacer el procesamiento de
datos? En caso negativo, propon una nueva secuencia tomando como referencia
las acciones que se relacionaron anteriormente.

5. Un estudiante quiere saber las ventajas de presentar datos en forma grafica y no en
forma de tabla. ;Cual es tu respuesta?

1.2.4 La media aritmética y la moda

i! Con el objetivo de calibrar la masa de unas piezas de repuesto para su produccion a
mayor escala, los técnicos del control de la calidad de una fabrica han realizado compro-
baciones en una pesa industrial, tomando al gramo como unidad de medida. Las medidas
de masa que comprobaron en las seis primeras piezas de la linea de produccién de la
fabrica son las siguientes:

462 50 48,7 51 493 50

(Cual es la masa media de las seis primeras piezas de repuesto de la primera linea de produc-
cion de la fabrica? (Explica como la calculaste? Seguramente para calcular la masa media,
tuviste que hallar la media aritmética o promedio entre las masas registradas de cada pieza.

Recuerda que:

La media aritmética es el valor alrededor del cual se encuentran los datos de un
conjunto de datos.
Sean x, x,, x,,..., x , n valores medidos de un conjunto de datos.

X+ X, F Xt X,

La media aritmética ;; se calcula mediante la férmula: x =
n

La media aritmética puede entenderse, intuitivamente, como el valor que tendrian los
datos si todos fueran iguales, o sea, es el valor que representa a todos los datos conte-
nidos en ese conjunto.
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R ;!: Ahora para resolver la problematica planteada.

Sustituimos los valores de las observaciones en la formula anterior, calculamos la suma y
la dividimos por el nimero de observaciones como se ilustra a continuacion:

49,2+50+48,7+51+493+50 2982

=497
6

X =

R/ La media aritmética de la masa de las 6 primeras piezas de repuesto es 49,7.

Usualmente esta medida de tendencia central es muy utilizada al analizar situaciones
de la vida.

Ejemplo 1:

Al calcular el promedio de notas de los estudiantes de un grupo.
Al calcular el promedio del gasto de energia en una empresa, en un periodo de tiempo.
Al calcular el promedio de personas que visitan diariamente su consultorio médico.

Recuerda las caracteristicas de la media aritmética:

» Es facilmente entendible por la mayoria de las personas.

* Puede calcularse cuando los datos son numéricos, o sea, puede no existir.

» Es tnica y facil de calcular.

» Toma en cuenta todos los valores del conjunto de datos de forma individual; esto
es, recorre el conjunto completo de datos.

» Si existen valores muy alejados de la mayoria, entonces se distorsiona mucho y
deja de reflejar la realidad existente.

Observa nuevamente el conjunto de datos de la situacidn inicial sobre la masa de las
seis primeras piezas de repuesto ;Cual es la masa mas frecuente? Seguramente obser-
vaste que es 50 kg. ;Qué nombre recibe en el conjunto de datos?

Recuerda que:

La moda es el dato que mas se repite o la categoria de datos que tiene mayor fre-
cuencia absoluta en un conjunto de datos. Se determina por conteo.

En ocasiones un conjunto de datos puede tener mas de una moda y esto ocurre cuan-
do son varios los datos que mas se repiten, también puede no tener moda, por ejemplo:

En un grupo de nueve estudiantes se comprobd mediante una encuesta de opinion
sobre sus preferencias por las manifestaciones culturales. Tres de ellos prefieren
teatro; otros tres, la danza; dos la musica y uno las artes plasticas. Como puedes
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apreciar existe mayor preferencia por el teatro y la danza, lo que te indica que existen
dos datos que mas se repiten, lo que muestra que hay mas de una moda.

Al mismo grupo se le preguntd sobre sus preferencias por la practica del deporte y se

comprobd que tres de ellos prefieren el béisbol; tres, el atletismo, y el resto, voleibol.

Como puedes apreciar no existe mayor preferencia por alguno de estos tres deportes,

lo que te indica que no existe un dato que mas se repita, lo que te indica que no hay moda.

Es usualmente empleada para estudiar situaciones de la vida, cuando son utilizados

datos cualitativos, pues no depende de calculos como ocurre con la media aritmética.

La moda se puede utilizar, por ejemplo, para:

Indicar la musica mas preferida por los estudiantes de un grupo.
Indicar la nota més frecuente que se obtuvo en una prueba aplicada en un grupo.
Identificar el horario preferido por los pobladores de una ciudad en una encuesta.

Recuerda las caracteristicas de la moda:

Es muy sencilla tanto para determinarla como para interpretarla.
Se utiliza tanto para datos cuantitativos como cualitativos.

No requiere calculos, basta hacer conteos.

Puede no existir o no ser Unica.

Cuando te sea necesario calcular la media aritmética o determinar la moda para hacer

el analisis de situaciones, problematicas o fendmenos de la vida, es bueno que te hagas
algunas preguntas tales como:

(Cuél de las medidas caracteriza mejor el conjunto de datos? ;Es posible calcular la media?
(Con qué valores hay que operar para calcular la media? ;Como se calcula la media? ;Qué
significado tiene este dato dentro del conjunto de datos? ;Cual es el valor més frecuente?
(Qué informacion me aporta la media y moda para la situacion que estoy analizando?
(Como explica la media y la moda la cualidad o caracteristicas del mundo real que estoy
estudiando? ;Cudles son los datos mas cercanos a la media? ;Cuales son los mas alejados
de la media? ;Cuales datos tienen una frecuencia mas baja?

Estas y otras preguntas que te haras te facilitaran hacer el analisis de la situacion

planteada y arribar con mayor facilidad a conclusiones.

La informatica también brinda recursos que permiten determinar la media y la moda

de un conjunto de datos.

Ejercicios

1. En un grupo de 15 estudiantes seleccionados de una secundaria basica para hacer
un analisis de las notas finales obtenidas por estos en sexto grado, en la asignatura
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Matematica, se registraron los resultados siguientes: 100, 70, 50, 90, 90, 80, 60, 60,
90, 70, 90, 60, 100, 50, 70.

1.1 Al hacer el analisis correspondiente se emitieron diferentes criterios. ;Pue-
des ayudar a determinar el criterio mas correcto? Seleccionalo marcando con

una X.
a) _ Todas las frecuencias absolutas son iguales.

: . . 10
b) _ La frecuencia relativa correspondiente a la nota de 100 puntos es 15"
¢) _ La media aritmética esta alrededor de 75.
d)  La moda es 40.
e) __ Hay seis estudiantes con notas iguales o superiores a 80 puntos.

1.2 (Te fue posible rapidamente determinar el criterio mas correcto? ;Por qué?

1.3 Construye una tabla de frecuencia absoluta y relativa y analiza nuevamente las alter-
nativas descritas en el 1.1. A qué conclusion puedes llegar.

2. Juan pregunt6 a sus compaifieros del circulo de interés de Matematica la cantidad de
hermanos que tiene cada uno y registrd en la pizarra el resultado siguiente:

1 20 3 3 4 4 3 1 2 4 3 1 3 0

a) (Qué tanto por ciento del total de sus compafieros tiene mas de dos hermanos,
pero no mas de cuatro?

b) Determina la media y la moda de la cantidad de hermanos que tienen los compafie-
ros de Juan.

¢) Explica como determinar la media aritmética y la moda cuando los datos estén
agrupados en una tabla de frecuencias.

) i i u , Si imina u i ua i
3.* La media de cinco numeros es 6, si se elimina uno de los cinco numeros la media se
convierte en 7. /Cudl es el nimero eliminado?

i! La Feria del Libro y los estudiantes de séptimo grado

(Cémo determinar la media aritmética y la moda cuando los datos estan agrupados en
una tabla de frecuencia?

Los estudiantes de un grupo de séptimo grado visitaron la pasada Feria del libro.

Un estudiante decidid representar el niimero de sus compafieros que compr6 cada
cantidad diferente de libros en una tabla de frecuencia. Las distintas categorias las pue-
des apreciar en la tabla 1.6.
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Tabla 1.6

Categoria segin libros comprados | Frecuencia absoluta

No compraron libros 2

Compraron 2 libros

Compraron 4 libros

Compraron 5 libros

Compraron 6 libros

| 2l o] o

Compraron 8 libros

Compraron 10 libros 1

Su profesor de Matematica le pidié que calculara la media aritmética y determinara la
moda de la cantidad de libros comprados por los estudiantes.

Para calcular la media aritmética, ;procederias de manera similar a como calculaste
la masa de las seis piezas de repuesto del problema propuesto al inicio del epigrafe 1.2.4?

Como puedes apreciar aqui, para cada dato (cantidad de libros) ya esta determinada
la frecuencia absoluta, por lo que la cantidad de sumandos se puede reducir haciendo uso
del calculo de los productos que se obtienen al multiplicar la cantidad de libros comprados
por la frecuencia absoluta.

La suma de estos productos se divide por la cantidad total de observaciones y de esta
forma obtenemos la media aritmética aplicando la férmula siguiente:

X fit Xy fotxg- o+t x, - f,
n

X =
R ;! Luego en este caso seria:

0-2+2-8+4-6+5-2+6-4+8-2+10-1
25 -

_ 0+16+24+10+ 24+16+10=@=4

25 25

X =

Fijate que el total de estudiantes del grupo que asistieron a la feria es 25, porque es la
suma de las frecuencias absolutas que es igual a la cantidad total de datos; por lo que se
realizaron 25 observaciones. Entonces: ;Cual es la moda? En este caso basta observar la
tabla e identificar el valor mas frecuente.

Seguramente te dards cuenta que en la categoria de la tabla estudiantes que compra-
ron 2 libros hay mas casos, es la que mas se repite, es la de mayor frecuencia. Luego, se
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puede concluir que la moda es la categoria estudiantes que compraron 2 libros, que tiene
frecuencia 8, porque 8 estudiantes compraron 2 libros. En este caso, basta observar la
tabla e identificar el valor mas frecuente.

Ejercicios

4. La tabla 1.7 muestra la distribucién de frecuencia de los puntos anotados por los
jugadores, de un equipo de baloncesto, al finalizar un juego.

Tabla 1.7

Cantidad de puntos anotados | O | 4 | 6 [ 10 | 15 | 20

Frecuencia 2 1 21 4 2 1

Escribe verdadero (V) o falso (F) seglin corresponda

a)
by
o
d__

e

El equipo esta formado por 12 jugadores.

El equipo anotd 55 puntos.

La media de puntos anotados por jugador fue 8.

Mas de la mitad de los jugadores del equipo anoté mas de 10 puntos.

La moda de los puntos anotados es 10.

5. El grafico en la figura 1.24 muestra la cantidad de estudiantes que participaron en los
concursos de Matematica, Espafol, Historia y Biologia de un municipio.

90
80
70
60
50
4 1 [
3011 [
20
10

Cantidad
de estudiantes

Asignaturas
Figura 1.24

La mayor participacion de los estudiantes fue en Matematica y la menor cantidad de
participantes fue en Biologia. Participaron mas estudiantes en Espafiol que en Historia.

67



68

a) Identifica el tipo de grafica:

b) Marca con una X la respuesta correcta. Se puede afirmar que:

1) Participaron en total 80 estudiantes.
2) El 40 % de los participantes fue en Biologia.
3) La media de participantes por asignaturas esta alrededor de 58.

4) Participaron en Espafiol 20 estudiantes menos que en Biologia.

¢) (Qué porcentaje de estudiantes participaron en Matematica?
d) (Cdédmo procederias, si tuvieras que hacer el analisis de los resultados de los estu-
diantes de tu grado en los concursos a nivel de escuela?

Un estudiante de secundaria basica analiza que el promedio de las notas de 4
de las cinco asignaturas de Ciencias es de 83 puntos. Determina: la menor nota
que puede sacar en la prueba de la otra asignatura; para tener 85 puntos de
promedio.

Del periddico Trabajadores, con fecha del 14 de mayo de 2012, se extrajeron los
siguientes datos sobre la actuacion de seis de los equipos que han participado en las
Ligas Mundiales de Voleibol.

Italia participo en 346 juegos y gand 247, Bulgaria gano 118 y perdio 80,
Brasil participé en 361 y perdio 75, Cuba participo en 319, de ellos, gano 198
y perdio 121; Japon solo gano 55 de los 230 en que participo y Francia, de los
209 juegos en que participo, gano 96 y perdio 113.

a) (Qué informacion te brindan esos datos?

b) Construye una tabla de forma tal que los paises queden organizados en forma
descendente de acuerdo con la cantidad total de juegos en que participaron. ;En
qué tipo de grafico representarias los datos? ;Por qué?

¢) Si fueras a seleccionar qué pais obtuvo mejores resultados en esos juegos, (cual
seleccionarias? Fundamenta tu respuesta.

A continuacion se muestran las calificaciones de 15 y 30 estudiantes de dos grupos en
una prueba de Matematica:

Grupo A

Estudiante 1 {23456 7|8|9]10]11]12]13|14]15

Calificacion | 80 [ 90 [ 40 [ 80 | 50 |90 | 90 [ 70 [ 80 [ 70 [ 80 | 60 | 90 | 80 | 60




Grupo B

Estudiante [ 1 |2 |3 |4 [S| 6789 ([10)11 1213|1415 (1617

Calificacion| 80 [ 50 | 80 |40 | 50|70 | 90 90|50 |70 | 8070 [ 80|80 [ 90 [100] 90

Estudiante | 18 [ 1920 (21 |22 |23 [ 24 |25 (26| 27 | 28|29 |30

Calificacion (100 50 [ 50 | 60 | 90 | 80 | 80 [100| 70 | 60 [ 80 | 90 | 80

8.1 Construye una tabla de frecuencias que muestre los resultados de las calificaciones
de ambos grupos.

8.2 Determina:

a) La media aritmética de las calificaciones de los estudiantes de cada grupo.
b) La moda.
c) El porciento de estudiantes aprobados en cada grupo.

8.3 Hazun andlisis de los resultados anteriores y de la calidad de las calificaciones de los
estudiantes y selecciona el grupo que consideres con mejores resultados. Argumenta
el porqué de tu eleccion.

8.4 Si tuvieras que representar graficamente los datos anteriores, (qué tipo de grafico
utilizarias?

9. En la tabla 1.8 se esconde informacion sobre las edades, en afios, de un grupo de
estudiantes de séptimo grado:

Tabla 1.8

Edad FA FR

11 7 0,2
12 21
13

a) Complétala.

b) (Cuadl es el promedio de edades?

¢) (Qué edad tiene la mayoria de los estudiantes?

d) ;Qué grafico consideras mas idoneo para ilustrar la informacién que se muestra?
(Por qué?
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10.* ; Existira algiin conjunto de datos en el que coincidan numéricamente la media arit-
mética y la moda? Ejemplificalo.

R ;! Después de haber recordado y estudiado los conceptos, propiedades y procedimien-
tos para el procesamiento de datos descritos en el epigrafe y haber resuelto los ejercicios
propuestos, ya debes estar en condiciones de responder la pregunta que te propusimos al
inicio del tema: como realizarias el estudio que te permita hacer una valoracion
sobre los criterios manifestados por los electores en la Asamblea de rendicion de
cuentas de la circunscripcion.

Para ello te proponemos que realices el conjunto de actividades que te damos a con-
tinuacion:

1. Visita el consultorio del médico de la familia de la localidad y entrevistate con el
doctor, la doctora o la enfermera para explicarle los objetivos del trabajo que estas
realizando.

Solicita y registra los siguientes datos:

a) Poblacion total que es atendida en el consultorio.

b) Cantidad de personas por grupos de edades.
Menores de 2 afios, de 2 a 6, de 7 a 13, de 14 a 30, de 31 a 64, 65 o0 mas.

c) Cantidad de consultas diarias realizadas durante la ultima quincena.

d) Cantidad de visitas de terreno realizadas durante los seis ultimos meses.

e) Cantidad de mujeres embarazadas de: 14 a 18 afios, de 19 a 25, de 26 a 35, de 36
a 40, mas de 40 afios.

f) Cantidad de mujeres con edad de realizarse la prueba citologica y cantidad de
mujeres que se la han realizado.

2. En la localidad pregunta a la poblacion su criterio sobre la atencidon que recibe del
consultorio médico.
Para ello elabora un cuestionario que te permita recoger la informacion que deseas.
Entrevista a jovenes y adultos, entre ellos: trabajadores, amas de casa y personas de
la tercera edad.

3. Una vez registrada la informacion:

3.1 Organiza los datos recopilados y cuantificalos.

3.2 Represéntalos en una tabla de frecuencias absoluta y relativa.

3.3 Represéntalos en el tipo de grafico que consideres mas apropiado para cada caso.
3.4 Determina porcentajes, medias y modas que te permitan hacer valoraciones.

3.5 Elaborar un informe por escrito en el que:

— Expliques el procedimiento utilizado para obtener la informacion.
— Resumas los resultados obtenidos de los datos recopilados.
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— Expreses los criterios dados por la poblacion en relacion a la atencidn que reci-
ben.

— Valores, la atencidén que se da por el consultorio médico de tu localidad a la
poblacién que es atendida.

1.3 El concepto de nimero racional

Hasta ahora has estudiado los nimeros naturales y los ntimeros fraccionarios, dados
estos ultimos por fracciones, expresiones decimales finitas y expresiones decimales infi-
nitas periodicas; todo lo relacionado con ellos forman parte de ese arsenal matematico
con que cuentas para resolver diversas situaciones de la vida practica, inclusive las de la
propia Matematica. Un nuevo conjunto numérico llamara tu atencion y veras que nos
acercamos a dar respuesta a la pregunta de Alejandro, protagonista de la situacion inicial
de la unidad; es por ello que ahora te invitamos a recordar algunos aspectos fundamenta-
les sobre la teoria de conjuntos.

1.3.1 Conjuntos y sus relaciones

El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de la Matematica. Pode-
mos caracterizar a un conjunto como una lista, coleccion o grupos de objetos bien defini-
dos, objetos que, como se vera en los ejemplos, pueden ser cualesquiera: nlimeros, perso-
nas, letras, objetos geograficos, etc. Estos objetos se llaman elementos o miembros del
conjunto.

Mostremos ejemplos particulares de conjuntos.

No. Ejemplos

Los numeros 1,2; 3; 5y 77.

El niimero fraccionario que satisface la igualdad 2, 2x + 1 = 5.

Las consonantes del abecedario espafiol.

Las personas que habitan el planeta Tierra ahora mismo.

Los estudiantes de séptimo grado de tu escuela cuyo primer apellido comienza con la
letra 4.

Las profesoras que asistieron hoy a tu escuela.

Los paises Venezuela, Bolivia y Ecuador.

Las ciudades capitales de Europa.

Los niimeros en que el nombre del numeral comienza con la letra D.
10 Los rios del continente africano.

DN A WN ==

O 0 3 N

Fijate en que los conjuntos de los ejemplos No. 1 y No. 7 vienen definidos, o sea,
presentados, enumerando de hecho sus elementos y, que en el resto de los ejemplos, se
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definen enunciando propiedades, o sea, reglas que deciden si un objeto particular es o no
elemento del conjunto.

Es usual denotar los conjuntos por letras mayusculas de nuestro abecedario: 4, B, X,
Y, y cuando es necesario se representan los elementos por letras minusculas.

Al tener en cuenta la cantidad de elementos de un conjunto existen conjuntos finitos e
infinitos.

Un conjunto es finito si consta de un cierto niimero de elementos diferentes, es decir,
si al contar los diferentes elementos del conjunto el proceso de contar puede acabar. Si
no, el conjunto es infinito.

Ejemplo 1:

El conjunto X formado por los estudiantes de séptimo grado de tu escuela en el mo-
mento en el que lees este ejemplo es un conjunto finito.

El conjunto de los nimeros pares es un conjunto infinito.

El conjunto R formado por los puntos que pertenecen a un lado del A ABC es un
conjunto infinito.

Ejemplo 2:
2.1 Analiza cuidadosamente los siguientes conjuntos y determina qué tienen en comtn

a) P4jaros que pueden volar hacia atras.
b) Los cubanos que han ido al cosmos.
c¢) Los numeros pares que son primos.

Respuesta: Todos se expresan al enunciar caracteristicas que deciden que perte-
necen a ese conjunto y todos estan formados por un solo elemento.

a) El colibri es el tnico pajaro que puede volar hacia atras.
b) Solo Amaldo Tamayo Méndez.
¢) Solo el numero 2.

Los conjuntos que estan formados por un solo elemento se llaman conjuntos unitarios.

2.2 (Cuantos elementos forman estos conjuntos?

a) Numeros naturales que son a la misma vez pares e impares.

b) Triangulos que son rectangulos y equilateros.

c) Puntos geograficos cubanos, que estan ubicados simultaneamente en el Cabo
de San Antonio y en la Punta de Maisi.

Respuesta: Es facil darse cuenta de que estos conjuntos carecen de elementos.

Los conjuntos que no tienen elementos se 1laman conjuntos vacios. Si el conjunto es
vacio, se denota por el simbolo: ¢ y de esta manera: { }
Los conjuntos se expresan de diferentes formas:
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Descriptiva: al especificar las propiedades mas representativas de sus elementos, se
hace de dos formas: con palabras y con simbolos (forma constructiva).

Ejemplo 3:

C es el conjunto formado por los nimeros primos menores que 35 y mayores que 10.
Aqui el conjunto C se expresa con palabras.

Y aqui con simbolos C = {n e IN: nes primoy 10 <n <35}

Esta forma permite expresar tantos conjuntos finitos, como infinitos.

Por extension: al expresar cada uno de sus elementos, también se hace con palabras
y con simbolos, sin ordenamiento determinado de esos elementos (notacion tabular).

Ejemplo 4:
Aqui el conjunto C se expresa con palabras.
C: conjunto formado porel 11,el 13, el 17,el 19, el 23, el 29 y el 31.
Y aqui con la notacion tabular: C= {11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}.

Fijate en que los elementos se separan por coma (,) o punto y coma (;) y se encierran
entre llaves y que C= {11, 13,17, 19, 23,29, 31} = {17, 13, 11, 31, 23, 29, 19}.

Para representar el conjunto nulo, se procede de igual manera que en la forma cons-
tructiva.

Seguro que te diste cuenta de que esta manera de expresar conjuntos solo es valida
cuando estos son finitos.

Al graficar mediante los llamados diagramas de Venn-Euler?? o C

de Venn, o sea, representar un conjunto con un area plana; que-

daria expresado el conjunto C como muestra la figura 1.25.

Son muy utiles para representar cualquier tipo de conjunto al

tener en cuenta la cantidad de elementos que lo forman.

En los conjuntos se pueden establecer relaciones.

— Relacion de pertenencia Figura 1.25

Si un objeto x es elemento de un conjunto 4, es decir, si 4 contiene a x como uno de sus
elementos, se escribe x € 4, que se lee “x pertenece a 4” o0 “x esta en A”. Si por el

32 John Venn (1834-1923) matematico britanico. Se destaco por sus investigaciones en la rama de la
Logica Matematica. Es especialmente conocido por su método de representacion grafica de pro-
posiciones (segiin su cualidad). Leonhard Euler (1707-1783) matematico y fisico suizo. El mas
brillante del siglo xvi.
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contrario, un objeto no es elemento de un conjunto 4, es decir, si 4 no contiene a x entre
sus elementos, se escribe: x ¢ 4. Fijate que se utiliza una linea inclinada (puede ser
recta) que tacha el simbolo para indicar lo contrario o la negacion del significado del
simbolo.

Ejemplo 5:

Sea el conjunto D = {d € IN: d es divisor de 12}
De ahi que 1€ D,2e D,3e D,4e D,6¢€ D,12e D,8¢ D,5¢ Dy 7¢ D.

Femplo 6: P 4 ‘¢ © Figura 126
Ae PQ, Ce PQ P s
Me AB C>]\<B Figura 1.27
Me CD

— Relacion de inclusion

Si todo elemento de un conjunto K también es elemento de un conjunto M, entonces
se dice que K es un subconjunto de M. Mas sencillo: K es un subconjunto de M si
x € Kindica que x € M. Se denota esta relacion asi: K C M, que también se puede
leer “K esta contenido en M”.

Si K no es subconjunto de M, es decir, si K & M, entonces hay por lo menos un
elemento de K, que no es elemento de M.

Ejemplo 7:
Sean los conjuntos:
D = {d e IN: d es divisor de 12} B=1{1,2,4,6}
F=1{1,2,4,8,9,5}y E={71,17}

Setieneque:Bc D,Be F,Ec F

.
rca pza »
Figura 1.28

En la teoria de conjuntos se plantea que todo conjunto es subconjunto de si mismo y
que el conjunto vacio se considera subconjunto de todo conjunto.
Hay que utilizar con mucho cuidado las relaciones de pertenencia e inclusion.
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Ejemplo 9:

4 € Bindica que el elemento 4 es un elemento del conjunto B, pero f4}c B expresa
que el conjunto unitario formado por el elemento 4 es un subconjunto del conjunto B.

Ahora observa detenidamente los conjuntos By F, ;hay algin elemento que coincide?
(Cual?

Respuesta: Tres elementos pertenecen a By a F: 1, 2 y 4. ;Podremos decir que existe
un conjunto formado por los elementos 1, 2 y 4?

El ejercicio que acabas de analizar guarda estrecho vinculo con una de las operacio-
nes con conjuntos, operaciones que van a asignar nuevos conjuntos a pares de conjuntos
Ay B, aqui hablaremos de dos de ellas:

Interseccion. La interseccion de dos conjuntos K 'y M, en simbolos, (K N M) es el conjun-
to de los elementos que pertenecen al conjunto K y a M simultdneamente, es decir, tanto
a K como a M.

Ejemplo 10: freg T
BAF=T=4,2 4} o | ' 23],
B
Figura 1.29
Ejemplo 11: 4 D
L e
ABNCD ={M} ¢ B
Figura 1.30

Auxiliandonos de los diagramas de Venn para expresar los conjuntos B y F, tenemos
lo siguiente:

Si observamos los elementos del conjunto £y los del conjunto B, podemos plantear
que no tienen elementos comunes; estos se denominan conjuntos disjuntos. Puedes
decir también que la interseccion de estos conjuntos es el conjunto vacio. Simbolica-

mente £ N B=¢ expresados con los diagramas de Venn, como se muestra en la
figura 1.31 tenemos:

0 E
7 1
. 3
2 .
6B
Figura 1.31
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— Union F

° L]
5 vV
La unio6n de dos conjuntos Ky M, en simbolos (K U M) 8 . '1 C
es el conjunto de los elementos que pertenecen a uno u 9 5 4.
otro conjunto, es decir, bien a K o a M. o p
BUF=V ={1,2,4,5,6,8,9} Figura 1.32

BUF=FUB=V

— Relacion de igualdad

Si un conjunto M es igual a un conjunto N (M = N) entonces N = M. Si aplicamos
los aspectos de la Teoria de Conjuntos tratados en este epigrafe, podemos afirmar
que:

El conjunto de los nimeros naturales (IN) es un subconjunto

del conjunto de los nimeros fraccionarios (®, ), en simbolos:
INCQ, @,

De ahi que proposiciones como estas son correctas: ® ¢ IN,
1134¢ IN,6e NNQ NIN=INy®, UIN=0Q.,.

Si expresamos con dos diagramas de Venn los conjuntos numéricos que conocemos
hasta el momento, tenemos lo siguiente:

Figura 1.33

Los niimeros naturales son nimeros fraccionarios, pero el conjunto numérico mas
restringido al que pertenecen estos niimeros, es precisamente el conjunto de los numeros
naturales.

1.3.2 Los numeros enteros negativos

Después de haber recordado temas importantes de la Teoria de Conjuntos, queremos
que leas cuidadosamente este texto cientifico:

Especialistas de un grupo espeleoldgico espirituano, localizaron en el
macizo montaioso de Guamuhaya la cavidad cdrsica mas alta de Cuba,
ubicada a 1 024 m sobre el nivel del mar; también en la serrania de esas
elevaciones se encuentra la gruta mds profunda del pais, que segun su
ultima medicion, en el 2007, estd ubicada a 4 404 m por debajo del nivel
del mar.*

Fijate ahora en algo: para medir cuan alta esta La furnia de los perros, nombre que
pusieron los descubridores a tan singular cueva, y lo profunda que esta la cueva Cu-
ba-Hungria, se toma como referencia el nivel del mar.

3 Organo de prensa Granma, 28 de febrero de 2012.
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En casos como estos es necesario considerar longitudes en sentido contrario a un
nivel de referencia dado. Para establecer una diferencia entre estas longitudes se emplea

un signo que permita distinguirlas. Ese es el signo menos, que ya ti conoces: “—".
Luego, podemos dar a conocer tan extremos datos asi: La furnia de los perros se
ubicaa 1 024 m y la mas recondita cueva cubana estd a —440 m (con respecto al nivel

del mar), como aparece en la figura 1.34.

m La furnia de los perros

1024
Nivel del mar ﬂ\/\
0 \J/’ 440 m
—440 Cuba-Hungria

Figura 1.34

Veamos otras situaciones.
El déficit comercial de una nacion es una cantidad negativa que demuestra que en
un periodo de tiempo determinado el pais compro al exterior mas de lo que vendid.

Ejemplo 1:

El déficit comercial ecuatoriano lleg6 a— 1 313 000 000 USD entre enero y octubre de
2010, principalmente por aumento de las importaciones de vehiculos, neumaticos, re-
frigeradores, celulares y otros articulos.*

Ejemplo 2:

De enero a diciembre de 2011, la economia espafiola presentd un déficit de
—46 375 000 0O00€ , debido a unas ventas valoradas en doscientos catorce mil

cuatrocientos cuarentaiocho millones de euros y unas importaciones por doscientos
sesenta mil ochocientos veintitrés millones.

Ejemplo 3:

La figura 1.35 muestra un mapa que nos indica la temperatura de un area geografica
europea el 2 de febrero de 2012; fijate como se auxilian del signo menos para expre-
sar los valores de temperatura por debajo de 0°C.%

3 Organo de prensa Granma, 27 de enero de 2011.
3 www.prensa-latina.cu, consultado el 29 de febrero de 2012.
3¢ Busqueda en Google el 29 de febrero de 2012.
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Figura 1.35

Ejemplo 4:

En una competencia realizada en La Rioja, Espafia, el 23 de enero de 2012; entre
otras cosas, describe el comentarista que el viento sopld en contra en ocasiones con
rachas fuertes de — 4 m/s; asi es dificil lograr buenas marcas, pero los atletas estuvie-
ron ahi para intentarlo y hubo resultados interesantes.

Ejemplo 5:

En el siguiente anuncio se utiliza el signo menos para dar a conocer que el precio de
una blusa tiene un descuento del 20 % o del 30 % bajo determinadas condiciones. El
nivel de referencia es el precio de la blusa en un momento dado, de ahi la ventaja de
asumirla.

BLUSAS
Contigo

jEsta es su oportunidad!
— 20 % si llevas dos prendas.
Si llevas tres 0 mas — 30 %

Ejemplo 6:

78

El mapamundi que muestra la figura 1.36 esta dividido en una serie de bandas llamadas
husos horarios. Cada huso estd delimitado por meridianos. Al cruzar estos, la hora cam-
bia hacia delante o hacia atras seglin se cruce el huso en direccion este u oeste. El
nimero que se encuentra en la parte baja de cada huso indica la variacion horaria entre
este y el huso 0, que es el meridiano de Greenwich. Este es el meridiano de partida, de
modo que al este la variacion es positiva y al oeste es negativa, o sea, cuando vemos que



el numero de la parte baja esta precedido del signo menos. Asi, un viajero que va ha-
cia el oeste debera atrasar su reloj una hora cada vez que cruce un huso distinto.*’

Figura 1.36
Ejemplo 7:

En la figura 1.37 ilustramos dos moviles que parten de un mismo punto 0 y que se han
desplazado en sentido contrario (opuesto) por un camino recto.

—5km —6km

A
v

Figura 1.37

Al cabo de cierto tiempo, el émnibus recorrié 6 km y el automévil 5 km, pero en
sentido opuesto con respecto al punto de partida 0. Para diferenciar el sentido de

37 Ejemplo elaborado con la colaboracion del Lic. René Alberto Cantero Pérez, especialista en
Geografia.
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[33 2]

ambos desplazamientos, también hemos empleado el signo
observar.

No olvidemos que un numero precedido del signo que conociste al comenzar esta
unidad, fue el que hizo que Alejandro, protagonista de la historia del inicio, se hiciera mu-
chisimas preguntas.

Esperamos que te hayas convencido de que en el mundo existen cantidades negati-
vas, que, junto a las positivas, de belleza el mundo visten.

, como habras podido

9

Los griegos no trabajaron con nume-
ros negativos, a pesar de que los co-
merciantes tenian que calcular, es
cierto, con deudas por unaparte y con
saldo activo por otra. Sin embargo, en
la sociedad esclavista en que cual-
quier actividad productiva y cualquier
forma de trabajo se trataba con des-
precio, existia un profundo abismo
entre la teoria y la prdctica.®®

Figura 1.38

En general, sobre una linea horizontal y a partir de un punto de ella, se conside-
ran las cantidades en un sentido como positivas y las tomadas en sentido contrario
como negativas. Por convenio, se consideran positivas las cantidades tomadas
hacia la derecha y negativas las tomadas hacia la izquierda, a partir de un punto
dado.*

Veamos por el momento de qué manera se representan geométricamente dichas can-
tidades (fig. 1.39).

lu lu
duuy .
-1 01 2 3 4 5 6
2u lu
-2-1 01 2 34 5 6
3u 3u
L N\

-3-2-10 1 23 4 5 6
Y asi sucesivamente...

Figura 1.39

3 Colectivo de autores: Matemdtica 7, 1979.

3 Consideraciones similares se tienen en cuenta también sobre una linea vertical; en este caso son
positivas las cantidades tomadas hacia arriba y negativas las tomadas hacia abajo, a partir de un
punto dado.
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Ya sabes que en el rayo numérico se representan los nimeros fraccionarios. Ahora
bien, para representar las cantidades negativas (situadas a la izquierda del cero) tenemos
que ampliar el rayo numérico a una recta.

De esta forma, a partir de ahora consideraremos una recta numérica, como muestra
la figura 1.40.

w +
&~ 3
W

[ e B

L
-5-4-3-2-10 1 2
Figura 1.40

La saeta a la derecha indica el sentido positivo. Los nimeros naturales aparecen repre-
sentados a la derecha del cero en la recta numérica. En la semirrecta opuesta (a la izquierda
del cero) se representan los niimeros negativos, que se denotan precedidos del signo “-.

Observa que para cada nimero natural existe un numero negativo, tal que ambos
estan situados en la recta numérica simétricamente con respecto al cero.

Ejemplo 8:

Porejemplo: —1y 1,-5y 5;,-6 y 6. Aestos pares de nlimeros se les da el nom-
bre de niimeros opuestos. Dos niimeros enteros opuestos se diferencian solo en el
signo:

El opuesto de 5 es — 5 El opuesto de — 4 es 4
El opuesto de 0 es 0 (caso particular)  El opuesto de a es — a. Para todo a € Z.

Definicion:

El conjunto formado por los nlimeros naturales y sus opuestos, constituye el con-
Jjunto de los niimeros enteros, el cual se denota por Z.

Z=A..,-3:-2;-10;1 2;3;..}. Es un conjunto infinito.

Los numeros enteros, que estan situados en la recta numérica a la derecha de cero,
reciben el nombre de numeros enteros positivos.

Los nlimeros enteros, que estan situados en la recta numérica a la izquierda de cero,
reciben el nombre de numeros enteros negativos, los cuales se denotan precedidos del
signo “—”,

Los numeros enteros positivos y el cero reciben el nombre de numeros enteros no
negativos (se identifican con los numeros naturales).

Los numeros enteros positivos pueden también escribirse precedidos del signo “+7;
asi por ejemplo, puede escribirse + 3 en lugar de 3, + 27 en lugar de 27.

Los ntimeros enteros negativos y el cero reciben el nombre de nimeros enteros no
POSItivos.
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iAl menos, ya sabemos que el — 5, que vio Alejandro en la libreta, en la situacion
inicial del capitulo, es un nimero entero!

Desde ahora te adelantamos que en el conjunto de los numeros enteros encontrare-
mos qué numero satisface igualdades como esta: 3 + x = 2.

1.3.3 Mo6dulo o valor absoluto de un nimero entero

Veamos una vez mas la recta numérica (fig. 1.41):

1 1 1 1 1
-5-4-3-2-10 12 3 4 5 6
Figura 1.41

Escoge dos numeros naturales y dos enteros negativos, ;cual es la distancia que hay
de cada nimero entero al cero? Imaginemos que escogimos 3, 5, — 2y — 4.

La distancia de 3 al cero es 3. La distancia de — 2 al cero es 2.
La distancia de 5 al cero es 5. La distancia de — 4 al cero es 4.
(Qué significa esta distancia en cada caso?

Esta distancia se representa por un numero al que llamaremos valor absoluto o
modulo.

El valor absoluto o mdodulo de un nimero entero es la distancia desde el punto
correspondiente del niimero en la recta numérica hasta el cero en dicha recta. Se deter-
mina de la forma siguiente:

Si el numero entero es positivo, su mddulo es el propio nimero.
Si el nimero entero es negativo, su modulo es el opuesto del propio nimero.
El médulo de cero es cero.

El valor absoluto se representa colocando al numero entre dos rayas verticales: | |.
Ejemplo 1:

| 3 | se lee “modulo de 3” o también “valor absoluto de 3”. (fig. 1.42)
| — 5| se lee “mddulo de — 5 o también “valor absoluto de — 5”.

5u 3u

—
+—>

-5 4-3-2-10 12 3 4 56
Figura 1.42
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Observa que:

El moédulo de cualquier nimero entero nunca es negativo.

Escoge dos nimeros enteros que sean opuestos y halla el modulo de cada uno. Com-
para los resultados obtenidos.

Algunos ejemplos: 31 212y -31212; -4 678 890 y 4 678 890; 888 y — 888.

El modulo de 31 212 es 31 212. El valor absoluto de — 31 212 es 31 212.
|—4 678 890 | =4 678 890 |4 678 890 | =4 678 890
El valor absoluto de 888 es 888. La distancia de — 888 al cero es 888.

Los resultados obtenidos son iguales.

De forma general:

Dos numeros enteros opuestos tienen el mismo modulo.

Al retomar lo estudiado sobre la teoria de conjuntos, tenemos lo siguiente (fig. 1.43):

e ® »

Figura 1.43

El conjunto de los numeros naturales es el mas restringido de los conjuntos estudiados.

El conjunto de los nimeros enteros no es denso porque entre dos niimeros enteros
consecutivos no existe otro entero, por eso en €l existe el antecesor y el sucesor de un
nimero y en su momento lo podrés hallar como mismo lo hacias en el conjunto de los
numeros naturales.

Recuerda que:

* Todos los nimeros enteros mayores que cero se consideran positivos, y sus opues-
tos se consideran negativos.

» El cero no es positivo ni negativo, luego el opuesto del cero es el propio cero.

* El conjunto formado por el cero y todos los nimeros enteros positivos, se denomina
conjunto de los nlimeros enteros no negativos.

* El conjunto formado por el cero y todos los numeros enteros negativos, se denomi-
na conjunto de los nimeros enteros no positivos.
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* Los nimeros opuestos estan situados en la recta numérica simétricamente respec-
to al cero.

* Los ntimeros enteros que solo se diferencian en el signo, se llaman opuestos, por
ejemplo, 20 y —20 son nimeros opuestos.

* El modulo o valor absoluto de cualquier numero entero nunca es negativo. Dos
numeros enteros opuestos tienen el mismo modulo, por ejemplo:

* |-20]=20y|20]|=20;luego, | -20|=120]|.

Ejercicios

1. En el espacio en blanco coloca el signo que corresponda (g, ¢, <, ¢) de forma tal que
obtengas proposiciones verdaderas:

ay-1 N b)fi234} N olN Z d) {3%,-4%}_@
e)0 Z f) 5 -7,0 Z g-100 N h){85; 29, 60006;%} _ @,

o T N 1 =1
4111 @ j) {5,4,2}_11@ g Z D {0,5, 3}_®+

m4 Z 123 @

+

fi)0 IN 0) {252, -79;-10} Z

2.* Anachel ech6 en una bolsa tarjetas marcadas con los numeros naturales del 1 al 20 y
otras veinte con los opuestos de estos. Cada vez que selecciona una tarjeta, ;qué
posibilidad tiene de extraer una que tenga un nimero entero?

3. Es posible representar en un rayo numeérico las siguientes cantidades. ;Por qué?

a) antecesor de 100 000 b) el opuesto de 4
¢) cuatrocientas setentaisiete milésimas d) el opuesto de 2 552
e) el cero f) el opuesto de — 7

g) el menor niumero natural que sucede a §+Z

4. Dado el siguiente listado de numeros:

17; -3; 5%; 0; —25 250 250; 11,3; — 3 003; 5,345

Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. De las que consideres falsas, justifica por qué lo son.
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En el listado:

a) ___ aparecen cinco numeros fraccionarios.

b) _ hay tres nimeros naturales.

¢) ___ solo los nimeros negativos son nimeros enteros.

d) _ alhallar el opuesto a cada uno de los numeros negativos que aparecen, obte-

nemos niimeros naturales.
e) el valor absoluto de cada uno de los numeros enteros que aparecen en la
lista, difiere de la distancia del cero en la recta numérica.

5.*;Cuantos pares ordenados (x; ) de nimeros enteros no negativos existen tales que:

axty=4 b)x+y=20 Q)x+y=nne IN?

1.3.4 El conjunto de los niumeros racionales

Estudiantes del circulo de interés Lo que me conté un niimero negativo salieron a la
“caza de esas cantidades”, varios de los resultados llamaron su atencion desde el punto
de vista matematico, veamos tres de ellos para entender por qué:

Lee cuidadosamente cada uno:

1. ;Al cierre! Récord mundial de temperatura en Azizia y Vostok

El récord mundial absoluto de calor lo posee la localidad libia El Azizia, que
el 13 de septiembre de 1922 registro 58°C, mientras que el de frio correspon-
de a — 89,2°C en el lago antdrtico Vostok, el 21 de julio de 1983. La tempera-
tura media anual mds baja pertenece a la Meseta Antdrtica con — 56,6°C.*°

Aqui las cantidades negativas — 89,2 y — 56,6 llamaron su atencion, sabemos que son
temperaturas por debajo de 0 °C, pero esos nlimeros no son enteros.

2. ;Al cierre!: Cuidemos la casa comun

Esta es la variacion neta anual de la superficie forestal 2000-2005 segtn la (FAO,
2007).4!

En esta, solo aparece un nimero entero: el cero, en algunos techos de las barras y en
el eje horizontal del grafico, se han ubicado niimeros negativos que no conocemos
aun, todos nos indican que en ese periodo de tiempo ha ido disminuyendo la superficie
forestal en la mayoria de las areas geograficas (fig. 1.44).

40 Oscar Rodriguez Diaz: Geografia de las curiosidades y érgano de prensa Juventud Rebelde,
29 de agosto de 2007.

4 Cambio Climdtico. Universidad para todos, tabloide, parte 2.
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Area geogréfica

4
2002 | Africa
/ Asia y el Pacifico 0,09
Europa 0,07

—051 "] A. Latinayel
/' 043 ——— Caribe
—0,01[ Lejano Oriente

-0,018 ] Noneaméricel

—07 105l -03l 0100102
/106 204 202

5 >

Porcentaje de superficie forestal
Figura 1.44

3. ;Al cierre!: ;Qué frio!

La ola de frio europea de inicios de 2012, congelo esta parte del planeta, aqui
un ejemplo: en el sudeste de Polonia se registraron las temperaturas mds bajas
de Europa, tras alcanzar los — 38,5 °C.*

El gélido valor de temperatura tampoco es un niimero entero.

i—89,2; - 56,6; - 0,62; - 0,51, -0,43;-0,18; - 0,01; - 0,7, - 0,6; — 0,5, - 0,4; - 0,3;
-0,2;,-0,1 y—38,5!

(Qué nimeros son esos? ;Son opuestos de nimeros fraccionarios, que no son nume-
ros naturales? ;Pueden ser ubicados en la recta numérica? ;Como hacerlo?
En este epigrafe responderas estas interrogantes.

Definicion:

El conjunto formado por los numeros fraccionarios y sus opuestos, constituye e/ con-
Jjunto de los numeros racionales, el cual se denota por @.

Este conjunto es infinito.

R ;!: ;Labase de la potencia que llamo la atencion de Alejandro es un niumero racional, ya
que es un numero fraccionario!

Los niimeros que sobresalian en las tres situaciones son niimeros racionales, pues son
opuestos de nimeros fraccionarios, veamos algunos:

El opuesto de 89,2 es — 89,2 El opuesto de 56,6 es — 56,6
El opuesto de 0,62 es — 0,62 El opuesto de 0,51 es — 0,51
El opuesto de a es — a. Para todo a € @.

Dos numeros racionales opuestos se diferencian solo en el signo.

42 Basqueda en Google el 29 de febrero de 2012.
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Se cumple que a cada nimero racional corresponde un punto en la recta numérica.

No debe existir dificultad para representar en la recta numérica nimeros enteros; de
forma general, para representar nimeros racionales, primero trazamos una recta y situa-
mos un punto al cual se le hace corresponder el cero, luego se determinan segmentos
iguales a la derecha y a la izquierda del cero. El procedimiento para representar los
numeros racionales positivos es el mismo que ya conoces, pues como ti bien sabes esos
nimeros son nimeros fraccionarios.

Veamos de qué manera representar en la recta numérica dos valores que llamaron la
atencion en la situacion No. 1 (fig. 1.45):

r A ' A Y
— "
—892 0 89,2
56,6
Figura 1.45

Ya sabes que el eje horizontal del grafico de barras que aparece en la situacion No. 2
de este epigrafe, cuidemos la casa comun, es una recta numérica en la que fue preciso
ubicar varios nimeros racionales.

Recuerda que:

* Los numeros racionales que estan situados en la recta numérica a la derecha de
cero, reciben el nombre de niumeros racionales positivos.

* Los niimeros racionales que estan situados en la recta numérica a la izquierda de
cero, reciben el nombre de numeros racionales negativos. Los cuales se deno-
tan precedidos del signo “-".

* Los ntimeros racionales positivos y el cero reciben el nombre de numeros racio-

nales no negativos y se identifican con los nimeros fraccionarios.

Los niimeros racionales positivos pueden también escribirse precedidos del signo “+7;

asi por ejemplo, puede escribirse + 0,8 en lugar de 0,8, +E en lugar de 2> etcétera.
La introduccion del concepto de numero negativo en Occidente no fue tarea
facil (fig. 1.46). El primer occidental que los utilizé fue el matemdtico milanés
Girolamo Cardano en su obra Ars Magna (1545). Cardano se refirio a estos
numeros como numeri ficti (niimeros inventados). Otro matemdtico, Michael Stifel
(1487-1567) excelente algebrista e introductor de los numeros negativos por la
misma época, los llamé nimeros “absurdos”.®

4 Colectivo de autores. El mentor de matemadticas, 2008.
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Figura 1.46
Ya sabes que todo niimero fraccionario puede ser escrito como el cociente de dos
nimeros naturales siempre que el divisor sea diferente de cero. O sea, P , P,qeIN,g#0,
representa un nimero fraccionario.
(Todo elemento de Z puede escribirse como el cociente de dos niimeros enteros?

Si, comencemos por los nimeros naturales: Todo nimero natural a se puede escribir

a , ,
de la forma: T ae N y todo numero natural es un numero entero.

Ejemplo 1:
434 68 102 0 34 68 8
R T R R L R R
b) Todo numero entero se puede escribir como el cociente de dos nimeros enteros:
_pp-_28__ 3%
2 3

Recuerda que:

* Todo numero racional pueden escribirse siempre en la forma: £ , Pvqel,q#0.

Los niimeros racionales se escriben como expresiones decimales, cuyo desarrollo
es finito o infinito periddico y los que son sus opuestos también pueden escribirse
de esta forma.
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Ejemplo 2:

El opuesto de 5,66 y de 10,8 pueden escribirse en la forma £, con q#0 y son

ti te: — 5,66 = 28 10, 8 = %8
respectivamente: — 5, =~ 10.8=- 4.

Recuerda que:

* El valor absoluto o médulo de un nimero racional es la distancia desde el punto
correspondiente del nimero en la recta numérica hasta el cero en dicha recta.
» El valor absoluto de un niimero racional, se determina de la forma siguiente:

— Si el nlimero racional es positivo, su mddulo es el propio nimero.
— Si el numero racional es negativo, su modulo es el opuesto del propio numero.
— El modulo de cero es cero.

* El médulo de cualquier nlimero racional nunca es negativo.
» Dos niimeros racionales opuestos tienen el mismo modulo.

Ejemplo 3:

1. (Cual es la distancia del numero 3,34 al cero?
2. Halla el valor absoluto de — 6,77.
3. (Qué numeros racionales tienen por modulo 34 5677

Respuestas

1. La distancia del namero 3,34 al cero es 3,34 u.

2. El valor absoluto de — 6,77 es | — 6,77| = 6,77.

3. Los numeros racionales 34 567 y — 34 567 tienen por modulo 34 567, pues dos
numeros racionales opuestos tienen el mismo maédulo.

R ;! Ya quedaron solucionadas todas las interrogantes de los integrantes del circulo de
interés y fueron tratados otros importantes aspectos acerca del conjunto de los ntimeros
racionales. Ahora veamos que:

Recuerda que:

* El conjunto de los nimeros fraccionarios ®, es un subconjunto del conjunto de los
numeros racionales @. En simbolos @, C ®.

* También se cumple: Z C @ y ademas: IN C Z, por consiguiente: IN C ®.

* Ya conoces N C @®,.
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Ejemplo 4:

a) Las relaciones conjuntistas anteriores se ilustran en el diagrama de la figura 1.47.

(o @ »)

®

Figura 1.47

b) Como puedes observar: Z N @, = IN.

Entre dos nimeros racionales cualesquiera, que sean diferentes, siempre se encuen-
tran otros nimeros racionales. Esto significa que el conjunto de los numeros raciona-
les es denso, sin embargo, no cubren toda la recta numérica.

El conjunto numérico mas restringido al que pertenecen los nimeros racionales es el
conjunto de los numeros racionales.

Recuerda que:

* La generalizacion de la forma que tienen de escribirse los nimeros racionales
p T ac 0 . _ . ,
—, pell;qel, g #0 | permite que puedan escribirse como fraccién comun (par-
q

te de una unidad) y como expresion decimal, sea finita o infinita periodica.

* El conjunto de los nimeros racionales es un conjunto denso, porque entre dos
nimeros racionales siempre es posible encontrar otro nimero racional.

* A todo numero racional le corresponde un punto de la recta numérica, pero todo
punto de la recta numérica, no es un nimero racional.

* Los signos mds y menos de los niimeros racionales toman significacion segun el
contexto.

* El mddulo de cualquier nimero racional nunca es negativo.

Ejercicios

1. Representa en una recta numérica los niimeros racionales siguientes. Fundamenta el
procedimiento utilizado en cada caso. Escoge uno de los nimeros, determina el opuesto
y ubicalo en la recta.
1 4, 1 1

4 3 2 2
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. En la figura 1.48 aparecen representados con letras, varios puntos sobre la recta numé-
rica. Selecciona de los nimeros racionales siguientes los que responden a estos puntos.

0516 14— >;2225. 16, 54
2 2 10
A DE B CF
-HeH--HH-HeHHHHHHHH O —
-3 -2 —1 0 1 2

Figura 1.48

. Determina, apoyandote en una recta numérica, entre que numeros enteros consecuti-
vos estan los nlimeros racionales siguientes.

a) 3,7 b)-2,8 c) —g d) 0,49 e)—1,2
. Determina cudles de las proposiciones siguientes son falsas. Fundamenta tu respuesta.

1
a)0,75e @ b)INCZ ¢)-3eN dZCO, e)—Ee(D -03e @,

. Determina el valor absoluto de los nimeros racionales siguientes:

5-5,78, _% 0;34;,-175

. SeanA=\/8_1+25:2yB:43_4.7

a) (Son nimeros racionales 4 y B? ;Por qué?

b) (Cual de los dos es mayor?

¢) Halla el opuesto de cada uno de ellos.

d) (Cuéntos nimeros enteros hay entre 4 y el opuesto de B?

e) (Cuéntos numeros racionales hay entre el opuesto de A4 y el antecesor de B?
f) (Cuadl es la razon entre el mdédulo de A4 y el valor absoluto de B?

. Determina los niimeros racionales que satisfacen las ecuaciones siguientes:

a)|x|=3 b|y|=0 ¢ [b|+2=385 d)|z|=-4 e
paraa, b, x, y € @

a+b|=| a|+|b|

. Un cartel como el siguiente observé Victor Enrique en una libreria camino a su escuela:

El se pregunt6: ;sera verdad lo del ahorro? Rosa, la monitora de Matematica de su
o 25

grupo, le explico lo siguiente: 44 — 100 44 = 33, por eso lo del ahorro es verdad, ya

que tienes a tu favor $ 11, 00.
(Estas de acuerdo con ella? ;Por qué?
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Hoy
GRAN REBAIA

Si llevas 3 0 mas.

Combinalos como quieras, aqui tienes un ejemplo:
© Humory Matemaética
© Mi sexualidad

+®© Yo quiero ser...

$ 44,00

Llevandote los tres, $ 33,00.

iMas de $ 10,00 de ahorro!

9. En un libro de Historia de la Humanidad, Léster encontro la figura 1.49; en ella
utilizan nimeros negativos para representar los afios antes de nuestra era, o sea, antes
del afio 0. Por ejemplo, 250 a.n.e. es expresado como — 250.

Selecciona siete hechos de la Historia Antigua, recuerda su fecha y ubicala en una
recta numérica creada por ti a partir de ese criterio.

6000 6000
L, 5000 “ 5000
5] 2 —
= 5 =
£ 4000 E g [j4ow
el =
S = o O
T 30000 8 . o = < = [l3000
< g 8 g - g &
3 = E E CHE 5§ S
g 20005 2 2 T2 2 g = |200
= 5 A e 3 & £ £
= s ° ‘B o Q
S100| & £ 5 < & S g8 3 £/ [1000
2 = g T = 8 s 3
6001 < & E < 4 3 = A
200 -#il T T T T T T 1
~500 250 0 250 500 750 1250 1500 1750 2000
Figura 1.49

1.3.5 Orden de numeros racionales

i! Analicemos algunas problematicas del acontecer mundial:

1. ;Al cierre!: {Mas frio o menos?

En la temporada invernal cubana 2010-2011 hubo 16 frentes frios y en la del 2009
2010, 25.4
(En cual de las dos temporadas hubo mas frentes frios?

“ Organo de prensa Granma, 30 de abril de 2011.
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R ;! Es muy facil responder que hubo mas frentes frios en la del 2009-2010, pues
25> 16. Aqui aplicamos todo lo que conocemos de comparacion en el conjunto de
los numeros naturales, ubiquemos estas dos cantidades en una recta numérica

(fig. 1.50).

24
1
‘4 16-8 0 8 1625

Figura 1.50

Fijate que 16 esta ubicado mas a la izquierda que 25, este es otro criterio que podemos
utilizar para comparar.
2. ;Al cierre!: Ola de frio en Europa

Una ola de frio azoto Europa del Este, en Serbia llego a registrarse la tempera-
tura de — 20°C y en Rumania de — 27°C.%

(En cudl de las dos naciones hubo mas frio?
R ;! Hubo mas frio en el pais que la temperatura fue menor. Es mas que evidente que

hubo mas frio en Rumania con sus 27°C por debajo de 0°C. ;Podremos afirmar que
— 27 <—20? Ubiquemos estos dos numeros en la recta numérica:

En la recta numérica (fig. 1.51), — 27 esta ubicado mas a la izquierda que — 20, /sera
este un buen criterio para comparar numeros racionales? Si, pues lo usamos para compa-
rar numeros fraccionarios y estos son niimeros racionales.

-20

-27
Figura 1.51

En general, la relacion de orden que ya conoces para los numeros fraccionarios, la
haremos extensiva para los numeros racionales.

Recuerda que:

De dos niimeros racionales diferentes, es menor el que esta situado mas a la izquierda
en la recta numérica.

4 Organo de prensa Granma, 31 de enero de 2012.
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Ejemplo 1:

Observa la recta numérica de la figura 1.52:

1
-25 2
L 1 | | ]

-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 1.52

v

—3 <-2,5 porque — 3 esta situado a la izquierda de — 2,5 en la recta numérica.

Asitambién —2<-1-1<0;0< % % <1 etcétera

En la practica al comparar dos numeros racionales cualesquiera debes tener en

cuenta que los niimeros racionales no negativos se comparan como los niimeros
fraccionarios. Los nimeros racionales negativos son menores que los numeros ra-
cionales no negativos, de dos numeros racionales negativos es menor el que tenga
mayor modulo.

Ejemplo 2:

Compara los numeros racionales siguientes:

a)-3yl4 b)-5y-2

Solucion:

a) — 3 < 1,4 porque los nimeros negativos son menores que los nimeros no negati-
VOs.
b) —5<-2porque |-5|>|-2|(5>2)

Recuerda que:

Para ordenar un grupo de numeros racionales debes tener en cuenta que:

— de dos niimeros racionales cualesquiera, es menor el que esté mas a la izquierda
en la recta numérica;

— de dos niimeros racionales positivos, es mayor el que tiene mayor médulo;

— de dos niimeros racionales negativos, es mayor, el que tiene menor médulo;

— el cero es mayor que cualquier numero negativo y menor que cualquier numero
positivo.
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Ejercicios

1.

Ordena los siguientes nimeros racionales en orden decreciente. Fundamenta.

1
-175 -8 —; 1,05 -16
1 10 L 1

. En esta recta numérica de la figura 1.53 se ubicaron varios niimeros racionales repre-

sentados por letras. (La distancia entre dos puntos consecutivos es igual a la unidad
de medida “u” que se ha considerado).

Subraya las proposiciones verdaderas.

L/

Figura 1.53

a>d a<e b>c c>e a<b d>c

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verda-
dera para cada caso.
3 6

« —<—=
4 <5 Pporque

* El numero — 100 pertenece al conjunto de los niimeros

1

- = _2 porque tienen igual moédulo
21 42 '

* El conjunto de los numeros fraccionarios es un subconjunto del conjunto

* 0> —— porque

2
¢ El médulo de —2,45 es

1

Se buscan dos nimeros racionales que sean mayores que 2 y menores que

0,1. Selecciona cual de las parejas de nimeros siguientes cumple la condicion
dada:
1

1
-0,25y0 -—-y0,02 -02y — -0,15y0,2
y 3 y y 100 y
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5.

96

1
(Cuadl de los siguientes numeros racionales estd mas cerca de ) ? Selecciona la

respuesta correcta:

1 3

3 10
Escribe en notacion tabular el conjunto formado por tres niimeros negativos que sean:

- 0,600 —-0,05

menores que — 0,4  mayores que -5 divisibles por 2

. Halla los valores de C'y F'si:

C=1728:0,12-3> E=-9099
2
D es veinticinco milésimas F = ¥ 729 + " +1

Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. Justifica tu respuesta.

a) __ El conjunto formado por C, E, D y F' es un subconjunto del conjunto de los
numeros racionales.

b)  Solo el valor de £ es un nimero entero.

¢)  Elmayor valor es el de F.

d)  El menor de los valores es el de D.

e) _ El conjunto numérico mas restringido al que pertenecen los valores de Dy F
es el de los niimeros fraccionarios.

f) __ El que tiene mayor mddulo es F.

g) __ El que tiene menor valor absoluto es D.

h) __ En la recta numérica el opuesto de F' queda mas cerca de 0, que el opuesto
de C.

i) __ El opuesto del mayor nimero de doce cifras, divisible por 6 es mayor que el
valor de E.

) Al sustituir el asterisco por 1, se cumple que: — 9%99 <—9 (099.

En la figura 1.54 aparece un envase de helado cubano, de la marca Alondra.
Fijate que en él se especifica un dato sobre su conservacion.

A partir de este dato, selecciona marcando una X, a cual de las temperaturas dadas se
puede conservar este helado. Argumenta tu respuesta.

Selecciona las respuestas correctas marcando con una X en la linea dada. Argu-
menta.

a) _—21°C b) __-22°C ¢y __—19°C d)__ 0°C



Figura 1.54

9. ;Insélito! Con el proposito de satisfacer las exigencias de los aparatos electronicos
del futuro se ha creado una bateria de papel. La “nueva pila” tiene inigualables
cualidades, por ejemplo, opera en una amplia gama de temperaturas, desde la maxi-
ma de 150°C, hasta la minima de — 70°C.*

(En cuantos valores enteros, de temperatura; puede funcionar la pila?

10. Como parte de una investigacion sobre el estado del tiempo, en un area geografica
europea se ilustro con un grafico (fig. 1.55) el comportamiento de la temperatura en
las primeras horas de la mafiana en la ciudad espafiola de Soria, este fue el resultado
de una de las mediciones:

T(°C)
1 i
TR oA |
9 : 10 11 &
_24
-3

Estudio sobre el estado del tiempo

Figura 1.55

a) (Qué tipo de grafico se utilizo? ;Consideras que fue el mas idoneo? ;Por qué?

b) (A qué hora la temperatura fue mayor? ;Cuando fue menor? ;Es correcto decir
que a medida que avanzo el dia subid la temperatura?

c) Los valores de temperatura, /son niimeros racionales? Justifica tu respuesta.

d) (En algin momento la temperatura fue de 0°C?

4 ywww.solociencia.com, 20 de marzo de 2012.
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11. El 5 de enero de 2012 el érgano de prensa Granma informa:

iMinima de 4,1 grados en Tapaste!
Consulta la informacion que alli se brinda y responde las preguntas siguientes:

a) (Qué valores de temperatura estan representados por niimeros racionales?

b) (Cuantos valores son menores que 10°C?

¢) ¢Entre qué nimeros enteros consecutivos se encuentran los valores a los que se
hace referencia en la noticia?

d) (Qué numeros enteros hay entre el menor y mayor valor de temperatura que se
menciona en la noticia?

e) Halla el opuesto de cada uno de los valores que aparecen e investiga con tu
profesor de Geografia en qué espacios geograficos pueden reportarse tempera-
turas como esas.

f) Investiga sobre las temperaturas mas frias en tu provincia en la temporada in-
vernal mas préoxima al momento en el que realizas este ejercicio y elabora un
ejercicio como este. Si lo deseas unete a dos estudiantes.

12. Al atleta jamaicano Usain Bolt (1986 - ) le llaman el Reldmpago; en tres oportuni-
dades ha superado el récord establecido en cualquier época: 37,5 km/h. A continua-
cién algunos datos (tabla 1.9) que asi lo confirman:*’

Tabla 1.9

Velocidad Marca Distancia Velocidad Fecha
(km/h) (segundos) (m) del viento (m/s)
37,631 14,35 150 No aparece el dato. 17.05.09
37,578 9,58 100 +0,9 16.08.09
37,520 19,19 200 -0,3 20.08.09
37,306 19,30 200 -0,9 20.08.08
37,152 9,69 100 0 16.08.08
37,113 19,40 200 +0,8 3.09.11
37,037 9,72 100 +1,7 31.05.08

a) (Son racionales todas las cantidades que aparecen en la tabla? ;Por qué?

b) (Qué marca obtuvo el dia en que el aire estuvo mas en su contra?

c) ¢Qué dia el viento fue su mayor aliado?

d) (Aparecen en la tabla parejas de nimeros opuestos? ;Cuales son? Ubicalos en
la recta numérica.

47 Publicacion mensual La Calle del Medio, No. 41, septiembre 2011.
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e) (Qué grafico estadistico utilizarias para describir con la evolucion del atleta al
correr 100 m? Hazlo con los datos que se brindan.

f) Pregunta a tu profesor de Educacion Fisica sobre el logro del hombre mas rapido del
planeta mas cercano al momento en que realizas este ejercicio y enriquece la tabla.

g)* Para confirmar la velocidad, Alicia hizo lo siguiente:

1 km =1 000 m por eso 150 m = 0,15 km
1 h=3 600 s por eso 14,35 s=0,003 986 111h
0,15km: 0,003 986 111h =137, 63066 =37, 631

(Estas de acuerdo con ella?

1.4 Operaciones con nimeros racionales

Ya has visto que vivimos rodeados de niimeros racionales. Constantemente se impone tra-
bajar aritméticamente con ellos. Hoy dia, con el uso de las computadoras y otros medios auxilia-
res de célculo, es posible realizar una gran cantidad de operaciones matematicas con rapidez y
absoluta confiabilidad. Utilizar estos medios de la manera méas provechosa tiene su base funda-
mental en el conocimiento de los conceptos, leyes y procedimientos matematicos que seamos
capaces de dominar; por eso te invitamos a seguir operando con niimeros racionales.

1.4.1 Adicion de numeros racionales
i! En la busqueda de cantidades negativas, a partir de una tarea que indicé su profesora,
Ana encontrd la noticia siguiente:

(...) La poblacion de Puno (Perui) soporta una temperatura de 23°C bajo cero,
y podria descender 7°C mdas.*®

Ella quiso averiguar qué temperatura pudo haber alcanzado esta area geografica,
para ello se auxilio de la grafica de la figura 1.56 y realizo el correspondiente analisis:

°C
0
~15
*iz ~-7°C
- [ [C237C7)=-30]
Figura 1.56

4 Organo de prensa Granma, 17 de julio de 2003.
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Como puedes ver, tuvo que adicionar dos niumeros racionales negativos y piensa que
la temperatura puede llegar a los — 30°C.
Veamos la que encontr6o Maria Elena:

El Lago Enriquillo, ubicado en el sur de Republica Dominicana, es un lugar unico en el
mundo y, al mismo tiempo, una rareza de la Naturaleza, pues su superficie esta 40 m
por debajo del nivel del mar. La isla Cabritos, dentro de este embalse, en su punto mds
alto se levanta 20 m por encima de la superficie.”

Ella se pregunto si esta isla queda bajo el nivel del mar, para ello también buscé ayuda
en la grafica de la figura 1.57 y analizo lo siguiente:

Nivel del mar

0
-10 Isla Cabritos
—20 7%

| OT Altura (m)

| §
:ig \ Superficie
del Lago Enriquillo
-50
—-60

(-40+20=-20 )

Figura 1.57

Por lo que concluy6 que la Isla Cabritos esta a — 20 m (con respecto al nivel del mar)
al adicionar dos numeros racionales de signos diferentes. ;Tendran razén Ana y Maria
Elena?

R ;! Tienen razén, veamos por qué la adicion de un numero racional es un niumero racio-
nal tnico.

Para adicionar dos numeros racionales vamos a considerar dos casos, atendiendo a
los signos de los sumandos.

Primer caso:

Los dos sumandos tienen signos iguales, ya sean ambos positivos o negativos.

Recuerda que:

Para adicionar dos nlimeros racionales positivos se utiliza el mismo procedimiento de la
adicion de nimeros fraccionarios.

4 Semanario Orbe del 22 al 28 de octubre de 2005.
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Ejemplo 1:
El resultado de la adicion de los nimeros racionales 2 y 3 es 5 (2 + 3 =5); el de los
, . 1.8 4(1,3_4
numeros racionales Y58 (575 5/
En ambos casos hemos aplicado el procedimiento que ya conoces de grados anteriores.

Veamos ahora como se procede para adicionar dos nimeros racionales negativos.

Consideremos los nimeros racionales negativos — 2 y — 3. El resultado de la adicién
de estos nimeros es — 5 y se puede obtener graficamente como se ilustra en la
figura 1.58

En la grafica se visualiza que:
L 24 (=5
| Este mismo resultado se obtiene si aplicamos
-5-4-3-2-101 2 el procedimiento siguiente:
Figura 1.58

Para adicionar dos numeros racionales negativos:

1. Se adicionan los modulos.
2. Al resultado se le pone el signo

[

Ejemplo 2:
Calcula:
1 1
a)—-2+(=3) b)35+1 ¢)-32+(-4 d-=+|-=
)
Solucion:
a)—2+(-3) 1. Se adicionan los modulos de los sumandos:
2+3=5(-2/=2):(-3=3)
2. Se pone al resultado el signo “-".
-2+(-3)=-5
b)3,5+1=45 Se procede como con los ntimeros fraccionarios.

c)-32+(-4)=-75 Porque 3,2 +4,3 =7,5y se pone al resultado el signo “-".

1 1 3 1.1 3
g -2+(-1)=-2 (z*z—z
2 4) 4 )
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Segundo caso:

Los dos sumandos tienen signos diferentes, es decir, un sumando es positivo y el otro
es negativo.

En las figura 1.59 se ilustran graficamente la adicion de dos niimeros racionales con
signos diferentes.

a) Adicionde—3y5 b) Adicionde3y -5
5 -5
—3 »I |<—3
~5 -3-4-2-10| 1 zl le 1ol 1 2 3
2 -2
Obtenemos —3 +5 =2 Obtenemos 3 + (— 5)=-2
Figura 1.59

Estos mismos resultados se obtienen aplicando el procedimiento siguiente:

Para adicionar dos niimeros racionales con signos diferentes:

1. Se sustrae del mayor médulo de estos nimeros el menor.
2. Al resultado se le pone el signo del nimero de mayor modulo.

Ejemplo 3:

Calcula:

1. (1
3+(-5 b-8+10 ©)-75+6 d)§+(—g\ &) T4+74

)
Solucion:
1. Se sustraen del mayor modulo de estos numeros el

menor:

a)3+(-5) 5-3=2 (|3|=3 |-9=5) (5>3)

b)-8+10=2 2. Se pone al resultado el signo del nimero que tiene
mayor modulo (“—” en este caso): 3 + (— 5) =—2 pues
10— 8 =2y el resultado es positivo (ya que el suman-
do que tiene mayor médulo es positivo).

c)-75+6=-1,5 7,5—6=1,5y el resultado lleva el signo del sumando
de mayor modulo.

d) l+ —EW:E 1—1:1 y € resultado es positivo

3 6, 6 3 6 6



e)—74+74=0 Pues en este caso, como los dos sumandos tienen igual
modulo, la diferencia de estos es cero: (7,4 - 7,4 =0).
Esto ocurre siempre cuando los dos sumandos son
nimeros opuestos.

Recuerda que:

* La suma de dos numeros racionales opuestos es igual a cero.

* Si los dos niimeros tienen signos iguales, adiciona sus modulos, y al resultado le
colocas el mismo signo.

* Silos dos nimeros tienen signos diferentes, sustrae del que tiene mayor modulo el de
menor modulo y al resultado coldcale el signo del nimero que tiene mayor médulo.

* La suma de dos niimeros racionales opuestos es cero.

Ejercicios
1. Calcula:
a) —3291 + (- 78 006) d) —25+(-25)
1 3
b) —1174+(-17,23 e) 3=+—
) ( ) ) 218
1
¢) _E+(_55) f) 2343771 +289
2. Efectua:
a) — 1149 +23 587 e) —34,34+20 h) —213,4+25
5 5 )
b) —71,2+25,7 f) —§+§ i) 6660+ (—7,77)
7 )
c) —154+36 g) —12 + 8 j) 25+ (-17,2)
d) —1818+82
3. Calcula:

a) 35,61 +794,39 c) —é+(—1\ e) —é+(—0,28) g) —2 818+ 82

b) 5429+ (7154 d) -1t f) 154+ 154

11 11
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4. Completa la tabla 1.10. Fundamenta tu proceder en cada caso.

Tabla 1.10
a 3 12 119 |[-7 [-93
b -2 -1,5] 10
a+b 10
atb<a F Leyenda
a+bh>a F F: falso
V: verdadero
5. Sean:
3 1
A=-35+184 B=-69+(-76) C=—+—
10 25

a) Halla los valores de 4, By C.

b) Todos los resultados obtenidos, ;son nimeros racionales? ;Por qué?

¢) (Es C un numero entero? Justifica tu respuesta, halla su modulo y 1lamale D.
d) ;Cual es el opuesto del valor de B?

e) (Entre qué numeros enteros consecutivos se encuentra el valor de 4?

f) Determina el antecesor de B y llamale E.

g) (Cuantos niimeros enteros hay entre Py FsiP=D+EyF=-17?

i! Analiza cuidadosamente la situacion siguiente:

Daniel ya sabe adicionar nimeros racionales, por eso el domingo llevo el registro de
los depositos (con numeros positivos) y extracciones (con numeros negativos) de la caja
de la cafeteria de su papa. Este fue el resultado de lo anotado en los primeros quince
minutos de trabajo:

25+ (=2)+40+(—15)+ 10+ (= 5)+3+(—1)+ 50+ (- 20)

El quiere saber cuél fue el resultado de todas las operaciones hasta ese momento y se
pregunta si es posible colocar primero los sumandos positivos y después los negativos
para facilitar el calculo, ;podra hacerlo?

Sabe que en la adicion de nimeros fraccionarios es posible cambiar de lugar los
sumandos de una adicidn, asi como agruparlos para obtener la suma de la manera mas
sencilla, por lo que piensa que su respuesta sera afirmativa.

Veamos qué propiedades cumple la adicion en el conjunto de los nimeros racionales,
para salir de dudas y responder la pregunta que se hizo Daniel.
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Recuerda las propiedades de la adicion de nimeros racionales:

* Propiedad conmutativa de la adicién de niimeros racionales:
Paratodoa,be @:a+b=5b+a

* Propiedad asociativa de la adicion de nimeros racionales:
Paratodoa, b,ce @;a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)

Ejemplo 4:

a) Observa que —7 +2 =—15 y también 2 + (— 7) = — 5, es decir, el orden en que se
tomen los sumandos no altera la suma.
b) En la adicion — 4 + 3 + (- 5) podemos asociar los sumandos de formas diferentes:

(—4+3)+(5=-1+(-5=-6
A+ BH(=5)]=-4+(2)=-6

Como puedes ver, el resultado es el mismo en ambos casos. Por eso la adicion de
numeros racionales es: conmutativa y asociativa. Estas propiedades se pueden
aplicar para resolver ejercicios de adicion en la forma mas ventajosa que consi-
deres.

R ;! Por tanto, Daniel tiene razoén y puede colocar sus anotaciones de la manera siguiente:

25440+ 10+3+50+ (=2)+ (= 15) + (= 5) + (= 1) + (-20)
=128 + (- 43) =85

Ejercicios
6. Efectia:
a) 3+(-7)+17 b) 121+ (= 65) + (- 73)
c) —498 + 6 +40 d) —31+84+(—1)+48
e) — 25,2+ 532 +253 + (- 74,8) ) 1+(—0,76) + (—0,24)
4 1 2 1 1 1
—+|-=|[+=+|-= —=+5+6=+(-11
® 15 ( 23) 25 ( 69) h) —5*5+65+ (1)

7. Selecciona tres numeros racionales de forma tal que la suma de ellos coincida con uno
de los sumandos.

105



1.4.2 Sustraccion de numeros racionales

El Panorama Econdmico y Social. Cuba 2010. Primera edicion de la Oficina Nacional
de Estadistica (ONE) brindé informacion sobre la evolucion y desarrollo de varios
indicadores demograficos, economicos y sociales que reflejaron el comportamiento de
nuestro pais durante el afio 2010.

Cuando Rocio y Amado, dos estudiantes de séptimo grado, consultaron este docu-
mento en el sitio digital: www.one.cu, con el objetivo de enriquecer el mural “La Mate-
matica de la Vida”, tres numeros les llamaron la atencion a ellos. Puedes verlos en la
cuarta columna de la tabla 1.11.

Tabla 1.11
Cuba: Indicadores demograficos: 2010
Dif.
Concepto 2009 2010 10-09
Poblacion residente al 31 de dic. (U) | 11242628 11240841 —1787
Mujeres 5611885 5611483 —402
Hombres 5630743 5629358 —1385

Eran diferencias que daban como resultado negativo, sabian que la diferencia es el
resultado de la sustraccion.

— ¢qué era eso de una diferencia negativa?,

— (como se hacia esa operacion matematica?,

— (tendra que ver el resultado con el hecho de que los valores del afio 2010 son maés
pequefios que los del afio 2009?

Con lo que conoces hasta ahora, ;puedes ti ayudar a Rocio y a Amado a responder
estas interrogantes? Claro que no, ahora conoceras cémo ayudar a Rocio y a Amado.
La sustraccion de niimeros racionales puede reducirse a la adicion.

Recuerda que:

Para sustraer un nimero racional de otro, adicionamos al minuendo el opuesto del
sustraendo.

Ejemplo 1:

Calcula:

a)3 -7 b)—5-2 ©)—3—(—4) d)3,5-6
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Solucion: 1. Transformemos la sustraccion en una adicion

a)3-7 (El opuesto de 7 es — 7)
3+(=17) 2. Efectuamos la adicion aplicando el procedimiento es-
3+(-7)=-4 tudiado para la adicién de nimeros racionales con
por tanto signos diferentes (en este caso).
3-7=-4 como — 5 + (— 2) =— 7 tenemos que:

b) -5-2=-5+(-2) 5-2=-17

c)-3-(-4=-3+4 (El opuesto de — 4 es 4 y la sustraccion se transforma

=1 en una adicion).
d)35-6=-25 yaque3,5+(=6)=-2,5

Recuerda que:

La sustraccion de numeros racionales siempre puede realizarse.

R ;! Veamos ahora como se obtuvo una de las diferencias que llamaron la atencion de
esos dos estudiantes:

1.

Transformemos la sustraccion en una adicion:

11242 628 — 11 240 841 =11 242 628 + (—11 240 841)

(El opuesto de 11 240 841 es — 11 240 841).

. Efectuamos la adicion aplicando el procedimiento estudiado para la adicion de nu-
meros racionales con signos diferentes:

=—1787

Por tanto, 11 242 628 — 11 240 841 =—1 787

Ejemplo 2:

50

JAl cierre!: Déficit de la economia espafiola

De enero a diciembre de 2011, la economia espaiiola; presento un déficit de
— 46 375 000 000 €, debido a unas ventas valoradas en doscientos catorce
mil cuatrocientos cuarentaiocho millones de euros y unas importaciones por
doscientos sesenta mil ochocientos veintitrés millones.>

Si un déficit comercial estd dado porque la diferencia entre exportaciones e importa-
ciones es una cantidad negativa, vamos a verificar la informacion que se brinda:

Fijate que: 214 448 000 000 — 260 823 000 000 =—46 375 000 000

www.prensa-latina.cu, 29 de febrero de 2012.
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(Cual es la distancia en metros entre las cuevas extremas de Cuba? Considera que son
extremos de un segmento perpendicular a la linea imaginaria que es el nivel del mar.

Los datos ya los tienes: 1 024 — (—440) =1 024 + 440 = 1 464

La diferencia es de 1 464 m.

Recuerda que:

En el conjunto de los nimeros racionales, la sustraccion es la operacion inversa de la
adicion y puede efectuarse sin restriccion, adicionando al minuendo el opuesto del sustraendo.

Ejercicios
1. Calcula:

a)5-9 b)—7-3 c)—1-1 d)6-(-9) e)—4—-(—11)

f) 4,6-64 g —5-85 h)i—§ i)—g—1 1) —f—(—iw

10 5 4 6 9 12 y
2. La tabla 1.12 presenta singulares accidentes geograficos:’!
Tabla 1.12

Espacio geografico | Punto culminante (m) Mayor depresion (m)

América del Norte | Mc Kinley ( 6 194) Valle de la Muerte (— 86)

América Central Tajumulco (4 220) Fondo del crater de la Laguna de Apoyo

(=200).

América del Sur Aconcagua (6 962) Salinas Grandes (— 40)

Africa Kilimanjaro (5 891,8) Lago Assal (— 155)

Eurasia Everest (8 844,43) Mar Muerto ( — 416,6)

Australia Kosciusko (2 228) Lago Eyre (—15)

Antartida Macizo de Vinson (4 897) | Fosa subglacial Bentley,” (-2 555)

5! Wikipedia, 15 y 20 de marzo de 2012.

52 Es el lugar mas bajo de la tierra no cubierto por océano, aunque si por hielo.
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a) ¢Qué altitud y qué profundidad esta representada por un niimero racional?

b) ¢(En qué area geografica se ubica el mayor punto culminante?

¢) Dada la informacion de la tabla 1.12, ;cual es la mayor depresion?

d) Di si la proposicion siguiente es verdadera (V) o falsa (F). Justifica tu res-
puesta:

“La media aritmética (en metros) de las alturas de los puntos culminantes ameri-
canos es 5 788”.

e) Donde sea posible, halla la diferencia entre un punto ubicado en la mayor
depresion y otro ubicado en el punto culminante. Imagina que son los extremos
de un segmento perpendicular a la linea imaginaria que representa el nivel del
mar.

f) Piensa en la manera de elaborar dos escalas para ilustrar la informacion de la tabla
en un grafico de barras.

3. Estos datos de aeropuertos fueron extraidos de la Wikipedia el 20 de marzo de 2012:

“El aeropuerto comercial de mas altitud es el Qamdo Bangda, Tibet, a 4 334 m sobre
el nivel del mar y el de menor altitud es el de Schiphol, Holanda, a — 3,0 m con
respecto al nivel del mar”.

(A qué distancia se encuentra un aeropuerto del otro?
Supdn que se encuentran en la misma recta vertical con respecto al nivel del mar.

Recuerda que:

* En la practica, para sustraer un numero racional de otro, se procede directamente,
interpretando cada caso como una adicion.

* En lo adelante adicion o sustraccion de niimeros racionales (independientemente
de los signos que tengan sus términos) la denominaremos suma algebraica.

* Lanotacion en forma de suma algebraica simplifica la escritura de los sumandos,
pues no es necesaria la utilizacion de paréntesis.

Ejemplo 3:

Calcula las sumas algebraicas siguientes:

a) —5+8-6 b)y4-9+1-3

Solucion:

En estos casos, puedes reordenar y agrupar los sumandos en la forma que te sea mas
conveniente para realizar los calculos.
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a) —5+8-6

Observa que puedes calcular:

-5+8-6=-11+8=-3 o -5+8-6=3-6=-3
b) 4-9+1-3

Aqui puedes calcular, por ejemplo:

4-9+1-3=5-12=-7 o 4-9+1-3=-5-2=_7

Lt L

Recuerda:

Toda adicién de ntimeros racionales (independiente de los signos que tengan los
sumandos) la denominamos suma algebraica y te servird de mucho para hallar el
antecesor y sucesor de un niimero entero.

Recuerda que:

Para efectuar esta suma algebraica debes aplicar la forma mas ventajosa.

Los numeros negativos sobresalieron después del descubrimiento de Las Américas
(fig. 1.60), cuando la produccion y el co mercio experimentaron un impetuoso
adelanto. En las oficinas de las casas de negocio los nimeros negativos llegaron
a ser un instrumento comun y corriente de los encargados de la contabilidad de
pequefiios y grandes negocios.”

iPresentes!

Figura 1.60

33 Colectivo de autores: Matemdtica 7, 1979.
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Ejercicios

4. Efectua:
a)— 124 +10 b) 35-69,7 ¢)— 80,8 —20,2
1 23 1 3 4
5-— ——+2 —t———
d) 11 ©) D 14 10 35
) 11+17—l—£ h) —l75+g—15,25 1)——077—E—023
12 30 36 15 9 7

5. Sea P= {25; -37,2 %; —0,754;, -127 734 066}

a) ¢Es subconjunto del conjunto de los nimeros enteros? ;jPor qué?

b) ¢Existen dos elementos cuya suma algebraica sea menor que — 10?

¢) Escoge tres elementos cuya suma algebraica sea un nimero racional que se ubica
a la izquierda de — 35 en la recta numérica.

d)* {Qué dos elementos cumplen con la condicion siguiente: La suma algebraica de
sus opuestos es un numero que equidista de cero y de — 50,57

e) (Cuadles el numeral del modulo de la diferencia entre el mayor y el menor elemen-
to del conjunto P?

i! Veamos ahora la situacion siguiente:

Dada la informacion que aparece en el esquema de la figura 1.61, extraido de la
revista National Geographic de septiembre de 1998, sobre el planeta Marte,
responde:

Temperatura maxi- Temperatura minima noctur-

Figura 1.61
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a) ¢(Cuanto asciende la temperatura maxima diurna de 1,5 m a la superficie?
b) (Cuanto desciende la temperatura minima nocturna de 1,5 m a la superficie?

Para responder el a), es necesario determinar qué valor de # satisface la igualdad:
— 9 + n = 18 y para resolver el b), hay que hallar el valor de m que hace que sea
verdadera la igualdad:

—76—-m0—-90.

Si es n lo que asciende y m lo que desciende la temperatura en cada caso.

Para ello es necesario saber si la sustraccion en el conjunto de los nimeros racionales
es la operacion inversa de la adicion.

Al igual que para los nimeros fraccionarios, en el conjunto de los nimeros racionales
se cumple que:

La sustraccion de niimeros racionales es la operacion inversa de la adicion.

Por ejemplo, calcular la sustraccion 5 — 8 equivale a encontrar un numero racional x
tal que, x + 8 = 5; este numeroes —3; 5—-8=-3,yaque—-3 + 8 =5.

Ahora te presentaremos otros ejemplos en los que tenemos que aplicar que la sustrac-
cion de numeros racionales es la operacion inversa de la adicion.

Ejemplo 4:

4.1 Calcular la sustraccion 5 — 8 equivale a encontrar un niimero racional x tal que
x+8=35;estenimeroes —3;5—-8=—3yaque—3+8=>5.

4.2 Halla el valor de x que satisface la igualdad:

a)x+5=3 by-6+x=-7 ¢)5-x=8

Solucion:
a) x+5=3 (El + 5 pasa restando, es decir, con la operacion
‘—‘ inversa).
x=3-5
x=-2
Comprobacién
Miembro izquierdo Miembro derecho
-2+5 Comparaciéon 3 =3 3
=3 Luego: x=-2
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b) —6+x= -7

x=-7—-(-06) (El — 6 pasa con la operacion inversa).
x=-7+6
x= -1
Comprobacion
Miembro izquierdo Miembro derecho
—6+(-1) -7
=-7 Comparacién — 7= —7 Luego: x= -1
c)5 —x=8 (E1 5 pasa con la operacion inversa).
-x=8-5
—x =3
Como — x (el opuesto de x) es 3, entonces x = — 3
Comprobacion
Miembro izquierdo Miembro derecho
5-(-3) 8
=8 Comparacion 8 = 8 Luego: x =-3

Ya estés en condiciones de darte cuenta de que la solucion de la ecuacion 3 +x =2 es
el namero entero — 1.

R ;! Para responder la situacion inicial tenemos que:

-9+n=18,n=18 - (- 9) =18 + 9 =27, de ahi que la temperatura maxima diurna
asciende 27°C de 1,5 m a la superficie.

76 —m=-90,—-m=-90—(—76)=—90 + 76 =— 14, por eso la temperatura minima
diurna desciende 14°C desde 1,5 m a la superficie.

Recuerda que:

La sustraccion es la operacion inversa de la adicion, y en el conjunto de los ntimeros
racionales puede efectuarse sin restriccidon, adicionando al minuendo el opuesto del
sustraendo para pasar a ser una suma algebraica.

Ejercicios
6. Busca en cada caso el valor de la variable para que se cumpla la igualdad:

a) x + 402 = — 678 b)y—91=-3535 ©)34+a=0
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9 5 2
d)-85+b=-85 e) ————d =0,02 f) z4—=-=
100 6 3

7. La suma de dos numeros es igual a 25. Si uno de los sumandos es — 9, calcula el otro
sumando.

8. La diferencia entre dos ntimeros es igual a — 8.

a) Calcula el minuendo si el sustraendo es 15.
b) Calcula el sustraendo si el minuendo es — 2.

1.4.3 Multiplicacion de numeros racionales

i! Un grupo de estudiantes de séptimo grado, realizdé una competencia de ortografia
con el vocabulario técnico de la asignatura Matematica, que consistié en el dictado
de 10 palabras de diferente dificultad ortografica. Por cada error tenian que anotarse
— 0,25 puntos y como ya saben adicionar numeros racionales, decidieron que la suma
seria su calificacion. Fijate que mientras mas pequefio es el nimero de la califica-
cion, mas errores tuvo el estudiante. En la figura 1.62 aparecen las notas de seis de
los estudiantes evaluados.>

Matematica

Digan su calificacion
en la comprobacion
realizada.

Aida Rail Amaya René Haydeé Vida

Figura 1.62

El profesor pregunta:

a) (Podremos afirmar que la nota de Aida es cuatro veces la de Raual?
Si la nota de Aida, fue — 1, es porque adicion6 —0,25 cuatro veces, o sea,

-0,25-0,25-0,25-0,25=-1; por lo que ya tenemos una idea bastante clara de
que —1=4-(-0,25).

54 Ejercicio elaborado con la colaboracion de la MSc. Gretel Moya Trobajo, Metoddloga Nacional
de Espafiol-Literatura de Secundaria Basica en el Curso 2011-2012.
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Casi lo podemos asegurar y ya vamos conociendo algo de la multiplicacién de nime-
ros racionales, sin embargo, ;qué pasaria si quisiéramos multiplicar 5 Y

~025-2y -2
7 19

Calcula:

1
a) —0,25- =

Rail Amaya René Haydeé

Figura 1.63

Para responder estas preguntas hay que conocer la multiplicacion en el conjunto de
los nimeros racionales.

El resultado de multiplicar dos niimeros racionales es un nimero racional Unico y se
llama producto. A continuacion te presentamos el procedimiento para la multiplicacion de
nameros racionales.

Recuerda que para multiplicar dos niumeros racionales:

1. Se multiplican sus médulos.

2. Si los factores tienen signos iguales, el producto es positivo; si los factores tienen
signos diferentes, el producto es negativo.

3. Siuno de los factores es cero, el producto es cero.

Ejemplo 1:
Calcula:

a)3:5 b)-3-(=5 ¢)-4-8

N |-
wIiN

d)4-(-8 ¢ -05-(-4 H-
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Solucion:

a)3-5=15 Observa en ambos casos que los dos factores tienen
b)—3-(~5)=15 signos iguales y por eso el producto es positivo.
c)—4-8=-32 En ambos casos que los dos factores tienen signos
d)d-(—8)=-32 diferentes y por eso el producto es negativo.
e)—05-(-4)=2 Como el b)
Como el ¢)

12 1

2 2 3 3

R ;! Ya confirmamos que 4 - (—0,25) =—1 y puedes ayudar a los estudiantes a resolver
el segundo ejercicio que el profesor propuso.
Ejercicios

1. Determina sin calcular, cuales de los siguientes productos son positivos y cuales son
negativos. Fundamenta cada caso.

a) —17,17-(-22) b) 381-99 ¢) —25-1001 d) 78,5.(_?
)
2. Calcula:
a) ~25.(-12)  b) 324-(-5) ¢ -876.001  d) 25.[_5_10
J

e) %(—%1

_ﬁ._i\
) f) 25, | 57 g)0-(-222) h) 17,67 - (- 1)

i)-1-2143  j) -1,75. g

3. (Cuales de las siguientes proposiciones son falsas? Fundamenta tu respuesta.

a) 25-(-2)=-5 b) 0-(-7)=-7 ) —2-(—% =—4
)

d) -1-45=-45 e) 05-(-2)=-10 ) %(—10):5

g) -1,5-(-56)=9 h) —1-(-28,5)=—285
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4. Si el producto de dos nlimeros racionales es — 24 y uno de los factores es:
a) 12 b) -4 (Cual es el otro factor?

5. Indica en cada caso un niumero racional x de modo que se cumplan las desigualdades
siguientes.
a)—3x 6 b)2x<—1 c)—4x <—4
d) 5x —20 e)—8x <8 f)—Tx>7

6. Determina en cada caso si a debe ser un niumero racional positivo o negativo, para
que las siguientes relaciones sean verdaderas. Fundamenta.
a)5a>0 Db)8a<0 ¢)—3a<0 d)—9a>0 e)2a<a f)—6a<a

7. (De cuantas formas diferentes, pueden expresarse los siguientes numeros como pro-
ducto de dos numeros enteros?

a)— 16 b) 24 ) —%

(En el conjunto de los niimeros racionales la multiplicacion es una suma abre-
viada?

i! Dos estudiantes quieren realizar este ejercicio

de la manera més simple posible y se han dado ~0,5-1989 232 (-2)
cuenta que si pudieran conmutar 1 989 232y — 2,
todo seria mas sencillo. jPor qué?

(Se cumple la propiedad conmutatividad en la multiplicacion de niimeros racionales?

Se cumple, por tanto, la manera en que piensan es correcta.

La multiplicaciéon de numeros racionales tiene las mismas propiedades que la multipli-
cacion de niimeros fraccionarios.

Recuerda las propiedades de la multiplicacion de nimeros racionales:

* Propiedad conmutativa de la multiplicacién de nimeros racionales:
Paratodoa, be @, a-b=>b-a

* Propiedad asociativa de la multiplicacion de niimeros racionales:
Paratodoa, b,ce @;a-b-c=(a-b)c-=a-(b-c)

* Propiedad distributiva de la multiplicacién de numeros racionales:

Paratodoa, b,ce ® a-(b+c)=a-b+ta-c
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Ejemplo 2:

a) Observa que —5-2=-10 y también 2-(—5)=-10; es decir, el orden de los
factores no altera el producto. Como puedes ver, el resultado es el mismo en
ambos casos.

b) En la multiplicacién 2 - (— 3) - (— 4) podemos asociar los factores de formas
diferentes:

[2:(-3)]-(-4)=—6-(-4) =24 o 2 [(-3)-(-H]=2-12=24

Como puedes ver, el resultado es el mismo en ambos casos. Por eso la adicién de
numeros racionales es: conmutativa y asociativa. Estas propiedades se pueden aplicar
para resolver ejercicios de adicion en la forma mas ventajosa que consideres.

¢) En 4-(-0,5+2) puedes multiplicar el 4 por cada sumando y luego adicionar los
productos, o sea: 4:(—0,5+2)=4-(-05)+4.-2=-2+8=6
Observa que llegamos al mismo resultado si primero efectuamos la adicion.
4.(-05+2)=4-(1,5=6

En resumen: la multiplicacion de nimeros racionales es conmutativa, asociativa y
distributiva con respecto a la adicion.

R ;! El ejercicio (—0,5:1989232-—2), que los dos estudiantes quieren resolver de la

manera mas simple posible, se soluciona asi:
Se pueden conmutar 1 989 232 y — 2, entonces:

—0,5:(—2)-1989232=1-1989 232 =1989 232

Ejercicios
8. Calcula:
27 56 7
a) —4-(-7997)-1,25-(- 22) b) VY c) —24. 29" (——] (-14)
d) 4,4 \ (- 49) e) 33.4. = f) 14 > —ﬂﬁ-(—zs)
’ 99 87 | 5,

9. Dados: —78-954=—-74412y —78-212 =—-16536. Hallael producto de— 78 y 1 166.

10. Simultiplicamos los elementos del conjunto A4, ;cuantos nimeros racionales diferen-
tes puedes obtener?, si 4={3 -2 27}
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11.* Sean a, b€ @. Demuestra que |a - b| = | b-a |, considera estas tres posibilidades:
a>b a<b a=b

Para determinar el signo de un producto de varios numeros racionales debes tener en
cuenta la cantidad de factores negativos que intervengan.

Recuerda que:

Un producto de numeros racionales es positivo si la cantidad de factores negativos es
par, y es negativo si la cantidad de factores negativos es impar.

Ejemplo 3:

Calcula:
a)=2-(=5-3-(-1 b)-4-(=3)- 12

Solucion:

a)—2-(-5-3-(1)=-30 Observa que como intervienen 3 factores nega-
tivos, el producto es negativo.

b) —-4-(-3)-(-1)-(-2)=24 Observa que como intervienen 4 factores ne-
gativos, el producto es positivo.

Recuerda que, en la multiplicacion:

* Si los dos nimeros tienen signos iguales, efectiia la operacion indicada con los
modulos y al resultado coldcale signo positivo,

* si los dos numeros tienen signos diferentes, efectiia la operaciéon indicada con
los médulos y al resultado coldcale el signo negativo.

Ejercicios
12. Lee detenidamente y responde:

1 23
: A=(-2)-(-054)-=-55-| -1 —
Sean: ( )( )2 ( 27)

B =2 479 810- (—0,75)%-(—9) 4(—%\
)
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12.1

12.2

12.2.1

12.2.2

12.2.3

12.3

13.*S

Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o
F en la linea dada. Justifica en cada caso tu respuesta.

a) Ay B son nimeros negativos.

b)  Dos factores de 4 son numeros enteros.

c¢) ___ Todos los factores de B son numeros opuestos de numeros fraccionarios.
d) Ay B seubican a la izquierda de cero en la recta numérica.

Selecciona la respuesta correcta marcando con una X en la linea dada. Argu-
menta.

. Elvalorde 4 es:
a) ___ un numero natural. b) _ un niimero menor que — 56.
c) ___ un namero fraccionario. d  -55.
El valor de B:
a) ___ no es un numero entero. b)  tiene nueve cifras.
c) __ no es un numero racional. d) es el opuesto de un numero menor
que cero
Los valores de 4 y B se encuentran entre los nlimeros enteros:
a) 2479810y -54 b) 247981000y 2
c) __ —300000000y—53 d)  —43y-—247981 000

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion
verdadera para cada caso.

a) El modulo del valor de 4 es mayor que

b) El valor de B es menor que

ustituye en la multiplicacion siguiente las letras

diferentes por cifras distintas para que la opera- (— 3- ALAS =-VOLAR )
cién resulte correcta.

14. ;De qué manera puedes hallar el opuesto de un niimero auxiliandote de la multiplica-
cion de niimeros racionales?

15. Determina tres factores de forma tal que el producto de ellos sea igual a uno de los
factores.
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1.4.4 Division de numeros racionales

i! Imagina que quisiéramos responder de la manera mas racional, cuantos errores orto-
graficos tuvo cada uno de los estudiantes que participaron en la competencia de ortogra-

fia. La via mas iddonea seria dividir el resultado por — 0,25 . Por ejemplo la de Haydeé es

—4:(-0,25), pero, {como proceder en este caso?

El resultado de dividir dos niimeros racionales siendo el divisor diferente de cero, es
un nimero racional inico; que se llama cociente.
A continuacion te presentamos el procedimiento a seguir para la division de nimeros

racionales.

Recuerda que:

Para dividir dos niimeros racionales:

1. Se halla el cociente de sus mddulos

2. Si el dividendo y el divisor tienen signos iguales, el cociente es positivo, si el
dividendo y el divisor tienen signos diferentes, el cociente es negativo.

3. En el conjunto de los nimeros racionales, la divisidn por cero tampoco puede

realizarse.
Ejemplo 1:
Calcula:
a)20:5 b)—20:(-5) c)—12:4
d)12:(-4) e)—1,8:(-2) f)l : —E\
3 S5,
Solucion:
a)20:5=4 Como en ambos casos el dividendo y el divisor tienen
b)—20:(=5)=4 signos iguales, el cociente es positivo.
c)—12:4=-3 Observa que en estos dos casos el dividendo y el divi-
d)12: (- 4)=-3 sor tienen signos diferentes y por eso el cociente es

&)~ 1,8:(~2)=09

negativo.

1(2) 5
Dé'(‘%)“%
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R ;! Ya sabes como hallar cuantos errores tuvieron los estudiantes, Haydée tuvo 16, que
es el resultado de — 4 : (— 0,25),

Ejercicios
1. Calcula:
a) 33,76 : (- 24) b)—-264:0,3 c)—11330:(-55)
d)0,9:(-0,15) e) —;—4‘5‘: 11 f)—5,125:12,5
g 1717: (= 1) h) 0,791 :9,99 )0:13
)39:0

2. Determina cudles de las siguientes relaciones son falsas. Fundamenta tu respuesta.

a)—544:2=_272 b)— 600 : (~5)<0 0)-12,8: (- 12,8)=—1

3. Para un estudio sobre el clima, han sido registrados los valores de temperaturas de
cinco dias del mes de enero, escogidos al azar en cinco lugares diferentes del planeta
a la misma hora,> tal como se muestra en la tabla 1.13.

Tabla 1.13

Temperaturas (en °C)

Lugares Dias 1er 2° 3er 4° 5°
Toronto 21 | -17,3|-20,3|-17 | 21
Beijing -19 | -17 |[-10 |-15,1] 16
Bogota -10 | -8 93 |-155] -7

Moscu =25 | 24,820 |22 |-28
Area de la Antartida | -31 [ 38 [-36 |-39 [-38

a) (Son enteros todos los nimeros que aparecen en la tabla?
b) Halla la temperatura media, por lugar, en esos cinco dias.

53 Ejercicio elaborado con la colaboracidon del Lic. René Alberto Cantero Pérez, especialista en
Geografia.
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¢) Ubica los resultados obtenidos en una recta numérica que simule un termometro.
d) ;En qué lugar la temperatura media fue mayor? ;En cual fue menor?

i! (Qué hacer para responder esta interrogante?

(Qué nimero satisface la igualdad x : (-7) =— 10?

Al tener en cuenta lo que conocemos de division de nimeros racionales, el valor de x
es 70, porque 70 : (— 7) =— 10. Para ello hay que saber si en el conjunto de los nimeros
racionales la division es la operacion inversa de la multiplicacion, al igual que ocurre con
la adicidn y la sustraccion.

Recuerda que:

La divisiéon de niimeros racionales es la operacion inversa de la multiplicacion.

Ejemplo 2:
Para calcular el cociente — 12 : 6 esto equivale a encontrar un nimero racional x, tal
-12

que x - 6 = — 12, este nimero es — 2; _6:_2’ yaque—12-6=—12.

Basandonos en lo anterior, les mostraremos dos ejercicios, cuya resolucion implica
saber que la division y la multiplicacién de nimeros racionales son operaciones inversas.

Ejemplo 3:

Determina en cada caso el valor de la variable para que se cumpla la igualdad.

a)2y=—10 b)—g=—5 ¢)-3g=-15
Solucion:
a)2y=—10 (EI 2 se transpone con la operacion inversa, dividiendo).
_ =10
2
y==3
Comprobacion
Miembro izquierdo Miembro derecho
2-(=5) Comparacion — 10 = - 10 -10
=-10 Luego: y=-5

123



P_ .
-8

b) p=-5 (— 8) (EI — 8 se transpone con la operacion inversa, multiplicando).
p=40
Comprobacion
Miembro izquierdo Miembro derecho
40 5
-8
=-35 Comparaciéon — 5 =-15
Luego: p =40
c) —3¢g=-15 (El — 3 se transpone con la operacion inversa, di-
g=-15:(-3) vidiendo).
q=>5
Comprobacion
Miembro izquierdo Miembro derecho
-3-5 -15
=—15 Comparacion — 15 =—15
Luego: g =5
R ;! Ya podemos afirmar que el valor que satisface la ecuacion x : (-7) = — 10, es: 70.
Ejercicios

4. Resuelva las ecuaciones siguientes. Fundamenta.

a) — 4y = 48 b) 12x = — 60
0)3a=—-117 d)—10b=— 15
o) X=_6 f)— 0,5z =—12
5
1 3 9
2 .-_3 h-2,-2
g5 a ) g

5. Si el producto de dos numeros racionales es — 12,8 y uno de los factores es:
a)—8 b)04 Calcula el otro factor.

6. El cociente de dos numeros racionales es — 4.

a. Calcula el dividendo si el divisor es — 15.
b. Calcula el divisor si el dividendo es 84.
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i! En el buzon de la Matematica de séptimo grado, se ha propuesto la actividad siguiente
(fig.1.64):

Para realizar este ejercicio utilizando el dato
que nos dan, se impone averiguar si
— 1234567 890 : (—90)

=—-1234567 890 - (%] o lo que es lo mis-

mo, indagar si existe el reciproco de un niime-
ro racional diferentes de cero y si puede
interpretarse la divisiéon como la multiplicacion
del dividendo por el reciproco del divisor.

Figura 1.64

Recuerda que:

« Para todo nimero racional a, diferente de cero, existe el nimero racional — deno-
a

minado reciproco de a.
 Para dividir dos nimeros racionales, podemos multiplicar el dividendo por el reci-

1
proco del divisor a:b=a- X (a,be @,b=0).

Ejemplo 4:

En este ejemplo, el reciproco de:

_ 1 1 1 2 4 5
a)—3es 3~ 3 b) Zes _1— 1" 2 c) 5es 2
2

R ;! Ya estamos en condiciones de responder el ejercicio del buzon, de la manera
méas rapida, sucede que —1234567890: (- 90)=—1234567890- (%L

- Y
=13717 421
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Ejercicios

7. Adiciona a ciento veinticinco diezmilésimas el cociente de 6 y el reciproco de — 4.

8. Si—346,5:3,3=-105, calcula —346,5-%.

1.4.5 Operaciones combinadas con numeros racionales

i! Asi hicieron Jorge Pedro y Pedro Antonio este ejercicio: Calcula—84:12 -5

Esta es la respuesta de Jorge Pedro. Esta es la de Pedro Antonio.
—84:12-5 —84:12-5
=-7-5=-35 =—84:60

=-14

(Quién tendra la razon?

Para ello es necesario saber qué operacion se realiza primero al combinar multipli-
cacion y division, fijate que los resultados no son iguales, por lo que se impone un
orden.

Recuerda que:

En ejercicios donde aparezcan combinadas multiplicaciones y divisiones (o varias divi-
siones) estas deben efectuarse segtin el orden en que aparezcan.

Ejemplo 1:
Calcula:
1
Q)—24:4-0,5 b) 40:(-2):
Solucion:
A)—24:4-05=-6-05=-3 b)40:(=2): % =_20: % =_80

Observa que en ambos casos hemos efectuado las operaciones en el mismo orden en
que estan; si se procede de otra forma el resultado obtenido no es correcto.

R ;! Ya te habras dado cuenta de que es Jorge Pedro el que tiene la respuesta correcta,
ya que Pedro Antonio no respeté el orden operacional correspondiente.
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Ejercicios

1. Calcula:

a)515:5-3 b) —205: 3.1

36

¢)—350- 1,6: (—24) d)2,8:(-4)-0,5

e)—155-0,4:2-13 f)-0,1-2:0,5(—4)

g) 42: —1\.10:(—24) h) —36:4,5: —1ﬂ~4

5, 3,

i) 605: (— 0,605) : (—16) % J)—42,4:(-0,8)-10:(-2)

Ejemplo 2:

Un buzo desciende 38 m bajo el nivel del mar para observar un extrafio pez de colores.
Después asciende 21 m porque le parece ver un animal peligroso. Vuelve a sumergirse
una cantidad de metros, que coincide con el doble de lo que ya habia subido, para
observar con atencion los restos de un barco hundido. Finalmente sube 13 m porque ve
otro pez de colores. /A cuantos metros bajo el nivel del mar se encuentra entonces?

Para responder esta situacion, basta con resolver este ejercicio de operaciones combinadas:

—-38+21-2-21+13

=-38+21-42+13

=—38—-42+21+13 Al tener en cuenta lo que se plantea en el problema.
=—-80+34=-46 Al aplicar que la suma algebraica es conmutativa.

Por tanto, el buzo se encuentra a — 46 m con respecto al nivel del mar.
Graficamente tendriamos algo asi (fig.1.65):

—10 +

0 .
104 17 Nivel del mar

—201 | ]
_30 T %4 +21 %ﬁj
—40 1 338

_50 +
_60 -+

Figura 1.65
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Fijate que no tienes todavia un orden operacional en el conjunto de los nimeros racio-
nales para resolver un ejercicio como este:

Calcula: —38 +21-2-21+13

Podrias hacer lo siguiente: — 17 — 2 - 21 + 13, ;pero cémo saber si se hace primero la
multiplicacion o la suma algebraica?
Veamos:

En la solucion de ejercicios donde aparecen combinadas las diferentes operaciones
con numeros racionales, debes tener en cuenta el orden en que ellas se realizan, asi como
si intervienen signos de agrupacion.

Recuerda que:

1. Se resuelven las operaciones encerradas en paréntesis.
2. Se realizan las multiplicaciones y divisiones en el orden en que aparecen.
3. Se realizan las sumas algebraicas que resultan al final.

Ejemplo 3:

Calcula: —5-6:04-(—2)+3

Solucion:

=-5-15-(-2)+3 porque —6:0,4=—15
=-5+30+3 porque — 15 - (- 2) =30
=28

Entonces en nuestro ejercicio ya sabemos que:
—17-2-21+13=-17-42+13=-59+13=-46

Ejercicios
1. Calcula:
11
515:5-3 -205:=- =
2) b) 36
c) —350-1,6:(—24) d)28:(-4)-05
e) —155-0,4:2-13 H-0,1-2:05-(—4)
1
g) 42: _l].lo;(_24) h)—36:4,5:[—1—)~4
5, 3
i) 605:(-0,605):(~16) % i) —42,4:(-0,8)-10: (-2)
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2. Efectua las operaciones siguientes:

a)—8+3-2 b)4,5-2-9
©)5+3:(-3) d)—5-@-11)
) 2 +2+3-4:(-08) 182540651 (~1.5)~7
5 7
-10,2+—-:(-10)-2- —
2 51 (-10)-2- 2
3. Sean:
l -
P=-28 0=6,25 R=; T=144 U=-03

3.1. ;Es U un numero racional? ;Por qué?
3.2. Sustituye y calcula para los valores dados de las variables:

ayP-Q0-T b)T—-P-R
¢c)-T+P-(—R d)-T:36+49-R+P-Q
e)P:4-0:025-T:R

4. Inspirados en la labor de cientificos de su pais,*® adolescentes holandeses experimen-
tan en la creacidon de una reserva de semillas vegetales, como una forma de proteger
los principales cultivos en caso de que ocurra una catastrofe. Para ello cuentan con un
terreno que debe mantenerse helado permanentemente, pues es preciso que las si-
mientes se puedan conservar a una temperatura media®’ de — 18°C.

Con lo que conoces de la media aritmética y el calculo numérico en el conjunto de los
numeros racionales, ayidalos a completar una tabla como esta (tabla 1.14):

Tabla 1.14
Mes E FIM|[A|M|]J J |A S|O|N|D
Temperatura
maxima (°C)

5.*El precio de un pantalén aumenté su décima parte. A la semana siguiente, lo rebajaron
un 10 %. ;Cuando era mas barato, antes de aumentar su precio o después de la
rebaja?

%6 Semanario Orbe del 24 al 30 de junio de 2006.

7 Ellos han considerado que la temperatura promedio de un terreno se calcula hallando el prome-
dio de las temperaturas maximas de cada mes.
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6. Una finca dedicada a la siembra de citricos tiene una extension de 853 ha y 13 areas.
Por cada metro cuadrado se cosechan 205 toronjas para la exportacion y se desechan
9 de cada ciento. ;Cuantas unidades se comercializan?

7. Cada vez que una pelota cae al piso rebota % de la altura desde la cual cayo. Si se

quiere que a la cuarta vez rebote 64 cm, ;desde qué altura debe caer la primera vez?
Selecciona el resultado que corresponda.

216 cm 3240 cm 486 cm 2 160 cm
1.4.6 Potenciacion de exponente entero y de base un nimero
racional

i! Como parte de su busqueda para realizar el trabajo investigativo Numeros con nom-
bres, Talia encontr6 la informacion siguiente:

El 29 de septiembre de 2008, el proyecto de Informditi-

ca distribuida GIMPS logré encontrar el mayor nime- ei{ﬂ;arér
ro primo,® y todo gracias a la conjuncion de la efica- , Yo

. . ) nimero primo
cia de cdlculo de decenas de miles de computadoras, conocido:

que aplican una serie de cdlculos para tratar de de-

’ . 243 112609 __ 1
mostrar, uno a uno, que un numero es primo O no.

Sabe que este inmenso numero es un numero racional, pues es un numero natural,
como ahora estudia el conjunto de los nimeros racionales, se pregunta si los numeros
M= (=2) #1260 _ 1 K=2-4$112609_ 1y ] =(-2)+112609_1 gon nimeros racionales
y si son naturales, quiere averiguar si son primos.

(Habran encontrado un ntimero primo mayor que el dado en el momento que realizas
este? A lo mejor.

En este epigrafe estaremos estudiando contenidos que permitiran responder la inte-
rrogante de Talia y la de Alejandro.

En el conjunto de los niumeros fraccionarios, los productos en que todos los factores
son iguales, pueden escribirse en forma abreviada utilizando la potenciacion.

Ejemplo 1:
0,5-0,5-0,5-0,5=0,5*=0,0625

El exponente indica el nimero de veces que debe tomarse la base como factor; el
producto resultante recibe el nombre de potencia.

8 Google en: www.taringa.net., 21 de marzo de 2012.
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El producto resultante recibe el nombre de potencia de base g y exponente #.
La operacion de calcular la potencia se llama potenciacion.
En el conjunto de los numeros racionales:

Los productos de la forma (— 3) - (- 3) - (= 3) - (- 3), en que todos los factores son
iguales, pueden escribirse en forma abreviada utilizando la potenciacion.

En este caso se escribe (— 3)*, lo cual indica que (- 3) debe tomarse como factor 4
veees (-3)'=(=3) (-3) - (-3)* (- 3)

Definicion:

Si a es un numero racional cualquiera y » un nimero natural (diferente de cero),
entonces @” (significa enésima potencia de a) indica que a debe tomarse como factor
n veces.

a'=a-a- ... -a; (nfactores a),sin=1tenemos a' =a

El producto resultante recibe el nombre de potencia de base a y exponente 7.
La operacién de calcular la potencia se llama potenciacion y su resultado es tnico.

Aqui el exponente (4) también indica el nimero de veces que debe tomarse
la base (— 3) como factor y el producto resultante (81) recibe el nombre de po-
tencia.

exponente
(-
base l

Potencia de base — 3 y exponente 4

Recuerda que:

En particular, las potencias de exponente 2 y 3 reciben el nombre de cuadrados y
cubos respectivamente.

(—4)> =16 — el cuadrado de — 4 es 16; 5° = 125 — el cubo de 5 es 125.
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Ejemplo 2:
3
Calcula: a) (- 3)? b) 2* ¢) [1)
4 )
Solucion:
a) (-3P=(=3)-(-3)=9

b)2t=2-2-2-2=16 Observa que en cada caso se toma la base como
factor tantas veces como indica el exponente.

Ejemplo 3:

Escoge uno de los calculos del “Deleite numérico” de la tabla 1.15 y compruébalo con
lo que acabas de aprender de potenciacion en el conjunto de los nlimeros racionales.
Por ejemplo:

Tabla 1.15

—1P=0-1-0-6
(-2P=(-1P-1-1-6
(3P =(27-1-3-6
(-4 =(=3-1-6-6
(-5 =(4y-1-10"
(6P =(-5¢-1-15"
7P =(6—1-21"
(-8 =(-7y-1-28"
(—9P=(-8/-1-36"
(—10P =(-9y —1-45-

mH~memY
oCa—~mmZCz

(oo Ne Ne) Ne NeN

(- 10 = (= 10) - (~ 10) - (- 10) = — 1 000
(-9 —1-45-6
=D N 9=-729
=—729-1-270=— 1000

Analiza cuidadosamente los ejercicios realizados:

(Qué sucede con el signo del resultado de las potencias de exponente par?
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(- 3) 24 El signo es mas, o sea, el resultado es positivo, sea la
base un niimero positivo o negativo.

Observa que: (- 3) #—3? En el caso de —3? que el resultado es — 9, se determina
929 el opuesto de 32

(Qué sucede con el signo del resultado de las potencias de exponente impar?

3 ) . :
1 1 (- 10)’y (— 9y’ El signo es menos, o sea, el resultado es negativo, si
4 la base es un nimero negativo y el signo es mas, si la

base es un numero positivo.

(Siempre se cumplird esto?

Como para calcular a” tenemos que hallar el producto de # factores iguales, es conve-
niente tener en cuenta que:

Recuerda que:

» Una potencia de base positiva siempre es positiva.
» Una potencia de base negativa, es positiva si el exponente es par y es negativa
si el exponente es impar.

Ejemplo 4:
Calcula:
a) 5% b) (- 1)° ©) (-2y
Solucion:
a) 5*=625 b) (- 1)¥=1 c)(=2y=-32

Cuando la base es negativa, debe siempre escribirse entre paréntesis para evitar erro-
res.

R ;! Respondamos parte de las preguntas de Talia: M es un nimero racional por ser el
exponente un numero impar. M = (-2)*¥ 11269 _ 1 este es un numero entero negativo.

Ejercicios
2 3
1. Calcula: a) (- 6,2)> b) (‘g) ¢ (-3} d (-2
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2. Indica, sin calcular en cada caso, cudles de las siguientes potencias son positivas y
cuales son negativas. Fundamenta.

a) 56 b) (_ 4)55 C) (_ 3)8 879 d) 0,27 e) (_ 1)|00 000
2

9 1\3
f) [—5) g (=25 h) (= 0,1) ) (_Z)

3.* Con los datos que aparecen a continuacion se ha definido la operacion aritmética
Corazon (@) de la manera siguiente:

\d
% =(a® +b)(a—b?) Demuestra que:
\4 \g
m.c.d(a,b) =1, (3) +(11) _(0,2)9
a, b son numeros enteros 4 2 =_18
b#0 3¢
10

4. Después de la primera clase de potenciacion en el conjunto de los numeros racionales,
la estudiante Yolanda elabor¢ el cuadro sindptico siguiente:

Una potencia de base entera negativa es

e N

positiva negativa

N s

y el opuesto, de

y\ /
un nimero
/ \
par impar

e

siempre que el exponente sea un nimero

— T~

par impar

(Estas de acuerdo con el trabajo realizado? Si no estas de acuerdo justifica tu res-
puesta con ejemplos.

S*Halla (1) - 1+ (= 122+ (=10 3+ (= 1) 4+ (= 1) 5+..+ (= 1) 71728,
Sil+3+5+7+9+..+1727=746496y2+4+6+8+ ...+ 1728 = 747 360.
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Producto de potencias de igual base

i! Expresa A de forma tal que aparezca solo una potencia de base 3, si 4 = 3% - 3%,

Con ayuda de los recursos que nos brindan las nuevas tecnologias, pudieras resolver
un problema como este, porque puedes hallar 32°, al multiplicar el nimero 3 por el mismo
20 veces, de hecho el resultado es 3 486 784 401; también puedes calcular 3%, al multipli-
car el numero 3 por el mismo 25 veces, aqui el resultado es 847 288 609 443; puedes
multiplicar los dos valores y obtener 2 954 312 706 550 833 698 643 y conocer ademas
que este sefior numero es 3%, pero..., imagina que no lo tienes ahora, ;qué hacer? Te
invitamos a conocer lo siguiente.

Recuerda que:

Al multiplicar potencias de igual base se obtiene una potencia de la misma base, cuyo
exponente es la suma de los exponentes.

Ejemplo 1:

En un caso particular puedes ver que:
33-32=3-3-3)(3-3)=3-3-3-3-3Luego:3*-3*=3>"2=3°

3 factores 2 factores 5 factores

Esta propiedad puede expresarse, en general como sigue: ar- g =qgntn
Ejemplo 2:

Calcula:

a) 2523 b) (- 3)* - (- 3)* c)x? - x* - xt

Solucion:

a)2°-23=25"3=28=1256
b) (=3) - (=3)'=(=3)""=(-3) =729
X2 xdxt =23 =

R ;! Si al calcular el producto potencias de igual base, se mantiene la base y se suman los
exponentes, en nuestro ejemplo, para calcular el valor de 4, afirmamos que: 32° - 32°=3%
y ya esta resuelto el problema.
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Potencia de una potencia

A continuacion otra situacion:

i! Rubén Dario se prepara para representar a su grupo en el MATEMATICAZO, tope
competitivo de los estudiantes de séptimo grado de su escuela, por ello quiere resolver, de
la manera mas facil, el ejercicio siguiente:

Si(—m)y'=64,hallaP=(-m)*"—-5conme Zyne IN

Dados sus conocimientos analizo que solo tenia estas ocho posibilidades a partir del
dato que se brinda en la tabla 1.16.

Tabla 1.16

m n (=m*-35

64 | 1 (—64)1-5

—64 | 1 644 1-5

8| 2 (-8)2-5

-8 2 | 825

4l 3 | cae-s

—4| 3 4435

20 6 | -5

-2 6 2465

Con el auxilio de una calculadora cientifica encontro el resultado en cada caso, siem-
pre fue el mismo: 16 777 211, aunque sabe que en el tope no podra utilizarla.
Al pensar en otra via escribi6 lo siguiente (tabla 1.16 a)):

Tabla 1.16 a)

(_ m)4n
= my- Cmy Cmy my
—64-64-64-64

Hall¢ el producto le rest6 5 y obtuvo el mismo resultado: 16 777 211.
Sin embargo, existe una propiedad de la potencia que permite hallar el resultado de
una manera mas sencilla.
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Recuerda que:

Al calcular la potencia de una potencia, se obtiene otra potencia cuyo exponente es el
producto de los exponentes.

Ejemplo 1:

(52)*=52-52-52(segln la definicion de potencia)
=52"2"2 (por propiedad del producto de potencias de igual base)
=523 (yaque2+2+2=2-3)
=5%Luego: (5%)*=523=5¢

Esta propiedad puede expresarse, en general, como sigue: (amn" =amr"

Ejemplo 2:

Calcula:

a) (3% b) [ 2T ¢) ()

Solucion:

a) 342=342=3%=6561

b) [(— 2] ¢ =(=2) ¢ = (-2) = 4 096

c) (xd3=x33=xb

Observa que en cada caso se mantiene la base y se multiplican los exponentes.
R ;! Podemos escribir P = ((— m)")*— 5 = 64* — 5 =16 777 211 y explicarle por qué a
Rubén Dario. ;Podemos escribir P = ((— m)")*—5=64* -5 =16 777 211?
Cociente de potencia de igual base
i! Veamos otra situacion: Calcula el valor de B: C'si B=2%"y C = 2%,

Este ejercicio vamos a resolverlo, con los recursos que brinda la Informatica.
Auxiliandonos de una de las aplicaciones utilizadas con mayor frecuencia la “Calcula-
dora”,* podemos hallar 2°° y 24,

Para resolver 2% debes colocar el dos (2), luego presionar la tecla x"y y después el

50, asi se repite el mismo procedimiento para 2*® como se muestra a continuacion.

2x"y 50 1125899 906 842 624 2x"y 48 281474976 710656

59 A ella se accede cuando dentro del menti de la barra de Inicio hacemos clic en Programas,
después Accesorios y por ultimo Calculadora, en el Word 97-2003.
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Pero, también podemos dividir ambas cantidades y percatarnos de que su cociente es
4. jCompruébalo ti mismo(a)!

(Qué sucederia si no tuviésemos a mano una o varias super calculadoras para realizar
un ejercicio como este u otro parecido?

Una ventaja tenemos: las bases de estas potencias son iguales, aqui necesitamos otra
propiedad de la potencia.

Recuerda como calcular el cociente de potencias de igual base:

Al dividir potencias de igual base, se obtiene una potencia de la misma base, cuyo
exponente es la diferencia de los exponentes.

Ejemplo 3:

En este ejemplo puedes ver que se cumple lo siguiente:

4 44444 ., o g 45 L
£ aaa U7 Luegogz=4Tsd

' a -
E.sta. propiedad se expresa, en general, de la forma —a™" con a=0
siguiente: a

Ejemplo 4:

Calcula:

(-2f 3¢
a) @ b 3

Solucion:

2f _ -2 _ _
a) @_(—2)6 =(-2)=16

3 a4
b)3—3=34 $=3'=3

Observa que en cada caso, al calcular el cociente, se mantiene la base y se restan los
exponentes.

R ;! Haciendo uso de esta propiedad, resolveremos la situacion que se solucion6 con
ayuda de la calculadora B : C =2%: 2% =20-48=22=4
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Potencias de exponente cero y exponente negativo

i! Después de conocer las propiedades de la potencia, Cociente de potencia de
igual base, Ramiro realiza los ejercicios siguientes:

(_ 2)142
Efectta: a) W b)(= 6,1)*: (- 6,1)*

42
Al responder el a), se tiene quei =( 2)142_144 = (— 2)_2 , no sabe qué hacer

-2y

con ese resultado, piensa en otra manera, por eso procede asi:

2 _ (2 1
2" %2 2

. Efectuando la simplificacion correspondiente.

Entonces (— 2)_2 = # , (siempre sera asi?

Al responder el b), se obtiene que (— 6,1)*° : (— 6,1)*= (- 6,1)°y al simplificar, el
resultado es 1, entonces (— 6,1)°= 1, ;siempre sera asi? Los dos resultados son correctos.

En la definicion de potencia que vimos no se incluye el caso del exponente cero, ni el
del exponente negativo. El inciso a) del ejercicio de Ramiro indica la posibilidad de que el
exponente sea cero y ya sabiamos, dada la curiosidad de Alejandro que existen potencias
de exponente menor que cero. A continuacion se ilustra una manera de definirlas.

Recuerda que:

» Todo nimero racional, diferente de cero, elevado al exponente cero, es igual a uno.
a’®=1(@e ®a#0)

» Todo niimero racional, diferente de cero, elevado a un exponente negativo, es igual
a una fraccidén cuyo numerador es 1 y su denominador es el mismo numero racio-
nal con el exponente positivo.

a1

a'=—(ae ®a#0;keN)
a

Con lo anterior se ha extendido la definicion de potencia de exponente natural a expo-
nente entero, para la cual se cumplen todas las propiedades que se estudian en este
epigrafe.
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Ejemplo 5:

Calcula:
1Y\ . »
a) 8 b) 3 c) 33 d) (-2)
Solucion:
0
1
8= 1 b)[-=] =1
) >( 3]
1 1 1 1
3—3:_:_ d —2 _4:—2—
9T R o T

R ;! Ya estamos en condiciones de responder la famosa pregunta de Alejandro al inicio de
la unidad y de terminar de responder las de Talia.

V. =10000 (1 +0,081 6)°

Ya sabemos que en el factor, que no es el 10 000, la base es el nimero racional
1,081 6 y el exponente es el nlimero negativo — 5, si te encuentras ante una situacion
como esta y no dispusieras de las tablas que se utilizan en la Matematica Financiera
para ello y tampoco tuvieses una calculadora cientifica, ya cuentas con un recurso

1
1081 6°

Ya te habras dado cuenta de que Ky L (los nimeros encontrados por Talia en el trabajo
investigativo, numeros con nombres) son niimeros racionales, aunque no naturales.

matematico para hallar cuanto es 1,081 67°, pues 1081 6° =

1

—_ 1 B
K=p11260 4__ - 1 y L:(—Z) 43112609—1=(_2)43w_

243 112 609

1=

1
:_243112 o L

Potencia de un producto

i! En el cartel aparece una mision que se plantea a los alumnos de séptimo grado en
una de las secciones del boletin El piropo matematico, promotor del interés por la
asignatura.

Intentemos resolverlo, asumamos la sugerencia, que es escribirlo como un producto
en el que uno de los factores es una potencia de 10.
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£l piropo matemdtico

PUBLICACION MENSUAL A FAVOR DE LA MATEMATICA

La mision
El nimero 2°** 5°7 tiene 920 cifras.

Demuéstralo.

Sugerencia: Escribelo comouno delaformaa - 107,
anelN

Al menos, tenemos en las bases de las potencias 2 y 5, cuyo producto es 10. Vamos a

escribir el factor 2°2*como un producto en el que aparezca la potencia 2°'7, queda asi: 2% . 27,

entonces 24 . 597 = 297. 27 . 597 = %7 57 97 4] aplicar la conmutatividad de la
multiplicacién.

Al asociar los dos primeros factores, nos encontramos con un producto de poten-
cias en las que el exponente es el mismo, hasta ahora no tenemos una propiedad

que nos permita trabajar con productos con estas caracteristicas. Esa propiedad
existe:

Recuerda como calcular la potencia de un producto:

Para elevar un producto indicado a un exponente, se eleva cada factor a dicho
exponente.

Ejemplo 1:

a)(x-»)3=(x-p) (x-p) - (x-p) (por definicion de potencia)

=(x-x-x) (v y-y) (aplicando propiedades conmutatividad y
asociatividad)

= x 3)3 (por definicion de potencia)
b) De igual manera si es necesario x> j° = (x - y)?

Y es precisamente esa propiedad la que necesitamos para cumplir la mision:

Entonces 2°% - 5917= 2917 . 5917.27=10°" - 27= 128 - 10°"" por lo que es facil concluir
que tiene 920 cifras, 917 del factor 10°'"y 3 del factor 128.
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Potencia de un cociente

i! Veamos otra situacion relacionada con las propiedades de las potencias. Al llegar
al aula los estudiantes de un grupo de séptimo encontraron en la pizarra lo siguiente (fig. 1.66):

(@a:b)7=ar: b

Podemos probaria con lo

que conocermnos.,

IATREVETE!

Figura 1.68
Ta también puedes atreverte y demostrar que esa igualdad se cumple.

Escribe la base de la potencia que aparece en el miembro izquierdo de la igualdad
como el producto de dos nimeros racionales.

, 1Y 1Y , ,
Obtienes (a . z) =a"- (Z) al aplicar la propiedad potencia de un producto.

bbb b p"
n\}{CCCS

1Y 111 1 1 . , .
= === == por definicién de potencia y de producto de fracciones.

n e, .
a - b_" por definicidn de potencia.

Q
N
—_—
SN
~—
I

3
=

_ _h.pn . e ey . :
=a" :b" por propiedad de la divisién de nimeros racionales

R ;! De ahique: (a:b)"=a":b", b7 0igualdad que habia que probar.

Recuerda que:

Para elevar un cociente indicado a un exponente, se elevan el dividendo y el divisor a
dicho exponente.

Ejemplo 1:

X * X X X X .. .
— | =—- — -—-— (por definicién de potencia)
y oy yy




4

X-X-X-Xx o _ X o
= (por definicion del producto de fracciones) = — (por definicion de
y

Cyeyeyey
potencia)
Ejemplo 2:

Calcula:

2 Y a2b Y
a) (3m)* b) (;) ;conb # 0 c) p ;con (a,c) # 0

Solucion:
2 2 2 2 2‘3_23_ 8
a) Bm)* =32 m*=9m b) ;} —?—?;b#o
a‘z‘bT_(a_z-b)“_a_gb“_ b
c) c o4 o4 asc4,(a,c)7é0

En resumen:

» Una potencia de base positiva siempre es positiva.

» Una potencia de base negativa, es positiva si el exponente es par y negativa si el
exponente es impar.

* Las potencias de exponente entero satisfacen las igualdades siguientes.

am.an:am+n (a.b)n:an.bn
(a™y=am™-" (a:by'=a":b" (b#0)
at:a'=a" ",a#0 a’=1(ae ® a#0)

1
a’k=—k (ae @ a#0; ke IN)
a

Estas son las igualdades relacionadas con la potenciacion que se estudian en séptimo
grado, de las que te queda mucho por aprender.

En el libro Elementos, el famosisimo Euclides (fig. 1.67) recopila gran parte del
saber matemdtico de su época. La colosal obra estd formada por trece volume-
nes, los libros VII, VIII y IX son de Aritmética, en uno de ellos aparece esta
propiedad de la potencia que ya conoces:*

% Herbert W. Turnbull: Grandes Matemdticos, 1984.
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Figura 1.67

Disfrutalas y reflexiona con ellas, fijate que junto al calculo con nimeros racionales te
permiten dar solucidn a las mas diversas situaciones de la vida practica, incluso a partir
de ahora podras resolver ecuaciones en las que la variable aparece en el exponente de

una potencia, por ejemplo: 2% = (22)3 al aplicar en el miembro derecho; la propiedad

Potencia de una potencia, se obtiene que 2° =25, puesto que el resultado de la

potenciacion es unico y las bases de las potencias son iguales, para que la igualdad se
cumpla solo hace falta que sean iguales los exponentes, de ahi que x = 6.

Ejercicios
6. Calcula:

-1
a) (127)° b (8 o (0125)° d) 98:72+94°—2~(%)

7. Calcula aplicando las propiedades de la potencia que mas convenga en cada caso:

a) 4207 . 472009 b) (_ 6,8)25 : (_ 6,8)23
o () b Cooe2 97 16
¢) 30,242 : (-0,36) =) a®
28 X 23
g) "

8.% Si 4 — 4" = 48, ;cual es el valor de x?
9. Lee detenidamente y responde:

9.1 Clasifica las proposiciones siguientes en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. Justifica en cada caso tu respuesta.
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a) -—a"=(af,nelN,ae® b) a'+a' =a",ae®, x,yel
) T77-7°=49° d) 1°=lcel
9.2 Selecciona la respuesta correcta marcando con una X en la linea dada. Argumenta.

92.1 Si m™.-m®: m?% entonces:

a) =m? b) = m?! ) =m d  =m

1(2ye
5

9.2.2 Sir satisface la igualdad ——_ entonces:

rig:(—7)_
a) r=-25 by r=-04 ¢) r=25 d r=04

35300 . 7—198

923 P= W por €eso:

a)  P=1225b)___P=196 ¢ __P=19 d)___P=196

9.2.4 Sean los niimeros X =3%, ¥ =5% 7' =7% entonces se cumple que:

a)  X<Y<T b) T<X<Y ¢)  Y<X<T d)__T<Y<X

1.4.7 Notacion cientifica o exponencial

i! Gema, la profesora de Matematica, quiso una vez mas hacer reflexionar a los estudian-
tes acerca de la importancia de una correcta higiene personal y colectiva, por ello leyo a
sus estudiantes fragmentos de un singular relato:®!

Examinemos a modo de ejemplo la rapidez con que se multiplica la mosca doméstica
de toda conocida. Aceptemos que cada mosca deposita 120 huevecillos y que lamenta-
blemente estan dadas todas las condiciones para que durante el verano tengan tiempo de
aparecer 7 generaciones, en cada una de las cuales la mitad son machos y la mitad
hembras. Supongamos que la mosca deposita por primera vez los huevos el 15 de abril y
que cada hembra, en 20 dias, crece lo suficiente para depositar ella misma nuevos hue-
vos. En ese caso, la reproduccion se desarrollar en la forma siguiente:

A comienzo de mayo nacen 120 moscas. El 5 de mayo, 60 moscas depositan
120 huevos, a mediados de mayo aparecen 60 - 120 = 7 200 moscas.

1Y, Perelman: Matemcdticas Recreativas, 1982.
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El 25 de mayo cada una de la 3 600 hembras, deposita 120 huevos, por eso a
comienzos de junio nacen 3 600 - 120 = 432 000 moscas.

El 14 de junio las 216 000 moscas depositan 120 huevos cada una, a finales de
Junio habra 216 000 - 120 = 25 920 000 moscas.

Gema propuso a sus estudiantes calcular hasta concluir que el primero de septiembre
nacen 355 923 200 000 000 moscas. jCompruébalo tu mismo(a)!

Todos quedaron convencidos de lo imprescindible que es la limpieza y van a confec-
cionar un relato parecido a este con la multiplicacion del indeseable Aedes Aegypti, para
mostrarla en la préxima audiencia sanitaria, pero muchos le comentaron a su profesora si
no existia la posibilidad de operar con numeros mas pequefios, pues las multiplicaciones
se hicieron muy dificiles y hubo momentos en los que se equivocaron con tantos ceros;
ella respondid que si, veamos.

Ahora que ya conoces como calcular cualquier potencia con exponente entero, intro-
duciremos una notacioén que nos permite escribir nimeros muy grandes o muy pequefios
“en una forma breve”, llamada notacion cientifica o exponencial.

Los siguientes numeros se han escrito en notacion decimal y en notacion cientifica:

Notacion decimal Notacion cientifica
6253 6,253 - 10?
0,000 387 3,87-10*
981 000 9,81 -10°

Observa que en notacion cientifica el niimero se expresa como el producto de una
potencia de 10 y un nimero mayor o igual que 1 y menor que 10.

Ejemplo 1:

Expresa en notacion cientifica los numeros siguientes:

a) 234 000 b) 0,000 002 6

Solucion:

a)234000=234-10° b) 0,000 002 6 =2,6-10°°

-~ L~

La coma se corre 5 lugares La coma se corre 6 lugares
a la izquierda. a la derecha.

¢) Losvirus son diminutos, miden aproximadamente 0, 000 002 5 cm, 50 000 rinovirus,

los que provocan los catarros, cabrian en un poquitin mas que un milimetro.®
Verifica la informacion que aparece subrayada y jpiensa en ella la préxima vez
que estornudes sin taparte la boca!

82 ;Sabia que...?, Edicion Espasa Calpe, 2007.
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Solucion:

Para saber qué longitud se obtendria si ese ejército de rinovirus se dispusiera en linea
recta, uno junto al otro, basta con multiplicar la longitud de uno de ellos por 50 000.
Conviene escribir el tamafio de un virus en notacidon exponencial.

0,000 002 5=2,5-10°y hacer lo mismo con la cantidad de rinovirus,

50000=75 - 10% esto hara los calculos mas sencillos: 2,5-107° -5-0% =12,5-1072 al apli-

car las propiedades de lamultiplicacion y las de la potencia. La longitud es de 12,5- 102 cm,
al expresar esa longitud en milimetros obtenemos 1,25 mm y se corrobora lo pedido.

Recuerda como expresar un nimero en notacion cientifica:

Se corre la coma decimal (hacia la izquierda o hacia la derecha) todos los lugares que
se necesitan para obtener un numero mayor o igual que 1 y menor que 10 y se multi-
plica ese nlimero por una potencia de 10.

+ Elmédulo del exponente de esa potencia es el numero de lugares que se ha corrido la coma.
» El signo de ese exponente sera mads, si se corrio la coma hacia la izquierda, y sera
menos, si se corrid hacia la derecha.

Ejemplo 2:

Escribe en notacion decimal los siguientes nimeros que estan expresados en notacion
cientifica:

a) 5,67-10° b)2,3-10°5

Solucion:
a) 5,67 -10*=56 700 b)2,3-10-5=0, 000 023
L~ Corro la coma 4 lugares. -~ Corro la coma 5 lugares.

Recuerda como expresar la notacion cientifica en notacion decimal:

Para expresar en notacion decimal un nimero dado en notacion cientifica:

Sencillamente se efectua el producto que aparece indicado en dicha notacion cientifi-
ca, el producto del ntimero por la potencia de 10.

(Como? En el numero se corre la coma decimal, la cantidad de lugares que indica el
modulo del exponente de la potencia de 10: hacia la derecha si el signo de este es mas
y hacia la izquierda si es menos.

Si es necesario se completan con ceros los lugares.
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Ejercicios

1. Completa la siguiente poesia con las palabras que te indican y con lo que conoces de
la notacion cientifica:

exponencial diez uno
namero positivo derecha

cientifica
modulo

iInfinitamente grandes, infinitamente pequefias!®

2. (...) En Cuba actualmente los recursos hidraulicos disponibles ascienden a algo mas

I) Esas sabias cantidades,
que parecen terrorificas.
De una forma las abrevio:
con la notacién

) {Qué cual es el exponente
de la potencia de Bruno?

Asi recuerda y retoma
Hortensia, la inteligente:

El del exponente

de la potencia de Bruno

es el de lugares,
que se ha corrido la coma.

Si a la izquierda la has corrido,
si, me refiero a la coma,

el susodicho exponente
siempre sera

Y negativo sera

el ya citado exponente

si la renombrada coma

ala has corrido.

Y si que sirve de mucho

esta notacion de ciencia,

tu tranquilo, no te apresures
usala con gran paciencia.

IT) Y recuerda Juan Ramon
una idea muy especial:
Afirma con gran pasion,
que esa util notacion

se apellida

De un producto tu te auxilias
si la vas a utilizar.

Un factor, dice Jerez

es un hermoso valor,

que es siempre menor que
y mayor o igual que

El otro, me dice Bruno,

es una hermosa potencia
que tiene por base

Y la coma decimal

tu la tienes que correr
hasta encontrar el

que nos contaba Jerez.

IV) Grandes, muy grandes, enormes,

y también chicas, muy chicas,
Las escribo en forma breve
con la notacidn

de trece mil seiscientos millones de metros cubicos (...)*

Marca con una X la respuesta correcta.

9 Rita Maria Cantero Pérez.

6 Organo de prensa Granma del 26 de enero de 2012.
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La cantidad que aparece subrayada, escrita en notacién exponencial, es:
ay  14-10°b) 14-10° ¢) 1,4-10"
d)  ninguna de las anteriores

3. El gobierno japonés calcula que el costo de los dafios que el terremoto y el tsunami del
11 de marzo de 2011 causaron en edificios, carreteras y puertos, asciende a mas de
ciento cuarenta y siete mil millones de euros.®

Completa con la respuesta correcta.

La cantidad que aparece subrayada, escrita en notacion cientifica, es

4. El macho de la mariposa Emperador tiene un desarrollado sentido de percepcion de
olores, €l puede inhalar no menos de 0,001 000 1 g que la hembra le permite a una
distancia de 11 km.®

Di si la proposicion siguiente es verdadera o falsa. Justifica si es falsa.

La cantidad que aparece subrayada, escrita en notacion cientifica es 1 - 1073,

5. La mayoria de las calculadoras y muchos programas de computadoras presentan
resultados muy grandes y muy pequefios en notacion cientifica.

La base 10 se omite generalmente y se utiliza la letra E (mayuscula o minuscula) para
indicar el exponente.
Por ejemplo:

238294 360 000=2,3829436E11
0,00031416=3,1416E—-4.

Expresa en notacion decimal el nimero de la pantalla de la calculadora de la
figura 1.68.

3,4567553E15

Figura 1.68

5 Organo de prensa Granma del 25 de junio de 2011.
% Organo de prensa Tribuna de La Habana, 25 de marzo de 2012.
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6. Lee cuidadosamente la noticia:®’

iDOMINICANOS SUMAN
9,38 MILLONES!

La Oficina Nacional de Estadisticas
(ONE). Present6 el informe sobre
el Censo Nacional de Poblacion y
Vivienda 2010, el cual reveld que
9.38 millones de personas habitan
en Repuiblica Dominicana. El censo
mostré un Crecimiento de la pobla-
cién en 726 277 habitantes desde el
anterior sondeo en el 2002. Se dio a
conocer que del total de poblado-
res, 4 707 000 son hombres y 4
670 000 mujeres.

a) Escribe en notacion cientifica la cantidad que aparece subrayada.
b) Confirma el total al que se hace referencia.
c¢) (Cuéntos dominicanos habia en el 2002?

7. El deshielo en la Antartica aument6 en un 75 % en 10 afios. Los cientificos indicaron
que la pérdida neta de hielo antartico aumento6 de 112 gigatoneladas al afio en 1996 a
196 gigatoneladas al afio en el 2006.%®

a) Escribe las cantidades de toneladas en notacion cientifica, si se conoce que el
prefijo giga (G) se utiliza en el Sistema Internacional de Unidades para expresar
el valor 10°.

b) Con los recursos que te brinda el calculo porcentual, confirma la informacion que
se brinda en la primera oracion del texto dado.

—(-10*+2
——

8.* Determina la suma de las cifras del numero

9. Redacta un parrafo bajo el titulo “Ventajas y desventajas de la notacidn cientifica”

1.4.8 Calculo de cuadrados y raices cuadradas utilizando tablas

Ya recordamos que las potencias de exponente 2 reciben el nombre de cuadrados.

7 Organo de prensa Granma, 10 de marzo de 2011.

8 Organo de prensa Granma del 24 de enero de 2008 y tabloide del curso de Universidad para
todos, “Nuevas Tecnologias”.
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Los cuadrados de los numeros naturales reciben el nombre de cuadrados perfectos.
Ejemplo 1:
1 =12% 4 =2% 9 = 32 son cuadrados perfectos.

Recuerda que:

La operacion mediante la cual, dado un ntimero cualquiera, determinamos su cuadra-
do se denomina elevacion al cuadrado.

Para el calculo de los cuadrados de nimeros racionales, nos auxiliamos de las NTIC,
pero en muchos casos resulta practico el uso de la tabla de cuadrados que aparece al
final del libro.

En esta tabla pueden leerse los cuadrados de los nimeros del 1,00 al 9,99. La mayoria
de los cuadrados de estos niimeros son valores aproximados, que tienen cuatro cifras
correctas en la tabla.

Para calcular los cuadrados de numeros dados, utilizando la tabla, procedemos de la
forma que se ilustra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2:
Calcula utilizando la tabla, como se ilustra en el fragmento de la tabla 1.17:
a) (4,75
Tabla 1.17
X 0 1 LI I 5

1,0 | 1,000 | 1,020 | = | ¢ | = | 1,103

1,1 1,210 (1,232 « [ « | = | 1,323

1,2 | 1,440 | 1464 | « | < | = | 1,563

13 | 1,690 | 1,716 | | « | = | 1,823

1,0 | 1,000 | 1,020 | = | | = | 1,103

47 [ 22,09 (22,18 [ = | « | = [|22,56
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Solucion:
a) (4,75)?

Buscamos en la tabla la fila 4,7.

Buscamos en la tabla la columna 5.

En la interseccion de la fila y la columna hallamos el 22,56
Respuesta: (4,75)* = 22,56

Recuerda el procedimiento para determinar el cuadrado de un numero:

Buscamos en la tabla, la fila que esté determinada por las dos primeras cifras del
nimero dado a y después, la columna que estd encabezada por la tercera cifra del
numero. El numero que aparece donde concurren la fila y la columna es la sucesion
de cifras correspondientes a a?, o sea, el cuadrado de a se encuentra en la intersec-
cion de la fila y de la columna halladas.

Si el numero cuyo cuadrado se quiere calcular tiene mas de tres cifras, debe redon-
dearse de modo que se obtenga un niimero de tres cifras. En este caso se esta trabajando
con un dato aproximado.

Recuerda tener en cuenta lo siguiente:

Si el dato con que se trabaja es un nimero aproximado, o sea, no es exacto (puede ser
resultado de un redondeo o proceder de una medicion), al elevar al cuadrado la res-
puesta se da con tantas cifras como tenga el dato.

Ejemplo 3:

Calcula utilizando la tabla (4,323)?

Solucion:

a) (4,323)
Redondeamos el dato 4,323 a tres Como el dato con que hemos trabajado es
cifras 4,323 = 4,32 un numero aproximado a tres cifras, pro-

ducto de un redondeo, la respuesta se da
en este caso con tres cifras.

Respuesta: (4,323)* = (4,32)* = 18,7

Buscamos en la tabla el cuadrado de
4,32 =(4,32)*=18,66 (18,66 = 18,7)
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En los ejemplos anteriores se han elevado al cuadrado numeros comprendidos entre
1,00 y 9,99, cuyos cuadrados se localizan directamente en la tabla.

Recuerda que:

Como en la tabla de cuadrados aparecen solo los cuadrados de los nimeros compren-
didos entre 1,00 y 9,99; si el nimero cuyo cuadrado quieres calcular es mayor que 10
o esta entre 0 y 1, es conveniente escribirlo en notacion cientifica.

Al escribir el nimero dado en notacion cientifica, uno de los factores es un numero
(entre 1 y 10), cuyo cuadrado esta comprendido en la tabla y aplicamos las propieda-
des de las potencias a la potencia de 10.

En estos casos puedes hacer previamente un estimado mental de la respuesta para
tener una idea aproximada de esta; si lo deseas, lo puedes escribir.

Ejemplo 4:

Con el objetivo de confeccionar una pifiata, se quiere forrar una caja en forma de
cubo, cuya arista mide 25,5 cm. ;Cuantos cm? de papel haran falta?

Puesto que el cubo tiene seis caras que son cuadrados iguales, basta hallar el area de
una de ellas y multiplicar por 6 el resultado para hallar la respuesta a la pregunta. El
area de un cuadrado es igual a la longitud del lado al cuadrado, por tanto, hay que

hallar (255). En la mente: 252 = 625

Como el cuadrado de 25,5 no aparece contenido en la tabla, transformamos 25,5 en
2,55-10

(25,5)* = (2,55 - 10)? = 650,3

=(2,55)*- 102 650,3-6=3901,8

= 6,503 - 10? (buscando en la tabla)

Respuesta:

Hacen falta 3,90 - 10° cm? de papel aproximadamente.®’

En este caso, como el dato también es un niimero aproximado (procede de una medi-
cidn), la respuesta se da con la misma cantidad de cifras que tiene el dato.

En los ejercicios con texto y problemas donde aparezcan cantidades de magnitud se
realizaran los calculos intermedios sin tener en cuenta la unidad correspondiente, pero en
la respuesta si debe considerarse.

% Aunque en este grado puedes utilizar respuestas como 3 901,8, debes saber que solo las tres
primeras cifras de este nimero pueden ser correctas pues se partié de un dato aproximado a tres cifras.
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Recuerda que:

Es posible hallar el cuadrado de cualquier nimero racional y este siempre es un nime-
ro racional.

Ejercicios

1.

Calcula los cuadrados de los nimeros siguientes. Utiliza la tabla de cuadrados.

)256 b)4672  ¢)7300 d)-067 ¢)0,035

. Halla el valor que se indica en cada caso: Utiliza la tabla de cuadrados.

a) (28,7) b) (72,84 «¢) 47°:47° d) 9,86’ - 9,86 e) ((— 3,286)2)Z

. La expresion 5a° permite hallar el volumen de todos los ortoedros cuya base es un

cuadrado cuyo lado tiene una longitud de a unidades y la altura es de 5u. Halla el
volumen si: a) a = 0,34u, b) a = 0,056u y ¢) a = 789u.

Cdlculo de la raiz cuadrada utilizando la tabla

Es conocido por ti que 52 =25y (- 5)* = 25; también 7> = 49 y (— 7)*> = 49.
En los casos anteriores decimos que 5 y — 5 son raices cuadradas de 25, asi como 7

y — 7 son raices cuadradas de 49.

Ejemplo 1:

Determina las raices cuadradas de:

a)16  b)081 ¢ %

Solucion:

a) Las raices cuadradas de 16 son 4 y — 4, porque 4> =16 y (- 4)* = 16.
b) Las raices cuadradas de 0,81 son 0,9 y — 0,9, porque (0,9)*> = 0,81 y

(-0,9Y =081.

2 2
1 1 1 1 1 1 1
¢) Las raices cuadradas de = son = y —=, porque | — | == -= | ==.
) 4 2 Y 2 pord (2} 4 Y ( ) 4

Recuerda que:

La raiz cuadrada de un niimero racional a, es un nimero cuyo cuadrado es a.
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A la raiz cuadrada no negativa de un ntimero se le llama raiz cuadrada aritmética.
En este libro trabajaremos solamente las raices aritméticas y las llamaremos simplemen-
te “raices cuadradas”.

La extraccion de la raiz cuadrada aritmética es la operacion inversa de la elevacion al cuadrado.

La raiz cuadrada de un niimero a se denota por el simbolo +a .

El simbolo \/_ se denomina radical.

El niimero a se llama cantidad subradical o radicando y es el numero al cual se le
calcula la raiz cuadrada. El indice es 2 pero no se escribe.

En general se cumple que todo niimero racional (no negativo) posee exactamente una
raiz cuadrada aritmética.

Ejemplo 2:

Calcula, en cada caso, la raiz cuadrada de los numeros siguientes:

a) % b) 1000  ¢) 10 000

Solucion:

\F _1 1y 1
a) 9~ 3 porque | 9
b) 4/1000 No existe ningiin niimero natural, ni fraccionario cuyo cuadrado sea exac-

tamente 1 000
¢) /10000 =100 porque 100> = 10 000
En el ejemplo anterior puedes observar que 100y 10 000, es decir, 10* y 10* tienen raiz

cuadrada exacta y que, ademas, esta raiz es una potencia de 10. Sin embargo, 1 000, es
decir 10°, no tiene una potencia de 10 como raiz cuadrada.

Recuerda que:

» Las potencias de 10 con exponente divisible por 2 (es decir, par) tienen como raiz
cuadrada otra potencia de 10 cuyo exponente es la mitad del de la potencia original.

* Las potencias de 10 con exponente impar no tienen como raiz cuadrada a una
potencia de 10.

Como la extraccion de la raiz cuadrada es la operacion inversa de la elevacion al
cuadrado, se puede utilizar la tabla de cuadrados para calcular la raiz cuadrada. Como

veras mas adelante, podras calcular 4/1000 y otras mas usando la tabla.
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En la tabla pueden localizarse raices cuadradas cuando el radicando sea un numero
comprendido entre 1 y 99,80 (son los cuadrados que estan en la tabla). Si el radicando
tiene mas de cuatro cifras, debe redondearse.

Puesto que la mayoria de los cuadrados que aparecen en la tabla son valores aproxi-
mados, la mayoria de las raices también lo son.

En caso de que el radicando sea un valor comprendido entre 1 y 99,80; pero no
aparezca directamente en la tabla, se localiza otro nimero que esté lo mas préximo
posible al buscado (ya sea menor o mayor que este).

En los ejemplos siguientes se ilustra el procedimiento de extraccion de la raiz cuadra-
da utilizando la tabla.

Ejemplo 3:
Calcula utilizando la tabla, como se ilustra en el fragmento de la tabla 1.18:

a) El area de un cuadrado es 18,7 cm?y se desea hallar su perimetro. ;Cémo pro-
ceder?

Solucion:

Se necesita hallar la longitud del lado del cuadrado, como se tiene el area, podemos
hallar la raiz cuadrada y después multiplicar por 4 ese valor para hallar el perimetro.

/18,7 , el radicando 18,7 no aparece en la tabla, localizamos entonces el nimero mas

proximo a él, que es 18,66.

Luego debemos determinar: /18,66 .

Localizamos en el cuerpo de la tabla el nimero 18,66.

Tabla 1.18

1,0 | 1,000 | 1,020 | 1,240

1,1 1,210 [ 1,232 | 1,254

1,2 1,440 | 1,464 | 1,488

1,3 | 1,690 | 1,716 | 1,742

43 || 1043 [ 10,58 [|18,66
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A partir de €l, determinamos respectivamente, el encabezado de la fila, en este caso
4,3 y de la columna, en este caso 2, donde localizamos este niumero.

/18,66 = 4,32 Con ambos encabezados formamos la raiz cuadrada de este ntimero.
El perimetro buscado es 4,32 - 4 = 17,28 cm.
Respuesta: El perimetro del cuadrado es 17,3 cm.

Para la extraccion de la raiz cuadrada, también se cumple que si el radicando es un
nimero aproximado, la raiz cuadrada se debe dar con la misma cantidad de cifras que
tenga el radicando.

Si el nimero al que deseas extraer su raiz cuadrada no aparece en la tabla, porque no
es un valor comprendido entre 1 y 99,80; debes proceder de modo que lo puedas transfor-
mar en uno, que si aparezca directamente en la tabla y después, procedes como en el
ejemplo anterior; veamos cémo a continuacion.

Ejemplo 4:

Calcula utilizando la tabla de cuadrados:

a) \[4973  b) /0,346

Solucion:

a) ,/497,3 . Como 497,3 no aparece en la tabla, lo transformamos convenientemente
4,973 - 10

Luego: /497 3 =~ /4,973 .102 .
~ /4,973 - 10 (porque /102 = /100 =10)

=~ 2,23 - 10 (buscando en la tabla)
Respuesta: ,/497,3 =223

b) /0,346 . Primeramente transformamos el radicando 0,346 de forma conveniente
0,346 = 34,6 - 102 (observa que el exponente de la potencia es divisible por 2).

Luego: /0,346 = \/34,6.10"2 = \/34,6 .10 = 5,88 - 10! (buscando en la ta-
bla).

(porque /1072 =10 *pues 60‘1)2 =107?
Respuesta: ,/0,346 = 0,588
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Recuerda el procedimiento para la extraccion de la raiz cuadrada de un nimero:

1. Se localiza el numero (radicando) o el nimero mas cercano en el cuerpo de la tabla
de cuadrados.

2. Se toman las cifras que encabezan la fila y la columna, respectivamente donde se
encuentre el radicando; estas tres cifras seran las que conformen la raiz cuadrada
aproximada del numero dado.

3. Si el radicando es un numero mayor que 100 o esta entre 0 y 1, es conveniente
escribir dicho radicando como el producto de un nimero de los que aparecen en la
tabla (entre 1 y 100) por una potencia de 10 que tenga raiz cuadrada exacta, es
decir, cuyo exponente sea divisible por 2.

Es importante que conozcas que la raiz cuadrada de un nimero racional, no siempre
es un numero racional, en octavo grado aprenderas por qué.

En el conjunto de los numeros racionales, solo las cantidades no negativas tienen raiz
cuadrada, aunque esta no siempre es un numero racional.

Ejercicios
4. Calcula la raiz cuadrada de los numeros racionales siguientes:

16
a) 64 b) 225 ) o d) 102

5. Determina, en cada caso, la raiz cuadrada de los siguientes numeros con ayuda de la
tabla de los cuadrados:

a) 5,760 b) 89,68 )8

d)912,5 e) 1875 0,087 4

O

6. Alexis conoci6 de una férmula para hallar, en un triangulo
(fig. 1.69), lalongitud del lado que se opone a un angulo de
60°, dados las longitudes de los otros dos. Ayudalo a hallar

la longitud de BC en el AABC si: E:4,06cm c
yA_C=6,850myB_C2=E2+A_C2—E.E Figura 1.69

1.4.9 Calculo de cubos y raices cubicas utilizando tablas

Las potencias de exponente 3 reciben el nombre de cubos. En la tabla 1.19 siguiente
se representan los cubos de los nlimeros naturales del 1 al 10.
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Tabla 1.19

Pl 3la | s |e| 7] 8] 9| 10

1 8 27 64 125 | 216 | 343 | 512 | 729 | 1000

Observa que: 33 =3 -3 -3 =27 10°=10-10-10=1 000

Los cubos de los nimeros naturales reciben el nombre de cubos perfectos.
Ejemplo 1:
1; 6;27; 64 y 125 son cubos perfectos.

Recuerda que:

La operacion mediante la cual, dado un nimero cualquiera, determinamos su cubo, se
denomina elevacion al cubo.

Ejemplo 2:

Calcula los cubos siguientes:

3
D3P b2 05 d)(—%\

J
Solucion:
a)3=3-3-3=27 b)(2P=(-2)-(-2)-(-2)=-38
1)3 1 1] 1) 1
©) (0,57 =(0,5) - (0,5) - (0,5)=0,125  d) ) =|-7 " i _Z):_a
)

Como habras podido observar, el cubo de un niumero racional cualquiera esta determi-
nado de manera unica. Si el nimero es positivo, su cubo sera positivo; y si el numero es
negativo, su cubo también sera negativo.

Para calcular cubos de numeros racionales, resulta til en muchos casos el empleo de
la tabla de cubos que aparece al final del libro. En esta tabla pueden leerse los cubos
de los numeros del 1,00 al 99,9 al igual que en la tabla de cuadrados. La mayor parte de
estos cubos son valores aproximados.
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Ejemplo 3:

Determina el volumen de un cubo cuya arista mide 7,43 cm utilizando la tabla de
cubos.

Solucion:
Buscamos en la tabla: fila 7,4; columna 3
Respuesta: (7,43)* = 410,2

El volumen del cubo es 410 cm?.

Recuerda que:

En el calculo de cubos utilizando la tabla, también se cumple que si el dato con que se
trabaja es un niimero aproximado, el resultado se da con tantas cifras como tenga
dicho dato.

Debes saber, ademas, que si el nimero con que se trabaja es mayor que 10 o esta
entre 0 y 1 se procede igual que en el caso de los cuadrados, escribiendo dicho niime-
ro en notacion cientifica.

Calcula utilizando la tabla de cubos: a) (0,48)?

(0,48)°=(4,8 - 107"}
= (4,8)° - (107')> (propiedad de las potencias)
~110,6 - 1073 (buscando en la tabla)

Respuesta: (0,48)> = 0,1106 = 0,11

Recuerda que:

» Esposible hallar el cubo de cualquier nlimero racional y este siempre es un numero
racional.

Ejercicios
1. Calcula los cubos de los nimeros siguientes:
1 3 3
a)7 b) 30 c) 2 d) 1352° : 6,76

2. Calcula, utilizando la tabla, los cubos de los nimeros siguientes:
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a) 3,45 b)7,2 c) - 8,234 d)20,3
e) - 231 f) 18,41 2)0,15 h) 9,876

Extraccion de la raiz cubica utilizando la tabla

i! Felipe cursa el séptimo grado, y conoce muy bien todo lo estudiado sobre niumeros
racionales, por eso considera que ya sabe resolver un ejercicio como este: Determina
qué valor de x satisface la igualdad: x? + 15x = 124. Fue probando y llegd a la
conclusion de que x = 4. jCompruébalo ti mismo(a)! Sin embargo, en la pagina web
Pura Matemadtica encontré que un matematico italiano™ halldé una férmula para darle
solucion a problemas como este, pues si x* + px =g, p > 0, g > 0, entonces el valor de x
que satisface la ecuacion es:

RO RG]

Al intentar aplicarla obtuvo lo siguiente: 5+ 3/—1 y ahi surgi6 su duda, ya que nunca

habia hallado la raiz ctibica de un nimero negativo. Preguntas se hizo muchas, todas las
puede responder al estudiar el concepto raiz ctibica de un ntimero racional.

Ya sabes que 3° = 27, 5% = 125; etcétera.

En los casos anteriores decimos que:

3 es la raiz cubica de 27 y que 5 es la raiz cubica de 125.

Recuerda que:

La operacion de calculo que consiste en determinar un nimero, dado su cubo, se
denomina extraccion de la raiz cubica.

Ejemplo 1:

Determina la raiz cubica de los nimeros
a) 8 b)—1

Respuesta

a) La raiz cubica de 8 es 2, porque 2° = 8

" Niccolo Fontana Tartaglia, (1499-1557). Uno de los principales matematicos del siglo xvi. Se
destaca en el algebra, principalmente en la creacion de métodos para resolver ecuaciones.
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b) La raiz cubica de — 1 es — 1, porque (— 1) =—1.

Aqui aclaramos parte de la duda de Felipe, aunque ya puede comprobar que el resul-
tado también es x = 4.

La extraccion de la raiz cubica es la operacion inversa de la elevacion del cubo.

Del ejemplo anterior podemos concluir que la raiz cubica de un numero racional
cualquiera estd determinada de manera unica, es decir, todo numero racional po-
see exactamente una raiz cubica. En este caso, la unica raiz es la raiz aritmética del
numero.

La raiz ctbica x de un namero dado a se denota ¥a = x

El simbolo %/_ es el signo de raiz ctbica y el nimero a se llama radicando y el indice
es el namero 3.

Ejemplo 2:

Calcula:

a) 3/216 b) %/—_8 B i

27
Solucion:
a) ¥/216 = 6 porque 6° =216 b) Y-8 =—2 porque (- 2)* =8

L _1 1y _1
) 57 3 porque | o

, 27

Al igual que en el caso de las raices cuadradas, existen raices ctbicas que no son
numeros racionales; en octavo grado aprenderas por qué.

Puesto que la extraccion de la raiz cubica es la operacidn inversa de la elevacion al
cubo, podemos utilizar la tabla de cubos para calcular raices cubicas.

En la tabla de cubos pueden localizarse raices cubicas cuando el radicando sea un
numero comprendido entre 1 y 1 000 (son los cubos de los numeros que estan en la
tabla).

Si el radicando no aparece directamente en la tabla, y estd entre 1 y 1 000, se localiza
el nimero que esté lo mas préximo posible al buscado.

El procedimiento a seguir para calcular raices ctbicas, utilizando la tabla de cubos, es
muy similar al que se sigue para calcular raices cuadradas.

Ejemplo 3:

Para determinar la ventaja de los levantadores de pesas, se emplea la formula de
O’ Carrol. Si un levantador que tiene una masa de b kg, levanta w kg de pesas,
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entonces el peso de ventaja W, esta expresado por: W = T 71, Halla la venta-

b-35
ja de un pesista de 120 kg, que levanta 250 kg.

Solucion:

250
120-35

raiz cubica de 85, al utilizar la tabla de cubos.

a) Al sustituir en la formula se tiene que W = , por tanto hay que hallar la

/85 Buscamos en la tabla el nimero mas proximo al radican-
do, que es en este caso 85,01. El nimero 85,01 se en-
cuentra en la fila 9,2 y en la columna 2.

Luego: 3/85 ~ 9,22
Respuesta: la ventaja de este levantador de pesas es 27,1 kg.
b) Si tuviésemos que hallar la raiz cubica de 841,2, tenemos que:
3/841,2 En la tabla se localiza directamente el nimero 841,2
(fila 9,4; columna: 4)
Respuesta: 3/8412 =~ 9,44

Si el radicando es mayor que 1 000 o estd entre 0 y 1, se escribe como el producto de
un nimero (de los comprendidos en la tabla) por una potencia de 10 que tenga raiz
cubica exacta, es decir, cuyo exponente sea divisible por 3.

Ejemplo 4:
Calcula utilizando la tabla de cubos:
a) 3/9664 b) /0,35

Solucion:

a) 3/9664 =3/9,664 -10° =3/9,664 -10 (porque 3/10 =10)

= 2,13 - 10 (buscando en la tabla)
Respuesta: 3/9 664 =~ 21,3

"' Joaquin Palacio Pefia: Coleccion de problemas matemadticos para la vida, 2003.
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b) Transformamos convenientemente 0,35 en; 350 - 10 3

3/0,35 =3/350 -10% =%/350 - 10°* (porque (1071)3 ~10)

= 7,05 - 107! (buscando en tabla)

Respuesta: 3/0,35 = 0,705

Recuerda que:

En el conjunto de los numeros racionales, todos los niimeros racionales tienen raiz
cubica, este valor es unico, aunque no siempre es un niamero racional. Por eso nos
auxiliamos de la tabla para encontrar un valor aproximado.

Ejercicios
3. Calcula la raiz cubica de los numeros racionales siguientes:

27
a) — 64 b) 729 ) ——— d)10 -
) ) ) ~ 15 )

4. Determina en cada caso, la raiz ctbica de los numeros siguientes con ayuda de la
tabla de cubos:

a) 2,460 b)-1036  ¢)9 d)-427,5
e)7 879 £) 0,698 2)23400  h)0,32

5. Elartista ruso Anatoly Konenko cred el acuario mas
pequefio del mundo (fig. 1.70). Como especialista
en la construccion de réplicas a menor escala,
Konenko hizo un tanque de 30 mm de longitud, 14
mm de ancho y 24 mm de altura.” Halla la arista de
un cubo, cuyo volumen coincide con el de la peque-
fiisima pecera.

Figura 1.70

6.* Halla el valor de x si: ¥/27° =729

En la actualidad existen modernisimos medios de calculo que nos permiten hallar el
cuadrado y el cubo de un niimero racional, asi como las raices cuadradas si es posible

2 Google, 16 de abril de 2012 y érgano de prensa Juventud Rebelde, 25 de septiembre de 2011.
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y la raiz cubica de un niimero racional, sin embargo con el auxilio de las tablas de
cuadrados y de cubos y tus conocimientos de aritmética, puedes hallar estos valores
(aunque en ocasiones aproximados).

1.4.10 Operaciones combinadas con las cuatro operaciones
de calculo

i! Amaury estd muy contento con todo lo estudiado sobre los numeros racionales, su
excelente profesora Pilar le ha propuesto este ejercicio como parte de una Tarea
Integradora que debe entregar al finalizar la Unidad 1.

Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. Justifica en cada caso tu respuesta.

a) _ EI50 % de 12%° es 6%.
b)  La tercera parte de 9°°es 3%.

c) El cuadrado de la suma de dos numeros racionales es igual a la suma de los
cuadrados de dichos niimeros.

d) La raiz cubica de la diferencia de dos nimeros racionales coincide con la diferen-
cia de las raices cubicas.

e) Na- 10%" = \/Z -10” @ es un namero racional, a = 0.

f) (a—b)*=a*>— b* ay b son nimeros racionales.

Amaury ya pudo determinar el valor de verdad de algunas de las proposiciones, sin
embargo algunas guardan estrecha relacion con el orden operacional a seguir en un
gjercicio de operaciones combinadas en el que aparezcan todas las operaciones de calcu-
lo estudiadas.

Al resolver operaciones combinadas debes de seguir el orden operacional siguiente:

» Primero se resuelven las operaciones encerradas en los signos de agrupacion (parén-
tesis, corchetes y llaves).

* Segundo se calculan las potencias y raices en el orden en que aparecen.

» Tercero se realizan las multiplicaciones y divisiones en el orden en que aparecen.

* Cuarto se realizan las sumas algebraicas que resultan al final.

También deberas tener en cuenta lo siguiente:

— Si en una cantidad subradical aparece un ejercicio de operaciones combinadas, se
resuelve este y después se halla la raiz que se indica.

— Si en la base y/o exponente de una potencia aparece un ejercicio de operaciones
combinadas, se resuelve y se efectia la potencia que corresponda.
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— Si en el numerador y/o denominador de una fraccion aparece un ejercicio de ope-
raciones combinadas, se resuelve este y después se efectua la division que se
indique.

— Si en la resolucion del ejercicio de operaciones combinadas es factible utilizar las
tablas de cuadrados y/o cubos y se permite su uso, seguiras las mismas reglas del
calculo aproximado que utilizabas en el conjunto de los numeros fraccionarios.

Ejemplo 1:

Resuelve: 5.3% +3/-729:015
=5-9+(-=9):0,15 Al calcular las potencias y raices en el orden en que aparecen.

En este caso se pueden hacer en un mismo paso la potencia que se indica, asi como,
la extraccion de la raiz cubica.

=45+ (- 60) Alrealizar las multiplicaciones y divisiones en el orden en que aparecen.
=-15 Al realizar la suma algebraica que resulto al final.

Ejercicios

1. Sustituye en cada caso las variables por los nimeros que se indican y calcula utilizan-
do las tablas de cuadrados y de cubos:

a) 42++B:3 A=48: B=66,1
b) VC - D? C=83,56; D =236

3 2 2
o) % M=13.7: N=8,65

2. Calcula el valor de cada variable:

A=C2P +(2)%: (2™ D=3-9+(-0125) - (8)
= 1 N . 109 _ 2. 2

B= 6.7+(2) (05) E=415+343%: 0,49

= (4820 - 2°f F=(@):(a2) -939

2.1 Selecciona la respuesta correcta marcando con una X en la linea dada. Argumenta.

ay  {B.c}lcz b) {B}cz ¢) F<B d  A-D#E
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2.2 Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verda-
dera para cada caso.

a) Los numeros enteros que estan entre el valor de B y el de F son:

b) En la recta numérica la distancia del numero cero a 4 es:

c) El valor de 4 y el de £ son multiplos de: .

3. Al copiar una férmula, Julian se equivocd y en vez de

Al hallar el valor numérico para a =394, b =1y ¢ =4. ;En cuantas unidades se alterd
el resultado?

4. Responde el ejercicio que la profesora Pilar propuso a Amaury.

ALGO INTERESANTE

Finalizamos el capitulo con esta pincelada histdrica, que como podras apreciar es un
antiquisimo resumen de las propiedades de las operaciones de calculo con niimeros ra-
cionales.

Figura 1.71
Brahmagupta (598-660 d.n.e.) fue pionero en ofrecer las reglas para el empleo
de los numeros negativos y emplea también el cero como simbolo operatorio

brindando las reglas para este como sumando, sustraendo, factor, radicando y
base de potencias.”® Aclara que los mimeros pueden tratarse o como pertenen-

” Luis J. Davidson San Juan: Ecuaciones y Matemdticos, 2008.
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cias o como deudas, pero, introduciendo los numeros negativos, los matemati-
cos hindues no los utilizaban como elementos equitativos de la Matemadtica,
considerdandolos solo como algo del género de las posibilidades logicas, ya
que, segun expresion de Bhaskara (1114-1185), otro gran matemdtico hindu,
las personas no estan de acuerdo con ellos.

Las reglas de operaciones con los numeros, entonces, son las siguientes:

* La suma de dos pertenencias es una pertenencia.

» De dos deudas, una deuda.

* De una pertenencia y una deuda, su diferencia, y si son iguales, es cero.

* La suma del cero y una deuda es una deuda.

* De una pertenencia y el cero, una pertenencia.

* El producto de dos pertenencias o dos deudas es una pertenencia.

» El resultado del producto de una pertenencia por una deuda representa una
pérdida. Esta misma regla es vdlida también en la division.

* El cuadrado de una pertenencia o deuda es una pertenencia.

» La pertenencia tiene dos raices: una constituye una ganancia y la otra una
deuda.

* La raiz de una pérdida no existe, ya que tal no puede ser un cuadrado.

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. La media del precio en CUP de cuatro productos es 50,40 y la media de otros seis
productos diferentes, es 40,30.

a) (Cuanto suma el precio de los cuatro primeros productos y cuanto el de los otros
seis?

b) Calcula el precio medio del total de productos. Fundamenta, el porqué lo hiciste de
ese modo y no de otro.

2. La masa en kilogramos de 9 nifios es:
14,8;21,1;15,5;18,2;20,0; 17,1, 19,9; 16,4; 19,0

a) (Cual es la moda? ;Por qué?
b) Si incluimos la masa de otro nifio que es de 49,8 kg, seria la media aritmética un
buen representante de la masa de los 10 nifios.

3. En una secundaria basica se aplicd una encuesta en un grupo de estudiantes escogi-
dos al azar para conocer su preferencia por los programas de television: deportivos
(D), musicales (M), infantiles (I), culturales (C) y noticiero (N). Para lo cual se regis-
traron los datos siguientes:

MMMDDTI NN
D

M CCDNTITIIM D MD
DCMCCMD I
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a) Construye una tabla de frecuencias absoluta y relativa.

b) ;Qué porcentaje de estudiantes tienen preferencia por los programas culturales?

¢) ¢(Cual es el programa de menor preferencia?

d) Determina la moda.

e) (Es posible calcular la media aritmética? Si es posible, calctilala y si no es posible,
fundamenta el porqué.

f) Segln tu opinion, di qué tipo de grafica es mas representativa para ilustrar los
resultados de la encuesta.

g) Investiga en tu grupo con tus compaileros sus preferencias por los programas
televisivos y compara los resultados con los del estudio realizado. Indaga en las
causas que originan el programa de menor preferencia.

4. A continuacion aparecen representados una tabla y un grafico (fig. 1.72), que expre-
san los datos (en milimetros) de la cantidad de agua caida (como promedio), en una
ciudad del Caribe durante los doce meses de un afio.

Ene. 101 mm Precipitaciones en una ciudad caribefia en un afio
Mo a1 0
ar. i
Abr. 20 igg_
May. 22
Jun. 193 150 4
Jul. 130 100 -
Ago. 264 50 = "
(S)e;z. ;38 0 T 1 — T T T 1 | |%
ct. g o ¥ H » £ =2 o & $v B < g
Nov. 225 i 2 s<<$ 2% 283 24
Dic. 14

Figura 1.72

Analiza la tabla y el grafico que la acompaiia en la figura 1.72.

Emite tu criterio sobre el comportamiento de las precipitaciones durante el afio que se
muestra.

(Qué informacion te resulté mas provechosa?

5.* Al calcular la media aritmética de un conjunto de valores, un estudiante planteo6 para
: . g . =3:3+5.(-4)
el calculo la siguiente operacion combinada: — 5 -

Escribe el conjunto de datos y halla su moda.

6. Deborah Andollo (1967- ) es una deportista cubana especializada en la natacién e
instructora de buceo. Es la tinica mujer en el mundo capaz de bajar a cuerpo libre a
profundidades cercanas a los — 74 m (con respecto al nivel del mar), gracias a su gran
capacidad pulmonar (6 L) y a su tenacidad.
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Aqui algunos de sus excelentes marcas en la modalidad de cuerpo libre:”

Maravillas de la novia de Neptuno

Profundidad alcanzada (m) Fecha Cuba
-50 mayo de 1992 Varadero
-52 mayo de 1993 Varadero
- 60 noviembre de 1995 Isla de la Juventud

Récord Mundial Absoluto
- 74 julio de 2001 Isla de la Juventud

a) ¢Podremos afirmar que a medida que ha pasado el tiempo han sido mejores las
marcas? ;Por qué?
b) (Qué grafico estadistico utilizarias para ilustrar esta informacion? Hazlo.

7. Sean:

64,96 _ 9 25 27
e 5_qge . 0347034

9
+4 (C=-625+3/2197:4 D=—
2 0,34% 40

a) Halla los valores de 4, By C.

b) El conjunto formado por B y D, ;es un subconjunto del conjunto de los nimeros
enteros? ;Por qué?

¢) C, (es el menor de los valores hallados? Justifica tu respuesta.

d) Escribe en notacidn tabular un conjunto F formado por los opuestos de los valores
de By D.

e) (Cuantos nlimeros racionales hay entre el mayor y el menor nimero? ;Cual es la
diferencia entre esas cantidades?

8. En su pagina deportiva, el semanario Orbe del 24 al 30 de marzo de 2012 dio
a conocer que el pibe argentino Lionel Messi, del FC Barcelona, es el mejor
futbolista pues con solo 24 afios, suma 234 goles con el FC Barcelona. El des-
glose de esa cantidad de goles es asi: 153 en la Liga Espafiola, 19 en Copa del
Rey, 49 en la Liga de Campeones de Europa, 8 en Supercopa de Espaiia, 4 en
Mundiales de Clubes, y 1 en Supercopa de Europa. ;Seguiran siendo estos sus
logros?

Mobnica, monitora de Matematica aprovechd esta informacion para motivar a sus
compafieros para la realizacion de ejercicios de operaciones combinadas, este fue el
ejercicio que propuso:

™ Wikipedia, 23 de marzo de 2012.
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9.

10.

11.

iCALCULA Y CONFIRMA!

iLo que ha hecho el mejor!

Evento Numero de goles
Liga Espafiola 52 -112:(-376+012- (- 2))
407 9 11
Copa del Re Y=27+ (=5 +8=| ———-=
P Y oy +87 (15 20 30)
Liga de Campeones de Europa 41024 + 0,85:3/0,000125
Supercopa de Espafia \/81-10- 10,01
-1

Mundiales de Clubes - i\ : _—7 -2

21 16 |
Supercopa de Europa -015-5% +5y52 +375

a) Analiza si cumple los dos propdsitos que persigue.
b) Elabora un ejercicio como este con récords del béisbol cubano.

Expresa el numero 1 en un ejercicio matematico en el que aparezcan todos
los numeros naturales del 0 al 9 una sola vez. Hazlo de cinco maneras dife-
rentes.

Imagina que eres el encargado de crear un anuncio de oferta de rebaja de un pro-
ducto, /te auxiliarias de un niimero negativo? ;Por qué?

El ejercicio que a continuacion te proponemos tiene que ver con tu edad en el mo-
mento que lo realices, veamos por qué:

Problemas Condicion

1. Este es el titular de una noticia del 6rgano de Si tienes 11 afios.
prensa Granma del 30 de junio de 2011.
Costo de EE.UU. en guerras alcanzara los
3,7 millones de millones de ddlares.

a) Expresaen notacion decimal y exponencial
la cifra a la que se hace referencia.

b) Investiga con tu médico de familia, el pre-
cio de un litro de sales de rehidratacion oral
y determina cuantos litros pudieran
adquirirse con lo que se destin6 a conflic-
tos bélicos en EE.UU.
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2. Alrededor de 6 600 000 000 de ddlares destina-
dos por la Casa Blanca a fondos para la re-
construccion de Iraq, no se sabe hoy a donde
fueron a parar. Se considera, que la “pérdida”
es el mayor robo de fondos de la historia de
Estados Unidos de América.
Para mas informacion consulta el 6rgano de Si tienes 12 afios.
prensa Granma del 14 de junio de 2011.

a) Expresa en notacion cientifica la cantidad
que aparece en negrita.

b) Indaga sobre el gasto de la construccion de
un edificio y calcula qué cantidad pudieron
construirse con ese fondo.

3. Israel pedira veinte mil millones de ddlares adi-
cionales a E.U.A. para ayuda militar y el presi-
dente estadounidense Barak Obama, indic6 que
podria resultar sensato para Washington inver-
tir dicha cantidad para mejorar la seguridad de
Israel para la proxima generacion.

Si tienes 13 afios 0 mas.

a) Escribe en notacidon decimal y cientifica la
cantidad que aparece subrayada.

b) Investiga si con esa cifra se pudieran comen-
zar a resolver problemas medioambientales
de nuestro continente.

12.* Esta actividad es una propuesta de los integrantes del circulo de interés matemati-
co pedagodgico “Diofanto de Alejandria”.”
Se basa en dos dados que tienen el desarrollo que se muestra (fig. 1.73):

5 -5
1| 2 3| 4 -11-21-3]|-4
6 -6
Figura 1.73

Imagina que los lanzas al unisono y que todas las tiradas son diferentes.

5 Diofanto de Alejandria (325-409), matematico griego, el que por su originalidad y sus aportacio-
nes es considerado el padre de los algebristas modernos, en su notabilisima obra sobresale el
inicio del empleo sistematico de simbolos para indicar nimeros negativos.
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13.

14.

a) Qué posibilidad hay de que la suma algebraica de las cantidades de las caras
visibles sea un nimero no positivo?
b) (Qué porcentaje de las potencias de base negativa, son nimeros negativos?

Selecciona una noticia, articulo periodistico u otro tipo de texto relacionado con algunos
de los contenidos tratados en la Unidad y elabora y responde un ejercicio matematico,
entrega el trabajo realizado a tu profesor(a) con los siguientes datos:

*  Tus nombres, apellidos y nimero de lista

* Puntuacién alcanzada en la ultima evaluacion de Matematica que hiciste
*  Fuente bibliografica de adquisicion del conocimiento utilizada

* Lugar en el que la encontraste

* Actividad humana con la que esta mas relacionada

*  Motivo por el que te llamo la atencion

+ Tema matematico con el que mas se vincula

Escoge una de las siguientes ideas y confecciona un cartel que ilustre tu mensaje.
Los niimeros racionales de belleza el mundo visten.

Vivimos rodeados de ntimeros racionales.

Maés que utiles son los nimeros racionales.

PARA LA AUTOEVALUACION

Reflexiona sobre lo aprendido

bl NS

8.

(Qué es un numero racional?

(Qué conjuntos numéricos son subconjuntos del conjunto de los niimeros racionales?
(Qué operaciones sabes hacer con numeros racionales?

(Conoces los pasos a seguir para resolver un ejercicio de operaciones combinadas
de numeros racionales?

. ¢(Sabes confeccionar una tabla de distribucion de frecuencias? Explica coémo se construyen

(,Como calcular la media aritmética y determinar la moda cuando los datos estan
agrupados en una tabla de frecuencias?

(Qué informacidn te aporta y la media aritmética y la moda al hacer el analisis de un
conjunto de datos?

(Por qué es importante dominar el procedimiento general para el procesamiento de datos?

Ponte a prueba

1.

Di cuales de las proposiciones son verdaderas o falsas. En caso de ser falsas justifi-
ca por qué lo son:

a) El numero — 5 pertenece al conjunto de los nimeros naturales.

b) _ Elconjunto formado por los nimeros — 3,2; 0y 4 esta incluido en el conjun-
to de los nimeros enteros.
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c) Toda expresion decimal infinita periodica, representa un nimero racional.

d)  La operacion de extraccion de raiz cuadrada siempre tiene solucion en el
conjunto de los nimeros racionales.

e)  Lainterseccion del conjunto de los nimeros fraccionarios y el conjunto de
los nimeros enteros es el conjunto de los numeros naturales.

f) _ El médulo o valor absoluto de todo numero racional siempre es un nimero
racional positivo.

g) _ La frecuencia absoluta de un dato es el nimero de veces que aparece el
dato repetido.

h)  La media aritmética en un conjunto de datos siempre es el valor central de
ese conjunto.

i) _ Lamoda siempre existe en un conjunto de datos.

j) ___ La division de dos numeros enteros diferentes de cero siempre es un nu-
mero entero.

k)  Una potencia de base negativa y exponente par siempre es un nimero positivo.

2. QGracias al singular método de alfabetizacion “Yo, si puedo” hasta mediados de diciem-
bre de 2011, cinco millones setecientos treinta y seis mil seis personas de 28 paises
aprendieron a leer y a escribir. Alrededor de un 83 % de ellos son del continente Las
Américas.

Desde la 1.* hasta la 65.* teleclase que lo conforman, sienten los estudiantes todo el
infinito amor que han puesto sus creadores, de ahi que todos dicen si a la valiosa
oportunidad que se les brinda.”

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verda-
dera para cada caso:

La cantidad de personas alfabetizadas es una cantidad , que
escrita con nimeros es el significado de la fraccion
que aparece es e indica que aproximadamente de cada

100 alfabetizados son americanos 1.* y 65.* representan

3. La profesora Salomé para explicar los resultados EA Resultados de una estrategia
de su estrategia de formacion vocacional hacia los
técnicos medios y obreros calificados de la familia
agroindustrial, en un grupo de 35 estudiantes des-
de 7.° a 9.° grado, se auxilio del grafico siguiente
(fig. 1.74). Obsérvalo y responde:

a) (Qué porcentaje de la matricula preferia
estas especialidades en 7.°?, ;qué parte del
grupo en 9.°?

0 7.° 8.° 9.° Grados

Figura 1.74
76 Organo de prensa Tribuna de La Habana, 11 de diciembre de 2011.
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4.1

4.2
43

44
45

5.

b) El 80 % de los estudiantes que se decidio a estudiar estas carreras fueron varones,
jcuantos son?

¢) ¢(Qué otro tipo de grafico le recomendarias a la profesora para ilustrar su explicacién?

d) ;Crees que fue efectiva la estrategia? ;Por qué?

. Un profesor propone analizar la calidad de las notas obtenidas por 15 de sus estudian-

tes en Matematica y para ello las registra en la pizarra de la forma siguiente:
10; 6; 5;9;9; 9; 6; 6;9; 7, 9; 6; 10; 5; 7
Pide a los estudiantes que analicen los datos.

* Maria dice que el 2 % de la cantidad de estudiantes obtuvo notas de 10.

* Luis dice que la moda es 5.

* José responde que la moda es 9 y que la media estd muy préxima a 7,5.

+ Beatriz plantea que mas de seis estudiantes tienen notas entre 9 y 10 puntos y
que el promedio de las notas obtenidas es 8.

(Cual de los 4 estudiantes tiene la razén? Marca con una X tu seleccion.

a)  Beatriz b)  Maria c)  José d)  Luis

(Podrias explicar en qué consistio el error de cada uno de los otros tres estudiantes?

Si a ti el profesor te solicitara hacer el analisis de las notas. ;Qué acciones iniciales
realizarias?

Construye una tabla de frecuencias absoluta.

Si reemplazas dos de las notas de 9 (cada una de ellas) por 8 y una de las notas de 7
por 9. ;Cudl de las posibles respuestas seleccionarias? Marcala con una X.
a) __ Se altera la media y la moda.
b)  Sealtera la media y no la moda.
¢) __ No se altera la media y si la moda.
d)  No se alteran ni la media y ni la moda.
Sean:
X=-122.23+081 Y =%-64:2+1515: (-15)

[(— % JSO T :(-05/*+075

(-02)’

W =35% de 40 T=

a) Halla los valoresde X, ¥, Wy T.
b) ¢(Cuantos nimeros enteros hay entre 7'y Y?
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¢) ¢(Cuantos numeros enteros positivos hay entre X'y W?

d) ;Cual es el antecesor de Y?

e) (Cual es el sucesor de 77

f) Ubica los cuatro valores en la recta numérica y ordénalos de mayor a menor.
g) (Cuantas centésimas tiene el opuesto del valor de X7

h) ;Cual es el valor absolutode Hsi H=X+Y-W-T?

i) ¢Cuadles son las tres quintas partes de 77

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS

Epigrafe 1.1

. 9 . .
1. Tres horas y nueve minutos: 3@ , nimeros fraccionarios

Nueve dias: numeros naturales

Epigrafe 1.1.1

1. quince dias: cardinal, dia 15: cardinal,
decimoquinto cumpleafios: ordinal, 15 parejas: contable,
15 regalos: contable, 15 personas: contable,
lantimero 15: identificacion, 15 %: identificacion de la fraccion porcentaje
2. 80L 24.h (undia)
x  30dias(cercade un mes)
x =&130 1m?®=10001I
x=24001I
x=24m’

31a)V bV oV 4V eV
3.2.1 a) 322 a)

3.3 fraccion medidora,
cantidad de magnitud,
8 848 - 3 =26 544 m, y es una cantidad de magnitud.

3.4 a) F, catorce arboles no es una b) F, solo tres nimeros (25 m, 20 cm y
cantidad de magnitud. 100000 )
c) V. d) F, ninguno lo permite.
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Epigrafe 1.1.2

1.

a) Ciento treinta y cuatro millones.

b) Veintisiete; dos mil tres; cincuenta y cinco millones setecientos setenta y tres mil
ciento seis; cinco mil.

¢) Ciento noventa y nueve mil setecientos veintisiete.

d) Ciento cincuenta.

e) Dos ciento cincuenta millones.

. 25000 000 001
. a) 91004 b) noventa y un mil cuatro 4.1357
. a) A=135 B=4801 C=4999

b) 48 027. ¢) 4998 dC e) C f) 4 999 > 4 800 > 135

6.%Del 190 al 199 son 10 los 9 que aparecen en las decenas, lo mismo ocurre de 290 al

7.

299 y asi sucesivamente, hasta llegar al del 990 al 999. Por lo que se tienen 10 - 9 = 90
numeros en los que la cifra 9 ocupa el lugar de las decenas.

100 000 000 001 Cien mil millones uno

8.*Después de un buen razonamiento se puede concluir que el inico niumero que satisfa-

ce todas las condiciones del problema es: 6 210 001 000; tiene diez cifras, tiene seis
ceros, dos unos, un dos y un seis, de acuerdo con las condiciones planteadas en el
problema. Seis mil doscientos diez millones mil.

Epigrafe 1.1.3

1. a) No b) No ¢) No
d) No e) No f) No
g) No h) No i) No
2.a) 72 b)35y 14
3. Para que el nimero 7bc sea divisible por 2 y 3 simultaneamente ¢ tiene que ser 0 o un
nimero par, entonces:
» cuando ¢ =0, b puede tomar el valor 2, 5y 8,
* cuando ¢ =2, b puede tomar el valor 0, 3, 6 y 9,
* cuando ¢ =4, b puede tomar el valor 1,4y 7,
* cuando ¢ = 6, b puede tomar el valor 2, 5y 8,
» cuando ¢ = 8, b puede tomar el valor 0, 3, 6 y 9.
4. a) V b) F, porque también es si sus dos ultimas cifras son maltiplo de 4.

¢) F, porque al dividirlo por 11 el resto no es cero.
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5.330; 390y 420

6.% 999 999 999 948. Novecientos noventa y nueve mil novecientos noventa y nueve
millones novecientos noventa y nueve mil novecientos cuarenta y ocho.

Epigrafe 1.1.4

1. a) ciento ochenta y dos millones setecientas y un mil doscientos veinticuatro décimas

b) setenta y cinco centésimas ¢) una milésima
d) ciento treinta y cinco centésimas e) treinta y cuatro centésimas
" 72
2. a) setenta y dos décimas —
10
b) cincuenta y cuatro centésimas Ead
100
¢) veintiocho mil cincuenta y cinco milésimas 28055
1000
d) nueve mil ochocientos treinta centésimas 9830
100
e) Ciento setenta y un mil doscientas milésimas 171200
1 000
f) Noventa y tres millones doscientos cincuenta
il . . o 93251746
y un mil setecientas cuarenta y seis centesimas = -
100
3. a)48,28 b) 0,150 ¢) 170,5
4. a)8910,5 Ochenta y nueve mil ciento cinco décimas
b) 891,05 Ochenta y nueve mil ciento cinco centésimas
c) 89105 Ochenta y nueve mil ciento cinco diez milésimas
5. a)7 b) cuatro millones ochocientos treinta y cincomil  ¢) centésima

setecientas veinticuatro milésimas

6.999,994

7.2)0,75 b)0,125  ¢) 4,6
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Epigrafe 1.1.5
1

2. a)—:A a)—=C a)l—:E
5 5

Epigrafe 1.1.6
1. a) 53 083 >2 525. Cincuenta y tres mil ochenta y tres; dos mil quinientos veinticinco.

b) 1437 <105430 000. Mil cuatros ciento treinta y siete; ciento cinco millones cuatro-
cientos treinta mil.

¢) 36 825 003 =36 825 003. Treinta y seis millones ochocientos veinte y cinco mil tres.
d) 5,47 <8,47
e) 0,143 >0,0143

5
f) — =0,5; 1; E; E...son equivalentes a i
10 2 30 40 10
3 8 6.9 : 3 16 .24 . 8
g) — < —; —;—— son equivalentes a — y —; — son equivalentes a —
5 3 10 15 576 9 3
2 7 4.6 . 2 ) . 7
h) — < —; —; — son equivalentes a — y —; — son equivalentes a —
9 9 18 27 9" 18 27 9
L4 4812 alentes g 3y & 12 alentes a &
1) 5~ 9’10’ 15 SOM equivalentes a 5V 18 27 son equivalentes a 9
L4118 15 5
4=<— k) 1=<— ) =>241
D45<3 )15<2 )
2.2)2,56<3 b) 0,6 >0 €)5,79<58 d)2zg
1< 2352 = <34 R
11
3.a)1,25>1,20 b) 0,36 <0,56 c) 177
1 2 2 7 5
>3= 1- < 3= - > —
d)3,3 34 e) 3 3 f) 67 5

179



S n 2206 b3t 30
4 1 1 4 24
N _3= a2 - 2
D373 k)3.25=57 ) %5 =5
_ 3 1
m) 134 > 134 n)4- <45 7)6,125=6

4. El mas pesado es el B y el menos pesado es el D.

5. Debe dedicar 9 partes. 6. Ninguna de ellas.

Epigrafe 1.1.7

Resultado Antecesor Sucesor Resultado Antecesor Sucesor
1. a) 338 337 339 b) 7 751 7750 7752
c) 2407 2406 2407 d) 233 232 233231 233233

233 232>7751>2407 > 338

Figura 1.5

3. a) Aproximadamente 98 toques
b) 185 toques
d) 15 toques mas

4. El 30 de enero

Epigrafe 1.1.8

3 17 2 1 1 1
2.a)§—1 b)E c) 6-3 d) o e)10
4 3 h 1 i) 4 1
f) 25 ) 54 ) J)
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1 1 77,27

k I 2 108 =0 En

) 5 )3 m) 25 Mie 5 Yo
795 3
) 289_,9 o291 12 5y iy
70 70 8 '8 17 17 11 1

2.1 Los resultados obtenidos se encuentran entre los nimeros naturales siguientes:

a) 0y2 b) 1y2 c) Oyl d oyl e) Oyl
f) 3y5 g ly2 h) Oy 1 )3y5 ) 0y2
k) 4y6 ) 0y 1 m) 24y26 n) 0yl 0) 1y2
p) 4y5 qQ ly2 r) 2y3 s) 46y 48 t) 72y 73

3.d) 4. Leonardo.

5.* Podemos considerar tres puntos como se Y B C
muestra en la figura, en los cuales la dife- 4 5
. 1 . . Figura 1.75
rencia no es menor que ; pero al ubicar
el cuarto punto en ese intervalo, necesaria-
1

mente la diferencia de ese con uno cualquiera de los otros es menor que 3

6.* El mayor denominador que tenemos es 12 que contiene a 2, 4, 6 y 12; pero no contie-

. , 1 1 1 6+3+2+1 12

ne a 8 ni a 10, de aqui tenemos que: —+—+—-+-—=—————=—=1, por
2 4 6 12 12 12
. - 1 1
tanto los términos que deben suprimirse son FRAETE
7. 1.« dia: 60 % de 250, por tanto, el primer dia reco- 60 %

rri6 150 km. = >
2.° dia: La cuarta parte del resto, entonces 200 5\0/ 30 0,
1(100): 25; por tanto el segundo dia recorrid 250
4 Figura 1.76

25 km.
3. dia: Para cumplir el plan de entrenamiento de 250 km en tres dias, debe recorrer
75 km, o sea, 50 km mas que el segundo dia.

Epigrafe 1.1.9

1.1 2)98,6 b) 14,2 ¢) 95,2 17,6  e)42,125 £)9,175
2)3,15 h)9,55 i) 49,3 i)3,55 k) 5,95 1)4,4
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1.2 a) Novecientos ochenta y seis décimas. ¢) Novecientos cincuenta y dos dé-

cimas.
e) Cuarenta y dos mil ciento veinticinco g) Trescientos quince centésimas.
milésimas.
1.3 Entre49y 50 145 1.54y5
1.6 Expresiones decimales: 4,45;4,5y 5,3
Fracsionee, 22, 119
racciones. = -y
2. 140 kWh 3 _3 b—l—3 B
: . T BET: =g

Epigrafe 1.1.10

1.1 ¢) 1.2 a) 1.3 a) l4c)A=8B
1.5 ¢) 1.6 ¢)

2. Aproximadamente el 10,18 % del total de municipios.

492 492 5 |

. ——=——=——_si puede afirmarse.
1000 100 100

4.*En cada una de las seis caras, hay ocho cubos con solo una cara pintada,
64-6 384

222 _100="2"=384%
1000 10

En las aristas hay 8 cubos con cada uno de 12, solo con dos caras pintadas
8-12

——-100=196%
1000

En cada vértice (8) hay un cubo que tiene solamente 3 caras pintadas,

8 100=0,8%
1000

a) No porque solo son 8, hay mas posibilidades de escoger uno de los 384 que solo

tienen pintada una cara.

80
5. Wilfredo Sanchez. Al determinar el average tenemos: TN 1000=37735=377,4

Agustin Arias. % -1000=377,049=377,05= 3771.

182



Se observa, que cuando se determino el average de Arias hay una aproximacion de

otra aproximacion, debia ser 377,05.

Epigrafe 1.1.11

1.
2.

0.

a) 21 b) 36 c) 4
A

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo.
(Cuantas jornadas debe trabajar para terminar de abonar los
48 surcos del huerto?

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo.
(Cuantas jornadas debe trabajar para abonar los 48 surcos
del huerto?

* Un trabajador abona 16 surcos en dos jornadas de trabajo.
(Cuantas jornadas debe trabajar para realizar los 3 pases de
abono que llevan los 48 surcos del huerto?

9950km 134cm

= ;x=4775km
X 6,7cm
E de20=12
5 U7
112 m?
tez=yex,conx; y;z;te Qi;z7#0,x#0
Son 4 en total

El tanto por cien.

No

10.* Pomos plasticos: 12. Libretas: 18. Latas de refresco: 15.

Epigrafe 1.2.1

L.

2.1

a) Asistencia a la biblioteca b) En diciembre con 441
c) 299 d) 542

a) 228 b) Brasil; Argentina

¢) Dos; Cuba y México  d) 4, México

e) Plata ) 50 %

g3
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2.3 Oro Plata Bronce

Judo 5 Atletismo 7 Natacion 1
Lev. de pesas 1 Natacion 3 Judo 1
Lev. de pesas 2 Lev. de pesas 0

Tenis de mesa 0

3. b) Total de trabajadores: 3 593 Hombres: 1995 55 %
¢) En el nivel medio superior, es la barra que tiene mayor altura.
d) En total 2 454 trabajadores.
e) Si, permite comparar de una forma agil.

f) Si.
4. a) Circular o de pastel b) 212 530 000 USD
¢) Africa d) 52 130 000 USD

Epigrafe 1.2.2

1. a)1;2;2;2;2;2;3;3;3;4;,4;5;,5;5;,5,5;,5,6;,6

b)
Lectura Conteo FA FRD FRP
1
1 / 1 — =0,053 53
19
5
2 -+ 5 — =0,263 26,3
19
3
3 11/ 3 — =0,158 15,8
19
2
4 // 2 — =0,105 10,5
19
6
5 -+ 6 — =0,316 31,6
19
2
6 // 2 — =0,105 10,5
19

1. Ordenar los datos de forma creciente.

2. Construir una tabla de siete filas y cinco columnas, para distribuir las tiradas por
lecturas y determinar el nimero de tiradas que pertenecen a cada una.

3. En la primera fila se escribe, la identificacion de cada columna y en la primera colum-
na, las lecturas en orden ascendentes.
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4. Como hay valores repetidos, se hace el conteo, se ubican en la segunda columna; en
la tercera columna, la suma de cada conteo realizado, o sea, la FA.

5. En la cuarta columna, se ubica el cociente entre la FA y la cantidad total de datos, o
sea, la FRD.

6. En la quinta columna se ubica la FRD multiplicada por 100, o sea, la FRP.

c) 5.

d) En 9 tiradas.

e) No se altera, el valor que es 4, aunque se hagan los cambios y después se ordene, se
mantiene el valor.

2. a)
Paises Cantidad de veces FRD
. 2
Suecia 2 — =011
18
2
Australia 2 — =011
18
9
E.U.A. 9 — =05
18
. 4
Suiza 4 —=0,22
18
1
Brasil 1 — =0,06
18

b) EUA.  ©)22%

Epigrafe 1.2.3

1. a) Grafica de barra. b) Si, permite comparar de manera muy sencilla.
¢) De Ucrania. d) 2 502.
e) De Ucrania. ) 5 499 aproximadamente.
2. a)Gréfico poligonal. b) Con el objetivo de analizar la tendencia del comporta-
¢) El segundo dia. miento de la asistencia en los primeros dias del mes.
d) 96,7 %

3. a) Pictograma, es una forma organizada de ilustrar la informacion de una manera muy
llamativa, en que se utilizan figuras o simbolos propios; para representar cantidades
dispuestas en la misma fila o columna.

b) Enel 2011 c) 13
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4. a) Asistencia al campismo el fin de semana
¢) 175 hombres

b) El 3

5. Los graficos son mas ventajosos para mostrar la informacion, sobre todo cuando son

d)No, 5;3;2;1y4

grandes grupos de datos y necesitamos procesar la informacion.

Epigrafe 1.2.4

1.
1.1 Elc)

1.3

1.2 No, la informacion dada no brindaba muchas posibilidades para ello.

Notas Conteo FA FR
50 // 2 — =0133
60 /1] 3 —=0,2
15
70 /1] 3 —=0,2
15
80 // 2 — =0,133
90 /111 4 — = 0,267
— =0,133
100 // 2 15

Es mas facil analizar las alternativas dadas.

a) Es evidente que todas las frecuencias absolutas no son iguales.

2
b) La FR correspondiente a la nota de 100 es: —

¢) La media es: 75,§

d) La moda es la nota de 90 puntos con 4 repeticiones.
e) Hay 7 estudiantes con notas iguales o superiores a 80 puntos.

2. 2)53,3%

Para hallar la media aritmética, se multiplica cada categoria por su FA, se adicionan
los productos y la suma se divide por la suma de las frecuencias absolutas.

b) La media es 2,3 y la moda es 3.

La moda es la categoria con la mayor frecuencia absoluta.
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*x+y+z+t+w_ xXt+y+z+t

3. s 6 1 =7
Sustituyendo 28 + w =30 x+ty+tz+1=28
w=2
El nimero eliminado es 2
4. a) V b) F c)F d)F e)V
5. a) Gréfico de barra  b) El 3) c) 34,8 %
6. 93 puntos
8.1
GrupoA Grupo B
Calificacion FA Calificacion FA
40 1 40 1
50 1 50 5
60 2 60 2
70 2 70 4
80 5 80 9
90 4 90 6
100 3

8.2 a) GA:74 GB: 75 b) 80 en los dos grupos ¢) GA: 86,7 %  GB: 80 %
8.4 El de barra.

7
9. T: Total de estudiantes. T =0,2;T=35.

a)
Edad FA | FR
11 7 0,2
12 21 0,6
13 7 0,2
b) 12

c) La mayoria de los estudiantes tiene 12 afios.
d) El de barras, permite comparar; también pudiera ser un grafico de barra o de pastel,...
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10*.Si, X = {6; 6; 6; 4; 8}
La moda es 6, con 3 repeticiones.

La media aritmética 6+6+ g+ 4+8 =6

Epigrafe 1.3.3

1. a)e b) C c) C d) C e) € f) C g) ¢ h) C
i)e j)Jea k) ¢ ) C m) € n) € 0) € 0) €

2.* Siempre Anachel sacard un nimero entero porque los nimeros naturales y sus opuestos
son numeros enteros.

3. a)Si b) No c) Si d) No e) Si f) Si g2

4. a) V b) F, porque solo hay dos, (0 y 17)
¢) F, porque los numeros naturales también dVv
son enteros
e) F, porque estan a la misma distancia

5.* a) 5 pares  b) 21 pares c) n + 1 pares

Epigrafe 1.3.4

2.4=-24 B=0,5 Cc=16 D=—1—6 E=-14 F=22
10
3.a)3y4 b)-3y-2 c)—1yo0 d)oyl e)—2y-1
4. ¢) F, porque es un niime- d) F, porque los enteros f) F, porque las expresio-
ro entero negativo. negativos no pertene- nes decimales finitas
cen al conjunto de los negativas no pertene-
numeros fracciona- cen al conjunto de los
rios. numeros fracciona-
rios.

3
5.-5;5;,-17.8; Z: 0;—-3,4; 1,75

215
6. a) Si, porque son numeros b)B ¢)—21,5y—-36 d)22 e)Infinitos f) 36
fraccionarios
7. a)3y-3 b)0 ¢)1,5y-1,5 d)ninguno e)xe @;x =0

8. Si, porque solo tiene que pagar el 75 % del total.
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Epigrafe 1.3.5

1
1. 1>05>—=>-1,6>-1,75>-8
b 10 b b

2. a<e b>c c>e a<b

, 3.6
- 2 <5 porque 15 <16.
El nimero — 100 pertenece al conjunto de los numeros racionales.
1 2 : . .
T = T ap Pordue tienen igual modulo.
El conjunto de los nimeros fraccionarios es un subconjunto del conjunto de los nu-
meros racionales.

1
0> 5 porque ) estd situado a la izquierda del cero en la recta numérica.

El médulo de —2,45 es 2.45.

1
4. =02y 100 5.-0,600

6. {~1;-0,8;-0,6} -1L4-12-1} {~10;-8; -6}
47 3
. C=1 =— =11—
7. C=135 ) 7
a) Vv b) F, porque C también loes. ¢)F, es el de C. d)F,eselde E.
e)V f) F, es E. gV h) V
i) F, porque E estd mas cerca de 0 en la recta numérica. DV

8. a), porque — 21 °C <—-20 °C
9. 211 valores enteros

10. a) Poligonal. Si, porque se permite realizar analisis de tendencias de la temperatura.
b) Mayor a las 11 horas, fue menor a las 7 horas.

¢) Si, porque son enteros y Z C Q. d) Si, a las 9 horas.

12.a) Si b) 19,30 segundos
¢)31.05.08 d)Si,0,9y-0,9
e) Poligonal
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Marca (s)

9,75

9.7 /,/o
9,65
96 - [—— 100m)
v
9,55
9,5
16.08.09 16.08.08 31.05.08 Fecha
Figura 1.77
Epigrafe 1.4.1
1. a)— 81297 b)—1191,23 c)—555
29 .5
d)-50 e) §=3§ f) 2 344 060
2.a) 22438 b)—45,5 c)—118 d)—1736 e)— 14,34
89 1 . .
f) 0 g) ) = 115 h)-188,4 1)6652,23 7.8
3 830 b)— 17,25 % d)o0
48 0 2736
-7 D 8-
4.
a 3 1,2 1.9 -7 -9,3
b 7 -2 0 -1,5 10
a+b 10 -0,8 1,9 -85 0,7
atb<a F \ F \Y F
atb>a v F F F v
5 A=-16,6; B= 145'C—E b) Si
. a) - Uy, D s - 50 ) L
. . 17
¢) No, porque es fraccionario. D = “5o d) 145
e) Entre — 17y — 16 f) — 146 g) 128
498
6. a)13 b)—17 c¢)—452 d) 100 e) 485 Ho g) 1725 h) 0
7.-1;0y1-1+0+1=0
Epigrafe 1.4.2
1. a)—4 b)—10 c)—2 d) 15 e) 7
18 135 b= = e
H-1, g - 13, )5 )~ D~ 35
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2. a) Todas. b) Eurasia.

c) Fosa subglacial Bentley d) Falso
3.4337 m.
4 114 d agl 4E =
2= R TRRET! &g
b 34,7 a5 by 2o 135
)34, ) 2w AT IET
101 8 i)—2
¢) - 35 i)-
5. a) No, porque %e y/A b) Si. c)— 127734 066; — 37,2y — 0,754
d) 25y 2 e) Ciento veintisiete millones setecientos treinta y cuatro

mil cuarenta y uno.
3
6.a)x=—1080 b)x=5565 c)a=-34 d)b=0 e)—0,11 f)z=—§
7.34 8.aym=7 b)s=6

Epigrafe 1.4.3

1. a)positivo, b) positivo, ¢) negativo, d) negativo.
2. a) 300 b)—16,2 c) —0,0876 d) —% e)—4
1 0 h) - 17,67 i) 2143 y 1
120 g) ) - > 1) R H J) 9
3.aVv b)F,es 0 c)F es1 d)V
e)F,es—1,0 f)F,es—5 g) F es 84 h) F, es 28,5
4.-2y6

5.2)-3  b)-06 c¢2  d)-38 e)—% t)—l%

6. a) positiva  b) negativa  c) positiva d) negativa e) negativa  f) positiva

7.a)De 5 b)De8 c) De 4
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8. a)—879 670 b) - 12 0)-336  d-1.1 e) 1_25 f) — 350

9. —90948
12. A=-55 B =-247981 000
12.1 a)V b) V ¢) F, el opuesto de % es —%e (O dVv
122.1d) 1222b) 1223 ¢)
123 a)0 b)-100 000 000

13.54=9 L=4 S=7 V=2 0=8 R=1
—3(9497) = - 28 491

14. Multiplicando por — 1 15.8;4y0

Epigrafe 1.4.4
1. a) —1406 b) — 880 ¢) 206 d)-6 e) 0,053
f) — 0,41 g)—1717 h) 00791791 )0 )33
2.a) V. Db)F, porque—600:(—5)=120>0 ¢)F, porque—12,8:(—-12,8)=1

3.a)No b) Toronto— 19,32 =— 19,3 d) Mayor en Bogota; menor en el
Beijing— 15,42 = — 15,4 area de la Antartida
Bogotd —9,96 = — 10
Moscu — 23,96 = — 24
Area de la Antartida — 36,4

4. ayx=-12 b)x=-5 c¢)a=-39 d)b:g

¢) 30 Nz=24  ga=-6 h)y:_g
5.a)1,6  b)-32 6.2)60 b)-21
7.-240125 8. 105

Epigrafe 1.4.5

1. a) 309 b)-102,5 ¢) 233  d)-035 ) 403
f) 1,6 ) 87,5 h) 24 )25 i)—265

192



149

2.a)-2 b)0 c)4 d) 35 e) 2 f)—0,75 g) >0

3.P=-28 0=6,25 R:% T=144 U=-0,3

3.1 Si, porque es el opuesto de una expresion decimal infinita periddica.

3.2a)—928 b) 140 c)— 140 d)y-172 e)— 1040

5.* Después de la rebaja

6. Se comercializan 15 951 140

7.216 cm

Epigrafe 1.4.6

1 38,44 b 8 81 d)-32

2. a) +, base positiva b) —, base negativa exponente impar
¢) —, base negativa exponente impar d) +, base positiva
e) +, base negativa exponente par f) —, base negativa exponente impar
g) —, base negativa exponente impar h) —, base negativa exponente impar

1) —, base negativa exponente impar

3*[%)! 9+ 4)(3-16)=—169

(
(%).: (1+5)(1-25)=-144 (

~169-11+144 -180+144 -36

J: 9+2)3-4)=-11

Rlw Nlw

v
):(9+1)(3—1)=20

=-18
2 2 2
4. No, (-3)*=81, (-2y=-32
SHE2 444 +1728-1-3-5-... 1727
747 360 — 746 496 = 864
1
6.2) 1 b)-5 ¢) 512 d)-3
7. a) 256 b) 46,24 d) 1 7056 1 1
a) 14624 ) 700z 9 ) Nl w5
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8. 4"—4""=48

4°— 4. 471 =48
4~*—4X-1=48
4
X 1 x 3
4 (1——J=48; 4 =4
4
4x(§J=48 x=3
4
g 284
3
4° =64

9.1 a) V. c¢)F es7°=49*-7 dVv
b) F, solo se cumple para el producto de potencias de igual base.

92.1.¢) 922¢c) 923.¢) 924.b)

Epigrafe 1.4.7

1. 1) Cientifica, II)exponencial, diez, uno, diez, IIl) modulo, nimero, positivo, derecha,
IV) cientifica.

2. Ninguna de las anteriores 3.147 - 10" 4. F, es 1,001 - 10 3
5.3 456 755 300 000 000

6.2)9,38-10°¢ ¢)8653723

7.a) Ano 1996: 1,12 - 10 " b) 75 % de 112000 000 000 es: 84 000 000 000
Afio 2006: 1.96 - 10 " 112 000 000 000 + 84 000 000 000
=196 000 000 000

8.%(-100®=-10 .. 0=-(-10.0) =10..0
— ——

3 125 ceros 3 125 ceros 3 125 ceros

. 10° +2 10t +2
ningln cero: 3 =1, un cero: =4,
10% + 2 10% + 2
dos ceros: =34, tres ceros: 3 =334,
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10* +2 10° +2
=3334 CINco ceros:

cuatro ceros:

=33334

3 125ceros; ———— =3l 34 La cantidad de niimeros tres es uno menos

3 124 ntimeros 3 que el exponente.

Epigrafe 1.4.8

1.a)=~65540  b)=218100 ¢)=53290000 d)=~0,4489

2.2) ~ 823,7 b)=530000  c¢)=22,09 d)=~97,22

3.2) V=0,5780u b) V = 0,015 680 u? ¢) V=3112500 v’
4.2)8 b) 15 ¢) g d) 107!

5.2)24  b)947  ¢)=282 d)=302 e)=433 £)=0.292

6. BC =597 cm

Epigrafe 1.4.9

1
1. 2)343 1)27000 c¢) ——  d)8

64
2. a)=4126 b)=3732  ¢)=5574 d) = 8 365

e) ~— 12 330 000 f)=~6230  g)=0,003375 h) =~ 964,4

3.2)- 4 b)9 c) —g c)10°%
4. a)=-131 b)=-2,18 ¢) = 2,08 dy=~-753
e)=199 f) = 0,887 g) =286 h) = 0,684

5.a=21,6 mm

6.* x = 6. (Sugerencia: aplicar propiedades de las potencias)

Epigrafe 1.4.10

1.a) = 25,75 b)=~—4 ¢) = 0,966
2.4=-4 B=—66,75 C=149 D=2 E=~4
2.1 d) 22a)-67,....—8 bdu  c)2

e) = 0,001 225
e)=~114,5

F=-839
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3. En 4 unidades
4. a)F b) V ¢ F d)F e)V ) F

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. a) El precio de los 4 productos es 201,60 CUP
b) 44,34 CUP

2. a) No existe moda, todos los valores son diferentes. b) No

3. a)|Programas| FA [ FR [ b) El 16,7 % aproximadamente
M 8 1 0,26 | ¢) El noticiero
D 8 | 0,26 | d) Los musicales y deportivos
I 6 | 0,2 | e)No, porque la variable es cualitativa
C 5 | 016 f) El grafico de barras aunque también puede utilizarse
N 3 0,1 el de pastel

5%{-3,-3,-3,—-4,-4,—4, -4} Moda—4

6. a) Si, porque ha descendido mas.

7. a)4A=-047 B=119,6 C=318,75 D=—

b) No, porque son numeros fraccionarios.
9 9
¢) Si, porque 318,75>119,6 > %> -0,47 d) F= {—119,6;—4—0}

e) Infinitos. La diferencia es 318,28
8. a) Si

9. a) 125 6893+4-7 b) 1234 567 890 ¢) 123 456 789"
148 35

d) —+==1 €) 234 56708
296 70

11.1a)3,7- 102 2.2) 6,6 10° 3.2)2- 10

12.* Los niimeros no positivos son los negativos y el cero, por tanto, de 36 posibles tiradas
diferentes, solo:

a) 221 b) EZE,GISO%
36 12 36 2
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CAPITULO 2

Geometria plana y cuerpos

(Qué aprenderas en este capitulo sobre geometria? Piensa que muchisimo, siempre
es asi. Confirmaras las ideas de un prestigioso sabio de la antigiedad llamado Platén,”
sobre la importancia de la geometria, porque los conocimientos geométricos estan pre-
sentes en practicamente toda la vida del hombre; €l hizo escribir en la entrada de su
academia la siguiente inscripcion en su idioma, claro esta (fig. 2.1):

Platon (427-347) a.C
Aqui no entra el que no sepa Geometria

Figura 2.1

Para este sabio la geometria era muy importante: “[...] una ciencia de la cual ningin
arte, ni ningun conocimiento pudiera prescindir [...]”,” por eso sus discipulos dedicaban
mucho tiempo a su estudio.

La Geometria es una rama de la Matematica que nacié en Egipto y Babilonia. En un
primer momento, agrup6 conocimientos sobre medicion de tierra (Geo: tierra y metria:
medida), porque las crecidas del rio Nilo borraban los limites de los terrenos de los egip-
cios y fue necesario buscar procedimientos para determinar nuevamente qué parte co-
rrespondia a unos y a otros.

7 Platon, matematico y filosofo griego de la Antigiiedad.

8 Busqueda sobre Platon: zaratustraenequilibrio.blogspot.com.
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Con el tiempo se llamo6 geometria a todos los conocimientos relacionados con las formas
geométricas y sus propiedades. Surgen otros motivos para estudiar geometria: el calculo de
angulos, distancias, areas, volumenes, la trayectoria de los cuerpos celestes jy hasta el prondstico
de los movimientos de los astros! De gran importancia, para los viajes por mar y tierra. jEs
increible que desde hace mas de 2 000 afios se hicieran estos calculos con admirable precision!

La acumulacién de conocimientos geométricos tomo caracter de ciencia, cuando el
hombre comenzd a pensar en su fundamentacion, a partir de la civilizacion griega en
el siglo vir a. n. e. con Thales de Mileto, que dedujo importantes relaciones geométricas.
En el afio 1637 el matematico francés René Descartes, inicid la modernizacion de la
geometria clasica. Pero hasta 1900 no se contd con una fundamentacion rigurosa de
la geometria con los trabajos de David Hilbert.

En este capitulo podras comprender los conceptos de angulo, poligono, triangulo, en fin,
muchas propiedades de las figuras planas y de los diferentes tipos de movimientos del plano,
pero también, de algunos cuerpos geométricos. Te deseamos muchisimos éxitos en su estudio.

2.1 Las figuras planas

Karla y Melisa, estudiantes de 7.° grado, van a estudiar a casa de Fabiola por la tarde
y deben llegar alla, a partir de un croquis, que ella les entrego.

Observa el croquis de Fabiola en la figura 2.2. ;Codmo representd en €l las calles, las
casas, los edificios y las personas?

Karla y Melisa

00
rarana(D) ()| Parue [

000!
U/ 70

- ===

vevo £) Y_/OQD

Avenida
principal =
c
=2
oy

Figura 2.2

Estaras de acuerdo en afirmar que utilizé diferentes figuras planas para representar
en la hoja de papel objetos que nos rodean.
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De igual forma, cuando miras a tu alrededor, puedes identificar en objetos de la vida
cotidiana, diferentes figuras geométricas del plano y del espacio.

2.1.1 Figuras planas fundamentales y sus propiedades

Una figura es todo conjunto de puntos. Las figuras se pueden agrupar en figuras
planas y cuerpos geométricos. Las figuras planas tienen todos sus puntos en el mismo
plano y los cuerpos geométricos no tienen todos sus puntos en el mismo plano. ;Cuéles
son las figuras planas que se utilizan en el croquis de Fabiola? ;Recuerdas las propieda-
des que estas figuras cumplen? Vamos a profundizar en el estudio de diferentes figuras
planas, precisamente comenzaremos por las denominadas: conceptos primarios o re-
presentaciones basicas de los objetos de la realidad: plano, punto y recta.

Plano

Al pensar en un plano te representas una hoja de papel que se extiende ilimitadamente
por cada uno de sus lados (fig. 2.3). El plano esta formado por infinitos puntos y por
supuesto, contiene infinitas rectas. Los planos se denotan por letras griegas: o, 3, ¥...
estas son las tres primeras del alfabeto griego antiguo. Se leen: alfa, beta, gamma...

RECTA

/
PLANO r PLANO
o oP
[ o
\

PUNTO

Figura 2.3

Ejemplo 1:

Una pagina de tu libro de Matematica; la hoja de papel donde Fabiola hizo el croquis
para que sus amigas supieran como llegar hasta su casa, que aparece en la figura 2.2,
pueden también identificarse como un plano sobre el cual se dibujan puntos, rectas y
otras figuras.

Punto

Para ilustrar este concepto debes imaginarte,
el orificio que hace una aguja al perforar una hoja
de papel. Los puntos se denotan por letras ma- (¢
yusculas del alfabeto. En la figura 2.4, puedes
apreciar los puntos: 4, C,..., M, E ...

oF

oM
Figura 2.4
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Ejemplo 2:

En el croquis de la figura 2.2, identificamos puntos, en los lugares de partida y llegada
del recorrido hacia la casa de Fabiola; en la representacion de personas que permane-
cen en la parada del dmnibus, en la escuela y en el parque.

Recta

Las rectas estan formadas por puntos, pero te has preguntado, /cuantos puntos estan
contenidos en una recta? (fig. 2.5)

Veras que por muchos puntos que sitiies en ella, siempre encontraras otros
mas que no has seflalado. Esto significa que la recta es un conjunto infinito de
puntos.

Puedes tener una idea de ella si la comparas con un hilo bien tenso que se prolonga
indefinidamente por sus dos extremos. En la figura 2.5, puedes apreciar que las rectas
se denotan con letras minusculas del alfabeto: a, b,..., % s, t,... 0 por dos puntos de
ella.

De esta forma decimos, la recta » o la recta AB.

Recta r

Recta 4B

B
A

Figura 2.5

Ejemplo 3:

Identificamos rectas en el croquis de la figura 2.2, por ejemplo, en la representacion
de las calles, aunque ellas solo muestran una parte de la recta. Las calles estan delimi-
tadas; tienen inicio y fin en un determinado lugar, mientras que en geometria se consi-
dera que una recta no tiene punto inicial ni punto final.

Para realizar dibujos el hombre ha confeccionado diversos instrumentos, como la re-
gla y el cartabon, que se emplean en el trazado de rectas. ;Sabes utilizar estos instru-
mentos? Vamos a utilizarlos en construcciones muy sencillas., que te indicamos a
continuacion. Realicemos cada una en dibujos separados:

» Traza una recta y denétala por ¢. Representa en el plano dos puntos que pertenez-
can a la recta ¢, denotalos por 4 y B. jPuedes representar también dos puntos C'y
D que no pertenezcan a la recta #?

» Ubica ahora un punto P en el plano, ;cuantas rectas puedes trazar que pasen por
este punto?
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» Considera dos puntos diferentes My N, ;cuéntas rectas puedes trazar que conten-
gan a estos dos puntos?

» Traza una recta m, representa dos puntos £y F' que pertenezcan a ella, sitia un punto
G que se encuentre entre £y F. ;Podrias ubicar otros puntos entre £y F? ;Cuantos?

Al analizar estas construcciones, podras percatarte de algunas propiedades de los
puntos y las rectas en un plano que son muy intuitivas, practicamente evidentes. Por ello
son consideradas axiomas, ya desde los tiempos de Euclides de Alejandria. ;Quién fue
Euclides? (fig. 2.6)

LOSSEISLIBROS

PRIMEROS DELA GEOMETRIA
t DE EVCLIDES,

Facsimil de una publicacion de Los Elementos™

Figura 2.6

Euclides (325-265 a.n.e.) fue un matemdtico griego. Pocos datos de su vida han
llegado a nuestros dias, salvo que vivio en Alejandria (actualmente en Egipto).
Pero, su principal obra: Los Elementos, inmortalizo su nombre y fue utilizada
con apenas modificaciones durante mas de 19 siglos. Todavia nos referimos a
la geometria cldsica como geometria euclidiana, en su honor.

Los Elementos tienen 13 tomos y en ellos se recopilo, organizé y argumento todo
conocimiento geométrico que se tenia hasta ese momento. Entérate de que los
seis primeros tomos se refieren a la geometria plana. En ellos se escribieron
algunas propiedades que vamos a estudiar a continuacion y consideraremos
axiomas, en el sentido de que las aceptamos sin demostracion y que son prdcti-
camente evidentes.

Un punto pertenece o no a una recta o(C

Ejemplo 4:
D B

En la figura 2.7 los puntos 4 y B estan en la recta ¢ y
los puntos C'y D no estan en la recta ¢ Figura 2.7

" H. Wussing: Conferencias sobre Historia de la Matemdtica, 1989.
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Por un punto pasan infinitas rectas

o

Ejemplo 5:

En la figura 2.8 por el punto P pasan las rectas: a, b, c, ... a

Figura 2.8
Dos puntos determinan una unica recta

Ejemplo 6: N

En la figura 2.9 los puntos M y N determinan la recta
MN, eso significa que si pasa por ellos otra recta, esa es
igual a la recta MN. Figura 2.9

Dos rectas si se cortan lo hacen en un unico punto,
o0 sea, determinan un punto

b
Ejemplo 7: ){
a

En la figura 2.10 las rectas a y b al cortarse determi-
nan el punto P. Figura 2.10

La recta es ilimitada, no tiene ni primero ni ultimo
punto y tiene infinitos puntos

Ejemplo 8:

En la figura 2.11, en la recta 7 existe otro punto 4,
antes del punto B y después de B, otro punto C'y des-
pués otro punto D y asi, sucesivamente. Figura 2.11

Entre dos puntos cualesquiera de una recta, siempre
existe un tercer punto, esta propiedad se denomina
la densidad de la recta

Ejemplo 9: H m
E G
En la figura 2.12 los puntos G H, I..., estan en la
recta m, entre E'y F. Figura 2.12

(Sabias qué...? La posicion de barcos y aviones, tanto en aeropuertos como en ejer-
cicios militares, se determina en la actualidad por modernos medios de computo, aun-
que ello esta basado en el viejo principio basico de ubicar puntos en planos cuadriculados
(fig. 2.13).
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Figura 2.13

Semirrecta

Observa en el croquis de Fabiola de la figura 2.14, que a partir de la parada puedes
caminar en la direccion de la calle del parque, en dos sentidos opuestos, que alli se repre-

sentan con dos saetas mas oscuras:

— Uno, hacia la izquierda, en busca de la calle de la cafeteria.
— Otro, hacia la derecha, buscando la calle que conduce a la casa de Fabiola.

@ @ Karla y Melisa
Parada ®[ )| e (]

W%%
=

Avenida

principal L>

Figura 2.14

Cafeteria

ejorqe,

O
o
w2
o

Ubiquemos un punto P sobre una recta cualquiera A5,
como se muestra en la figura 2.15. Fijate que el punto P
divide a la recta en dos subconjuntos o partes, seguin la
recta se recorra hacia la izquierda o hacia la derecha,
respecto a este punto. Podemos decir que este punto di-
vide a la recta en dos conjuntos de puntos.

(Qué nombre recibe cada uno de ellos?

Figura 2.15
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Recuerda la definicion de semirrecta:

Un punto cualquiera determina a cada uno de sus lados en una recta, dos conjuntos de
puntos: los puntos que estan a su izquierda y los que estan a su derecha. Cada uno de
esos conjuntos se llama semirrecta o rayo de origen en ese punto. Ambas
semirrectas son entre si, semirrectas opuestas de origen en dicho punto. Todos
los puntos de una semirrecta estan en la recta del mismo lado respecto a su origen.
El punto de origen no pertenece a ninguna de las dos semirrectas, solamente las deter-
mina, porque €l no puede estar en ninguno de los lados que él mismo determina. Se
denota una semirrecta por dos puntos: su origen y uno de sus puntos.

Ejemplo 10:

En la figura 2.15 el punto P determina a cada uno de sus lados en la recta 7 dos
semirrectas de origen P que denotamos P4 y PB, ambas son entre si, semirrectas
opuestas. PA contiene todos los puntos de 7 que estan en el lado de P que esta 4.

Semiplano

Observa en la figura 2.16 que la cafeteria y la casa de Fabiola, estan en regiones
diferentes del croquis, respecto a la avenida principal. Te daras cuenta que esta avenida
divide al plano del croquis en dos semiplanos. Una idea de semiplano la tendras en cada
parte de una hoja de papel cuando la doblas.

Avenida principal

15 |BE

Figura 2.16

Cafeteria
Bse)

Recuerda la definicion de semiplano:

Una recta cualquiera determina en el plano dos conjuntos de puntos, a un lado u otro de
ella. Cada uno de estos conjuntos de puntos se llama semiplano de borde en esa recta.
Ambos semiplanos son entre si, semiplanos opuestos de borde en dicha recta. Todos
los puntos de un semiplano estan del mismo lado respecto a su borde. El borde no pertene-
ce a ninguno de los dos semiplanos, solamente los determina. Se denota cada semiplano
por tres puntos, los dos primeros indican la recta borde y el tercero es uno de sus puntos.
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Ejemplo 11:

En la figura 2.17, observa que si AB es la recta que divide al plano 3 en dos semiplanos,
llamamos al semiplano sombreado ABC, porque 4B es su borde y el punto C esta en
dicho semiplano. ABC'y ABE son semiplanos opuestos de borde 4B.

£ B
b B
—_— P —— —— —_—
o 4 °
C
Figura 2.17

Los puntos C'y D pertenecen al semiplano ABC, porque estan del mismo lado de la
recta AB. El punto E esta en el semiplano opuesto al semiplano ABC porque esta del
otro lado de la recta 4B.

Segmento

Fabiola le especifico a Karla, que partiendo del punto inicial (P) del recorrido que le
dibujo, recto por la calle de la parada, en direccion al parque, debian caminar dos cuadras
y doblar a la derecha para llegar a su casa.

Karla y Melisa

00
parapA () [ PARQUE J( ]
o _

EllE
B

|

l

l

|

|
principal I

—>

CAFETERIA

el\L/UL

Avenida =
@) o
e>| /2
> &
Figura 2.18

Piensa en las figuras estudiadas desde primaria y observa el croquis de la figura 2.18.
(Puedes identificar qué figura geométrica utilizd Fabiola para representar los trazos mas
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gruesos que corresponden a estas dos cuadras? Seguramente coincides en que son
segmentos.

Observa la figura 2.19, tenemos una recta y hemos 4 B 4
ubicado dos puntos 4 y B en ella. Estos puntos delimitan /
una parte de la recta. Figura 2.19

Recuerda la definiciéon de segmento:

El conjunto formado por los puntos de una recta, que estan situados entre dos de sus
puntos se denomina segmento.

Consideramos también en el segmento a estos dos puntos, que los llamaremos extre-
mos. Los segmentos se denotan con las dos letras mayusculas de sus extremos, colo-
cando sobre ellas un pequefio guidn.

Ejemplo 12:
En la figura 2.19, los puntos 4 y B de la recta 7, determinan al segmento de extremos 4

y B. De esta forma se denota a dicho segmento como AB y se lee “segmento AB”.

Ahora podemos utilizar los segmentos para formular una condicion que permita ase-
gurar que dos puntos estan en un mismo semiplano. Vedmosla en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 13:

En la figura 2.20, los puntos C, D, E, F, G, perte-

necen al plano A, en el cual se trazo la recta EF. ° .G
D

Relaciona convenientemente cada una de las

siguientes afirmaciones con la posicion de los ——F-¢————-0———f—
P E F
P °
extremos de los segmentos CD y DG en C
semiplanos opuestos o en el mismo semiplano
con borde en la recta EF: Figura 2.20

)CDNEF#¢  ii)DGNEF#0
(A qué conclusion puedes llegar?

Respuesta:

CD N EF # ¢, estos puntos estan en semiplanos opuestos respecto a la recta EF.

DG NEF # ¢ , estos puntos estan en el mismo semiplano, respecto a esta recta.
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Conclusion:

* Dos puntos situados en semiplanos opuestos determinan un segmento que corta a
la recta borde.

* Dos puntos situados en el mismo semiplano determinan un segmento que no corta
a la recta borde.

Nota: El simbolo A es también una letra griega y se llama lambda.

Longitud de un segmento

Todo segmento tiene siempre una longitud mayor o igual que cero, determinada por
la distancia entre sus extremos. Un segmento es nulo cuando sus extremos coinciden
y su longitud es cero.

Si al superponer dos segmentos coinciden sus extremos, tienen la misma longitud y
entonces son iguales. Cuando esto no sucede son desiguales.

Ejemplo 14:

En la figura 2.21 los segmentos 4B y CD son

iguales y los segmentos CD y EF son des-
iguales, es decir:

Figura 2.21

Has empleado instrumentos de dibujo para representar rectas, semirrectas y segmen-
tos. Pero también los puedes utilizar para determinar la longitud de un segmento. ;Como?
Midiéndolo. Haces coincidir un extremo del segmento que se quiere medir con el punto
inicial de la escala que tiene divisiones iguales llamadas unidades de medida. Fijate ahora
en el nimero positivo mas proximo al otro extremo del segmento, que constituye junto a
la unidad de medida considerada, el resultado de esta medicion que llamamos longitud del
segmento.

En la figura 2.22 la longitud del lapiz es 11 cm (centimetros) porque el nimero positivo
que indico el otro extremo del 1apiz fue 11 y las divisiones o unidades iguales tomadas en
la regla son centimetros.

||I
12

T e T

Figura 2.22
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Te invitamos a recordar algunas de las propiedades fundamentales relacionadas con
los diferentes tipos de segmentos.

Dos segmentos son consecutivos cuando tienen solamente un extremo en co-
mun.

Ejemplo 15:

En la figura 2.23 los segmentos 4B y BC SON consecutivos.

Figura 2.23

Dos segmentos consecutivos son alineados, cuando estdn contenidos en la mis-
ma recta.

Ejemplo 16:

En la figura 2.24 los segmentos 4B y BC son consecutivos alineados.

AC = AB + BC

TN

B

Yo

Figura 2.24

Recuerda que:

Para considerar el segmento de longitud suma, de las longitudes de otros dos segmen-
tos, es necesario que estos dos segmentos sean segmentos consecutivos alineados.

Ejemplo 17:

En la figura anterior 2.24, la longitud del segmento AC se obtiene sumando las lon-
gitudes de los segmentos consecutivos alineados Ey%, es decir que:

AB + BC = AC .
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Punto medio de un segmento es el punto situado en él, que lo divide en dos segmen-
tos de igual longitud.

Ejemplo 18:
En la figura 2.25, M es el punto medio de 4B . 4 M B
Me A_B_} M punto medio de AB Figura 2.25
AM = MB

Angulos

El profesor de Matematica de Javier dijo en la clase que en la vida diaria estamos
rodeados de angulos: la abertura de las tijeras forma un &ngulo, los bordes que se cortan
de la pagina de este libro, las agujas del reloj también los determinan..., Javier pensé en
estos ejemplos de la figura 2.26 y al llegar a su casa le pidio el reloj a su abuelita y
comenzd a analizar en las posiciones de las agujas, los diferentes tipos de angulos que
habia estudiado. Ahora tendras la oportunidad de hacerlo ti también aqui.

Figura 2.26

Considera dos rectas » y s que se cortan en un punto O, que a su vez es el origen de
las semirrectas a, b, contenidas en ellas. El conjunto de puntos que representa respecti-
vamente la unidn o interseccion de los semiplanos cuyos bordes estan determinados por
estas rectas, se denomina dngulo.

Las semirrectas a y b se llaman lados del angulo y el punto O, vértice del angulo. El
angulo se denota por Z(a, b). En la figura 2.27 puedes apreciar su representacion:

También se identifica un angulo con la union de dos semirrectas de origen comun,
como observas en la figura 2.28. Sus elementos son también, el vértice: O y lados OA4
y OB. En este caso, se denota también por Z(a, b), pero puedes utilizar la notacion:
L AOB,side ayBe b
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NN N N NN NN N N NN N N R

A
Figura2.28

Recuerda que:

Existen diferentes notaciones para denominar los angulos: tres letras, como en la figu-
ra 2.28, las dos semirrectas de sus lados, una letra griega, un niimero o solamente la
letra de su vértice, si no hay dudas de a cual angulo te refieres.

Ejemplo 19:

En la figura 2.29 a) £ AOB puede
denotarse:

ZloZL oo L(ab)o LO

En la figura 2.29 b) no puede denotarse
Z A aninguno de los tres angulos re-
presentados, porque ;cual de ellos tres Figura 2.29
seria el angulo al cual te refieres?

Si se fija b, como lado inicial y a, como lado final, el angulo £ [b, a] se denomina:
angulo orientado y se cumple que: £ [b, a] # £ [a, b]

Amplitud de un dngulo

Todo angulo tiene una medida, por lo general en grados sexagesimales, que se llama
amplitud, siempre mayor o igual que cero.

— Un éangulo es nulo si sus lados coinciden y su amplitud es de cero grado.
— Siel valor de la amplitud de dos angulos es el mismo, entonces son iguales y si eso no
sucede son desiguales.
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Ejemplo 20:

En la figura 2.30 puedes ver representados: un angulo nulo, dos angulos iguales y dos
angulos desiguales.

£BAB = 0°
A B
[ L
B
N B
P
o
4 o
A
L1=212 L1 # 23
Figura 2.30

El semicirculo se utiliza para determinar la amplitud de un dngulo. ; Como?

Observa como en la figura 2.31 se hace coincidir el vértice del angulo con el centro
del semicirculo, de manera que un lado del angulo pase por el cero de la escala. El
numero positivo de esta escala por el que pasa el otro lado del angulo, indica su amplitud
en grados. En este ejemplo, el otro lado indico la division 30°.

\\\\\\\\““\“"\Hnlm s
\\\\‘ \0 80 g4 I00 // Ty,
\\\Q\ o ! © Y.
D

Figura 2.31

Luego, escribimos: £ AOB = 30° y leemos: “el angulo AOB tiene una amplitud de

30 grados” o “el angulo AOB mide 30 grados”.
Puedes usar el cartabon para trazar solamente angulos de 30°, 45°, 60° o 90°. Inves-

tiga como.
Ahora veamos algunos de los angulos que form6 Javier con las agujas del reloj y
vamos a clasificarlos segun su amplitud.
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Angulo agudo: su amplitud es menor de 90°.

Ejemplo 21:

Observa cuantos angulos agudos:

a) Las agujas del reloj en la posicion de la figura 2.32 han formado un angulo agudo.

Figura 2.32

b) En la figura 2.33 se aprecia en el angulo de inclinacion del espectacular salto del
clavadista camagiieyano Jeinkler Aguirre, un angulo agudo.3°

S~
' \
zZ
),
45°
Figura 2.33

¢) Observa en la figura 2.34 que el angulo del aserrado transversal y longitudinal,
cuando utilizas correctamente el serrucho, son angulos agudos.

Angulo Angulo
del aserrado del aserrado
longitudinal transversal

Figura 2.34

80 Organo de prensa Granma, 16 de junio de 2012.
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Angulo recto: su amplitud es igual a 90°.
Ejemplo 22:

Aqui te presentamos angulos rectos:

a) ¢(Qué hora indica este reloj de la figura 2.35? Sus agujas determinan en esa hora
un angulo recto.

Figura 2.35

b) Si observas atentamente la figura 2.36, las fichas del popular juego de entreteni-
miento DOMINO tienen angulos rectos en sus “esquinas”.

o | [%]

o
.'_/

Figura 2.36

¢) Los bordes de la caratula de los libros, de sus paginas y de muchos de nuestros
materiales docentes, determinan angulos rectos, como puedes ver también en la
figura 2.37.

Figura 2.37
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Angulo obtuso: su amplitud es mayor que 90° y menor que 180°.

Ejemplo 23:

a) Las agujas del reloj en la posicion de la figura 2.38 forman un dngulo obtuso.

Figura 2.38

b) En la figura 2.39 aparece esta tumbona plastica utilizada en las piscinas y centros
turisticos con playa, para descanzar. Ya sabes del angulo obtuso que se inclinara tu
espalda si te recuestas en el verano en una de ellas.

Figura 2.39

Angulo llano: su amplitud es igual a 180°.
Ejemplo 24:

a) Enelreloj de la figura 2.40, las agujas indican un angulo llano.

Figura 2.40

b) La figura 2.41 contiene la imagen de Viengsay Valdés, Prima Ballerina del Ballet
Nacional de Cuba durante una actuacion en la que nos muestra con sus piernas un
angulo llano.
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Figura 2.41

Angulo sobreobtuso: su amplitud es mayor que 180° y menor que 360°.

Ejemplo 25:

a) En el reloj de la figura 2.42, sus agujas indican ahora un angulo sobreobtuso.

Figura 2.42

b) Una de las posiciones basicas en ballet clasico, el arabesque, en la figura 2.43
muestra un angulo que sobrepasa a los 180°.

Figura 2.43

Angulo completo: su amplitud es igual a 360°.

Ejemplo 26:

Observa en la figura 2.44, que tanto las agujas del reloj como el hermoso abanico
chino han determinado un angulo completo.
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Figura 2.44

Observa los angulos de las figuras 2.45, 2.46, 2.47 y determina qué caracteristicas
comunes tienen entre ellos:

Figura 2.45 Figura 2.46 Figura 2.47

En cada una de estas figuras, los angulos que aparecen tienen el mismo vértice y cada
dos angulos, tienen un lado comun. En particular los de la figura 2.46, forman en conjunto
un angulo llano y los de la figura 2.47, forman un angulo completo.

Recuerda las definiciones de estos tipos de angulo:

* Los angulos que estan ubicados uno a continuacion de otro, con el vértice y un
lado en comun, se denominan angulos consecutivos. Para determinar el angulo
cuya amplitud es la suma de las amplitudes de otros dos angulos, esos angulos
tienen que ser consecutivos.

* Los angulos consecutivos a un lado de una recta forman un &dngulo llano y sus
amplitudes suman 180°.

* Los angulos consecutivos alrededor de un punto forman un angulo completo
y se cumple que sus amplitudes suman 360°.

Ejemplo 27:

a) Enlafigura2.45,1a amplitud del &ngulo ABD se obtiene sumando las amplitudes de
ZABC'y ZCBD que son angulos consecutivos o sea: ZABD = ZABC + LCBD.

b) En la figura 2.46, los angulos 5, 6, 7 y 8 son angulos consecutivos a un lado de una
recta, cuyas amplitudes suman 180° y en la figura 2.47, los angulos 1, 2, 3 y 4 son
angulos consecutivos alrededor de un punto, cuyas amplitudes suman 360°.
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Recuerda la definicion de angulos suplementarios y complementarios:

Toda pareja de angulos cuyas amplitudes suman 180°, cualquiera sea su posicion en el
plano, son angulos suplementarios y toda pareja de angulos cuyas amplitudes su-
man 90°, cualquiera sea su posicion en el plano, son angulos complementarios.

Ejemplo 28:
En la figura 2.48, los angulos ROP y CAB son suplementarios y en la figura 2.49, los
angulos ROP y CAB son complementarios.

. o =40°
R 0 4 B 0 4 B
Figura 2.49

Figura 2.48

Ejemplo 29:

Calcula los valores de los angulos «, By ¥ con los datos de la figura 2.50, en la cual
a 'y b son dos rectas que se cortan y diga cuales de las siguientes afirmaciones son

correctas:

Figura 2.50

1) o es agudo
2) B es sobreobtuso
3) y= o+ 45° por ser consecutivos

4) y+ B=180°
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Respuesta:

* o+ 105° = 180° por ser dos angulos consecutivos a un lado de una recta
o =180°—105° =75°

* B+ a+30°=180° por ser tres angulos consecutivos a un lado de una recta
B=180°— (ax+30°) = 180° — (75° + 30°) = 180° — 105° = 75°

e y+ B+ o+ 105°=360° por ser angulos consecutivos alrededor de un punto
y=105°

Con los resultados del calculo, analicemos las afirmaciones dadas:

1. o es agudo: es correcta porque o = 75°y 75° £90°

2. B es sobreobtuso: es incorrecta porque 8 = 75°£180°

3.y = a+45°es incorrecta pues Y = o+ 45°=120°y y = 105°

4. v + B=180° : es correcta porque ¥ y 3 son adyacentes.

Ejemplo 30:
En la figura 2.51, los puntos P, R, Q estan situados en la S
misma recta. Selecciona de las medidas en grados que
se dan a continuacion, jcual representa la amplitud del
. 77X 2X
angulo QRS?

P R (0]

10° 20° 40° 70° 140° Figura 2.51

Respuesta:

Es facil reconocer que los dngulos ZPRSy ZSRQ son dos angulos consecutivos a un
lado de una recta, por lo que su suma es igual a 180°, es decir: ZPRS + ZSRQO = 180°.

Si sustituimos cada angulo por su amplitud, tenemos entonces que:

7x + 2x = 180°. Es esta una ecuacion que ya sabes resolver, luego:
180°
Tx +2x=180° 9x = 180°; x = T;x =20°.

Sustituyendo x en: ZSRQ = 2x se obtiene: ZORS = 40°.

Ejercicios

1.

Ubica en tu libreta dos puntos 4 y B.

a) Traza una recta que pase por B pero no por A.
b) Traza una recta que pase por 4 y no pase por B.
c¢) Traza una recta que no pase ni por 4 ni por B.

. Copia en tu libreta las figuras 2.52, 2.53 y 2.54:
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Figura 2.52 Figura 2.53 Figura 2.54

a) Traza una recta por cada dos puntos de ambas figuras.

b) (Cuantas rectas pudiste trazar en cada figura?

¢) Denota cada recta trazada.

d) ;Cuantas semirrectas diferentes se determinan con los puntos denotados en cada
figura?

3. Lee detenidamente esta informacion:
Una semirrecta estd contenida en un semiplano si:

— Tiene su origen en la recta borde y al menos un punto en el semiplano.
— Es paralela a la recta borde y contiene al menos un punto en dicho semiplano.
— Tiene el origen y al menos un punto en el semiplano y no corta a la recta borde.

A partir de la informacién anterior, traza una recta 7 considérala el borde de un
semiplano y representa las diferentes posibilidades de semirrectas no contenidas
en él.

4. a) Denota los puntos de interseccion entre las rectas de las figuras 2.55 y 2.56.
b) Nombra los segmentos que reconozcas en ellas.

Figura 2.55 Figura 2.56

5. De las siguientes proposiciones, cuales son falsas. Conviértelas en verdaderas.

a) Dos puntos determinan una recta unica.

b) Por un punto pasa una y solo una recta.

¢) La semirrecta tiene principio pero no tiene fin.

d) La recta es limitada.

e) Un segmento es un conjunto de puntos de una recta, limitado por dos puntos.

f) Un punto situado entre los puntos extremos de un segmento es su punto medio.
g) Una recta contenida en un plano, lo divide en semiplanos.
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h) Dos segmentos consecutivos no tienen punto comun.
i) Si dos puntos diferentes estan en el mismo semiplano de borde 7 el segmento que
los une corta a la recta borde r.

6. Di cuantas rectas quedan determinadas por los puntos 4, B, C, D, E si son puntos
diferentes y no hay tres de ellos alineados. Dibujalos y fundamenta tu respuesta.

7. (Cuantos segmentos quedan determinados por cinco puntos diferentes? Nombra
todos los segmentos que veas.

Sugerencia: diferencia los casos en que los puntos estan y no estan en una recta.

8. Traza un angulo ABC, considera dentro de él un punto P y traza la semirrecta BP.

a) Nombra todos los angulos que aparecen ahora.
b) Nombra los que aparecen, si consideras otra semirrecta BE interior al ZPBC.

9. (Son consecutivos los pares de angulos o'y S en cada una de las figuras 2.57 y 2.58?
Fundamenta tu respuesta.

:
e ﬁ
Figura 2.57 Figura 2.58

10. a) Determina si es posible que algunos de estos angulos que aparecen en la
figura 2.59 se pueden colocar consecutivamente a un lado de una recta. En
caso afirmativo realiza todas las combinaciones posibles.

b) Determina si es posible también que algunos de estos angulos se puedan situar
consecutivamente alrededor de un punto.
(Qué combinaciones de estos dngulos puedes seleccionar para ello?

E
C 1 L D
B= 30°;
H y="175° 8=45°
o =60° K F
A B G J
N

Figura 2.59
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11. Fundamenta, cual de las proposiciones es falsa.

a) Dos lados de un angulo recto son perpendiculares.
b) Un angulo obtuso tiene mayor medida que su suplemento.
c) Dos angulos complementarios entre si son rectos.

12. Laamplitud del angulo aces el 75 % de la amplitud del angulo B. Si ov=72°, entonces
la mitad de la amplitud de S es:

a) 108° b) 96° c) 72° d) 48° e) 36°
13. Clasifica los angulos siguientes segun su amplitud.

a) ZDEF =275°  b) ZMNP=94° ¢) ZRST=180° d) £LABC = 56°
e) ZABC = 56°

14. Demuestra que: “La diferencia entre las medidas del suplemento y el complemento

0

de un angulo cualquiera ¢ es igual a 90°”.

2.1.2 La linea poligonal y los poligonos

La siguiente grafica (fig. 2.60) nos muestra la evolucion de la temperatura de un
enfermo en un hospital, en algunas horas del dia:

Temperatura
40
39
38 —
37
36 —
35 -

34 | I I I I
1 2 3 4 5 Horas

Figura 2.60

(Qué tipo de grafico se empleod para representar el comportamiento de la temperatu-
ra? Del trabajo con datos conoces que es un grafico poligonal, a cada hora se le hace
corresponder el valor de la temperatura que se sefiala mediante un punto, los que son
unidos mediante segmentos, se forma asi la linea poligonal.

(Qué caracteristica poseen estos segmentos?

R/ Estos segmentos son consecutivos y los denominaremos lados de la poligonal.

En la figura 2.61 se muestra el disefio de una reja de la cual se han sefialado dos
adornos que constituyen lineas poligonales. Pero, ;qué caracteristicas los hacen dife-
rentes?
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Figura 2.61

En la linea poligonal de la figura 2.62, los extremos no coinciden en un punto, en este
caso se dice que la linea poligonal es abierta.

En la linea poligonal de la figura 2.63 los extremos coinciden en un punto, se trata por
ello de una linea poligonal cerrada.

B D D
A E 4 B
Figura 2.62 Figura 2.63

Poligono: es laregion del plano limitada por una linea poligonal cerrada que incluye a esta
poligonal.

En el cielo nocturno estrellado, el ser humano ha imaginado los mas diversos poligonos.
Te invitamos a que encuentres algunos ti también (fig. 2.64).

Figura 2.64
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(Son poligonos estas dos figuras?

Si, los dos estan limitados por lineas poligonales cerradas. Copialos en tu libreta y
traza en la de la figura 2.65 la recta que contiene al lado CD y en la figura 2.66, traza la
recta que contiene al lado UR. ;Qué sucede en cada caso?

F D
E T S
B
4 U R
Figura 2.65 Figura 2.66

Como puedes ver en la figura 2.67, al trazar la recta que contiene a uno de los lados
del poligono dibujado, —en este caso, la recta CD- el poligono ABCDEF, no queda total-
mente en el mismo semiplano. Una parte queda en el semiplano de la izquierda respecto
a larecta CD y la otra parte estd en el semiplano de la derecha.

F D

A
Figura 2.67

Sin embargo, en la figura 2.68, al trazar la recta UR, al igual que cualesquiera de las
rectas que contienen a alguno de los lados del poligono URST, el poligono queda total-
mente en uno de los semiplanos determinados por esa recta.

T S

Figura 2.68

Aqui se ilustr6 lo que sucedio con el lado UR . Puedes observar que el poligono queda
totalmente contenido en el semiplano superior de la recta UR.
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Recuerda la definicion de poligono convexo:

El poligono que al trazar la recta que contiene a cualquiera de sus lados, queda total-
mente contenido en uno de los dos semiplanos determinados por esta recta, lo denomi-
namos poligono convexo.

Vamos a identificar en la figura 2.69 los elementos fundamentales de los poligonos

convexos:

Elementos Descripcion

Lados Segmento que une dos vérti- D

. A . e T ces consecutivos (lados de

4B; BC; CD; DE , EA la poligonal).

Angulos interiores: £ A; £ B; Angulo determinado por

£LC LD, LE cada dos lados consecutivos.

Vértices: Punto de interseccion de dos

A; B; C’. D, E ladOS. Figura 2.69

Diagonales: Segmento que une dos vérti-

AC- BD: CE- DA . EB ces no consecutivos. D

’ s C

Angulos exteriores ZCBF y | Angulo adyacente a un an-

«DCG son angulos exteriores | gulo interior del poligono, for-

(fig. 2.70) mado en cada vértice por un B
lado y la prolongacién de Figura 2.70
un lado consecutivo a él.

A cada poligono le corresponde un nombre diferente segun la cantidad de lados que
tiene. ;Qué nombre le correspondera al poligono de la figura 2.66 que tiene cuatro lados
y el de la figura 2.69, que tiene cinco lados? Aqui puedes leer los nombres de los poligonos
segun sus lados:

Triangulo (3 lados) Heptagono (7 lados) Endecagono (11 lados)

Cuadrilatero (4 lados) Octagono (8 lados) Dodecagono (12 lados)

Pentagono (5 lados) Eneagono (9 lados) Pentadecagono (15 lados)

Exégono (6 lados) Decagono (10 lados) Icocagono (20 lados)
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Has observado los panales de las abejas. Cuantos lados tienen los poligonos que los
conforman? ;Son iguales los lados de estos poligonos?

Los panales de las abejas son exagonos y todos sus lados son iguales. Sus angulos
interiores también son iguales (fig. 2.71).

Figura 2.71

Recuerda que:

Los poligonos que tienen sus lados y sus angulos iguales se denominan poligonos
regulares y decimos que son equilateros y equiangulos (el prefijo equi significa igual).
Se nombran afiadiéndole la palabra regular al nombre que tiene el poligono segun la
cantidad de lados.

Ejemplo 1:

Un poligono de seis lados y seis angulos, como en la figura 2.72 eso se llama: exagono
regular ABCDEF.

A B
Figura 2.72

(Cual es el poligono que tiene la menor cantidad de lados? El triangulo, que no por ser
el poligono de solamente tres lados, deja de ser interesante.

El triangulo es una figura geométrica de gran aplicacion practica, por su rigidez. Por
eso los objetos de forma triangular tienen mas fortaleza. ;Qué significa esto?
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Toma tres piezas de madera y unelas con tornillos, dos a dos, como aparecen en la
figura 2.73.
No puedes cambiar esa forma a menos que encorvemos las piezas.

jCompruébalo ta también!

9

’ O
4

Figura 2.73

Esta propiedad de la rigidez o “dureza del triangulo”, como también suele llamarsele,
se aplica en las obras de ingenieria y arquitectura. Estructuras metdlicas, puentes, postes
y armazones de edificios se construyen a partir de triangulos (fig 2.74).

Figura 2.74

(Ocurrira asi en los cuadrilateros y poligonos de mas de tres lados?

Une ahora cuatro piezas de igual manera y veras que su forma cuadrangular se puede
cambiar al ejercer una fuerza suficiente sobre cada madero, sin encorvar ni quebrar
dichas piezas (fig. 2.75).

Figura 2.75

(Como lograr la rigidez en otros poligonos? Mas adelante veremos como.

226



iDe detectives!

Cuentan que un famoso investigador policial pregun-
td a un sospechoso de asesinato, que sorprendio en el
lugar de los hechos (fig. 2.76):

A lo que el investigador, un gran estudioso de la geo-

“;Qué hace usted en la escena del crimen?”
“,Yo?, trataba de arreglar esta mesa que cojea-
ba”, respondio él,

metria, respondié que la mesa de tres patas nunca cojea, Figura 2.76
asi que usted esta mintiendo.

Esta es otra aplicacion del triangulo: “tres puntos no alineados determinan un plano”, tres
puntos no alineados, nos hacen pensar en un triangulo.

Un triangulo es el poligono que tiene tres lados (fig. 2.77). Sus elementos son:

A\

Figura 2.77

Vértices: 4, By C.

Lados: E;R’y%-
Angulos interiores: Z4; /By £C.
Angulos exteriores: Z1, £2y /3

Notacion: A ABC

La longitud de los lados de un triangulo es un parametro para clasificarlos.

Tipos de triangulos segun la longitud de sus lados

Triangulo equilatero Triangulo isdsceles Triangulo escaleno

" C
(& (%
Tres lados iguales Dos lados iguales  Tres lados son desiguales
Figura 2.78
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Este andlisis también puedes hacerlo con un diagrama de Venn (fig. 2.79).

Isésceles

Figura 2.79

Al recordar las relaciones entre conjuntos confirmas que no existe un triangulo que
sea escaleno e isosceles, pues estos conjuntos son disjuntos. Sin embargo, /crees ti que
un tridngulo isosceles sea necesariamente equilatero?

Todos los triangulos equilateros son isésceles, el conjunto de los triangulos equilateros
es un subconjunto del conjunto de los tridangulos isosceles. Pero algunos triangulos isosceles
no cumplen todas las exigencias de los triangulos equilateros, por eso el conjunto de los
triangulos isosceles no es un subconjunto del conjunto de los tridngulos equilateros, sino a
la inversa, el conjunto de los triangulos equilateros esta contenido en el conjunto de los
triangulos isosceles.

Veamos otros tipos de triangulos, pero ahora segun la amplitud de sus dngulos
interiores (fig. 2.80):

Tipos de triangulos atendiendo a la amplitud de sus dngulos

Triangulo acutingulo Tridngulo rectangulo Triangulo obtusangulo
Tiene tres angulos agudos Tiene un 4ngulo recto Tiene un angulo obtuso
Figura 2.80
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Podemos ilustrar la relacion entre este tipo de triangulos mediante un diagrama conjuntista
(fig. 281):

Figura 2.81

La interseccion de estos tres conjuntos es el vacio, por eso no puede existir un
triangulo que tenga las dos denominaciones a la vez.

Representa en el plano cuatro puntos: 4, B, C, D de los cuales tres no estén situados
en una misma recta. Unelos de distintas maneras, formando poligonales cerradas de
cuatro segmentos. ;Cuantas figuras diferentes obtuviste? ;Cuales son similares a las
trazadas en la figura 2.82?

D
Be

°C

\_/

Figura 2.82

(Todas son poligonos convexos de cuatro lados? ; Te has fijado en la forma del terreno donde
se practica béisbol? ;Qué nombre recibe el lugar donde se realizan peleas de boxeo? (fig. 2.83)

MEDIDAS CAMPOS BEISBOL
' i ' EN SIBTEMA METRIGD

Figura 2.83
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Efectivamente tienen forma de cuadrilatero, poligono de cuatro lados. Si observas a tu
alrededor te percatas de que esta figura también constituye una forma geométrica basica
de nuestra civilizacion y de considerable importancia para la matematica.

Recuerda que:

Se llama cuadrildtero convexo al poligono convexo de cuatro lados.

(Qué hacer para que no se deforme un cuadrilatero?
Uno de los elementos del cuadrilatero, que se cita en la tabla 2.1, puede utilizarse para
resolver el problema practico a que se refiere esta interrogante.

Tabla 2.1

Elementos de un cuadrildtero convexo

Lados Segmento que une dos vértices con-
E,’ ;C,'E,' Y secutivos.
ABCD CONVEXO
Angulos interiores: Angulo determinado por dos lados c
LAy LB; LC; LD consecutivos. D
Vértices: Punto de interseccion de dos lados.
A;B; C;D
A B

Diagonales: Segmento que une dos vértices no
— —= consecutivos.

. ) NO CONVEXO
Lados opuestos: Lados que no tienen vértices comu-
— = nes. 0
AB y CD
Lados consecutivos: Lados con un vértice comun P
AB y BD M N
‘ . L Fi 2.84
Angulo exterior: Adyacente a un interior. igura 2.8
ZCBF
Angulos opuestos: Angulos interiores cuyos vértices
LAy £ZC son extremos de una diagonal.
Angulos consecutivos: Angulos interiores cuyos vértices
LAy ZB son extremos de un lado).
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Debemos fijarle una pieza intermedia, es decir: juna diagonal! Y aqui vuelve a
prevalecer la rigidez del tridangulo, ya que de este modo se obtienen dos triangulos,
que son indeformables. Para lograr la rigidez de un poligono es suficiente trazar
cuantas diagonales se necesiten para descomponerlo en triangulos y que asi no se
deforme.

(Has observado cuando un albaiiil pone el marco de una ventana, que le fija unas
tablas que le llama “travesafios”? Ellas no son mas que las diagonales del “rectangulo”
que representa ese marco (fig. 2.85).

Figura 2.85

Este recurso se aplica en la vida practica, en la construccion de torres, puentes, en
andamios y en diferentes estructuras, figura 2.86.

Figura 2.86
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Un profesor de Matematica dejé de tarea, completar la tabla 2.2 sobre cuadrila-
teros:

Tabla 2.2
Cuadrilatero Dos pares Solo dos Sin lados paralelos
de lados paralelos lados paralelos

Paralelogramo

Trapecio

Trapezoide

Al analizar la tabla te percatas de que el tipo de cuadrilatero depende del paralelis-
mo de sus lados opuestos. Como el nimero de lados es par, se tiene en cuenta el

hecho de que alguno de los dos pares de lados opuestos o ambos pares, sean o no
paralelos.

Recuerda que:

Atendiendo al paralelismo de los lados opuestos, los cuadrilateros convexos se clasifi-
can en: frapecios y trapezoides.
o . D C _
El cuadrilatero convexo que tiene sus ABIIDC
lados opuestos paralelos se denomi- D o
na paralelogramo. y s BC Il AD
Figura 2.87
El cuadrilatero convexo que tiene un D C _
par de lados opuestos paralelos se ABIIDC
nombra trapecio.
A B
Figura 2.88
El cuadrilatero convexo que no tiene A
lados paralelos se llama trapezoide. 0
N
M
Figura 2.89
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Estas relaciones se resumen en el siguiente diagrama (fig. 2.90):

Cuadrilateros convexos

4 N

Trapecios Trapezoides

i

Paralelogramos

Figura 2.90

Ahora intenta completar la tabla 2.2 que quedaria asi:

Cuadrilatero Dos pares Solo dos Sin lados
de lados paralelos lados paralelos paralelos

Paralelogramo X

Trapecio X

Trapezoide X

Aqui puedes ver una pdgina de una edicion impresa de Los Elementos de Euclides
(fig. 2.91), hecha en Venecia, en el aiio 1509. Observa en ella angulos, triangulos y
cuadrilateros, cuyas figuras mas abajo se amplian para que puedas apreciarlas
mejor. Es una lastima que no podamos también leerla porque estd escrita en griego.
¢ Te atreves a partir de lo que observas decir qué criterio se tuvo en cuenta en
esta interesante clasificacion de triangulos y cuadrilateros? (fig. 2.92)

Figura 2.91
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fra :un. :

Figura 2.92

jUtiliza el procesador de texto Word para dibujar figuras geométricas!
Si trabajas con el Word 1997-2003 realiza estas acciones:

* Selecciona en la barra herramientas el menu Dibujo. Al hacerlo se
despliega una cinta de opciones en la parte inferior de la pantalla, como en la
figura 2.93.

* Da clic ahora en Autoformas.
* Selecciona alli: Formas basicas y finalmente da clic en la figura geométrica que
quieras dibujar.

Cuando recientemente has trabajado con alguna figura geométrica, esta aparece al
lado de Autoformas y solo tienes que dar clic en ella. Este caso es muy fécil de
identificar, en la figura 2.93 puedes ver las formas geométricas que te sefialamos con
la flecha, al lado del menu de Autoformas.

4 Vo Las pequeiias bo- ‘\ ]
@ | [itas verdes son|===——=—0

para girar la auto-
forma

Estas pequeiias bolitas blan-
== | Cas son para cambiar de ta-
lT mafio a la figura, con ellas la

—

alargas o la engrosas en cual-
4 -

quiera de estas direcciones,
Dibujo » [y [ Autoformase \ " OO E 4

si arrastras el raton.
Figura 2.93

Si trabajas con el Word 2007, puedes seguir estos pasos:

» Selecciona en la barra herramientas el menu Insertar.
* Después dar clic en la opcion Formas y finalmente da clic en la figura deseada.

Puedes cambiar la figura de tamafio. ;Coémo? Cuando activas una figura con un
clic sobre ella, aparecen en los vértices pequefias bolitas blancas, que arrastrando
desde alli el raton, en direccion hacia donde quieres ampliar u disminuir su tamafio.




Te sefialamos en la figura 2.93 estas direcciones con pequefias flechas negras y el
botdn de giro.

Puedes también cambiar el color, con el ment Formato de la barra de herramien-
tas, accediendo a Relleno de forma y finalmente, se elige el color deseado en
colores del tema.

Ahora te invitamos a que hagas un esquema a todo color con las figuras estudiadas
y sus propiedades.

Ejercicios

1. Traza las lineas poligonales que se indican, dendtalas y nombra sus elementos en cada

caso.

a) Una linea poligonal abierta de seis lados.

b) Una linea poligonal cerrada de cinco lados que no determine un poligono con-
Vexo.

¢) Una linea poligonal cerrada de cuatro lados que determine un poligono regular.

. Un filatelista colecciona sellos que tienen forma de diferentes tipos de cuadrilatero
(fig. 2.94). Observa atentamente estas estampillas postales y trata de clasificarlas
para su album, seglin el tipo de cuadrilatero que representan, teniendo en cuenta que
los lados paralelos entre si de las estampillas postales se sefialaron con la misma
marca. Pero, analiza también, ;son suficientes en todos los casos, los datos dados,
para hacer esa clasificacion?

A A VA

Figura 2.94

3. (Puede ser regular un poligono que no sea convexo? Argumenta tu respuesta.

4. Valora esta otra definicion de poligono convexo que suele aparecer en otros textos de

geometria plana:

“Un poligono se llama convexo si contiene completamente al segmento que une dos
de sus puntos cualesquiera”.

235



5. Esta obra es del cubano José Villa (1950), uno de los escultores mas importantes de
Cuba, se llama Espiral 8 ;En qué tipo de poligonal te hace pensar la figura 2.95?,
,por qué?

Figura 2.95

6. Trabaja con el asistente matematico Gedmetra, construye varios triangulos, mide sus
lados y angulos y agripalos segun los tipos de triangulos estudiados.

7. Escribe el nombre de cada poligono y determina cuales son convexos (fig. 296).

I F
\I/IIJ\VH . PQN i &
J E
B C K
A D M Q R U 14
J I 0 N 4
0 v T
K H
P
W S
)
F G L M 0 R
Figura 2.96

8. Después de estudiar los tipos de triangulos seglin sus lados y segtin sus angulos, Clara
elabor6 un procedimiento para seleccionar diferentes tipos de triangulos, el cual apa-
rece en el siguiente esquema:

81 Nerys Pupo: Vamos a disfrutar del arte, 2008.
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Procedimiento para seleccionar
diferentes tipos de triangulos
segun sus angulos

Procedimiento para seleccionar
diferentes tipos de tridngulos
segun sus lados

(Tiene un angulo recto?

T

(Tiene sus tres lados iguales?

5%

equilatero (Tiene dos

rectangulo (Tiene un
angulo obtuso?
obtusangulo acutangulo

lados iguales?

R
©

isésceles escaleno

a) (Estas de acuerdo con Clara? Justifica tu respuesta.
b) Crea ti mismo un procedimiento que permita clasificar angulos segin sus amplitudes.
¢) Crea un procedimiento que permita clasificar cuadrilateros.

9. Descifra estas adivinanzas:

“Dedicadas al menor’??

I

Latero significa lado
y equi significa igual,

y el tridqngulo del que hablo

tu lo descubriste ya.

III

Dos lados iguales son
y no admito confusion
en la clasificacion.

82 MSc. Rita Maria Cantero Pérez.

II

Sus tres lados diferentes,
dice seguro Diosdado,
y el triangulo del que hablo,
ya ti lo has clasificado.

v

Tengo yo un angulo recto.
iSolo uno puedo tener!
Y si ti no me descubres,
mucho tienes que aprender.
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10. Observa los siguientes triangulos y clasificalos segun las caracteristicas dadas (fig. 2.97):

H
K
A F
50° 5u 5u 7u Tu 4
° o 60°
90 40 c J 750
B D Su E L
M Q !
3u R
O
N 4u 50
P
Figura 2.97

2.2 Relaciones de posicion en el plano

Desde esta vista del casco historico de La Habana, que aparece en la figura 2.98,
puedes apreciar bellas construcciones de la etapa colonial.

Figura 2.98

Como elementos arquitectonicos que las distinguen, se observan en ellas vitrales y
rejas, las cuales contienen variadas formas geométricas.

Si te fijas en la figura 2.99, en otras obras arquitectonicas mas modernas, también
aparecen diferentes formas geométricas.
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Figura 2.99

Pero ;te has puesto a pensar como lograr que estas construcciones tengan la forma
precisa? Ingenieros y arquitectos disefian previamente las obras que se van a realizar y
en ello la geometria tiene un papel importante (fig. 2.100).

El proyecto de una obra requiere de la construccion de paralelas, perpendiculares y de
otros trazos, en los que se aplican propiedades geométricas, que se aprenden en la mate-
matica escolar y que estudiaras en este epigrafe.

Figura 2.100

2.2.1 Posiciones relativas de dos rectas del plano

Para estudiar las construcciones geométricas basicas necesitamos precisar primero
cudles son las posiciones fundamentales que ocupan los puntos respecto a las rectas y las
rectas entre si.

Considera un punto Py una recta r del plano, ;qué posicion puede ocupar el punto P
respecto a la recta r? Efectivamente, existen solo dos posibilidades:

1. El punto P esta contenido en la recta » o el punto pertene- r
ce a la recta y para denotarlo utilizamos el simbolo “€”
(fig. 2.101). Escribimos: P € r y leemos: “el punto P
pertenece a la recta .

Figura 2.101
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2. El punto P esta situado fuera de la recta » o es un punto exte-
rior a ella (fig. 2.102), en este caso escribimos: P € ry leemos: er
“el punto P no pertenece a la recta r”.

Ahora bien, si nos referimos a dos rectas del plano, ;qué rela-

ciones de posicion estan determinadas? Figura 2.102

1. Lasrectas ry s coinciden (fig. 2.103), entonces escribimos: 7 =S

r=s, en este caso las rectas coinciden en todos sus puntos. ,
Figura 2.103

2. Las rectas r y s no tienen puntos comunes (fig. 2.104),

entonces escribimos: » N s = ¢ /
En ambos casos decimos que las rectas son paralelas y /

escribimos: 7 | | s Figura 2.104

Recuerda la definicion de rectas paralelas:

Dos rectas son paralelas si y solo si coinciden o no tienen puntos comunes.

3. Las rectas » y s tienen un punto comun o se cortan
en un punto (fig. 2.105), estas rectas se denominan
secantes, entonces escribimos: » H\s orNs={P} s

Recuerda la definicion de rectas secantes: Figura 2.105

Dos rectas son secantes si y solo si tienen un unico punto comun.

Un caso particular de las rectas secantes se tiene cuando las rectas al cortar-
se determinan al menos un angulo cuya amplitud es de 90°, las rectas entonces se llaman
perpendiculares y esa relacion entre las dos rectas se denota con el simbolo: L

N

Ejemplo 1:
En la figura 2.106 las rectas r y s son perpendiculares y
esa relacion en este caso se denota por: » L s r pl1®
Figura 2.106

Recuerda la definicion de rectas perpendiculares:

Dos rectas son perpendiculares si y solo si al cortarse en un punto determinan al
menos un angulo recto.
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En el siguiente esquema se resumen las posiciones relativas de dos rectas del plano:

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

/ N

PARALELAS SE CORTAN
PARALELAS PARALELASNO SE CORTAN EN UN PUNTO
COINCIDENTES COINCIDENTES FORMANDO UN ANGULO
(o iguales) (o paralelas diferentes) (Puede ser recto o de
Todos sus puntos No tiene puntos comunes cualquier amplitud)
son comunes Tienen un Unico
punto comun

Observa en la figura 2.107 la pared azulejada de una cafeteria. ; Como es posible que
las lineas de separacién entre los azulejos blancos y negros parezcan curvas? Ello produ-
jo gran desconcierto entre los clientes y dio fama al lugar en la década del setenta del
siglo xx.%

Figura 2.107

8 Imagen tomada de la obra “A través de los ojos” de Ernesto Altshuler, 2002.
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La ilusidon dptica ocurre por determinadas propiedades de un fendmeno que “impre-
sionan” al 0jo humano normal. La figura 2.107 también muestra una pintura en la cual la
posicion de las vigas del techo da una idea tridimensional en la imagen.®

“Los pintores son los que con mas frecuencia saben convertir en provechosa una percep-
cion ilusoria general. En ello se basa todo el arte pictdrico”, escribio en el siglo xvin el insigne
matematico Euler. En el estudio de la geometria no podemos confiar en lo que vemos, sino en
los datos dados.

Ejercicios

1. Investiga en la biblioteca, en la enciclopedia Encarta y en otras fuentes de consulta, datos
sobre la vida del matematico Leonard Euler y sus apreciaciones acerca de las ilusiones
opticas. Pregunta a tu profesor de Fisica, ddnde puedes profundizar en esta tematica.

2. Dadas las siguientes representaciones de la figura 2.108, identifica todas las relacio-
nes de posicion que observas entre un punto y una recta o entre dos rectas.

a) r b) s

d) de a

e

Il
~

Figura 2.108

3. llustra graficamente todas las posibilidades que puedan ocurrir respecto a la posicion
de una recta y dos puntos.

8 Obra “Casa de Antonia Eiriz” del artista cubano Jorge Guanche. Museo de San Miguel del Padrén.
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4. Confecciona un esquema sobre todos los casos de la posicion relativa de tres rectas
cualesquiera del plano, similar al de las posiciones relativas de dos rectas.

5. Dados tres puntos en las posiciones a) y b), ;Cuantas rectas puedes trazar en cada
caso?

5.1 Por dos puntos.

5.2 Por tres puntos (fig. 2.109).

a) No alineados b) Alineados

Figura 2.109

6. Dos carros transitan con la misma velocidad constante por dos carreteras que en
todo momento estan a igual distancia una de la otra. Di si las carreteras son:

a) Perpendiculares b) Paralelas c) Coincidentes d) Se cortan

7.* Demuestra que si para dos rectas a y b se cumple que a | | b entonces b | | a.
(Simetria del paralelismo de rectas)

8.* Demuestra que si dos rectas » y s tienen dos puntos comunes diferentes entonces
son iguales.

9.* Demuestra que dos rectas diferentes a y b tienen a lo sumo un punto comun P.

10. Traza dos rectas d y e de modo que: d | | e y considera una recta f'tal que d'y f'se
corten en un punto P. ;Cual es la posicion relativa entre las rectas e y f? Repite este
analisis con otras tres rectas. Elabora conclusiones acerca de ello.

2.2.2 Construcciones geométricas elementales

Después de conocer cuales son las posiciones relativas de dos rectas solo falta
saber como trazarlas con exactitud y para ello necesitaremos usar los instrumentos de
dibujo. Los que utilizas en la escuela son la regla, el cartabon y el compas. Estos se
emplean para resolver problemas de construccidon, es decir, para encontrar determina-
dos elementos como puntos, segmentos, rectas, circunferencias, etc., que deben satis-
facer ciertas condiciones, relacionadas con otros elementos dados en el planteamiento
del problema.
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En el proceso de resolucion de un problema encuentras con frecuencia que necesitas
resolver otras construcciones mas sencillas. Por ejemplo, para construir un cuadrado hay
que trazar rectas paralelas y rectas perpendiculares. Precisamente son estas construc-
ciones, llamadas elementales, las que aprenderas a realizar a continuacion.

1. Construccion de la paralela a una recta por un punto exterior a ella
Descripcion de la construccion
Sea r una recta y G un punto que no pertenece a la recta » (fig. 2.110).

a) Se coloca un cartabon por uno de los
lados que son perpendiculares sobre la e
recta r y la regla sobre otro lado per-
pendicular del cartabon. q

b) Se desliza el cartabon a lo largo de la

regla hasta que el lado colocado sobre

la recta r pase por el punto G. _ - —
c) Se traza la paralela buscada, p, alo lar- 7

go del lado que no determina el angulo t

recto del cartabon que pasa por G Figura 2.110

Recuerda el axioma de la unicidad del paralelismo de rectas:

Para cualquier recta r y para todo punto P que no esta en la recta 7 existe exactamen-
te una recta p que pasa por Py es paralela a .

Seglin este axioma no es posible en la geometria euclidiana trazar por un punto dos
paralelas a una recta, sino una y solamente una.

2. Construccion de la perpendicular s a la recta r por un punto G
(G puede pertenecer a la recta o ser exterior a ella)

Para realizar esta construccion utilizaremos el cartabon y la

cateto
regla, pero a diferencia de la anterior, en este caso hay que cateto
tener mucho cuidado con el lado del cartabon que se escoge
para colocar sobre la recta o sobre la regla. hipotenusa
(Qué forma tiene el cartabon? Te has dado cuenta que es un Figura 2.111

triangulo rectangulo (fig. 2.111). Los lados que forman el an-
gulo recto reciben el nombre de catetos y el lado que se opone a este angulo se
llama hipotenusa.
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Descripcion de la construccion
Sean a y b los “catetos” y ¢ la hipotenusa del cartabdn (fig. 2.112). Entonces:

a) Se coloca un “cateto” del cartabon, por ejemplo g, '
sobre la recta r y la regla sobre la “hipotenusa” c,

b) Se desliza el cartabdn a lo largo de la regla hasta
que b pase por G

¢) Se traza la perpendicular buscada, s, a lo largo del
lado de b.

|
|

N
B

Considera un segmento AB, [cuantas rectas perpendi-

culares a él se pueden trazar por uno de sus puntos?
Figura 2.112

Recuerda la unicidad de la perpendicularidad de rectas:

Por una recta » y un punto G cualquiera (puede estar en la recta » o no pertenecer a
ella) existe exactamente una recta p que pasa por G y es perpendicular a la recta .

Se pueden trazar infinitas rectas perpendiculares a un segmento dado, por cada uno
de sus infinitos puntos, pero solamente la que pasa por su punto medio lo divide en dos
segmentos iguales. Esta recta recibe el nombre de mediatriz.

Recuerda la definicion de mediatriz:

Se llama mediatriz de un segmento a la recta perpendicular a ¢l que pasa por su
punto medio.

3. Construccion de la mediatriz de un segmento

Descripcion de la construccion

1. Se trazan con el compas las circunferencias de centro 4 'y b
B, respectivamente y radios iguales a, longitud que es D
. . —_— A / B
mayor que la mitad de la longitud del segmento 4B . . t y’: o
Y
2. Sean Dy E los puntos de interseccion de esas circunfe- XE
rencias anteriores. La recta b que pasa por los puntos D
Figura 2.113

y E es la mediatriz del segmento AB, luego lo corta en
su punto medio F'(fig. 2.113).
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3. Siconsideramos los puntos Dy E que utilizamos para trazar la mediatriz, podemos
darnos cuenta que determinan con 4 y B un tridngulo a cada lado del segmento

AB : AABD y AABE. Analiza las longitudes de los lados de estos triangulos.

(Qué tipo de triangulo son estos? Observa la figura 2.114.

Figura 2.114

Se trata de triangulos isésceles, pues los puntos £y D se obtienen por la intersec-
cion de dos circunferencias de centro 4 y B respectivamente y de radios iguales.
Esta propiedad se cumple para cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un
segmento y la podras demostrar en 8.° grado. Asi podemos concluir que:

Recuerda que:

Todo punto situado sobre la mediatriz de un segmento equidista de sus extremos.

Hasta el momento, para transportar segmentos y angulos, has utilizado la regla y el
cartabon para los primeros y el semicirculo, para los segundos. Aprenderas ahora a rea-
lizar estas operaciones con regla y compas.

4. Transporte de un segmento sobre una semirrecta

Descripcion de la construccion

Sean AB un segmento y OP la semirrecta de origen O que pasa por el punto P (fig. 2.115).
a) Trazamos con un compas la circunferencia de centro O y radio igual a la longitud

del segmento AB (fig. 2.116).

B
4 % L
: —
— o P
Figura 2.115 Figura 2.116

246



b) Determinamos el punto C de interseccion de la semirrecta OP y la circunferencia
(fig.2.117).

B
A 10) C P
./a/. ® & 4 B
— " 0 C

Figura 2.117 Figura 2.118

c) El segmento OC es igual al segmento AB (fig. 2.118).

. Transporte de un angulo
Descripcion de la construccion
Sea ZABC un angulo y OP la semirrecta de origen O que contiene al punto P (fig. 2.119).

a) Tracemos con el compas una circunferencia de centro B y radio » cualquiera.
Denotemos por Ny O, respectivamente a los puntos de interseccion de la circun-
ferencia y los lados del ZA4BC (fig. 2.120).

2

[

Figura 2.119 Figura 2.120

b) Nuevamente con el compas, tracemos una circunferencia de centro O y radio
r'y denotemos por H el punto de interseccion de la semirrecta OP y la circun-
ferencia (fig. 2.121).

Figura 2.121

c¢) Tracemos una circunferencia de centro A y radio igual a la longitud del segmento
NQ . Denotemos por T el punto de interseccion de ambas circunferencias (fig. 2.122).

0 T

0

Figura 2.122
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d) Tracemos la semirrecta de origen O que pasa por el punto 7 (fig. 2.123).
0 T,
A
B N o0

Figura 2.123

El £ HOT es igual al Z4ABC.

Ejercicios

. Construye la perpendicular a una recta m por un punto P ¢ m. Describe los pasos de

esta construccion.

. Traza un segmento de longitud 2 cm y a partir de lo aprendido en la construccion de

paralelas, perpendiculares y el transporte de segmentos, construye un cuadrado
ABCD.

. Traza dos segmentos, uno de longitud 2 cm y otro de longitud 2,5 cm. A partir de lo

aprendido en la construccion de paralelas, perpendiculares y el transporte de segmen-
tos, construye un rectangulo MNPQ.

Traza un segmento AB y construye su mediatriz. Ubica un punto M cualquiera en la
mediatriz y compara las distancias desde M a los extremos del segmento AB . Selec-
ciona otro punto K que no pertenezca a la mediatriz de AB y compara también las
distancias de K a los extremos del segmento AB . Fundamenta estas comparaciones.

. Dado un triangulo ABC, construye un punto P que equidiste de los puntos 4 y By de

los puntos 4 y C. Fundamenta la construccion realizada.

6.* Demuestra que para tres rectas @, by ¢, sia || by c || b entonces a | | c.

(Principio de comparacion respecto a un tercero).

7.* Demuestra que para tres rectas a, by ¢, sia || by b || c entonces a || c.

8.

(Transitividad del paralelismo de rectas).

Traza un angulo agudo cualquiera 8y construye otro angulo cuyos lados sean respec-
tivamente paralelos a los lados del angulo . Mide con el semicirculo las amplitudes de
ambos angulos y compdralas. Repite el procedimiento y elabora una conclusion res-
pecto a ello.

Fernanda quiere medir la amplitud del angulo de la
figura 2.124 con un semicirculo, pero inexplicable- A

mente no es posible acceder a su vértice ni prolon- /

gando las rectas que contienen sus lados. Determi- B c

na un procedimiento practico a partir de las cons- e
trucciones estudiadas, para determinar la amplitud
del angulo ABC. Figura 2.124
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10.* Traza un segmento de longitud a y construye un triangulo equilatero cuyos lados
tengan longitud a. Describe la construccion realizada y fundaméntala a partir de las
construcciones estudiadas.

11.* Demuestra la propiedad geométrica que obtuviste como resultado del analisis del
ejercicio 10 del epigrafe anterior.

12.* Construye un tridngulo 4BC con un angulo agudo o de vértice 4, en cuyos lados
ubicaras los vértices restantes By C. ;Como?

De manera que al transportar en uno de estos lados, un segmento AC de longitud
cualquiera b, queda determinado el vértice C y al tratar de cortar con el compas, a
partir de este vértice C, al lado AB con una longitud a tal que a < b, queda determi-
nado el tercer vértice B.

Analiza cuéntas soluciones tiene este problema de construccion, segun la relacion
entre la longitud b y la distancia de C a la recta 4B.

223 Angulos determinados por dos rectas que se cortan

Diferentes ramas de la técnica y la ciencia, como la astronomia y la topografia, nece-
sitan de la medida precisa de los dngulos. Pero no siempre esto es posible lograrlo con el
uso directo de instrumentos de medicion. En muchos de estos casos es mas facil aplicar
las relaciones que cumplen determinadas parejas de angulos que determinan dos rectas.
Vamos a estudiarlas a continuacion (fig. 2.125).

Parejas de angulos
Figura 2.125

Si 7y s son dos rectas que se cortan en un punto £, y determinan cuatro angulos que
denotaremos por los nimeros naturales: 1, 2, 3 y 4. ;Qué tipo de angulo son L1y £ 2,
respecto a la recta 7? (fig. 2.126)

r

e
Y
Figura 2.126
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Efectivamente, son angulos consecutivos del mismo lado de la recta, pues
tienen en comun el vértice y un lado y estan situados en el mismo semiplano de
borde .

Pero fijate que el lado no comtn forma en la recta » dos semirrectas opuestas de
origen en el vértice P. Esta pareja de angulos asi determinados se denomina: angulos
adyacentes.

¢Cudl es la amplitud suma de las amplitudes de dos dngulos adyacentes?

En la figura 2.126 se aprecia que el angulo cuya amplitud es la suma de las amplitudes
de los angulos consecutivos £1 y £2 tiene como lados semirrectas opuestas, que deter-
mina el punto P sobre la recta 7, es decir, es un angulo llano. Por lo cual, su amplitud suma
es 180°.

Recuerda la definicion de angulos adyacentes:

Una pareja de angulos consecutivos situados del mismo lado de una recta, de manera
que sus amplitudes suman 180° se denominan angulos adyacentes.

Observa los angulos £1 'y Z3 (fig. 2.127). Tienen el vértice comln y sus lados estan
formados por semirrectas opuestas. Los angulos que cumplen estas caracteristicas se
llaman angulos opuestos por el vértice.

Figura 2.127

(Puedes establecer alguna relacion entre las amplitudes de dos dngulos opuestos
por el vértice?

Compara estas amplitudes de diferentes formas: midiéndolas con un semicircu-
lo o con una plantilla de uno de esos dngulos que superpones al otro o utilizando
alguno de los asistentes geométricos que te permiten mover la figura, por ejemplo,
el Geometra, que puedes encontrar en el software educativo Elementos Matema-
ticos.
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Recuerda el teorema sobre los angulos opuestos por el vértice:

Teorema 1

Sean r y s dos rectas que al cortarse en un
punto P determinan los angulos £1 y £3
opuestos por el vértice, entonces estos an-
gulos tienen igual amplitud. Figura 2.128

Demostracion

Premisa: Z1'y /3 opuestos por el vértice

Tesis: £1 = /3

Sea o el angulo adyacente comun a estos angulos £1 y £3, entonces se cumple que:
L1+ a=180°y £3 + = 180°, por propiedad de angulos adyacentes.

Comparando estas igualdades se cumple que: £1 + &= £3 + &
Por tanto: Z1 = £3 lqqd.

Ejemplo 1:
En la figura 2.129, los puntos D, 4, By los puntos E, F
A, F son alineados, ZCAB = 97°, ZDAE = 48°, Cal- c
; . ' D B
cula la amplitud de los angulos:

A
a) ZDAC  b) LCAF E/

Figura 2.129

Solucion:

a) £LDAC+ £LCAB = 180° por ser ad- b) LDAE = ZFAB por opuestos por el
yacentes vértice Luego LFAB = 48°LCAF +
Como ZCAB = 97° por datos, susti- ZFAB = ZCAB por suma de amplitu-
tuyendo y despejando, tenemos que: des de angulos consecutivos
£ZDAC=180°— LCAB =180°—-97° LCAF + 48° = 97° por sustitucion
=83° LCAF = 49°

R/ La amplitud de estos angulos es: ZDAC = 83°

y LCAF = 49°.

Si comparas las amplitudes de los angulos LCAF

y £LFAB, verés que son iguales (fig. 2.130), por 4
lo que la semirrecta de origen A que contiene a F' Figura 2.130
ha dividido al &ngulo ZCAB en dos angulos igua-

les. Esta semirrecta se llama bisectriz.
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Recuerda la definicion de bisectriz:

Se llama bisectriz de un angulo a la semirrecta de origen en el vértice del angulo que
pasa por su interior y lo divide en dos dngulos iguales.

Ahora toma un punto P cualquiera de la bisectriz del d&ngulo de la figura 2.131 y mide
la distancia desde ¢l a cada lado del angulo y compara ambas distancias.

Por supuesto, al medir la distancia de un punto a una recta debe hacerse sobre la
perpendicular. En este caso, para no dibujar sobre el libro, puedes medir sobre el angulo
recto del cartabén como en la figura 2.131.

Figura 2.131

Ubica otros puntos en la bisectriz y repite este procedimiento, ;qué conclusion puedes
elaborar sobre ello?

Recuerda la propiedad de los puntos de la bisectriz:

Todo punto situado en la bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.

6. Construccion de la bisectriz de un angulo
Descripcion de la construccion
Sea A el vértice del angulo £ (a, b) (fig. 2.132):

a) Se traza una circunferencia de centro 4 y de radio cualquiera » que corte a los lados a,
b en E y E respectivamente.

Figura 2.132
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b) Con centro en £y en F(fig. 2.133) se trazan dos circunferencias del mismo radio
que se cortan en un punto G diferente de 4.

A

Y
1
1
r

i
IE
Figura 2.133 Figura 2.134

c) La semirrecta f'de origen 4,que pasa por el punto G (fig. 2.134) es la bisectriz del
angulo £ (a, b).

Ejercicios

1. Selecciona la respuesta correcta:
a) Sean oy B dos angulos adyacentes y o = 28°, entonces:
B=82° B=28° B=152°
b) Sean oy B dos angulos opuestos por el vértice y 3 es agudo, entonces:
o es obtuso o es agudo a es recto
¢) Sea el angulo ABC agudo y P un punto cualquiera de su bisectriz, entonces:

» La distancia de P a los lados del angulo ABC es diferente.
» Los angulos ZABP y ZPBC son iguales.
* El angulo ZABP es la tercera parte del &ngulo ABC.

d) Sim es la mediatriz de un segmento 4B y P es un punto que est situado sobre la
recta m, tal que P ¢ AB entonces:
* ABP es un triangulo isosceles.
« AP =# BP.
* Los angulos LPAB y ZABP son diferentes.

2. ;Toda pareja de angulos adyacentes son suplementarios? ;Toda pareja de angulos
suplementarios son adyacentes? Fundamenta tu respuesta.

3. Completa los espacios en blanco:

* De un par de angulos adyacentes, si uno es agudo, el otro es
» Si uno de los angulos opuestos por el vértice es obtuso, el otro es

» Sidos angulos opuestos por el vértice son rectos, las rectas que los determinan son
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4. Las siguientes proposiciones no son verdaderas. Justifica su falsedad con un ejemplo.

* Si dos angulos tienen un lado comun entonces son adyacentes.
* Si dos angulos tienen el mismo vértice entonces son adyacentes.
» Si dos angulos tienen el mismo vértice son opuestos por el vértice.

5. En la figura 2.135 las rectas BE, AD, y CF se cortan en M. Compara las amplitudes
de los angulos. Justifica.

a) ZAMB ZEMD
b) ZBME ZFMC
¢) ZAMB + ZAMF ___ZDME + ZCMD

Figura 2.135

6. Sean ABy CD dos rectas que se cortan en O (fig. 2.136). Si LAOB = 43°, calcula la
amplitud de los angulos restantes que se forman.

Figura 2.136

7. Determina la veracidad de la siguiente proposicion. Fundamenta. A
“Si dos angulos son consecutivos y sus amplitudes suman 180°,
entonces son angulos adyacentes”.

8. En la figura 2.137 OD L OB . Si ZAOB = 90° + j3 S N 0
a) Completa: x=90°+ ‘0

b) Compara ZAOB £DOoC

¢) ¢(Cdémo son dos angulos obtusos de lados perpendiculares?
) ¢Como gu perpendicuiar Figura 2.137
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9. Comprueba que los angulos o y B tienen lados perpendiculares (figuras 2.138 y
2.139). Compara las amplitudes de estos angulos en cada inciso y elabora una con-
clusion respecto a ello, segun el tipo de angulo que los datos nos informan.

a) oy 3 son agudos b) o es agudo y [ es obtuso

Figura 2.138 Figura 2.139

10. Fundamenta en cada caso por qué las semirrectas p y ¢ no son opuestas (fig. 2.140
y fig. 2.141).

93¢
65°

Figura 2.140 Figura 2.141

11.* Demuestra que:

a) Todo angulo de igual amplitud que su adyacente es recto.

b) Todo angulo recto es de igual amplitud que su adyacente.

¢) Si dos angulos tienen igual amplitud entonces sus respectivos angulos adyacentes
tienen igual amplitud.

d) Dos rectas r y s perpendiculares se cortan formando cuatro angulos rectos.

2.2.4 Angulos formados por dos rectas cortadas por una tercera

Sean ry s dos rectas cualesquiera del plano, ellas determinan tres regiones en el plano
que denominaremos externa o interna como se muestra en la figura 2.142:

r

Externa

Interna

Externa s

Figura 2.142
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Consideremos ahora otra recta ¢ que corta a la recta » en el punto Py a la recta s en
el punto Q. Esta recta recibe el nombre de recta secante (fig. 2.143).

(0] S
[
Figura 2.143
Observa que se forman cuatro angulos en la region interna (£4, £3, L6y £5)y

cuatro en la region externa (£1, £2, £7'y £8). Estos angulos reciben diferentes denomi-
naciones en funcion de la posicién que ocupan respecto a las rectas (fig. 2.144):

b v
Cr

t

Figura 2.144

Angulos correspondientes: es una pareja de angulos, situados al mismo lado de la
secante, uno en la region interna y el otro en la externa y que no tienen el vértice comun.
(Ejemplo: L1y £5, 22y £6, L3y L7, L4y £8) (fig. 2.145).

+

S A

Figura 2.145
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Angulos alternos: son los que estan situados a distintos lados de la secante y en la
misma region (interna o externa) y no tienen el vértice comun. (£L1y £7, L2y £8, 23y
£5, L4y £6) (fig. 2.146).

Figura 2.146

Angulos conjugados: son los que estin situados al mismo lado de la secante y en la
misma region (interna o externa) y no tienen el vértice comun. (£L1y £8, L2y /7, /3y
£6, L4y /5) (fig. 2.147).

Figura 2.147

(Existe alguna relacion entre las amplitudes de cada pareja de estos tipos de
angulos determinados por dos rectas que se cortan? Es decir, ;entre las amplitudes
de las parejas de correspondientes, alternos o conjugados? Si mides sus amplitu-
des podras darte cuenta de que, por lo general, no es posible establecer una relacion
entre ellas.
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LY si las rectas 7 y s fueran paralelas, se mantendria la conclusion anterior? En
estas nuevas condiciones, al realizar una vez mas el proceso de medicidon, veras que si,
es posible establecer relaciones entre las amplitudes de estos tipos de angulos entre
paralelas.

En el siguiente esquema se resume la relacion entre las amplitudes de los angulos
entre paralelas, que constituyen importantes teoremas de la geometria plana:

Relacion entre las amplitudes de
angulos entre paralelas

Sus amplitudes Sus amplitudes
son iguales suman 180°
Alternos Correspondientes Conjugados

El teorema que plantea que la suma de las amplitudes de los d&ngulos conjugados entre
paralelas es igual a 180°, es una propiedad equivalente al axioma de las paralelas que
formulé Euclides en Los Elementos. Podemos demostrar que los dngulos alternos o los
angulos correspondientes entre paralelas son respectivamente iguales, aplicando esa pro-
piedad, que para nosotros es un teorema, veamos como:

Teorema 2

Si dos rectas paralelas @ y b son cortadas por una secante ¢ entonces los angulos
alternos que se determinan tienen igual amplitud.

Demostracion
Premisa: a || by c secante

Tesis: los angulos alternos que se determinan tienen igual amplitud. Sin perder gene-
ralidad sean £1 y /2 una pareja de angulos alternos cualquiera, la tesis expresada de
forma mas sencilla es: £1 = 22

Si consideramos /3 conjugado con £2 y adyacente al /1, se tiene:

Z1 + £3 = 180° por adyacentes.
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Z£3 + £2 =180° por conjugados con a | | b y ¢ secante
Z1 + 28 =23 + £2 Comparando ambas igualdades

Por tanto: £1 = £2 1qqd.

C
/3
2

Q

b
Figura 2.148

De forma andloga se procede para demostrar la igualdad de los dngulos correspon-
dientes entre paralelas. jInténtalo tu!
(Coémo se aplican estos contenidos?

Ejemplo 1:

Si a y b son dos rectas paralelas cortadas por la recta ¢, como puedes observar en la
figura 2.149 y £2 = 143°. Calcula las amplitudes de los angulos: £3 y Z4.

Figura 2.149
1. via de solucion 2.2
a) £3 = £2 porque son alternos entre a)
las paralelas a y b, cortadas por la
secante ¢. Luego £3 = 143°, porque
£2 = 143° por datos.
b) £4 + £2 = 180°, porque son conju-
gados entre las paralelas a y b, cor- b)

tadas por la secante c.

Sustituyendo £2 = 143°, que se da
como dato se tiene que:
Z4=180°—£2=180°—143°=37°;
£4=37°

via de soluciéon

/3 = /1 por opuestos por el vértice.
L1 = Z2 por correspondientes con
a|| by c secante
Luego £3= /2y como £2 = 143° por
datos: £3 = 143°.

Z4+ /3 =180° porque son adyacen-
tes

Luego: £4=180°— 43

Sustituyendo el dato: /3 = 143° /4 =
=180°—143°=37°

R/ Por tanto, la amplitud de estos angulos es: £3 = 143°y £4 = 37°.
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Ejercicios

1.

Marca con una X las proposiciones falsas y fundaméntalas, teniendo en cuen-
ta en la figura 2.150, que las rectas » y s son rectas secantes cortadas por la
recta .

a)  Los angulos 2 y 4 son angulos correspondientes.
b)  Los angulos 7 y 1 son angulos alternos.

c) _ Laamplitud del &ngulo 6 es igual a la amplitud del angulo 2.

d) _ Los angulos 3 y 6 son adyacentes.
e)  Lasuma de las amplitudes de los angulos 5y 8 es 180°.
f) _ Los angulos 1 y 2 son opuestos por el vértice.

2 ! '

3 4

e
P

t

Figura 2.150

. Dada la figura 2.151 completa los espacios en blanco para obtener una proposicion

verdadera en cada inciso.

a) El Z8 es conel L4y
este a su vez es con
el £2.

b) EI __ es correspondiente con el £12
y opuesto por el vértice con el

c) El Z3 es con el Z6

y a la vez alterno con

d) El £11 es conjugado con el y este
a su vez con el £6.

e) El __ esalterno conel £1 y asuvez Figura 2.151
conjugado con él
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3. Fundamenta por qué se cumplen las relaciones siguientes, si las rectas m y n son
paralelas y ¢ es una recta secante respecto a ellas (fig.2.152).

a) LABD = ZBFE
b) ZDBF + ZBFE = 180°
c) LABD = ZGFH
d) LBFE + ZEFH = 180°
e) LABC = ZDBF

Figura 2.152

4. Enjuicia la veracidad de las siguientes afirmaciones, fundamentando aquellas que con-
sideras falsas.

a) Al trazar dos rectas cortadas por una secante, todas las parejas de angulos alternos
son de igual amplitud.

b) Al trazar dos rectas paralelas cortadas por una secante, todas las parejas de angu-
los alternos son de igual amplitud.

¢) Al trazar dos rectas paralelas cortadas por una secante, cada pareja de angulos
alternos tiene la misma amplitud.

5. Marca con una X las proposiciones falsas y justifique su respuesta en esos casos,
teniendo en cuenta que las rectas ¢ y d son rectas paralelas, cortadas por la recta
secante #, como se muestra en la figura 2.153:

a)  Losangulos 1y 2 son angulos suplementarios.
b)  Los angulos 4 y 6 son angulos alternos.

¢)  Laamplitud del angulo 4 es igual a la amplitud

del angulo 5.
d)  Los angulos 2 y 4 son opuestos por el vértice.
e) _ Lasuma de las amplitudes de los angulos 5 y

8 es 180°. Figura 2.153
f) _ Los angulos 4 y 8 son opuestos por el vértice.
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. Enla figura 2.154, las rectas m y n son paralelas, cortadas por las rectas secantes » y
s. Completa los espacios en blanco para obtener una proposicion verdadera en cada
inciso.

a) El L5 es con el Z3 y este a su vez es con el Z8.
b) El _ es correspondiente con el £15 y opuesto por el vértice conel .

c) El Z14 es con el £4 y ala vez conjugado con

d) El Z11 es alterno, conel  y este a su vez con el £9.

Figura 2.154

7. En la figura 2.155, d y e son rectas paralelas cortadas por la recta 1.

Si a=28°, 6= 152°y b es la bisectriz de A. Calcula la amplitud de 8, Ay del £1.

\\\ b
Figura 2.155

8. Calcula los angulos denotados por letras griegas en las figuras 2.156, 2.157 y 2.158;

teniendo en cuenta las amplitudes de los angulos que alli se dan y que las saetas
indican rectas paralelas.

A\

Figura 2.156 Figura 2.157 Figura 2.158
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9. En la figura 2.159: Se tiene que o= 65°y 6=115° g o
Calcula con estos datos la amplitud de S.

10.*Para probar que dos rectas son paralelas, basta encontrar
una pareja de angulos alternos o correspondientes que sean
iguales, 0 una pareja de dngulos conjugados que sumen 180°. Figura 2.159
Teniendo en cuenta los resultados del ejercicio 9 y la afirma-
cion anterior, analiza la figura 2.159 y demuestra que:
“Si p y r son dos rectas cortadas por la recta n y se cumple que: oc=65°y 6= 115°

entonces p/lr”.

11.* Se tiene un punto 4 exterior a una recta », construye la recta paralela a n que
pasa por 4. (En qué te fundamentas para asegurar que esta recta es paralela a
la recta n?

Vanesa buscaba informacion en la prensa sobre el ahorro y la conservacion de recur-
sos hidraulicos para un trabajo practico y vio esta caricatura (fig. 2.160) que titulo:
“Ahorrativa simetria”. jPor qué? ;Qué titulo le pondrias ti? Este nombre se relaciona
con los movimientos del plano que estudid en quinto grado y recordd algunas de sus
muchas aplicaciones en la vida practica.

oty

[}

i

Figura 2.160

2.3 Los movimientos del plano y sus propiedades

Vamos a ver aqui dos ejemplos.
(Qué palabra esta escrita en este renglon?

Toma tu libro de Matematica y mostrando esta pagina, parate frente a un espejo e
intenta leer el reflejo de esta palabra en €l. ;Qué diferencia puedes apreciar?
iPor supuesto, leiste: AMBULANCIA!
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(Sabias que en la parte delantera de las ambulancias aparece escrito su nombre asi, para que
los choferes que van delante la identifiquen rapidamente por el retrovisor y le den paso (fig. 2.161)?

Figura 2.161

Otro ejemplo se aprecia en la fachada del centro cultural “Raquel Revuelta”.

Este centro esta ubicado en la interseccion de las calles Linea y B, en El Vedado, La
Habana. El centro honra la memoria de una gran actriz cubana, fundadora de Teatro Estudio.
Ellogotipo de la instalacion nos hace pensar en un movimiento del plano (fig. 2.162), ;cual es?

Figura 2.162

Propiedades generales de los movimientos del plano

Piensa en otros ejemplos de movimientos de la vida préctica: el lanzamiento de una
pelota, el movimiento del péndulo de un reloj, de un tren por su linea férrea, entre otros.
(Qué tienen en comun y en qué se diferencian? (fig. 2.163)

Figura 2.163

264



Aunque estos son ejemplos de movimientos diferentes, sin embargo, todos los objetos
se mantienen iguales, no se deforman como resultado del movimiento.

Puedes determinar si dos figuras son iguales, cuando al superponerlas coinciden (fig. 2.164).
Para lograr esto es preciso “mover” una de ellas hasta que est¢ situada sobre otra, de modo
que cada punto de la figura que se ha movido quede totalmente encima de su correspondiente
en la otra figura.

Figura 2.164

Recuerda la definicion de movimiento del plano:

Toda correspondencia de puntos del plano, en la cual a cada punto original se le asocia
exactamente un punto imagen y viceversa, de manera que siempre se conserven las
distancias entre dos puntos cualesquiera, es un movimiento del plano.

Ejemplo 1:

Una figura cualquiera del plano, siempre es posible moverla hasta hacerla coincidir
con otra figura igual a ella. En estos ejemplos puedes pensar cdmo “moverias” las
figuras iguales dadas para hacerlas coincidir (figuras 2.165 a la 2.168):

A A’

Figura 2.165 Figura 2.166

E ,
D p £ o
C ,
E’DB B
, o

/ c A

Figura 2.167 Figura 2.168
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Recuerda las propiedades de los movimientos del plano:

a) Toda figura y su imagen por un movimiento A
son iguales. '
F
b) Cuando se realiza un movimiento, las figuras B
conservan su forma y su tamafo, no sufren C E
deformacion alguna. D

Figura 2.169

c) Los segmentos, semirrectas y rectas se transforman, respectivamente, en seg-
mentos, semirrectas y rectas.

a B , A '
A/ i %A V/H’A %

Figura 2.170

d) Los segmentos y angulos se transforman en segmentos y angulos respectivamen-
te, de la misma medida.

A B A B’ q 6.3 Lo
————— o r——— o 0 0
a=2.16cm a’ =2.16cm F : 4639 o7
E

Figura 2.171 Figura 2.172

e) Las rectas paralelas se transforman en rectas paralelas.




f) Las rectas secantes se transforman en rectas secantes. Los puntos de intersec-
cion son correspondientes.

Figura 2.174

Reflexion respecto a una recta o simetria axial

Para tener una idea intuitiva de este movimiento toma una hoja de papel transpa-
rente y dibuja una figura cualquiera F. Luego dobla esta hoja a la mitad y calca la
figura en el otro lado. Cuando abres el papel tienes la imagen de F dispuesta como en
la figura 2.175, por la reflexion que tiene como eje la recta d que contiene la linea del
doblado del papel.

Figura 2.175

Recuerda que:

La simetria axial esta determinada por una recta del plano, llamada eje de reflexion o
eje de simetria.
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.Como construir la imagen de un punto por una reflexion respecto a una recta?

Descripcion de la construccion

Sea r una recta y P un punto cualquiera del plano (fig. 2.176).

o P

/

r
Figura 2.176

a) Trazamos la perpendicular a la recta » que pasa por el punto P (fig. 2.177).

Figura 2.177

b) Determinamos el punto de interseccion de ambas rectas (fig. 2.178). Sea M este punto.

P

M
Figura 2.178

¢) Transportamos el segmento PM sobre la semirrecta opuesta a la semirrecta MP (fig. 2.179),
queda asi determinado el punto P’, que es la imagen del punto P, por la reflexion de eje r:

Figura 2.179

El punto P’es entonces el simétrico del punto P por esa reflexion de eje »

Ejemplo 1:
Determina la imagen del cuadrilatero ABCD por la reflexion de eje a (fig. 2.180).
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Figura 2.180

Respuesta:

a) Construimos las imagenes 4, B’, C’y D’ de los puntos 4, B, C'y D tal como se
indicd en la descripcion de la construccion (fig. 2.181).

c’

VE

L4
|
|
|
|
|

05
|
|

N A

B

C
Figura 2.181

b) Unimos los puntos 4, B, C’y D’y obtenemos la imagen del cuadrilatero ABCD (fig. 2.182).

c
D,
| B’
] |
] ]
| B
D
C
Figura 2.182

En el movimiento de reflexion respecto a una recta, hay puntos y rectas que cumplen

determinadas propiedades. Por ejemplo, observa las figuras 2.181 y 2.182 y trata de
responderte las siguientes interrogantes:

(Dodnde esta situado el punto 4?7 ;Ddnde estd situada su imagen? ;Ocurrira lo mismo

si tomamos otro punto que esté en el eje de simetria?

Recuerda que:

Todo punto situado sobre ¢l eje de reflexion coincide con su imagen.

Considera ahora el punto D y su imagen D’ en la figura 2.182. ;Qué representa el eje

de simetria para el segmento determinado estos dos puntos?

269



Recuerda que:

En el movimiento de reflexion respecto a una recta, el eje es la mediatriz de todo
segmento determinado por un punto y su imagen.

Observa la figura 2.183. Si b es una recta paralela al eje de simetria a, ;qué posicion
relativa tienen esta recta b y su imagen b’, por la reflexion de eje a?

Figura 2.183

Si la recta b no es paralela al eje de simetria a, jseran paralelas la recta b y
su imagen b’, por la reflexion de eje a?, ;donde esta situado el punto de inter-
seccion? La figura 2.184 cumple estas condiciones, ja qué conclusiones puedes
llegar?

Figura 2.184

Recuerda que:

+ La imagen de una recta paralela al eje de reflexion es otra recta que es paralela
a ambas.

* Si una recta contiene a un punto del eje de reflexion, su imagen —que contiene a
todos los puntos-imagen de la recta— contiene también a ese punto del eje que es
fijo y por consiguiente, este punto esta en la recta, esta en la imagen de la recta y
esta en el eje.
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Ya puedes responder qué movimiento del plano evidencian las imagenes del logotipo
del Centro Cultural Raquel Revuelta y de la caricatura que aparece al inicio de este
epigrafe. Efectivamente, se realiz6 en ambas una reflexion. En el centro cultural, una
reflexion con respecto a un eje y en la caricatura, una reflexiéon con respecto a un
punto.

Reflexion respecto a un punto o simetria central

Para tener una idea intuitiva de este movimiento toma una hoja de papel y dibuja una
figura cualquiera F'y un punto O (fig. 2.185).

Figura 2.185

Traza la recta que pasa por O y por un punto cualquiera de la figura F se determi-
nan dos semirrectas de origen O, una que contiene al punto de F' y otra que no lo
contiene.

Toma una hoja de papel transparente y calca en ella el punto O, la figura F'y la recta OP.

Gira la hoja transparente de modo que el punto O te quede fijo y el punto de F'te quede
sobre la semirrecta que no lo contenia.

Reproduce la figura /" en la nueva posicion y has obtenido la imagen de la figura F por
la reflexién en el punto O.

Recuerda que:

Todo movimiento de simetria central estd determinado de manera tnica por un punto
del plano considerado su centro de simetria.

,Como construir la imagen de un punto por una reflexion respecto a un punto?
Descripcion de la construccion

Sea O centro de reflexion y P un punto cualesquiera del plano (fig. 2.186).

P 0
[ ] [ ]

Figura 2.186
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a) Trazamos la recta » que pasa por los puntos O y P (fig. 2.187).

P 9

— A 4
Figura 2.187

b) Transportamos el segmento OP sobre la semirrecta opuesta a la semirrecta OP. Sea
P’ la imagen de P en esta semirrecta (fig. 2.188).

P 0 P’

Py o
. 4 @ @

Figura 2.188

El punto P’ es el simétrico del punto P por la reflexion de centro O.

Ejemplo 1:
Determina la imagen del triangulo ARST por la reflexion de centro P (fig. 2.189).

R

T

Figura 2.189

Respuesta:

a) Construimos las imagenes R’, S’y T~ de los puntos R, S'y T tal como se indicd en
la descripcion de la construccion (fig. 2.190).

R
PR
//
- - s
- — P//-___—’
N
o <
—_— - -
_— -~ —
o — -~ T
~
-
~
.’/
R’

Figura 2.190

b) Unimos los puntos R’, S”y 7"y obtenemos la imagen del triangulo ARST (fig. 2.191).
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Figura 2.191

Observa la construccidn que acabas de realizar y responde las siguientes pre-
guntas:

(Donde esta situada la imagen del centro de simetria?

Efectivamente, el centro de simetria coincide con su imagen.

Recuerda que:

En todo movimiento de simetria central o reflexion respecto a un punto, el centro de
simetria se transforma en si mismo. Es un punto fijo.

¢(Qué relacion puedes establecer en la figura 2.191 entre las longitudes de los seg-
mentos RP y R'P? ;{Qué representa el centro de simetria para el segmento determinado
por un punto y su imagen?

Recuerda que:

El centro de simetria es el punto medio de todo segmento determinado por un punto y
su imagen por ese movimiento.

(Qué posiciodn relativa tienen las rectas RTy R'T’ en la figura 2.191? ;Cual es la
posicion relativa de una recta y su imagen por una reflexion en un punto?

Recuerda que:

En todo movimiento de simetria central o reflexion respecto a un punto, cada recta y
su imagen son paralelas.
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Traslacion en el plano

En grados anteriores estudiaste que un vector tiene una direccion, un sentido y una
longitud. Se representan mediante una flecha donde la punta indica el sentido y se deno-
tan con dos letras mayusculas (la primera es el origen y la segunda el extremo) o con una

letra minuscula, colocandole una pequefia flecha encima: 4B, v

Se lee: vector AB , vector v

Recuerda que:

Todo movimiento de traslacion en el plano esta determinado de manera unica por el
vector de traslacion o por un punto y su imagen.

Para tener una idea intuitiva de este movimiento toma una hoja de papel y dibuja una
figura cualquiera F'y una recta r.

Cubre la hoja de dibujo con una hoja de papel transparente y calca en ella la figura F’
y la recta .

Desplaza la hoja transparente a lo largo de la recta r

Ahora reproduce la figura F en la nueva posicion (fig. 2.192). Has obtenido la imagen
de la figura F por la traslacién de direccion 7 El vector de traslacidn estd determinado por
un punto y su imagen.

r a

Figura 2.192

.Como construir la imagen de un punto por una traslacién en el plano?

Descripcion de la construccion

Sea P un punto cualquiera del plano y a el vector de traslacion (fig. 2.193).

X
oP
Figura 2.193

a) Trazamos una semirrecta de origen P, paralela al vector @'y con el mismo sentido (fig. 2.194).
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a
T

.P\
Figura 2.194

b) Transportamos sobre esta semirrecta un segmento de igual longitud que la del vector
a . Denotamos por P’ el otro extremo de este segmento.

El punto P’ es la imagen del punto P por la traslacion de vector a (fig. 2.195).

\

P

\OP'\
Figura 2.195

Ejemplo 1:

Determina la imagen del poligono MNPQR por la traslacion de vector a (fig. 2196).

Figura 2.196

Respuesta:

a) Construimos las imagenes M’, N, P’, Q' y R’ de los puntos M, N, P, Q' y R tal
como se indico en la descripcion de la construccion (fig. 2.197).

Figura 2.197
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b) Unimos los puntos M’, N’, P’, O’y R’y obtenemos la imagen del poligono MNPQOR
(fig. 2.198).

Figura 2.198

En los movimientos anteriores observaste que existen puntos que se mantienen fijos,
es decir, que se transforman en si mismos.  Existe algun punto del plano que coincida con
su imagen por una traslacién?

Recuerda que:

En todo movimiento de traslacion, cada punto y su imagen son diferentes. No existen
puntos fijos.

En la figura 2.198 del ejemplo 1, ;cual es la posicion relativa de la recta MN y su

imagen N’M’ por la traslacion de vector a ?

Recuerda que:

Toda recta y su imagen por un movimiento de traslacion son paralelas.

Rotacion en el plano

Ejemplos de este movimiento los vemos a diario en las ruedas de un automovil, las
manecillas del reloj, las ruedas de las bicicletas al girar y los engranajes de algunos meca-
nismos, entre otros. Para obtener una idea intuitiva de este movimiento toma una hoja de
dibujo y una hoja de papel transparente y marca un punto O en la hoja de dibujo y cons-
truye una figura cualquiera F

Cubre la hoja de dibujo con el papel transparente y calca el punto O, asi como la figura F.
Gira con un angulo « la figura de la hoja de dibujo de manera que el punto calcado
coincida con O.

Reproduce la figura F. Has obtenido la imagen de la figura F (fig. 2.199) por la
rotacion de centro O.
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Figura 2.199

Recuerda que:

El movimiento de rotacion esta determinado por una de estas dos condiciones:

* El centro de rotacion y un punto y su imagen.
* El centro y el angulo de rotacion.

Este movimiento puede realizarse en dos sentidos: a favor o en contra de las maneci-
llas del reloj (sentido horario o antihorario). Siempre que no se indique lo contrario, consi-
deraremos la rotacion en sentido antihorario.

(Como construir la imagen de un punto por una rotacion en el plano?

Descripcion de la construccion

Consideremos un punto O del plano y un angulo £Z4BC. Vamos a determinar la
imagen de un punto cualquiera P del plano por la rotacion de centro O y angulo £L4BC
(fig. 2.200).

a) Tracemos la semirrecta de origen O que pasa por el punto P (fig. 2.201).

. ¢ G
P P
B A 0 B A

Figura 2.200 Figura 2.201

0

b) Transportemos el angulo ZABC a partir de la semirrecta OP en sentido antihorario (fig. 2.202).

%/)/
0 b —

Figura 2.202
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¢) Transportemos el segmento OP sobre el lado que acabamos de construir (fig. 2.203).
P

B
o

T
Figura 2.203

El punto P’ es la imagen del punto P por la rotacion de centro Oy angulo ZABC.
Ejemplo 1:

Determina la imagen del triangulo AXYZ por la rotacion de centro 4 y angulo de 90°
(fig. 2.204).

®/4
Xv V4
Y
Figura 2.204
Respuesta:

a) Construimos las imagenes X, Y’y Z’ de los puntos X, Yy Z tal como se indicé en
la descripcion de la construccidn (fig. 2.205).

A
————— e N 74
Xom— < \\\
Z\ N
\\ \\
Y \ oy’
\
¢
¥

Figura 2.205

b) Unimos los puntos X", Y’y Z’y obtenemos la imagen del triangulo AXYZ (fig. 2.206).

A ,
—_— ’/’*\ z
—_— / i\
z \
X\/E
Z \
\
Y \ Y’
\
X

Figura 2.206
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Vamos a analizar qué propiedades cumple el movimiento de rotacion, a partir de la
figura 2.205 en la cual aparecen el AXYZ 'y su imagen por la rotacion de centro 4 y angulo
de rotacion: LXAX. Para ello, pensemos en la respuesta de las siguientes preguntas:

* ;Cual es la imagen del centro de rotacion?

Recuerda que:

El centro de rotacion coincide con su imagen. Es un punto fijo en este movimiento.

* /Qué relacion existe entre las longitudes de los segmentos AX y AX'?

Recuerda que:

El segmento que se forman al unir el centro de rotacion con un punto y el que se
forma, al unir su imagen por esa rotacion con el centro de rotacion, tienen la misma
longitud, es decir, todo punto y su imagen por rotacion equidistan del centro de
rotacion.

*  (Qué relacion existe entre las amplitudes de los angulos ZXAX'y £LYAY’?

Recuerda que:

Todos los angulos que tienen su vértice en el centro de rotacion y que sus lados
contienen respectivamente, a un punto y a su imagen, son iguales e iguales al angulo
de rotacion.

Composicion de movimientos del plano

El estudio de la composicion o aplicacion compuesta, asociada al concepto de corres-
pondencia tiene gran importancia, por su utilizacion en diferentes ramas de la matemati-
ca. Trataremos en este epigrafe una composicion en particular, la composicion de movi-
mientos.

Una idea general de la composicion de movimientos, puedes tenerla si piensas en una
aplicacion sucesiva de los movimientos estudiados, es decir, cuando “movemos” una
misma figura sucesivamente por dos o mas movimientos. En el lenguaje matematico
decimos que se le aplico a la figura la composicion de esos dos 0 mas movimientos.

Recuerda que:

La aplicacion sucesiva de dos 0 mas movimientos del plano es también un movimiento
del plano.
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Por tratarse también de un movimiento, la composicion de dos 0 mas movimientos
cumple las siguientes propiedades:

» Las figuras conservan su forma y su tamafio, no sufren deformacion alguna.

» Los segmentos, semirrectas y rectas se transforman, respectivamente, en segmentos,
semirrectas y rectas.

* Los segmentos y angulos se transforman en segmentos y angulos respectivamente,
de la misma medida.

» Transforma rectas paralelas en rectas paralelas y rectas que se cortan en rectas que
se cortan.

Ejemplo 1:

Determina la imagen del APQOR por la composicion de la simetria axial con eje en la
recta PQ y la traslacion de vector de direccion (fig. 2.207).

APOR ———p APOR’ ———p AP'Q'R’

R

Figura 2.207

Ejercicios

1. Construye un tridngulo AMNP y determina su imagen
por cada uno de los siguientes movimientos:

i. Reflexion de eje r: mediatriz del lado MN .
ii. Traslacion de vector G =2 MP.

iii. Reflexion de centro O: punto medio del lado NP.

iv. Rotacion de centro My angulo de 45°.

2. Enla figura 2.208 se muestra un hexagono regular de B
centro O. Los tridngulos AAOB, ABOC, ACOD, Figura 2.208
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ADOE, AEOF y AFOA son equilateros e iguales. Completa los espacios en blanco en
cada una de las siguientes proposiciones:

a) La imagen del tridangulo AAOB por una rotacion de centro O y angulo de 120° es

b) La imagen del ADOE por simetria central de centro O es .
¢) El ABOC es la imagen del AAOB por

d) El segmento es la imagen del segmento 40 por una traslacion de vector
AB.

e) El segmento es la imagen del segmento A0 por una reflexion de centro
0.

f) El segmento es la imagen del segmento FC por una reflexion de eje FC.

g) La imagen del ADOE por una rotacion de centro O y dngulo de 180° es .

h) Analiza tus respuestas b) y d). ;Puedes establecer alguna relacion entre rotacion
y simetria central?

. Determina el eje de la simetria que transforma la figura G en la figura G’ en cada
caso, si se conoce que mediante este movimiento, el punto 4’ es la imagen del punto 4
(fig. 2.209).

Figura 2.209

. Completa en tu libreta a partir de algunos puntos de referencia, las imagenes simé-
tricas dadas a continuacion, auxiliandote de las propiedades de la simetria axial
(fig. 2.210).

Bombillo Botén Pino
4 NS
S 2

Figura 2.210
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5. Observa las siguientes figuras y di en cuales la recta trazada constituye uno de sus
ejes de simetria, realiza para ello las mediciones de amplitudes y longitudes necesarias
y argumenta tu respuesta (figura 2.211):

Figura 2.211

6. En cada una de las figuras siguientes, identifica el movimiento que transforma el
cuadrilatero ABCD en el cuadrilatero 4’B’C’D’ y caracteriza los elementos que lo
determinan (figuras 2.212 a 2.216).

C
a) b)
D c D' D C
C
B 1A B’ A A B
Figura 2.212 Figura 2.213
c) d) A
B D’
C C
D B
A
Figura 2.214 Figura 2.215
e) o
D
“B C
B
A’A D

Figura 2.216
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7. a) Dibuja un rectangulo ABCD y tomando como eje de simetria axial a la recta que

b)

contiene al lado CD, dibuja el rectdngulo simétrico de ABCD. Llamalo
A’B’C’D’. Vuelve a aplicar la misma simetria al rectangulo 4’B’C’D". (A qué
conclusion puedes llegar?

Aplica al rectangulo ABCD la composicion de una simetria axial de eje en la recta
BC y una rotacion de centro B y angulo de 90°.

8. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F). Justifica
las falsas.

a) En el movimiento de rotacion el centro de rotacion coincide con su imagen.
b) Una recta y su imagen por una traslacion son paralelas.
c) EIl movimiento de simetria central transforma toda semirrecta de origen en el

centro de simetria en su semirrecta opuesta.

d) En el movimiento de simetria axial la imagen de la recta que pasa por un punto y

su imagen es paralela al eje de simetria.

e) Elmovimiento de reflexion respecto a un punto es equivalente a una rotacion de

f)

centro en el centro de reflexion y angulo de 120°.
Todo movimiento del plano conserva las amplitudes de los angulos.

g) Una figura y su imagen por un movimiento son diferentes.

9. Las ilustraciones 1, 2, 3 y 4 de la figura 2.218 estan formadas por diferentes
combinaciones de la union de piezas iguales del tipo que aparece en la figura

2.

217.

De esta forma, los angulos que en una misma figura aparecen formados por dos de
estas piezas consecutivas y con vértice en el punto O, tienen igual amplitud. Descri-
be para cada una de estas ilustraciones 1, 2, 3 y 4 todos los movimientos mediante los
cuales permanecen invariantes.

Figura 2.217 Figura 2.218

10. La figura 1 representa una capsula de cristal que tiene grabada la palabra “MAR” y
las figuras 2, 3 y 4 representan distintas posiciones de la misma capsula (fig. 2.219).

a) (Cuadl de las figuras 2, 3 y 4 representa a la capsula 1 mirada por detras?
b) (Cual de las figuras 2, 3 y 4 representa a la imagen de la capsula 1 por una simetria

con ¢je en el lado a? ;Cudl representa la imagen por una simetria con eje en el lado 57

c) ¢Cual de las figuras 2, 3 y 4 es la imagen de la capsula 1 al aplicarle las dos

simetrias anteriores consecutivamente?
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1 2 3 4

MAR | AA M NV B d WV I

Figura 2.219

2.4 Relaciones entre los elementos de un triangulo
y los de un cuadrilatero

Alejandro y Yadira estan buscando relaciones entre los lados y angulos de los tridngu-
los y los cuadrilateros, para responder en la tarea de Matematica de 7.° grado (fig. 2.220).
En este epigrafe estudiaremos esas propiedades. Realiza las actividades que se indican
para que puedas obtenerlas.

Figura 2.220

2.4.1 Relaciones entre los angulos en el triangulo

i! Altriangulo ABC de la figura 2.221, cuyos angulos interiores tienen amplitudes o, S, ¥,
se le ha borrado el vértice 4 y no puede medirse la amplitud c.

(Podra calcularse o a partir de las amplitudes de los dos angulos restantes? ;Podran
calcularse también las amplitudes de los angulos exteriores del triangulo?

e
o=(?
B=56,21 O> ¢
Y= 66, 72° >
B
Figura 2.221

Busca papel o cartulina y toma unas tijeras como Yadira y Alejandro, para que sigas
los pasos que les indicé su profesora de Matematica, con el proposito de indagar relacio-
nes entre los angulos de un triangulo:
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1. Construye la plantilla de un triangulo cualquiera ABC'y recorta sus angulos interiores,
cuyas amplitudes llamaremos: ¢, B, y(fig. 2.222).

~ S

Figura 2.222

2. Denota por  a una recta y por O a uno de sus puntos (fig. 2.223):

0 r
2 g
Figura 2.223
3. Coloca los angulos recortados sobre uno \ /
de los dos lados (lado sombreado) de la \ &
recta r con vértice en el v /—B\ r
punto O de forma Y
consecutiva (fig. 2.224). Figura 2.224

(Qué tipo de angulo has obtenido? Segu-
ramente afirmards que has construido un
angulo llano, cuya amplitud es de 180°, por lo cual:

En AABC se cumple: o +  + y = 180° 0 LCAB + ZABC + ZBCA = 180° ;Se
cumplira también esta relacion en otros triangulos?

Recuerda el teorema de la suma de las amplitudes de los 4ngulos de un triangulo:

C r
Teorema 3 AN / >
En todo A4ABC las amplitudes de sus angulos (
interiores suman 180°. 4 B
Figura 2.225

Demostracion
Premisa: £A, £B, ZC angulos interiores de AABC
Tesis: /A + ZB+ ZC = 180°.




(continuacion)

Sear, con r /I 4B, por el punto C'y si consideramos las secantes AC y BC, obtene-

mos asi las parejas de dngulos alternos iguales: L4 =Z1y LB = /2
L1+ ZC+ £2 = 180° porque estan del mismo lado de la recta 7, luego:
LA+ £ZB + ZC = 180° sustituyendo los dngulos respectivamente iguales a
L1y Z£2 en esta suma de amplitudes. 1qqd

Después, Alejandro y Yadira trazaron el angulo ¢, exterior al tridngulo ABC en el
vértice A4, recortaron los angulos interiores de los dos vértices restantes: B, C'y los colo-

caron sobre el angulo exterior construido, como puedes observar en la figura 2.226
(A qué otra conclusidn, ellos pudieron llegar?

C C
\\
. RS
f;:w S\ ;7 i\ﬁ
D A B D A B

Figura 2.226

Conclusion: en el triangulo ABC se cumple: o = B+ yo of = LZABC + £BCA.

Verifica que estas relaciones se cumplen también en otros triangulos.

Recuerda el teorema del angulo exterior:®

Teorema 4

En todo tridngulo, la amplitud de cada an-
gulo exterior es igual a la suma de las am-
plitudes de los dos angulos interiores no
adyacentes a él.

Figura 2.227

o
D

Demostracion

Sin perder generalidad, sea AABC cualquiera y ZCAD uno de sus angulos exteriores

8 En algunos textos llaman teorema del angulo exterior al que plantea que este tiene una amplitud
mayor que la de los angulos interiores del triangulo no adyacentes a él y que aqui es consecuencia
de este teorema. En estas decisiones priman criterios didacticos o convencionales, segtn el orde-

namiento en la construccion de la geometria.
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Premisa:
LA, /B, ZC angulos interiores de AABC'y ZCAD éngulo exterior
Tesis: LCAD = 4B+ £C

LA+ ZCAD = 180° porque cada angulo exterior es adyacente a su interior correspon-
diente, por definicion de angulo exterior

LA+ ZB+ ZC=180° por suma de las amplitudes de los angulos interiores de AABC

LA+ LCAD = LA+ ZB + ZC comparando ambas igualdades

LCAD = 4B+ ZClqqd

R ;! Solucion del problema planteado

Si, se puede calcular la amplitud del tercer dngulo interior de un tridngulo y de sus
angulos exteriores, si se da como dato la amplitud de los dos angulos interiores restantes.
{Como?

— Para un dngulo interior: a 180° le restamos la suma de las dos amplitudes dadas y
obtenemos la amplitud del tercer &ngulo:
o=180°—(B+ P =180°—(56,21° + 66,72°) = 57, 07°
— Para un angulo exterior: sumando las amplitudes de los dos dngulos interiores no
adyacente a este exterior: Exterior o*(adyacente a @) o* = B+ v = 56,21° + 66,72°
Exterior B*(adyacente a f§) f* = oo + y=57,07° + 66,72°
Exterior y*(adyacente a 9) y* = a+ = 57,07° + 56,21°

Ejemplo 1:
En el triangulo isdsceles de base F'G. Los puntos E, F, G son alineados y ZFGH = 50°
(fig. 2.228).

a) Calcula la amplitud de los angulos FHG y EFH.
b) Clasifica al AFGH segln la amplitud de sus angulos.

S8

F G
Figura 2.228

Solucion:

a) En el tridngulo FGH: £FGH = 50° por datos
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ZHFG=50° porque es el otro angulo base igual al ZFGH =50° en AFGH is6sceles.
LFHG =80° porque ZFGH + ZHGF + £ZFGH = 80° por suma de amplitudes en FGH
50° +50° + LZFGH = 180° sustituyendo las amplitudes.
ZFHG = 80° despejando y calculando.

/EFH = /FHG + Z/FGH =80°+ 50° = 130° por ser angulo exterior en el AFGH
en F.

b) Por tanto, el triangulo FGH es acutangulo, porque todos sus angulos son agudos.
Otras propiedades referidas a los dngulos y lados de un triangulo, que podras veri-
ficar haciendo las mediciones y comparaciones necesarias, son las siguientes:

Recuerda que en cualquier triangulo se cumple que:

» Sidos angulos interiores tienen igual amplitud, los lados opuestos a estos angulos,
tienen igual longitud.

* Reciprocamente, si dos lados tienen igual longitud, entonces los angulos interiores
opuestos a estos lados tienen igual amplitud.

* Dedos angulos interiores, al de mayor amplitud, se opone el lado de mayor longitud
entre los dos lados opuestos a estos dos angulos.

* Reciprocamente, de dos lados, al lado de mayor longitud, se opone el angulo inte-
rior de mayor amplitud entre los dos angulos opuestos a dichos lados.

Ejemplo 2:
En la figura 2.229, clasifica el triangulo ABE segln las longitudes de sus lados. ;Cual
es su lado de mayor longitud si: Z4EB = 70° y LZEAB =55°?

D

Figura 2.229

Solucion:

ZABE =55° Por suma de amplitudes de los angulos interiores del triangulo ABE y
con ello, las amplitudes respectivas de sus angulos interiores son: 55°, 55°y 70°; por lo
cual, tiene dos angulos de igual amplitud y los lados opuestos a estos angulos, tienen

igual longitud y el triangulo es isésceles. El lado de mayor longitud es 4B, pues se
opone al angulo AEB de mayor amplitud.
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Ejercicios

1.

Calcula la amplitud del tercer angulo interior de un tridangulo sabiendo que los dos
restantes miden 35° y 95° respectivamente.

. Uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo mide 38°. ;Cuanto mide el otro

angulo agudo?

. El angulo principal de un triangulo isdsceles mide 46°. ;Cuanto miden sus angulos

iguales?

Escribe tres medidas en grados que expresen respectivamente la amplitud de
un angulo exterior a un triangulo y de los dos angulos interiores no adyacentes a
él.

. Halla la amplitud de los angulos sefialados en el triangulo de la figura 2.230, a

partir de las amplitudes dadas en ella para el resto de los angulos. Justifica tu
respuesta.

| 85° 35°

Figura 2.230

Dibuja un tridngulo cuyos angulos midan 30°, 50° y 100°. Calcula la amplitud de
sus angulos exteriores. ;/Cuanto suman las amplitudes de sus angulos exterio-
res?

. Calcula la suma de las amplitudes de los angulos exteriores de un tridngulo cualquiera.

C
/I\Q’—
B E A D
Figura 2.231

. Enel triangulo ABC de la figura 2.231: los puntos

B, E, A, D son alineados; CE altura de AB, /BCE =55° y LCAD =115°.
Determina la amplitud de los angulos: ZCAE, ZACE
ZACB, ZCBE. Justifica tu respuesta.

. Un angulo exterior a la base de un triangulo isdsceles ;puede ser un angulo recto,

agudo u obtuso? Fundamenta tu respuesta.
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10.* Demuestra el Teorema de los terceros angulos: Si dos triangulos tienen respectiva-
mente dos angulos de igual amplitud entonces los terceros angulos también tienen
igual amplitud.

2.4.2 Desigualdad triangular

Ya utilizaste en el epigrafe anterior la propiedad de la suma de las amplitudes de los
angulos de un tridngulo, ;existe alguna propiedad sobre la suma de las longitudes de los lados
de un triangulo? En este epigrafe vamos a intentar descubrirlo, para lo cual te proponemos
que analices el siguiente problema:

i! Dunia observo que casi todos sus compafieros, cuando van al area deportiva desde la
parada, siguen el caminito que dibujo con lineas discontinuas en este croquis. ;Por qué?

Ellos no van por la acera, bordeando el triangulo de vértices en la parada (P), la
escuela (E) y el area deportiva (A), en el recorrido que sefialé con flechas (fig. 2.232).

Figura 2.232

Compara ambos recorridos, determinados por las longitudes de los segmentos: PA y

PE + EA. (Por qué los compafieros de Dunia siguen ese caminito?

R ;! La respuesta es que la distancia P4 es menor. Ello se fundamenta en una propie-
dad geométrica que todos los triangulos cumplen y que se denomina desigualdad
triangular.

Recuerda la desigualdad triangular:

En todo triangulo, la longitud de cualquier lado siempre es menor que la suma de las
longitudes de los otros dos lados.
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Ejemplo 1:

Se necesita cercar un terreno de forma triangular con 21 km de alambre. Si la cerca
debe tener tres vueltas y la longitud de los lados del tridngulo que forma el terreno son
nimeros enteros, ¢cuanto mide cada lado del terreno?

Solucion:

— La cerca debe tener tres vueltas, luego una vuelta tendra: 21 : 3 =7 km.

— Para cada vuelta: a + b + ¢ = 7, si a, b, ¢ son las longitudes de los lados del
terreno triangular, representadas por trios de numeros naturales que deben cum-
plir también la desigualdad triangular: 4 + ¢ > a. Fijemos la longitud de un lado
y a partir de ella, demos valores de niumeros naturales a las restantes longitudes,
de manera que sumen 7 y cumplan la desigualdad triangular. Si fijas a, para
a=1, se cumple: b + ¢ = 6 para que dé 7 y asi, sucesivamente, obtenemos
valores para b y c.

Vamos a disponer estos valores en una tabla:

[t [ 3] 3] 3| 1] 3

Como a representa la longitud de un lado cualquiera, a partir de la ultima fila de la
segunda tabla repiten los casos, ese es el tercero ya analizado, luego, se obtienen 5
casos y en ellos, 2 soluciones que se circularon en la tabla.

Ejemplo 2: I

Dados tres segmentos (fig. 2.233) ¢ puede for-
marse con ellos siempre un tridngulo? ;Influ- c a
ye en ello las exigencias de la desigualdad trian-
gular? Haz una diferenciacion de casos.

b N
Caso I: ~

. . Figura 2.233
Toma tres varillas de longitudes: a, b y ¢, res- g

pectivamente, de manera que la longitud de una
de ellas, sea menor que la suma de las longitudes de las dos restantes o sea:
a<b+c b<a+cyc<b+a jpuedes formar un triangulo con ellas?
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Comprobaras que se puede formar un tridngulo con ellas cuando cumplen tal
condicion los tres segmentos seleccionados. /Y si no se cumple esta condi-
cidon?

Caso 2: para que no se cumpla esta condicion, basta con que la longitud de una varilla,
no cumpla este requisito. Si a es la longitud que no lo cumple, pueden ocurrir a) o b),
es decir:

Caso 2a): a>b + ¢

b c
~o a
AN
a
Caso 2b):a=b + ¢
b c
a
Figura 2.234

(Podra formarse en esos casos un triangulo?
Intenta averiguarlo con lapices cuyas longitudes estén dispuestas, seglin estos casos.
La figura 2.232 te puede ayudar en la respuesta.

Conclusion: para el caso 1 se puede construir tal tridngulo, pero para los casos 2a) y
2b) no es posible hacerlo, porque no existe un tridngulo cuyos lados no cumplan esta
propiedad, que se denomina desigualdad triangular.

Recuerda que:

Dados tres segmentos, si la longitud de cualquiera de ellos es mayor o igual que la
suma de las longitudes de los otros dos segmentos, no es posible construir un triangulo
con ellos, tal tridangulo no existe en la geometria euclidiana.
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Ejemplo 3:

En la respuesta de un ejercicio del concurso de Matematica, Daniel tiene dos posibi-
lidades de solucion sobre los lados m, n'y ¢ de un triangulo: la solucion A y la B.
Daniel escogio6 para la respuesta la solucion B. Analiza estas soluciones y responde
(Es acertada la respuesta de Daniel? Explica por qué.

Solucion:

Solucion A: (lado m =2 cm, lado =1 cm, lado ¢ =1 cm)
Solucion B: (lado m =3 c¢cm, lado » =5 cm, lado ¢ =4 cm)

R/ La respuesta seleccionada por Daniel es correcta, porque en la solucién A, no
existe un triangulo con estos datos y esa respuesta debe descartarse.

Ejercicios

1.

Argumenta o refuta la veracidad de la siguiente afirmacidn: “el terreno de forma
triangular donde esta enclavada la escuela mide por cada lado 1 km, 2 km y 3 km
respectivamente”.

. Dados en cada inciso tres segmentos de determinada longitud, argumenta si en cada

caso es posible construir con ellos un tridngulo:

a)2cm,3cm,5cmb)4cm,3cm,5cme) 1l cecm,3 cm,5cmd)3cm,3 cm,3 cm

. El lado desigual de un tridangulo isésceles mide 5,0 cm, indica si es posible que la

medida de sus lados iguales sea:
a)3cm b)2cm ¢)2,5cm

Los lados iguales de un triangulo isésceles miden 3,0 cm, indica si es posible que la
longitud de su tercer lado sea:

a)3cm b)l12cm c¢)6cm

. Escribe tres nimeros que expresados en centimetros pudieran corresponder a las

longitudes de los lados de un triangulo.

Escribe tres numeros que expresados en centimetro no puedan corresponder a las
longitudes de los lados de un triangulo.

. Construye un cuadrado MNPQ y compara la longitud de su lado con la longitud de su

diagonal. Fundamenta tu respuesta.

. Construye un rombo ABCD y compara la longitud de su lado con la longitud de su

diagonal. Fundamenta tu respuesta.
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9. Observa que en la figura 2.235 aparecen dos cuadrados, el cuadrado PRTU, cuyos
vértices son los puntos medios de los lados respectivos del cuadrado OQOSU, de
manera que OQ > PR. ;Cual de las desigualdades planteadas es correcta? Funda-
menta tu respuesta.

a) OP + PO + OR > PR + RO + OS
b) OS + SU < OS
) VT + TR > VR

U T S

V R

(0] P 0
Figura 2.235

10. En la figura 2.236 se ha trazado un rombo ABCD cuyas diagonales se cortan en el
punto O. ;Cuadl es el recorrido mas corto AODBO o ABDCO?

Figura 2.236

2.4.3 Rectas, segmentos y puntos notables en un triangulo

Andy realizaba un trabajo practico de educacidon vial en la biblioteca sobre qué via
y en qué direccion debemos caminar. En ¢l argumentd que los peatones debemos
transitar siempre por la derecha en cualquier direccion que tomemos y com-
plemento su trabajo con la ilustracion de diferentes sefiales previstos en el Codigo de
Transito, para avisar a los conductores de vehiculos que deben detenerse o seguir
con cautela.

Andy observo que estas sefiales tienen la forma de diferentes figuras geométricas.
(Qué figuras geométricas reconoces en las sefales de la figura 2.237? ;Y qué nos indica
cada una de estas sefiales?
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CEDA
EL PASO

Figura 2.237

;! Los mosaicos del piso de la biblioteca también tienen dibujos con figuras geométricas.

Aunque al primer vistazo, no parecen estar relacionadas, Andy observé que tanto en
la conocida sefial internacional de PARE, como en estos mosaicos esta dibujada una
circunferencia que contiene los tres vértices de un tridangulo, mirala ti también en la
figura 2.238, y se preguntd como podria construirse una circunferencia asi.

Figura 2.238

Con el estudio en este epigrafe, de los elementos notables del triangulo, podras decirle
a Andy como construir una circunferencia que contiene los tres vértices de un triangulo y
su utilidad practica.

a) Mediatriz

En un triangulo llamaremos recta notable a la mediatriz de cada uno de sus lados, y
segmentos notables a las medianas y las alturas de sus lados y a las bisectrices de
sus angulos interiores.

La mediatriz de un lado de un triangulo (fig. 2.239) es la perpendicular trazada por el
punto medio de dicho lado, que lo divide en dos segmentos de igual longitud. Al refe-

rirnos a ella, decimos: “mediatriz del lado 4B o mediatriz m ,”.

Las tres mediatrices de un triangulo se cortan en un punto lla- <

mado circuncentro. Para determinar el circuncentro, basta tra- lm,
zar solamente dos mediatrices, que al cortarse determinan, en el
punto de interseccién, al circuncentro. Por lo general, el
circuncentro se denota con una letra O y puede ser un punto de
un lado del triangulo, un punto interior o un punto exterior al
triangulo, como puedes apreciar en la figura 2.240. Figura 2.239

— ¢ — —
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Triangulo acutangulo Triangulo rectangulo Tridangulo obtusingulo

El circuncentro es un punto El circuncentro es un punto El circuncentro es un punto
interior al tridngulo. de un lado del triangulo. exterior al triangulo.
Figura 2.240

R ;! Ahora podemos responder la interrogante que se planted Andy: ;Como puede cons-
truirse una circunferencia que pasa por los tres vértices de un tridangulo?

Tal circunferencia tiene como centro al circuncentro del triangulo, es decir, el punto
en que se cortan las mediatrices de los lados del tridangulo. Haciendo centro en este
punto y tomando como radio la longitud del segmento que une el circuncentro con uno
de los vértices del tridngulo basta para trazar tal circunferencia.

(Qué utilidad prdctica tiene esta circunferencia?

Pues que su centro estd a la misma distancia de tres puntos no alineados, que en
este caso son los vértices del triangulo. Al trazar una circunferencia determinas todos
los puntos que estan a la misma distancia de su centro, pero este problema es a la
inversa; tenemos tres puntos cualesquiera no alineados ;donde ubicar uno que equidiste
de ellos tres? Este punto es el circuncentro del tridngulo que estos puntos forman.

b) Altura

La altura de un lado de un tridngulo es el segmento perpendicular trazado desde un
vértice hasta el lado opuesto o a su prolongacion.

Por ejemplo, en la figura 2.241 al referirnos a ella decimos: “la altura del lado AB”
0 “la altura desde el vértice C”.

En ocasiones se denota con la letra /2 o con esta letra, tomando como subindice el lado
correspondiente. En esta figura seria: /.

48 |

Figura 2.241
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En la practica, los albafiiles necesitan determinar con precision la altura de
un lado de un tridngulo con una plomada, procedimiento que tu también puedes
aplicar:

* Recorta una plantilla de cartulina del triangulo que quieres trazarle la altura o dibugjalo
en una hoja de papel y confecciona una plomada con un pedazo de hilo a cuyo extre-
mo atas un pequefio objeto pesado.

* Pincha con un alfiler el otro extremo del hilo en el vértice del tridngulo, desde el cual
vas a trazar la altura, como en la figura 2.242.

Vértice

Lado
opuesto

Plomada

Figura 2.242

La longitud % del segmento de hilo determinado desde ese vértice hasta el lado que se
le opone en el triangulo, constituye la altura de ese lado. Indaga con tu profesor en qué
se fundamenta este procedimiento.

Las rectas que contienen las tres alturas de un triangulo se cortan en un punto llamado
ortocentro. Para determinar el ortocentro, basta trazar solamente dos alturas, que al
cortarse determinan en el punto de interseccion al ortocentro.

Por lo general, el ortocentro se denota con una letra H.

El ortocentro puede ser un vértice, un punto interior o un punto exterior al triangulo,
como puedes apreciar en la figura 2.243.

| /
% ' /
s // |
I l /
X
% -1 N P
I I V. —
| H Hy, X
t P— —_—— / -
! . A7
Tridngulo acutingulo Tridngulo rectingulo Tridngulo obtusangulo
El ortocentro es un punto El ortocentro es un vértice del El ortocentro es un punto
interior al triangulo. triangulo. exterior al tridngulo.
Figura 2.243
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c¢) Mediana

;! Daniel recorto la plantilla de un triangulo y la colocd sobre la punta
de su dedo indice, que extendid verticalmente y le dijo a Mercedes:
iMira el tridngulo no se me cae! (fig. 2.244)

(Como Daniel logrd que el triangulo no se cayera?

Ahora estudiaremos una propiedad de las medianas de un triangulo
que es la causa de este equilibrio.

La mediana de un lado de un triangulo es el segmento que une su Figura 2.244
punto medio con el vértice opuesto a este lado. Por ejemplo, en la

figura 2.245 al referirnos a ella, si M es punto medio de AB , decimos: “la mediana del

lado 4B o la mediana C_M ”.

c/
/
/
/
/ CM
M/
—&

Figura 2.245

Las tres medianas de un triangulo se cortan en un punto llamado baricentro, que es
también el centro de gravedad del triangulo y por lo general, se denota con una letra G

Para determinar el baricentro basta trazar solamente dos medianas, que al cortarse
determinan en el punto de interseccion al baricentro.

Triangulo acutangulo Triangulo rectangulo Triangulo obtusangulo
El baricentro es un punto El baricentro es un punto El baricentro es un punto
interior interior interior
Figura 2.246

El baricentro es siempre un punto interior del tridngulo, como puedes apreciar en la
figura 2.246.

R ;! Al trazar las tres medianas del tridngulo y apoyar tu dedo indice en el baricentro,
punto en que se cortan las medianas de un triangulo, el tridngulo queda en equilibrio
porque este punto es también el centro de gravedad del tridngulo. Ya puedes explicarle a
Mercedes por qué Daniel logré el equilibrio en el triangulo.
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d) Bisectriz

i! Tres bases de campismo estan en posicion triangular, unidas dos a dos por una pequefia
carretera de acceso, como observas en este croquis de la figura 2.247.

Figura 2.247

(Ddnde construir un puesto de mando que esté a la misma distancia de las tres carre-
teras?

Si se quisiera que el puesto de mando equidistara de cada base de campismo, ya
sabes que estaria en el circuncentro del triangulo formado, pero se quiere que equidiste
de las carreteras de acceso a cada base que supuestamente son los lados de este
triangulo.

(Ddnde ubicamos el puesto de mando entonces? Vamos a estudiar las propiedades de
la bisectriz para resolver este problema.

La bisectriz de un angulo interior de un triangulo es el segmento contenido en
la bisectriz de ese angulo que une su vértice con el punto en que corta al lado opuesto
(fig. 2.248).

Figura 2.248

Divide al angulo en dos angulos de igual amplitud. Al referirse a ella, por ejemplo en la
figura, decimos: “la bisectriz del angulo ACB".

Las tres bisectrices de un triangulo se cortan en un punto llamado incentro.

Por lo general, el incentro se denota con una letra /. Para determinar el incentro, basta trazar
solamente dos bisectrices que al cortarse determinan en el punto de interseccion al incentro.

299



Triangulo acutiangulo Triangulo rectangulo Triangulo obtusangulo

Figura 2.249

El incentro es siempre un punto interior del triAngulo, como aprecias en la figu-
ra 2.249.
Ahora podemos resolver el problema relacionado con la base de campismo.

R ;! Las tres bases de campismo pueden considerarse vértices de un triangulo, cuyos
lados son las carreteras que las unen (fig. 2.250).

Leyenda

Bisectriz:
N Base 1 Distancia al puesto

Incentro: ®

Base 2

Figura 2.250

El puesto de mando estaria en el incentro, que es el punto donde concurren las
bisectrices, porque equidista de los lados del triangulo.

Luego para ubicarlo, basta trazar dos de las bisectrices del tridngulo y en su intersec-
cion esta el incentro.

Ejercicios

1. Resuelve el siguiente crucigrama:
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a)
b)
©)
4
d| B ]S E|C|T|R|I Z
e)
VERTICALES:

—

Triangulo en el que coinciden la mediana y la altura de un solo lado.

Segmento trazado desde un vértice del triangulo y que corta perpendicularmente al
lado opuesto.

Centro de gravedad del triangulo.

Tipo de angulo que determina la altura al cortar a su lado correspondiente en el triangulo.
Recta notable perpendicular a un lado del triangulo que lo corta en su punto medio.

. Punto de interseccion de las alturas de un triangulo.

N

oA W

HORIZONTALES:

a) Segmento que une un vértice del tridngulo con el punto medio del lado opuesto.

b) Punto de interseccion de las bisectrices de un tridngulo.

¢) Punto de interseccion de las mediatrices de un triangulo.

d) Segmento que divide a un angulo de un tridngulo en dos dngulos de igual amplitud.
e) Nombre del punto que divide a un segmento en dos segmentos de igual longitud.

2. Di cuales afirmaciones son verdaderas y cuales falsas. Argumenta las falsas:

a) La bisectriz de un angulo es su eje de simetria.
b) La bisectriz de un angulo de un triangulo es un eje de simetria del tridngulo.
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c¢) El circuncentro equidista de los lados de un triangulo.

d) Elincentro equidista de los vértices del triangulo.

e) Un triangulo tiene tres medianas.

f) Toda recta que pase por el punto medio de un lado del triangulo es su me-
diatriz.

Traza diferentes tipos de triangulos y construye el circuncentro de cada uno.

Traza diferentes tipos de triangulos y construye el ortocentro de cada uno.

Traza diferentes tipos de triangulos y construye el incentro de cada uno.

Traza diferentes tipos de tridngulos y construye el baricentro de cada uno.

Recorta un tridngulo de cartulina y determina su ortocentro, con una pequefia ploma-
da que tu mismo confecciones.

8. Refuta o fundamenta lo que penso Sonia:

Nk w

Un triangulo tiene tres alturas, pero las tres tienen la misma longitud, porque la altura
se utiliza para calcular el area del triangulo y el area del tridngulo es unica, un tridn-
gulo no tiene tres areas diferentes.

9.* Demuestra que las bisectrices de dos angulos adyacentes forman un angulo recto.

10. Para investigar... ;Pueden coincidir la mediatriz, la altura y la mediana de un trian-
gulo? Formula a partir de ello una conclusion.

11. Para investigar... En el tridangulo existe una recta llamada Recta de Euler, cuyo
trazado se relaciona con sus puntos notables. Queda ahora por ti consultar en otras
fuentes de informacion cdmo se traza esta recta. Traza un tridangulo y determina su
Recta de Euler.

2.4.4 Relaciones en el triangulo rectangulo

i! Rebeca y Sofia estdn de acuerdo en que la mayor distancia que se puede recorrer
entre dos puntos, en un terreno de forma rectangular de dimensiones 8,0 y 6,0 m, es la
longitud de la diagonal. Sin embargo, no saben cémo pueden calcularla (fig. 2.251).

Figura 2.251
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Al trazar una diagonal del terreno, quedan determinados dos triangulos rectangulos,
cuyas propiedades debes estudiar cuidadosamente para que puedas ayudar a Rebeca y
Sofia a calcular esta distancia (fig. 2.252).

Figura 2.252

Un triangulo rectangulo tiene un angulo recto y los dos restantes agudos.

A los lados que forman al dngulo recto les llamaremos catetos y el lado que se opone
al angulo recto: hipotenusa (fig. 2.253).

Los triangulos rectangulos cumplen la importante propiedad denominada Teorema de
Pitagoras.

Cateto
Hipotenusa
-

Angulo

recto\

Cateto
Figura 2.253

Recuerda el Teorema de Pitagoras:

En un triangulo rectangulo ABC, con hipotenusa de lon- B
gitud ¢ y catetos de longitudes respectivas a y b, se
cumple que el cuadrado de la longitud de la hipotenusa

. . C
es igual a la suma de los cuadrados de la longitud de a
cada cateto, es decir:
En AABC rectangulo se cumple: ¢? = a* + b? ¢ b 4
Figura 2.254

R ;! Ahora, al igual que Rebeca y Sofia, ya puedes calcular la mayor longitud entre dos
puntos en un terreno rectangular, que es la de su diagonal y que ademas, constituye la
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hipotenusa o lado que se opone al mayor angulo —en este caso al angulo recto— en los dos
triangulos rectangulos que esta determina (fig. 2.255). Para calcularla aplicamos el Teore-
ma de Pitagoras:

d*=6*+8=36+ 64 =100; d=+/100 = 10

Terreno
~
7~
~
~
d=7?7_7~ 6,0m
7~
-~
~
_ ~
- 8,0m []

angulo recto/
Figura 2.255

R/La mayor longitud que se puede recorrer en ese terreno entre dos puntos es 10 m.
Ejercicios

1. ;Cual es el mayor lado de un triangulo rectangulo? ;Por qué?
2. Fundamenta la siguiente afirmacion sobre los triangulos rectangulos:

La longitud de la hipotenusa es menor que la suma de las longitudes de los catetos.

3. El pie de una escalera de 5,0 m esta situado a 3,0 m de la pared a la cual esté recos-
tada, ;qué altura alcanza la escalera en esta posicion?

4. La base de un tridngulo isésceles tiene longitud 6,0 cm. Halla la longitud de los lados
iguales si su altura mide 4,0 cm.

5. (Puede decirse que los angulos agudos de un tridngulo rectangulo son complementarios?

6. Se desea medir la distancia entre dos puntos 4 y B entre los cuales hay un edificio
como obstaculo (fig. 2.256).

=

=

-
B A
P

Figura 2.256
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Para ello se trazo desde un punto P una perpendicular a uno de los dos puntos, en
este caso 4 y se considerd el segmento que une este punto P con el otro punto B,

como se aprecia en el croquis. A partir de ello se hicieron las mediciones de AP y

PB. (Puedes calcular la distancia entre los puntos 4 y B con estos datos?

7. Esta propiedad se conoce como la generalizacion del reciproco del Teorema de
Pitagoras:

Si en un triangulo el cuadrado de la longitud del lado mayor es igual que la
suma de los cuadrados de las longitudes respectivas de los dos lados restantes,
el angulo que se opone al lado mayor es un dngulo recto y como consecuencia,
el triangulo es rectangulo.

Si el cuadrado del lado mayor es menor que tal suma, el triangulo es acutangulo
y si es mayor se trata de un triangulo obtusdangulo.

Aplica esa propiedad para clasificar al tridngulo cuyos lados miden 12,22 y 15 cm,
respectivamente.

8. Halla la longitud de la altura de un tridngulo isdsceles, si su base mide 8,0 cm y sus
otros dos lados iguales miden 5,0 cm.
9.* ;Por qué en todo triangulo acutangulo la suma de las longitudes de sus alturas es
menor que la suma de las longitudes de sus lados? Fundamenta tu respuesta.
10.* Halla la altura de un triangulo equilatero cuyos lados miden 20 cm.

2.4.5 Relaciones en los paralelogramos

i! A una microbrigada social se le asignd un terreno para construir un edificio, que tiene la
forma del cuadrilatero convexo DCBA de la figura 2.257.

ZLABC=(?

Figura 2.257
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Sin embargo, un grupo de escombros no permite acceder a uno de los vértices e
impide hacer las mediciones necesarias para confeccionar el plano del proyecto.

(Como puede obtenerse la amplitud del angulo ABC de dicho vértice a partir de las
amplitudes del resto de los angulos?

Datos: £ZADC =70,09°; ZDAB = 89,94°; ZDCB = 81,34°

Las propiedades de los cuadrilateros convexos te ayudaran a responder esta interro-
gante. Como recordaras los cuadrilateros, al igual que los poligonos, se clasifican en
convexos y no convexos. Pero, ;como sabemos si un cuadrilatero es convexo?

Para saber si un cuadrilatero es convexo, coloca una regla sobre uno de sus lados,
como si fueras a trazar la recta que lo contiene. Observa si el cuadrilatero (fig. 2.258)
estd totalmente contenido en uno de los dos semiplanos que el borde de la regla determina
en la hoja de papel.

Figura 2.258

Si cuando repites el procedimiento para cada lado siempre se cumple, es convexo. En
lo adelante, si no se especifica de otra forma, al decir solamente cuadrilatero,
sobrentendemos que se trata de un cuadrilatero convexo.

Recuerda las propiedades de los cuadrilateros convexos:

* Lasamplitudes de los angulos interiores de los cuadrilateros convexos suman 360°.
» Lasdiagonales de un cuadrilatero convexo se cortan en un punto interior del cuadrilatero.

R ;! Aplicando la propiedad anterior, puedes determinar la amplitud del angulo que nece-
sitan los microbrigadistas.

En el cuadrilatero convexo DCBA (fig. 2.259):

A

Figura 2.259
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ZLADC =70,09° £LDAB = 89,94° ZDCB = 81,34°

LADC + ZDCB + LABC + ZDAB = 360°

70,09° + 81,34° + LABC + 89,94° = 360° por datos
ZABC =360° —241,37°=118,63°

R/ La amplitud del cuarto angulo es 118,63°.

Leticia resumid en un diagrama de Venn (fig. 2.260), las relaciones entre los diferen-
tes tipos de paralelogramos, analizalo y copialo también en tu libreta:

Paralelogramos

Paralelogramos especiales

Rectangulos < —1

Rombos

Cuadrados

Figura 2.260

Recuerda las propiedades generales de todos los paralelogramos:

* La suma de las amplitudes de los angulos interiores es 360°.

* Lados opuestos paralelos.

» Lados opuestos de igual longitud.

+ Angulos opuestos de igual amplitud.

» Las amplitudes de cada pareja de angulos interiores consecutivos suman 180°.
» Las diagonales se cortan en el punto medio.

Para probar que un cuadrilatero convexo es un paralelogramo, basta con fundamentar
que tiene par de lados opuestos iguales y paralelos o probar una de las propiedades del
recuadro anterior.

La mayor parte de las propiedades del recuadro podras demostrarlas en 8.° grado, cuando
estudies la igualdad de tridangulos, ahora demostraremos solamente el siguiente teorema:

Recuerda este teorema sobre los cuadrilateros convexos:

Teorema 5 ¢ D

Las amplitudes de los angulos interiores de todo
cuadrilatero convexo suman 360°. A

Figura 2.261




(continuacion)

Demostracion

Sea ABDC un cuadrilatero convexo cualquiera.
Premisa: ABDC cuadrilatero convexo

Tesis: LA+ ZB+ 4D+ £C = 360°

Del universo de propiedades geométricas conocidas sobre angulos interiores de un
poligono, hasta el momento solamente conocemos que la suma de las amplitudes de
los angulos interiores de un triangulo es 180°, vamos a tratar de aplicarla. Necesita-
mos pues contar con tridngulos para aplicarla. ;Qué se te ocurre hacer? ;Como
obtener tridangulos a partir de un cuadrilatero convexo?

Efectivamente, si trazamos una diagonal, obtenemos dos triangulos en ABCD. Consi-

deremos entonces la diagonal AD 'y asi, los triangulos ADC y ADB. Pero también
quedan divididos en angulos consecutivos, los dngulos: ZA4y ZD.

(Qué obtendremos como resultado de la suma de amplitudes

LA+ 4B+ £ZD + ZC? Veamos:

LA+ LB+ LC+ 4D = (L1+ £L2)+ LB + (L3 + £4) + ZC sustituyendo L4y £D
=L+ L3+ £C) + (L2 + L4 + £B) por conmutatividad y asociatividad

= 180° + 180° por suma de amplitudes en AADC'y AADB

LA+ LB+ £C+ £D =360° lqqd.

¢ Como aplicamos las propiedades de los paralelogramos?

Ejemplo 1:
En el paralelogramo FGHI (fig. 2.262), un angulo interior mide 78°. ;Cuanto miden
los tres angulos interiores restantes?

Solucion:

— Sea FGHI el paralelogramo considerado y ZFGH el I H
angulo dado. Asi, el angulo que se le opone mide tam-
bién 78°, porque en un paralelogramo los angulos opues-
tos son iguales, luego ZFIH = 78°.

— ZIFG y el angulo dado son adyacentes al lado FG, 78°
suman 180°, por lo cual ZIFG =102°.
. . F
— De igual forma, ZGHI = 102°, porque junto al angulo Figura 2_262G

dado es adyacente al lado HG.

R/ Las amplitudes de los tres angulos interiores restantes son 78°, 102° y 102°, res-
pectivamente.
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Ejemplo 2:

En el paralelogramo EFGH (fig. 2.263) se han trazado sus dos diagonales que se

cortan en el punto O. Compare la longitud de las poligonales OGHE y OEFG. Argu-
menta tu respuesta.

Solucion:

OG=0E Obiseca a la diagonal EG de EFGH H G
- o

GH =EF | Por lados opuestos del M
HE = FG| paralelogramo EFGH E F

Figura 2.263
Luego: OG + GH + HE = OE + EF + FG

R/ Ambas poligonales tienen la misma longitud, porque estan formadas por segmentos
de igual longitud.

Paralelogramos especiales

i! Esta proximo el 4 de abril y los pioneros de séptimo grado preparan su fiesta, para
la cual quieren confeccionar unas tarjetas de invitacion de forma cuadrada (fig. 2.264).

Yaima y Mary recortan cuadrados de cartulina rosada, miden sus lados para ver si son
iguales y comprueban asi, que tienen forma de cuadrado.

Alberto y Reinier recortan cuadrados azules, pero comprueban que son cuadrados de
manera diferente: ellos miden las diagonales para ver si son iguales.

{Son correctos los procedimientos que utilizan estos estudiantes?

Enjuiciar estos procedimientos, requiere dominar las propiedades del cuadrado.

2 31 4 5 6
PR i e LT AT P o i YT LT

Figura 2.264

El cuadrado es un paralelogramo especial. Los paralelogramos especiales, ademas de
las propiedades generales de los paralelogramos, cumplen otras propiedades que permiten
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distinguirlos en rectangulos, rombos y cuadrados. ;Conoces estas propiedades? Te invita-
mos a que las estudies en la siguiente tabla, para que puedas determinar si son correctos los
procedimientos que emplearon los pioneros en los preparativos del 4 de abril.

Recuerda las propiedades de los paralelogramos especiales:

Paralelogramos especiales

Rectangulos

Paralelogramos que tienen
cuatro angulos rectos.

Rombos

Paralelogramos que tienen
cuatro lados iguales.

Cuadrados

Paralelogramos que tienen
cuatro angulos rectos y
cuatro lados iguales.

Rectangulo ABCD

D C

Figura 2.265

Rombo EFGH

F
Figura 2.266

Cuadrado PORS

R S
P Q
Figura 2.267

Propiedades que cumplen

— Propiedades generales
de los paralelogramos.

Propiedades que cumplen

— Propiedades generales
de los paralelogramos.

Propiedades que cumplen

— Propiedades generales
de los paralelogramos.

— Todos los angulos rec- | — Todos sus lados deigual | — Todas las propiedades
tos. longitud. de los rectangulos.
— Diagonalesdeigual lon- [ — Diagonales perpendi- | — Todas las propiedades
gitud. culares. de los rombos.
— Diagonales bisectrices
de los angulos interio-
res cuyos vértices unen.
Ejemplo 3: c
En el triangulo ABC rectangulo en el vértice 4 se cum-
ple: Fe AB; De CA; DE || AB y EF ||C4 D E
Fundamenta que AFED es un rectangulo (fig. 2.268).
Solucion:
A F B

Para probar que el cuadrilatero AFED es un rectangu-
lo, necesitamos fundamentar que:
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Es un paralelogramo y sus angulos interiores todos son rectos. Veamos.
1) AFED es un paralelogramo, porque sus lados opuestos son paralelos:
ﬁH ﬁpuesFeE y D_E| | Epordatos
ﬁ| | AD puesDea y EF || CA por datos
2) Los cuatro angulos interiores del cuadrilatero AFED son rectos ya que:
Z£A = 90° porque ABC rectangulo en A4
ZAFE =90° por ser conjugado al £4 con EF | |@

ZADE = 90° por ser conjugado al £4 conﬁ| |E
ZDEF = 90° por suma de las amplitudes de los angulos de AFED.

De 1) y 2) AFED es rectangulo, porque es un paralelogramo con cuatro angulos
rectos.

R ;! Para comprobar que las plantillas de tridngulos de cartulina son cuadradas, no basta

con medir sus lados, porque un rombo tiene sus lados iguales y no necesariamente es un
cuadrado.

Tampoco es suficiente medir sus diagonales, porque los rectangulos y trapecios isosceles
también tienen diagonales iguales y no son cuadrados, por tanto, este procedimiento no es
correcto en ambos casos.

Ejemplo 4:

Resume las propiedades de los paralelogramos especiales en una tabla.

Solucion:
Paralelogramo Diagonales Lados iguales
especial Iguales | Perpendiculares Se Todos Opuestos
bisecan
Rectangulo X X X
Rombo X X X X
Cuadrado X X X X X
Ejercicios

1. ¢Existen cuadrilateros convexos con todos sus angulos interiores obtusos? ;Por qué?
2. (Puede un cuadrilatero convexo tener los cuatro angulos interiores agudos? ;Por qué?
3. Un angulo exterior de un paralelogramo mide 117°. Calcula todos sus &ngulos interiores.
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(Podemos decir que...?

* Un paralelogramo que tiene un angulo recto es un rectangulo.
*  Un cuadrilatero convexo que tiene cuatro lados iguales es un rombo.
*  Un paralelogramo que tiene dos lados consecutivos iguales es un rombo.

(Quién soy? Tengo los lados iguales y no soy un cuadrado.
(Quién soy? Tengo las diagonales iguales y no soy un rectangulo.

Un angulo interior de un paralelogramo mide 57°. Calcula el resto de sus angulos
interiores.

. Busca en la sopa de letras las palabras convenientes para completar las propiedades

de un paralelogramo que se plantean a continuacion:

a) Los angulos interiores de igual amplitud se denominan:

b) Las diagonales

¢) Las amplitudes de los dngulos interiores consecutivos:

d) Los lados opuestos son y

R| A I P A R | A L E L ¢}

E({wW|D| G L S ¢} S U T B ¢} A
C| R S U M A N | 180°| Q T T B I
T| D T A G S o T S E U P ¢}
O| F G L P N U E \% F P 0
S| G S E B I S E C A N F
A| B I S E C T R I C E S H

9.* Demuestra que los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.

10.
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Para investigar... El Tangram es un rompecabezas chino de forma cuadrada, lla-
mado también CHI — CHAE — PAN, que significa Tabla de la sabiduria o Tabla de
los siete elementos porque esta formado por siete figuras planas. Investiga como
confeccionarlo para que tengas tu propio tangram, asi con sus piezas puedes cons-
truir triangulos, cuadrados, rectangulos, paralelogramos y muchas otras figuras
geométricas planas.



2.4.6 Relaciones en los trapecios y trapezoides

Andrés, Elia y Teresa recopilan informacion sobre fuentes de energia renovable para
complementar las exigencias de la tarea de Matematica.

Teresa precisé que el aire es un recurso renovable que no se agota nunca y el viento
no es mas que el aire en movimiento.

Elia indagd las ventajas de la energia edlica que aprovecha la energia del viento y
tiene una incidencia ambiental saludable y Andrés aportd un dato historico interesante:
ilas tres carabelas: La Pinta, La Nifia y La Santamaria que llegaron a Cuba en 1492,
dirigidas por Coldn, vinieron impulsadas por el viento! Ahora solamente les resta resolver
el problema geométrico siguiente.

i! En centros agropecuarios de diferentes puntos del territorio nacional cubano se pueden
observar molinos de viento para el bombeo del agua, que reportan por cada uno, un
ahorro minimo de 1,5 toneladas de combustible Diesel al afio.* La figura 2.269 ilustra el
modelo Taino 822 producido en Cuba. ; Como calcular las dimensiones de la vista frontal
del soporte de la estructura de este modelo de molino de viento cubano? Necesitamos
estudiar las propiedades del trapecio para ayudar a Elia, Teresa y Andrés en su trabajo
practico.

Figura 2.269

“Hemos encontrado, afortunadamente, algo mds importante, el ahorro de ener-
gla, que es como encontrar un gran yacimiento”

Fidel, 5 de mayo del 2006.

8 MINBAS: Ahorro de energia: la esperanza del futuro, Editora Politica, La Habana, 2001.

313



Todos los trapecios tienen un par de lados opuestos paralelos y cumplen también la
propiedad relativa a su base media.

Recuerda la propiedad de la base media de los trapecios:

La base media o paralela media de un trapecio es el segmento que une a los puntos
medios de sus lados no paralelos y cuya longitud es igual a la semisuma de las longitu-
des de sus bases.

Ejemplol :
En el trapecio CDHG de la figura 2.270: Solucion:

GH : base superior

E punto medio HD

Por propiedad de la base media del
trapecio CDHG se cumple que:

F punto medio GC GH—-"Z’Z =

> 21
CD=22m; FE=21m
— —— 42-272
Calcula la longitud de GH . GH = > =20
G H

Figura 2.270

R/ La longitud de la base superior del trapecio CDHG es GH=20m.

Recuerda las propiedades de los trapecios:

Trapecio general Trapecio rectangulo Trapecio isésceles

Esun cuadrilatero convexo
que tiene un par de lados
opuestos paralelos.

Esun cuadrilatero convexo
que tiene un par de lados
opuestos paralelos y al
menos un angulo recto.

Esun cuadrilatero convexo
que tiene un par de lados
opuestos paralelos y los la-
dos no paralelos de igual
longitud.




H G D C
A B
M N E F
Figura 2.271 Figura 2.272 Figura 2.273
Propiedades Propiedades Propiedades

* Propiedades de los cua-
drilateros convexos.

* Propiedad de la base
media.

* Propiedades de los cua-
drilateros convexos.

* Propiedad de la base
media.

* Dos angulos rectos.

* Propiedades de los cua-
drilateros convexos.

* Propiedad de la base
media.

« Angulos adyacentes a
cada base de igual am-
plitud.

+ Diagonales de igual lon-
gitud.

Los trapezoides son cuadrilateros convexos que no tienen lados paralelos. No los
distingue ninguna propiedad, pero existe un trapezoide muy especial, es el llamado trapezoide
simétrico, porque tiene la propiedad de ser simétrico, respecto a una de sus diagonales.

En la figura 2.274, CDEF es un trapezoide simétrico.

F

D
Figura 2.274

Recuerda las propiedades de los trapezoides simétricos:

— Es simétrico respecto a una de sus diagonales.

— Sus diagonales son perpendiculares.

— A consecuencia de su simetria tiene dos parejas de lados iguales. Cada pareja
tiene un vértice comun y sus dos lados son simétricos respecto a una diagonal,
aquella que es eje de simetria y bisectriz de los angulos interiores cuyos vértices
corresponden a sus extremos.
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Ejemplo 2:

En la figura 2.274, puedes apreciar que el trapezoide simétrico CDEF cumple que:

— Tiene como eje de simetria a la diagonal CE. o

— Se cumple que sus diagonales son perpendiculares: CE L DF .

— Sus parejas de lados simétricos e iguales son: CF y CD; FE y DE.

— La diagonal CE es bisectriz de los angulos interiores con vértice en C'y E.

Ejercicios
1. Si las bases de un trapecio miden 10 cm y 1,8 dm respectivamente. ;Cuanto mide su
base media?
2. Si la base media de un trapecio mide 210 cm y una de sus bases mide 22 dm. ;Cuanto
mide la otra base?
3. En la figura 2.275 esta representado el trapecio RSTU rectangulo en R. Si £S = 65°,
completa el resto de las amplitudes de sus angulos interiores:
U r /R =
LU =
LT =
R S
Figura 2.275
4. Si PORS es un trapecio isosceles de bases P_Q y RS . Calcula y completa las amplitudes

de sus angulos interiores que se exigen en cada inciso con los datos dados en la figura 2.276:

a) S R
142°
38°
ZP = ZR =
p 0
b) S R
64°
/< £0=_ LR=___ /S=
P 0
c) S R
ZP = Z0 =
134° 0=
ZR = LS =
P o
Figura 2.276
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5. (Quién soy? Tengo las diagonales iguales y no soy un rectangulo.

6. Fundamenta por qué las amplitudes de cada pareja de angulos adyacentes a cada
uno de los lados no paralelos del trapecio suman 180°.

7. (Puede un trapecio rectangulo ser también un trapecio isosceles? ;Por qué?

8. Existe un trapecio con dos angulos rectos. jPor qué?

9. Existe un trapecio con tres angulos rectos. ;Por qué?

10.* Demuestra que en todo trapecio isosceles los angulos adyacentes a una misma base
son de igual amplitud.

2.5 Circunferencia y circulo

Ocho estudiantes de séptimo grado decidieron reflexionar sobre la importancia de no fu-
mar por los dafios que ocasiona a la salud este habito, para ello decidieron sentarse de forma
tal que todos pudieran ver a la vez una cajetilla de cigarros y expondran una razon para
argumentar esta idea. ;Puedes dar ti también una de estas razones?

Ellos se sentaron tal y como se ilustra en la figura 2.277 ;Qué figura geométrica
representa la posicién en que se sentaron esos estudiantes? ;jPor qué?

®

® ®
p—

® [ ®

® )
®
Figura 2.277

Seguramente has identificado a la circunferencia y al circulo. ;Has pensado también
en sus variadas aplicaciones practicas?

Desde las antiguas civilizaciones puede verse la forma circular en la confeccion de
instrumentos de trabajo, de carga, en medios para trasladarse, en escudos de guerra,
entre otros (fig. 2.278).

Mas tarde aparece en la esfera del reloj, en las poleas, anillos, pulseras y hasta en los
discos compactos, que tanto se utilizan para guardar informacion en nuestros dias.

Figura 2.278
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Figura 2.278

En Cuba, la manifestacion del uso de circunferencias en nuestros antepasados, nos ha
llegado como arte rupestre, en la imagen de La Cruz Pinera (fig. 2.279), en la Isla de la
Juventud. jCuantas circunferencias! ;Verdad?

En las galerias con muestras de obras de arte, tanto en pinturas como esculturas,
habras notado que nunca faltan estas figuras.

La cubana Alicia Leal (1957) es una de las artistas de la plastica cubana actual. De
una hermosa manera trata el tema de la mujer en sus pinturas, fijate como se auxilia de
circulos en esta que te mostramos (fig. 2.280).

Figura 2.279 Figura 2.280

Vamos a comenzar el estudio de la circunferencia y el circulo. Demos paso a una
situacion que se le ha presentado a Radl en la clase de Matematica, trabajemos juntos
para darle una solucién correcta.

;! El Parque Nacional Ciénaga de Zapata es el humedal mejor conservado del Caribe
Insular y ademas, reserva de la biosfera. Tiene una extension de 34 000 ha de superficie
humeda en la que habitan 115 especies de flora y 310 de fauna.
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En la figura 2.281 se aprecia una de sus lagunas y en ella un bello arreglo floral
natural. ;De qué figura geométrica tiene forma su base?

Figura 2.281

(Cémo puede determinarse su centro para mantener con la poda las dimensiones del
arreglo, durante su crecimiento?

Por supuesto, la base tiene forma de circunferencia; vamos a recordar algunas de sus
propiedades fundamentales que nos permitiran determinar su centro.

2.5.1 Elementos principales de la circunferencia y el circulo

Ya hemos estudiado algunas de las figuras planas conocidas, solo nos falta la linea
curva y cerrada que dibujas con un compas o marcando el borde de algunos objetos,
como una moneda, el fondo de un vaso o botella (fig. 2.282), algunos botones, etcétera.

Figura 2.282

En grados anteriores estudiaste que esta linea curva se llama circunferencia.

Recuerda la definicion de circunferencia:

Se llama circunferencia al conjunto de todos los puntos del plano situados a la misma
distancia de un punto fijo de dicho plano.
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La necesidad de efectuar calculos en
la circunferencia comenz6 en la region
situada entre los rios Eufrates y Tigris
hace unos 3 500 afios a.n.e., denominada
Mesopotamia, que precisamente signi-
fica pais entre rios.

En la actualidad este territorio perte-
nece a la Republica de Iran. Sus conoci-
mientos han llegado a nuestros dias me-
diante la escritura cuneiforme o en forma
de cuiia (fig. 2.283), que grababan en ta-
blillas de barro de forma casi cuadrada,
con un estilete de hueso.

Para trazar la circunferencia empleaban
una cuerda o cordel estirado con uno de sus
extremos fijo a una estaca (fig. 2.283).

En la clase de Matematica se traza la
circunferencia utilizando un compas, pero
se sigue empleando el procedimiento de
la estaca para construir circunferencias
con fines practicos, por ejemplo, en jardi-
neria o en albafileria. Intenta con tus com-

Tablillas de barro con escritura
cuneiforme y el estilete de hueso para
grabar en ellas

Figura 2.283

pafieros de aula utilizar este procedimiento para trazar una circunferencia con tiza en el

patio de la escuela.

Te invito a realizar la construccién de una circunferencia de 2,0 cm de radio, pero,

(qué es el radio de una circunferencia?

Fijate en las ruedas de una bicicleta, figura 2.284. Tienen forma de circunferencia,
(cuales son sus radios? No lo dudes, son los rayos de la bicicleta. Observa que todos

concurren en el centro de la rueda.

Figura 2.284

Comencemos a trabajar, necesitamos un compas y una regla o cartaboén para seguir

las indicaciones que siguen:
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1. Fijamos con una longitud determinada las puntas del compas en la regla graduada o
cartabon, longitud que es el radio de la circunferencia que queremos trazar. (En este
ejemplo vamos a tomar como longitud 2,0 cm (fig. 2.285), porque es esta precisamen-
te el radio de nuestra circunferencia).

Figura 2.285

2. Seleccionamos un punto cualquiera sobre la hoja de papel y denotamos
a este punto por O, figura 2.286.

3. Apoyamos la punta del compas sobre el punto O (fig. 2.287) y hacemos 0
girar el compas alrededor de este punto jy ya esta trazada la circunfe-
rencia! Figura 2.286
f
’7\\
\‘4
Figura 2.287

El punto de apoyo del compas en el papel se llama centro de la circunferencia.

En la figura de nuestro ejemplo el centro de la circunferencia es el punto O.

Recuerda que utilizando el asistente matematico Gedmetra también puedes realizar
construcciones geométricas, relacionadas con la circunferencia. Sigamos ahora traba-
jando en la circunferencia trazada (fig. 2.288):

B
Figura 2.288
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e Ubica en la circunferencia construida los puntos 4, B, C.

* Mide la distancia de los puntos 4, B, C al punto O.

e Compara las distancias del: Punto A4 al centro O, del punto B al centro O'y del punto C
al centro O.

Recuerda que:

Al punto fijo del plano se le llama centro de la circunferencia y a la distancia entre
el centro y los puntos de la circunferencia se denomina radio de la circunferencia.

Toda circunferencia queda determinada de manera unica si se indica su centro y su
radio.

(Qué significa la frase: queda determinada de manera tnica?

Ello significa que basta o que es suficiente tener como dato el centro y el radio para
trazar una determinada circunferencia. No existen dos circunferencias diferentes con
iguales datos, como sucede si se diera solamente el centro como dato, porque hay mu-
chas circunferencias diferentes con el mismo centro.

Por ese motivo para denotar a la circunferencia se tienen en cuenta ambos elementos:
el centro y el radio.

Recuerda que:

Una circunferencia de centro O y radio 7 se denota como: C(O; r).

Ejemplo 1:

En la figura 2.289, la circunferencia se denota por C(O, 04 ), con

N

O centro y 04 su radio.
Si ubicas dos puntos C'y D en una circunferencia C(O, 3,0 cm) y
trazas el segmento CD, ;qué nombre recibe este segmento?

Recuerda que: Figura 2.289

El segmento que une dos puntos de la circunferencia se llama cuerda y la mayor
cuerda de una circunferencia que contiene o pasa por su centro se llama diametro.
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Ejemplo 2:

En la figura 2.290, el segmento CD es una cuerda que denotamos: cuerda CD:

Figura 2.290

En la figura 2.291 se trazd el diametro de la circunferencia dibujada. Compara las
longitudes del radio y el diametro.

AO=BO radios

AB  didmetro
AB =2BO
Figura 2.291

(d>r)
Dos radios forman un didmetro:
d=2r

Recuerda que:

La longitud del diametro es el doble del radio.

Ejemplo 3:

Construye una circunferencia de 4 cm de radio (fig. 2.292). Traza en ella las cuerdas
CD y EF que no sean paralelas.

Traza la mediatriz de cada cuerda. ;Por qué punto de la circunferencia pasan ambas
mediatrices?
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Mediatriz CD

Mediatriz EF'

Figura 2.292

Recuerda que:

La mediatriz de toda cuerda pasa por el centro de la circunferencia.

Ahora puedes ratificar la propiedad de la mediatriz de un segmento de equidistar de
sus extremos: como el centro de la circunferencia es un punto de ambas mediatrices
trazadas —se trata de su punto de interseccion— se halla a la misma distancia de los
extremos de los dos segmentos (cuerdas). jPero estas distancias también son iguales
porque son radios de la circunferencia!

{Qué observas en esta fotografia? (fig. 2.293)

Figura 2.293

Pues nada menos que el tinel de La Habana. ;Sabias qué es una de las maravillas de
la ingenieria cubana? Tiene una longitud de 733 m. Cada senda tiene siete metros de
ancho de los 22 m que tiene el ancho total.

(Pero has apreciado la forma de las estructuras que adornan su entrada, ahora que
estamos estudiando la circunferencia? Se trata de arcos de circunferencia.
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Recuerda que:

Cada cuerda divide en dos partes a la circunferencia, llamadas arcos de circunferencia.

Ejemplo 4:

(Cuales son los arcos en que divide la cuerda CD a la circunferencia de la figura 2.294?

7
4

7
5
77N\
CED esel arco mayor
DR CD es el arco menor
7 "
/
/ E

Figura 2.294

Si consideras los dos semiplanos que determina la recta que contiene esta cuerda CD. Que-
dan determinados dos arcos. El arco que se encuentra en el mismo semiplano que el centro
de la circunferencia, que es el mayor y el otro, el menor, que esta en el semiplano opuesto.

Observa los arcos determinados por el didmetro de una circunferencia, compara di-
chos arcos en la figura 2.295.

N

C
Figura 2.295

Los arcos se denotan con los puntos de sus extremos, pero para el mayor se conside-
ra, ademas, otro punto que esté contenido en €l.

Recuerda que:

Los arcos determinados por el diametro son iguales y cada uno de ellos se llama
semicircunferencia.

Ejemplo 5:

Si sombreas el interior de una circunferencia, estas destacando otro conjunto de pun-
tos del plano. {Qué nombre recibe este conjunto de puntos que determina toda circun-
ferencia y del cual también forma parte?
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Es el circulo (fig. 2.296) y no puedes confundirlo con la circunferencia. Observa que
la circunferencia es una linea curva y el circulo es una superficie.

Circulo (O, r) Circunferencia C(O; r)

A

Figura 2.296
Recuerda que:

Se llama circulo al conjunto formado por todos los puntos de una circunferencia y sus
puntos interiores.

Ejercicios

1. En la figura 2.297, P. O, R, S, T son puntos de la circunferencia de centro O.
Marca con una X la proposicion verdadera.

T

1.1 El segmento @ representa:
P
a) Unacuerda b) Un diametro c¢) Un radio ‘

S
1.2 Lalongitud de TR es igual a: '
JR— 1 - _
a) _2PQ Db —3 OS ¢) 20R o R
1.3 La cuerda mayor de la circunferencia es: Figura 2.297
a) PO b)_TR ¢)__0OS
1.4 El arco de semicircunferencia es:
a) 15 b) 1Rc) R
2. Completa la siguiente tabla, apoyandote en la figura 2.298: c
Elementos de la circunferencia Notacion E 4
Radios '
T R VA
v B
Diametro \ =
D
Arcos Figura 2.298
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2.1 Compara, colocando convenientemente uno de los simbolos: <, >, = en los espacios
en blanco:

N 7N N
a) EC __ 180°b) EAB _ 180° ¢) EBD _ 180°
3. Construye una circunferencia de centro O y radio 2,0 cm.

4. Construye una circunferencia de centro O y 1,5 cm de radio. Indica en la figura
realizada (sin utilizar instrumentos) los puntos P, Q' y R, tal que:

orP> 1,5 cm, O_Q< 1,5 cm, OR= 1,5cm

5. Ubica un punto M del plano y construye la figura formada por todos los puntos del
plano cuya distancia al punto M es de 4,0 cm.
6. Selecciona las proposiciones falsas y conviértelas en verdaderas.

a) — El punto P pertenece a C(P; 2 cm).

b) — El punto P pertenece al circulo (P; 2 cm).

¢) — Los puntos que se encuentran a una distancia del punto P menor o igual que 2
cm pertenecen a C(P; 2 cm).

7. Construye una circunferencia de 3 cm de radio.

a) Indica un punto 4 que pertenezca a ella.
b) Traza las cuerdas AB, AC'y AD de longitud 4 cm; 5,5 cm y 5 cm respectivamente.

8. (Cudl es la mayor longitud que puede tener una cuerda de C (O; 7,0 cm)? Funda-
menta.

9. Fundamenta la veracidad de la proposicion siguiente:

“Si dos circunferencias tienen sus radios iguales, entonces son iguales”.

10.* En la figura 2.299, N_Q diametro, 0
MN cuerda.

Demuestra que: N_Q > MN
N

Relaciones de simetria en la circunferencia Figura 2.299

R ;! Ahora estas en condiciones de responder la pregunta sobre como determinar el
centro del arreglo floral de la laguna del Parque Nacional Ciénaga de Zapata, donde se
inicia este epigrafe.

Debes utilizar la relacion estudiada entre las mediatrices de cuerdas no paralelas de
una circunferencia. En el procedimiento a seguir, daras los siguientes pasos:

1. Trazar dos cuerdas no paralelas en la circunferencia.
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2. Construir las mediatrices de las cuerdas.
3. Determinar el punto donde se cortan estas mediatrices.

Anteriormente estudiaste los movimientos del plano, observa la figura 2.300. ;Crees
que la circunferencia es simétrica?

En la figura 2.300, P es un punto cualquiera de la circunferencia y por la reflexion del
eje m, su imagen se encuentra sobre la recta PQ perpendicular a m. Como m es mediatriz
de PP’ tenemos que Py P’ equidistan de O por la propiedad de la mediatriz de un seg-
mento, es decir, PO = P’O = r, por tanto P’ C(O, r).

m

Figura 2.300

Recuerda que:

» Una circunferencia es simétrica respecto a cualquier recta que pase por su centro.
» Lacircunferencia es una figura centralmente simétrica, su centro de simetria es su

propio centro.

Observa en este fragmento de una de las paginas del famoso libro de Euclides, del que ya
conoces su nombre, como también aparecen los elementos de la circunferencia, figura 2.301.
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2.5.2 Posicion relativa de una recta con respecto
a una circunferencia

Para hacer pensar a sus estudiantes en las relaciones de posicion entre una recta y
una circunferencia, la profesora Yadira les propuso observar con cuidado las ldminas
siguientes (fig. 2.302):

{Maritzaaaaa!

, W

Figura 2.302

Las opiniones de los estudiantes fueron muchas:

* Lapolea del pozo nos hace pensar en una recta que solo tiene un punto en comudn con
una circunferencia.

» Larecta que contiene a Maritza y a Laritza, corta a la circunferencia en dos puntos.

» Larecta que contiene al borde de la barra de la bicicleta no tiene ningun punto comun
con la circunferencia contorno de la rueda, eso es mas que evidente.

Precisamente hoy estudiaremos las posibles relativas entre la circunferencia y la recta.

Hagamos una abstraccion de cada una de estas situaciones geométricas y pensemos
solamente en la recta y en la circunferencia de cada caso, asi las obtenemos en las
laminas de una manera mas simple, como puedes apreciar en la figura 2.303:

M
L
Figura 2.303

Ya sabes que todos los puntos de una circunferencia equidistan de su centro, o sea,
estan a una misma distancia del centro. Esta distancia la conoces como radio.

Observa los esquemas mas simples, ;puedes determinar cuales son los puntos que
estan situados a una distancia mayor o menor del centro de la circunferencia?
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Te propongo realizar el andlisis de estas distancias, teniendo en cuenta la posicion de
un punto respecto a una circunferencia encontrando los puntos comunes entre ellas y si
existen, cuantos son estos puntos.

Ejemplo 1:

En la figura 2.304 se muestra una circunferencia C(O, r) y las rectas ¢, s, m.

A/\B

Qe

Figura 2.304

a) Determina la distancia de cada una de las rectas al centro de la circunferencia.
b) Determina en cuantos puntos cada una de las rectas cortan a la circunferencia.
¢) Compara la distancia determinada con la longitud del radio de la circunferencia.

Solucion:

— Larecta s corta a la circunferencia en dos puntos (4, B) y la distancia de ella al
centro de la circunferencia es menor que la longitud del radio.

— Larecta ¢ corta a la circunferencia en un punto (7) y la distancia de ella al centro
de la circunferencia es igual que la longitud del radio.

— La recta m no corta a la circunferencia en ningtin punto y la distancia de ella al
centro de la circunferencia es mayor que la longitud del radio.
(Qué nombre recibiran las rectas con relacion a la circunferencia de acuerdo a su
posicion?

El estudio sobre las posiciones relativas entre una circunferencia y una recta, requiere
de analizar si ellas tienen puntos comunes y de tenerlos, cuantos son.

Para ello, es necesario comparar la distancia del centro de la circunferencia a la recta
considerada (d), con el radio de la circunferencia (7). Solo existen
tres casos posibles: 1) d>r2)d=r3)d<r.

Si la recta y la circunferencia no tienen puntos comunes, se dice
que la recta es exterior a la circunferencia y la distancia de la rectaal
centro de la circunferencia es mayor que la longitud del radio (d > r). B

Ejemplo 2:

En la figura 2.305 la recta m es una recta exterior a la circunferen-

cia, fijate que: A0 > BO. Figura 2.305
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Si la recta y la circunferencia tienen dos puntos comunes, se dice que la recta es
secante a la circunferencia y la distancia de la recta al centro de la circunferencia
es menor que la longitud del radio (d <r).

Ejemplo 3:

En la figura 2.306 la recta s es una recta secante a la circunferencia, fijate que: 40 < BO
Si la recta y la circunferencia tienen un punto comun, se dice que la recta es tangen-
te a la circunferencia. El punto comtn se denomina punto de tangencia y la distancia
de la recta al centro de la circunferencia es igual que la longitud del radio (d = r).

Figura 2.306
Ejemplo 4:

En la figura 2.307 la recta ¢ es una recta tangente a la circunferencia, fijate que:

AO = BO; A es el punto de tangencia.

Figura 2.307

Podras ahora encontrar la similitud de las laminas que mostrd la maestra Yadira con la
posicion de una recta respecto a una circunferencia.

La lamina de la polea del pozo se asemeja a una recta tangente, la segunda, la de la
estrella del parque de diversiones, /se te parece una recta secante y la de la bicicleta te
sugiere que es una recta exterior?

Recuerda el teorema sobre la perpendicularidad de la tangente:

La recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que tiene como
extremo el punto de tangencia. Llamamos a este segmento radio de tangencia.
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Recuerda el reciproco del teorema de la perpendicularidad de la tangente:

La recta perpendicular a un radio, en el extremo que pertenece a la circunferencia, es
una recta tangente a dicha circunferencia en ese punto.

Ejemplo 5:
Demostremos que la recta tangente a la circunferencia, tiene solamente un punto
comun con ella.

Demostracion:

Vamos a demostrar esta proposicion por el absurdo, vamos a partir de suponer que no
se cumple Ia tesis.

Sea entonces ademas de 7, otro punto P que pertenece a la recta tangente ¢ y a la
circunferencia, situado a la derecha de 7.

Trazamos los segmentos OT y OP, se forma el triangulo OTP, que es rectangulo

en Ty en P al mismo tiempo, porque por la propiedad anterior: OT y OP son radios
de tangencia. Pero no existe un tridngulo con dos angulos rectos, por lo cual lo
supuesto es falso y se cumple la unicidad del punto de tangencia de la circunferen-
cia y la recta.

Las rectas tangentes y secantes a una circunferencia también son consideradas ele-
mentos importantes de la circunferencia, figura 2.308.

Figura 2.308

Ejemplo 6:

Construye una recta tangente a una circunferencia en un punto dado de ella,
figura 3.309.
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Figura 2.309

Solucion:
Consideremos una circunferencia de centro O y un punto 7 en ella, por el cual vamos
a trazar una tangente a la circunferencia.

Por el reciproco del teorema de la perpendicularidad de la tangente, sabemos que una
recta perpendicular a un radio, con el extremo de este que pertenece a la circunferen-
cia, es tangente a dicha circunferencia.

Por tanto, tenemos que trazar un radio en ese punto 7, es decir, el radio oT y una
recta perpendicular a OT en el punto 7.

La construccion la puedes hacer utilizando el cartabon, o empleando el procedimiento
para trazar la mediatriz de un segmento con regla y compés que trabajamos en epigra-
fes anteriores. Trazamos la semirrecta OT que contiene al radio or y en ella un
punto Q tal que OT = @ y construimos la mediatriz de la cual T es punto medio, te

invitamos a hacerlo, con el Gedmetra también.
Ejemplo 7:

En la figura 2.310, PT es tangente a la circunferencia:

Figura 2.310

C(0; 6,0 cm) en el punto T'y OP =15¢cm.
Calcula la longitud de PT.
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Solucion:

Por el teorema tenemos que: LOTP =90°, o sea, el tridangulo OTP es rectangulo en T
y, por tanto, aplicando el teorema de Pitdgoras podemos plantear que:

—2 —2 —2
OP =0T +PT
Si despejamos PT y sustituimos los valores conocidos, obtenemos que:

PT=\OP —OT° =152 —9% =144 =12¢cm

R/ La longitud de PT es 12 cm.

En resumen, las posiciones de una recta y una circunferencia puedes estudiarlas en
este esquema:

Posiciones relativas
de una recta con respecto
a una circunferencia

Exteriores Tangente Secante

(Ninglin punto comun) (Un punto comun) (Dos puntos comunes)

Ejercicios

1.
2.

Construye la circunferencia que pasa por tres puntos dados.

Los puntos 4 y D pertenecen a la circunferencia C(O, r) de la figura 2.311 y son
vértices de un rectangulo. Los otros dos vértices B y C son simétricos de 4 y D
respectivamente respecto a un diametro de la circunferencia. Construye el rectangulo.

A

D

Figura 2.311
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3. En la figura 2.312 se representan dos circunferencias que tienen el mismo centro O.
Los puntos M'y N son vértices de un cuadrilatero cuyos otros vértices son simétricos
de My N respecto a un diametro de la circunferencia de mayor radio. Construye el
cuadrilatero y clasificalo.

Figura 2.312

4. Dada una circunferencia de 3,0 cm de radio y tres rectas.
4.1 Completa los espacios en blanco teniendo en cuenta las relaciones estudiadas:
Si la distancia de una de las rectas a la circunferencia es:

a) mayor de 3,0 cm, entonces la recta es a la circunferencia.
b) de 3,0 cm, la recta es a la circunferencia.
¢) de 2,5 cm, la recta es a la circunferencia.

4.2 Enlaza la columna 4 con la columna B.

A B
Tipo de recta en relacion a la circunferencia Cantidad de puntos de interseccion
tangente dos
secante ninguno
exterior uno

5. Construye un angulo agudo y una circunferencia que sea tangente a sus dos lados.
(Cuantas circunferencias que cumplan esta condicion se pueden construir?

2.5.3 Posicion relativa entre dos circunferencias

Enrique se ha percatado que en la bicicleta tenemos dos circunferencias como rue-
das, que mantienen una distancia entre ellas y que en la maquina de coser de su abuela,
también aparecen dos circunferencias unidas por una polea y se ha puesto a pensar en
objetos de la vida que representen dos circunferencias y de cuantas maneras se pudieran
colocar estas: una delante de la otra, una al lado de la otra, una dentro de la otra... en fin,
queremos que ti también medites en ello (fig. 2.313).
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Correa de transmision polea

simbolo grafico SIMBOLO GRAFICO
Figura 2.313

Observa las situaciones que te presentamos a continuacion e imagina en ellas a dos
circunferencias del plano y a las diferentes posiciones en estas circunferencias se en-
cuentran. ;Cuantos puntos comunes tienen estas circunferencias? ;Bajo qué condicio-
nes los tienen?

Hagamos en nuestro analisis una diferenciacion de casos. Vamos a diferenciar prime-
ro dos casos generales: cuando tienen puntos comunes y cuando no los tienen y a
su vez, dentro de estos, otros dos, cuando son circunferencias exteriores e interiores.

Caso 1. Circunferencias que no tienen puntos comunes
Caso 1A4: Exteriores (sin puntos comunes)

El dispositivo de la figura 2.314 nos hace pensar en circunferencias exteriores que no
tienen puntos comunes.

Figura 2.314

Traza dos circunferencias exteriores de radios
diferentes: C (4, r,) y C,(B, r,) que no tengan pun-
tos comunes, como en la figura 2.315.

Mide la distancia d = 4B, entre los centros de
ambas circunferencias y comparala con la suma d=AB>r +r,
de las longitudes de sus respectivos radios 7,y r,.

. ., Figura 2.315
(A qué conclusion llegaste? Se cumple que: d

=4B > rtr,.
Verifica esta relacion en la figura 2.315.
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Recuerda que:

Si dos circunferencias exteriores C (4, r)) y C, (B, r,) cumplen que d = AB > 1, +1,

entonces no tienen puntos comunes y las llamaremos exteriores sin puntos comunes.

Caso 1B: Interiores (sin puntos comunes)

En la figura 2.316 se aprecian diferentes circunferencias interiores del mismo centro,
que no tienen puntos comunes entre si. ;Sera este el tinico caso? /Y si no tienen el mismo
centro?

Figura 2.316

Traza dos circunferencias interiores de radios diferentes: C\(4, r)) y C, (B, r,) que no
tengan puntos comunes. Compara la longitud de AB, (distancia entre los centros de
ambas circunferencias) con la diferencia de las longitudes de sus respectivos radios. (A
qué conclusion llegaste? En un caso d = 0 (concéntricas), pero en ambas se cumple que:
d= AB < r, —r,. Verifica esta relacion en la figura 2.317.

d=@<}’1+r2

Figura 2.317

Recuerda que:

Si dos circunferencias interiores C (4, r,) y C, (B, r,) cumplen que d = AB < r—=r,,

entonces no tienen puntos comunes y las llamaremos interiores sin puntos comunes.
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Caso 2. Circunferencias que tienen puntos comunes
Caso 2A: Interiores (con un punto comiin) o tangentes interiores

Este par de aretes se asemejan a dos circunferencias interiores que tienen un punto
comun (fig. 2.318).

Figura 2.318

Traza ahora dos circunferencias interiores: C,(4, r,) y C, (B, r,), con radios diferen-
tes que tengan un punto comun. Sea 7 el punto de interseccion de estas circunferencias
al que llamaremos punto de tangencia.

(Qué relacion hay entre la distancia d = AB y la diferencia de las longitudes de los
radios r, yr, de las circunferencias consideradas? ;A qué conclusion llegaste? Se cumple

que: d = AB = r, —r, - Verifica esta relacion en la figura 2.319.

Figura 2.319

Recuerda que:

Si dos circunferencias interiores C,(4, r,) y C, (B, r,) cumplen que d = AB = =T,

entonces tienen un punto comun y las llamaremos tangentes interiores.

Caso 2B: Exteriores con un punto comin

En la figura 2.320 se muestran cuatro lapices atados con una cinta adhesiva y un
diagrama de la vista frontal de esta situacion en el que puedes observar cuatro circun-
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ferencias. | Tienen puntos comunes las circunferencias de este diagrama? ;Son cir-
cunferencias interiores o exteriores?

Figura 2.320

Traza dos circunferencias exteriores de radios diferentes, C (4, r,) y C, (B, r,), que
tengan un punto comun.

De igual forma que en los casos anteriores, compara d = AB con la suma de las
longitudes r, y r, de los radios de estas circunferencias. ;A qué conclusion llegaste? Se

cumple que: d = AB = r, +r,. Verifica esta relacion en la figura 2.321.

Figura 2.321

Recuerda que:

Si dos circunferencias exteriores C (4, ) y C, (B, r,) cumplen que d = AB =1, +r,,
entonces tienen un punto comun y las llamaremos exteriores con un punto comun o
tangentes exteriores.

Caso 2C: Secantes

En el logotipo de los juegos olimpicos, cada circunferencia representa a uno de los
cinco continentes en que estd dividida la esfera terrestre. En €l se concreta el ultimo de
los casos de circunferencias con puntos comunes, en particular dos y a las que vamos a
llamar secantes (fig. 2.322).
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Figura 2.322

Traza dos circunferencias C (4, r,) y C, (B, r,), con radios diferentes o radios iguales
que tengan dos puntos comunes.

Analiza las distancias entre los radios y los centros, como en los casos anteriores. ;A
qué conclusion llegaste?

Observa el tridngulo de vértices: 4, B'y P,. Nota que las longitudes de sus lados son 7|, 7,y

AB. (Qué propiedad geométrica hemos estudiado sobre la suma de los lados de un triangulo?

(Por qué d = AB = r, +r,? Verifica esta relacion en la figura 2.323.

d=<n+r

Figura 2.323

Recuerda que:

Si dos circunferencias C,(4, r,) y C, (B, r,) cumplen que d = AB =r, +r,, entonces

tienen dos puntos comunes y las llamaremos secantes.

Ejemplo 1:

Ratl observa la figura 2.324 y le dice a Elena: Estas circunferencias
son concéntricas de diferentes radios, por tanto, no tienen puntos
comunes. Pero Elena le refuta: Te equivocas, tienen en comun el cen-
tro de la circunferencia. {Quién hizo la afirmacién correcta? ;Por qué?

R/ Raul hizo la afirmacién correcta. El centro no es un punto comun de

estas circunferencias. Fijate que el centro no es un punto de la circunfe-

rencia, sino uno de sus elementos y muy importante por cierto, porque ~ Figura 2.324
es uno de los que la determina. Pero no cumple la condicion de estar a

la misma distancia del centro (aqui la distancia es cero, se trata de él mismo) que el resto
de los puntos, requisito que exige la definicion de circunferencia para sus puntos.
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Ejercicios

1.

En la figura 2.325: 4, C, Dy E € (O; O_B); O punto de EB .

a) (Qué segmentos son: radios, diametros y cuerdas?

b) Nombra los arcos que determinan los puntos 4, B, C, Dy E.

¢) Di cuales de los arcos que aparecen, miden menos de 180°,
miden 180° y cudles mas de 180°.

Figura 2.325

. Construye una circunferencia de centro O y radio 2,0 cm.

a) Traza en ella un radio, un diametro y una cuerda, y dendtalos.

b) Ubica un punto que se encuentre a 0,28 dm del centro O. {Estara situado dentro
de la circunferencia? Fundamenta.

¢) Ubica un punto que se encuentre a 15 mm del centro O. ;Como se le llama a este
punto segln su posicidn respecto a la circunferencia? Fundamenta.

d) Ubica un punto que se encuentre a 30 mm del centro O. ;Como se le llama a este
punto segun su posicidn respecto a la circunferencia? Fundamenta.

. Di si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones y fundaméntalas todas.

a) Si dos circunferencias tienen el mismo centro, entonces son iguales.

b) Si la distancia entre los centros de dos circunferencias es menor que la suma de
sus radios, entonces ellas tienen puntos interiores comunes.

¢) Sidos cuerdas de una circunferencia pasan por su centro, entonces ellas son iguales.

d) Los extremos de una cuerda cualquiera de una circunferencia son centralmente
simétricos con respecto al centro de esta circunferencia.

e) El centro de una circunferencia no siempre equidista de los extremos de sus cuerdas.

Dadas dos circunferencias tangentes exteriores de radios 3,0 cm y 5,0 cm respectiva-
mente, ;cudl es la distancia entre sus centros?

. Dibuja dos circunferencias secantes de radios 2,0 cm y 5,0 cm respectivamente. ;Puede

ser 7,0 cm la distancia entre los centros de las circunferencias?

Si la longitud de los radios es 1,0 cm y 4,0 cm respectivamente. Las circunferencias son:

a) — Concéntricas b) — Tangentes exteriores ¢) — Secantes.

2.6 Calculo de longitudes, areas y volumenes

i! El médico de la familia le recet6 Paracetamol al hermanito de Ricardo para la fiebre, que
su mama debia suministrarle en dosis de 30 mL diarios. Cuando Ricardo fue a comprar el
medicamento a la farmacia, leyd en la caja que el frasco tenia 120 mL y que cada cucharadita
de 5 mL contiene 120 mg de paracetamol (fig. 2.326), 0,1 mg de tartrazina y 2 000 mg de

341



sacarosa y se preguntd: ;Qué significan mL y mg? ;Por qué no se utiliza solamente una de
ellas para las diferentes cantidades de medicamento que se mencionan?

Si has tenido las mismas dudas que Ricardo, podras satisfacer tu curiosidad con el
estudio de los contenidos de este epigrafe.

Cocoso ey

Muse "
VEMTA
sovpscaTAIEERE, 3 Cado cucherodila (5 mt) contiene:
Porocelomel 120
- farezing )
Fahs Sacarcsa
\ehicu, ¢ d
o
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g ég T
8o
8338
N

Figura 2.326

Desde la antigiiedad el hombre necesité medir para realizar diferentes actividades: cons-
truir, comerciar, sembrar, etc., para lo cual empled o tomd como referencia algunas partes
de su cuerpo, por ejemplo: las manos, los dedos, los codos, los pies y los brazos (fig. 2.327).

En un papiro egipcio fue hallado un texto que aproximadamente se traduce asi:

(@

“...una pirdmide tiene de lado 140 codos, una inclinacion de 5 palmos y un
dedo, por cada codo...”

Mas tarde el hombre cre6 instrumentos de medicion, que fue perfeccionando con el
tiempo, cada vez mas.

Cuarta

Palmo
% @) (4 dedos)
Pulgada

g'&

Vara

Figura 2.327
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2.6.1 Unidades de magnitud en que se expresan longitudes,
areas y masas

De grados anteriores conoces las unidades de magnitud que se emplean con mayor
frecuencia en la vida practica. Ahora vamos a precisar qué unidades de medida se emplean
para cada tipo de magnitud y con ello comprenderas cuando se utilizan ml y cudndo mg. La
seleccion de la unidad de medida depende del tipo de magnitud que se desea medir y de la
cantidad de magnitud, pues cada magnitud tiene una unidad principal, a partir de la cual
usamos multiplos para medir grandes cantidades y submultiplos para las pequeiias.

Unidades de longitud

Se utilizan para medir distancia entre dos puntos. Las mas utilizadas son: el kilome-
tro, para medir grandes distancias; el centimetro, para medir pequefias distancias y el
metro (m), es la unidad principal y se utiliza para medir distancias ni tan grandes ni tan
pequenias.

Toda unidad de longitud equivale a 10 veces la unidad inmediata inferior y es la déci-
ma parte de la inmediata superior. Ello significa que los multiplos aumentan de 10 en 10 y
los submultiplos disminuyen de 10 en 10 (fig. 2.328).

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||l||
1 2 30 4l 5 6 7 8 9l 10

Sy

Figura 2.328

Por eso, para convertir una unidad en uno de sus submultiplos (—) se multiplica por
10, 100, 1 000... segun sean uno, dos, tres... los lugares de la escala multiplo-submultiplo
de unidades de longitud. Para convertir una unidad en uno de sus multiplos (<), divides
por 10, 100, 1 000... segiin sean uno, dos, tres... los lugares de la escala multiplo-submul-
tiplo de unidades de longitud.

Recuerda la escala miltiplo-submiltiplo de unidades de longitud:

( <) Multiplos-Submiiltiplos (— )

kilometro | hectometro | decametro metro decimetro centimetro milimetro

(km) (hm) (dam) (m) (dm) (cm) (mm)
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Ejemplo 1:

Selecciona la respuesta correcta.
Un ciclista debe recorrer 185,00 km. Después de recorrer 76,200 m, ;cuantos kiléme-
tros le faltan por recorrer?

a)108,8km  b)177,38km ) 184,92 km

Solucion:

Primero debemos expresar todas las dos distancias dadas en la misma unidad de
longitud: en este caso en kildémetros o en metros. Es mas conveniente, expresar
ambas en kilometros, porque debemos comparar los célculos que hagamos con las
opciones de respuestas dadas en kilometros en los incisos a), b) y ¢).

Pero no vamos a hacerlo asi, con el fin de ilustrar ambos procedimientos: convertir km
amym akm. Luego: 185 km a m, se trata de una conversién a submiiltiplos, con
tres lugares en la escala multiplo-submultiplo de unidades de longitud, que se contienen
de 10 en 10, por tanto, multiplicamos por 1 000: 185 - 1 000 = 185 000 m. Para saber
cuanto falta por recorrer, calculamos: 185 000 — 76,200 = 184 923,800 m. Vamos a
convertir el resultado obtenido en kilometros, para comparar con las opciones de res-
puesta, dadas asi.

Esta es una conversion a miltiplos, con tres lugares en la escala multiplo-sub-
multiplo de unidades de longitud, luego dividimos por 1 000:

184 923,800 : 1 000 = 184,92 km.

R/ Le faltan por recorrer 184,92 km y seleccionamos la tercera opcion.

Unidades de area

Se utilizan para medir superficies. La unidad principal es el metro cuadrado (m?),
cuyos multiplos y submultiplos, varian de 100 en 100.

Para convertir una unidad en un submultiplo o en un multiplo, se multiplica o divide,
respectivamente, por 100, 10 000, 1 000 000..., segtn la cantidad de lugares de la escala
multiplo-submultiplo de unidades de area (fig. 2.329).

Saaan
//////

Figura 2.329
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Recuerda la escala multiplo-submultiplo de unidades de area

( <) Multiplos-Submiiltiplos (— )

kildometro | hectémetro | decametro metro decimetro centimetro milimetro
cuadrado| cuadrado cuadrado | cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado
(km?) (hm?) (dam?) (m) (dm?) (cm?) (mm?)
Ejemplo 2:

El terreno de una cooperativa agropecuaria tiene 86 hm?. ;Cual es su extensién en m??

Solucion:

86 hm? am?, es una conversion a submiiltiplos, con dos lugares en la escala
multiplo-submultiplo de unidades de area, que se contienen de 100 en 100. Luego
multiplicamos por 10 000: 86 - 10 000 = 860 000 m?.

R/ La extension del terreno en metros es 860 000 m>.

Unidades de volumen

Se utilizan para medir el espacio que ocupa un cuerpo. La principal unidad es el metro
cabico (m?®). Sus multiplos y submultiplos varian de 1 000 en 1 000. Para convertir una
unidad en un submaultiplo o en un multiplo, se multiplica o divide, respectivamente, por:
1 000, 1 000 000, 1 000 000 000..., segun la cantidad de lugares de la escala mul-
tiplo-submultiplo de unidades de volumen (fig. 2.330).

Figura 2.330

Recuerda la escala multiplo-submiltiplo de unidades de volumen:

( <) Multiplos-Submiiltiplos (— )

kilometro
cubico
(km?)

hectometro
cubico
(hm?)

decametro
cubico
(dam?)

metro
cubico

(m?)

decimetro
cubico

(dm?)

centimetro
cubico
(cm’)

milimetro
cubico
(mm’)
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Ejemplo 3:
(Cuantos metros ctibicos tiene un depdsito con 6 026 dm* de volumen?

Solucion:

6 026 dm®am’, es una conversion a multiplos, con un lugar en la escala mul-
tiplo-submultiplo de unidades de volumen, que se contienen de 1 000 en 1 000, /uego
dividimos por 1 000 : 6 026 : 1 000 = 6,026 m°.

R/ El deposito tiene 6,026 m* de volumen.

Unidades de masa

Se utilizan para medir la cantidad de masa sélida. La mas utilizada es el kilogramo
(kg), pero la principal es el gramo (g), a partir de la cual sus multiplos y submultiplos
varian de 10 en 10. Por ello puedes hacer las conversiones entre unidades, al igual que
con las unidades de longitud, que varian de igual forma que las unidades de la escala
multiplo-submultiplo de unidades de masa (fig. 2.331).

Figura 2.331

Recuerda la escala multiplo - submiltiplo de unidades de masa

( <) Multiplos-Submaultiplos (— )

kilogramo | hectogramo | decagramo gramo decigramo centigramo | miligramo
(kg) (hg) (dag) (€9) (dg) (cg) (mg)
Ejemplo 4:

La vitamina C es una de las vitaminas mdas importantes para el fortalecimiento de
nuestro sistema inmunolégico.
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Si en 100 g de guayaba hay 800 mg de vitamina C. ;Cuantos gramos de vitamina C
consumes cada vez que comes 300 g de guayaba?

Solucion:

Si en 100 g de guayaba hay 800 mg de vitamina C, en 300 g hay:

800 - 3 =2 400 mg de vitamina C.

Ahora debemos expresar estos miligramos en gramos, se trata de una conversion a
muiltiplos, con tres lugares en la escala multiplo-submultiplo de unidades de masa, que se
contienen de 10 en 10, luego dividimos por 1 000 a2 400 mg: 2400 mg: 1000=24 g

R/ En 300 g de guayaba hay 2,4 mg de vitamina C.

Unidades de capacidad

Se utilizan para medir la cantidad de masa liquida. Su principal unidad es el litro (L) a
partir de la cual se consideran los multiplos, que aumentan de 10 en 10 y los submultiplos,
que disminuyen de 10 en 10, al igual que con las unidades de longitud y de masa. Estan
relacionadas con las unidades de volumen porque un litro tiene la capacidad de un deci-

metro cubico: 1 L =1 dm? (fig. 2.332).

Figura 2.332

ida
.

Recuerda la escala multiplo-submaultiplo de unidades de capacidad:

( <) Multiplos-Submaultiplos (— )

kilolitro hectolitro decalitro
(kL) (hL) (daL)

Litro
(D)

decilitro
(dL)

centilitro
(cL)

mililitro

(mL)

R ;! Ahora puedes explicarle a Ricardo

que:

Se utilizo mL para cada cucharadita de paracetamol, porque es un
medicamento liquido y se utilizé mg para indicar la cantidad de sacarosa
o paracetamol, porque son componentes solidos de este medicamento

(fig. 2.333).

Figura 2.333

347



Ejemplo 5:

Si el frasco de paracetamol que comprd Ricardo tiene 120 mL y cada cucharadita
contiene 5 mL (fig. 2.333).

a) /Qué parte de un litro contiene el frasco?
b) (Cudantas cucharaditas contiene el frasco?

Solucion:

a) 120 mL a L, es una conversion a multiplo, con tres lugares en la escala multi-
plo-submultiplo de unidades de capacidad. Como se contienen de 10 en 10, dividi-
mos por 1 000, luego:

3

120:1000=0,12= —=—L
100

b) 120mL : SmL =24

25

3
R/ a) El frasco de paracetamol contiene 120 mL, lo cual representa o5 de un litro.

b) El frasco contiene 24 cucharaditas.

Para unificar las unidades de medida utilizadas por los diferentes pueblos y culturas se
cred el Sistema Internacional de Unidades (SIU) en la XI Conferencia de Pesas y Medidas,
celebrada en Paris en 1960, basado en seis unidades fundamentales: metro, kilogramo, se-
gundo, ampere, kelvin, calorias. En 1971 se afiadié el mol, que mide la cantidad de materia.

En Cuba se establecid en 1982 con caracter obligatorio su uso, no obstante todavia

son utilizadas con frecuencia en muchos lugares otras unidades de medida.

A continuacién te ofrecemos diferentes tipos de unidades que todavia se utilizan en

Cuba y su equivalencia aproximada con el Sistema Internacional de Unidades.

No. | Unidad Representacién Equivalencia con el SIU
1 Quintal métrico q 1q=100kg
2 Tonelada métrica t 1t=10q=1000kg
] Onza > 1lb=160z=460¢g
4 Libra 1b
5 Arroba @ l@=251b
6 Pulgada in lin=2,5cm
7 | Vara espafiola * vara 1 vara =3 pie = 0,835 m
8 | Caballeria cab 1 cab= 134202 m?
9 Cordel cordel 1 cordel =20 m?; 1 rosa = 18 cordeles
10 | Milla mi Imi=1,6km

* (Existe también la vara portuguesa que equivale a 1,10 m y la yarda igual a 0,914 m)
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Estimacion de longitudes

No siempre tenemos a la mano una cinta métrica o una regla graduada para realizar
en la vida practica, mediciones de distancias mas o menos largas. En esos casos es
conveniente hacer una estimacion de la medicion deseada, que debemos hacer con la
mayor exactitud posible. Pero, ;como realizar la medicion de una longitud mediante
la estimacion?

Podemos estimar las distancias que recorremos, utilizando e/ paso (fig. 2.334). Para
estimar mediante el paso es necesario saber cual es la longitud de nuestro paso y contar
los pasos que damos.

Por supuesto, los pasos no siempre se dan de la misma longitud, pero por lo general,
son siempre iguales y calculando su longitud promedio (paso medio) tendremos un medio
eficaz para estimar distancias con bastante precision, que facilmente puedes utilizar.

PN oD |
! S o) ol |
! T, ;
g < _

; i
g —>-

|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|||I|I|I|||I|I|I|I|I
7 2 3 4 5 6 7 8 9 700 7111 12

Figura 2.334

Recuerda el procedimiento para estimar longitudes que recorres mediante el
paso:

1. Calcular el paso medio: mide una distancia de 20 m, recorrela caminando nor-

malmente y cuenta el nuimero de pasos que das en ella, la longitud del paso medio
estara dada por el resultado de dividir 20 entre el nimero de pasos que diste al
recorrer esa distancia.
Puede ocurrir que tu paso no esté contenido un niimero exacto de veces en la longitud
que se quiere medir. Si el tramo restante es menor que la mitad de la longitud de un
paso, despreciamos esa distancia y si es mayor que la mitad de la longitud de un paso,
lo contamos como un paso mas.

2. Contar los pasos que das al recorrer la distancia que quieres estimar: para
no equivocarte al contar los pasos en distancias largas, cuéntalos siempre hasta
10 (o hasta 20) y cada vez que des 10 pasos anota un pequefio trazo vertical “/”” en
una tabla que confeccionaras en una hoja de papel, de forma que hagas la tabulacion




(continuacién)

de todos los trazos que escribas. Asi podras obtener el numero de pasos, multipli-
cando por 10 la cantidad de trazos que anotaste en la tabla.

Tarjado o tabulacion i1

3. Realizar la estimacion de la distancia que quieres determinar a partir del
paso medio: Ahora ya puedes hacer la estimacion, contando el nimero de pasos
que des al recorrerla y multiplicando este nimero por la longitud del paso medio que
siempre debes memorizar.

Recuerda el procedimiento para estimar pequefias longitudes:

1. Tomar de referencia una unidad de medida, que puede ser una parte de tu
cuerpo, como por ejemplo: un brazo, un dedo o de la falange de un dedo y hasta
tu altura, entre otras.

2. Determinar la longitud de la unidad de medida considerada. Debes medir previa-
mente la parte de tu cuerpo tomada como unidad de medida u otra que hayas elegido.

3. Estimar la longitud que deseas conocer, observandola atentamente para deter-
minar cuantas veces esta contenida en ella la unidad de medida seleccionada.

Ejemplo 1:

Un joven que da pasos de medio metro contd 2 758 pasos de su casa a la escuela.
(Cuantos kilometros recorre durante esa trayectoria? Da la respuesta con dos cifras
significativas.

Solucion:

2758:0,5=1379,0m
1379makm: 1379:1000=1,379 km

R/ La distancia que recorre el joven durante esa trayectoria es aproximadamente
1,4 km.

Ejercicios

1. Selecciona cuales de los objetos de la Columna I, pueden ser utilizados como unidad,
para hacer una estimacion adecuada de la longitud de los objetos de la Columna I:
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Columnal Columna II

1 Libreta A El casquillo de un boligrafo
2 TV del aula B La cubierta de un CD
3 Puerta del aula C Una libreta
4 Pizarra D Un lapiz
5 Cuaderno de Matematica E Tu estatura
F Una caja de fésforos pequefia

2. Haz una estimacion de la longitud de los objetos de la Columna I del ejercicio anterior,
considerando la unidad de medida que consideraste.

3. Calcula la longitud de tu paso medio. Completa la tabla 2.3, con la estimacion que
realices de las distancias que aparecen en la segunda columna, a partir de tu
paso medio. Compara los resultados que obtuviste con tus compafieros de sépti-
mo grado.

Tabla 2.3

Longitud de tu paso medio:

No. Distancias a estimar Cantidad de pasos dados Estimaciéon
1 Distancia de la escuela a tu casa
2 Distancia de la biblioteca a tu aula
3 Distancia de tu casa a la parada de
omnibus mas cercana

4. Para medir la distancia entre las estrellas se toma como unidad la distancia que
recorre la luz en un afio, que se denomina afio-luz. Si en un segundo la luz recorre
300 000 km, en un afio recorrera 300 000 - 365 - 24 - 60 - 60 que representan
aproximadamente unos nueve billones de kilometros. Fundamenta la presencia de
cada factor en esta multiplicacion.

5. a) En la tabla 2.4 aparece un estimado del consumo mundial y de las reservas de
combustibles fosiles (carbon, petroleo y gas natural) existentes en la actualidad.
Calcula a partir de ellos, cuantos afios pudieran durar tales reservas, suponiendo
que se mantenga en el futuro el ritmo del consumo indicado en la tabla.
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a) Valora la gravedad de la situacion, a partir de tus calculos y argumenta como
piensas que esta situacion podria atenuarse.®’

Tabla 2.4
Combustible Carbén Petroleo Gas natural
Reserva 977576 000 - 10° 1056 805000 - 10° 146 439 000 000 - 103
Consumo anual 4672658-10° 24345016-103 2268329000-10°

Estimacion de afios
de consumo

6. Las hojas de un libro miden 15 cm de largo, expresa esa medida utilizando la estima-
cion, tomando como patrén una presilla para papel.

7. Realiza por simple inspeccion la estimacion en centimetros de las longitudes de los
objetos siguientes:

» Largo de la hoja del peridédico Granma
* Unatiza

* Una bolsa de yogurt

* El cuaderno de Matematica

8. Imagina que una estacion espacial (EE) esta a un afio-luz de la Tierra. Haz un esque-
ma y sefiala en €l un punto que corresponda a una nave espacial que viaje hacia una
EE y esté a 0,72 afio-luz de la Tierra.

9. Toma como unidad de medida la falange de tu dedo mefiique y haz una estimacion de la
longitud de los siguientes objetos (fig. 2.335), que mediras después, para valorar la eficacia
de la estimacion que realizaste. Confecciona una tabla para procesar los resultados: ;Qué
tan buena fue la estimacion que realizaste?

of 2 <

Figura 2.335

8 MINBAS: Ahorro de energia: la esperanza del futuro, Editora Politica, La Habana, 2001.
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2.6.2 Calculo del area, el perimetro de figuras planas
y el volumen de cuerpos

En el epigrafe anterior aprendiste a realizar estimaciones para el calculo de longitu-
des, a partir de una unidad de longitud determinada. ;Qué sucede si trasladamos este
procedimiento al célculo del area?

Considerando un cuadradito de cierta area, como unidad de medida, en la figura
2.336, puedes calcular el area. En el caso de las figuras de forma irregular, como los
mapas, cuentas la cantidad de cuadraditos que la cubre.

D Unidad de area

2 unidades

5 unidades
A=5-2=10

A = 10 cuadraditos
A=10u?

Figura 2.336

Llamamos area por exceso, si contamos también los cuadraditos que tienen sola-
mente una parte de la cuadricula. Llamamos area por defecto, cuando no consideramos
los cuadraditos que incluyen solamente una parte de la figura.

(Cual es el area por defecto de las ilustraciones que aparecen en la figura 2.337 en la
unidad de area considerada? Reflexiona con tus compaifieros de aula acerca de la unidad
de area mas conveniente para calcular estas areas.

Figura 2.337
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Como puedes apreciar también en la figura 2.337, este procedimiento no siempre es
tan exacto ni tan comodo. Por ello recurrimos a las formulas para calcular el area y el
perimetro de las figuras planas, que han sido obtenidas por matematicos de generalizacio-
nes de este procedimiento, considerando cada vez una unidad de area mas pequefia. Ya
conoces de grados anteriores algunas formulas para calcular el area, pero hay otras que
ain no conoces. A continuacién se resumen todas en una tabla.

Con respecto al calculo del perimetro de una figura plana, aunque en la tabla aparecen
férmulas, un recurso muy utilizado es aplicar la etimologia de esta palabra ya que: peri:
quiere decir alrededor y metro. proviene de la voz griega metron, que quiere decir medi-
da, ello se traduce como la medida del borde 1o que matematicamente significa la suma
de la longitud de los lados de la figura. Por lo cual, si te sabes las propiedades de las
figuras planas estudiadas, no tienes que memorizar féormulas para calcular el perimetro,
porque puedes aplicar esta idea.

Recuerda las siguientes féormulas:

Poligono Elementos Perimetro Elementos Area
considerados considerados
Triangulo Longitud a, b, ¢ | P=a+b+c b: longitud de un lado b-h
de sus lados h: altura de ese lado A= 2
Paralelogramo | Longitud a, b P=2(a+b) b: longitud de unlado | A=5b-h
de dos lados h: altura de ese lado
consecutivos
Rectangulo Longitud a, b P=2(a+bh) Longitud a, b de dos | A=a"-b
de dos lados lados consecutivos
consecutivos
Rombo Longitud a del | P=4a Longitud d,y d, de dy -d,
lado sus dos diagonales 2
Cuadrado Longitud a del | P=4a Longitud a del lado a’
lado
Trapecio Longitudes a, b, | P=a+b+c+d | b: longitud de la base | (B+5) -h
¢, d de sus la- menor 2
dos B: longitud de la base
mayor
h: altura (distancia
entre las bases)
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Ten siempre presente que para calcular tanto el area como el perimetro de una figura
geométrica, todos los datos deben tener la misma unidad de medida.

Ejemplo 1: s R

En la figura 2.338: PORS rectangulo
RO=32dm
M_Q= ST =15 cm

PM =61 cm P M 0
Figura 2.338

Calcula el area del paralelogramo PMRT

Solucion:

Primero expresaremos todos los datos en la misma unidad de longitud, luego:
@ =32 cm

1.2 via de solucidn:

Ay = Apypr = PM - RQ =61,32=1952 cm?

2.2 via de solucion:
Ap= Ay — 4
-P0 -RO-|(M0-RQ): 2+ (ST Ps): 2]
=(61+15)-32—-[(15-32):2+(15-32):2]

=1952 cm?’=19 dm?

MOR + APST)

Calculo de volimenes de cubos y ortoedros

Un cubo es un cuerpo geométrico que tiene iguales sus tres dimensiones: largo, ancho
y altura. Decimos también en este caso, que la longitud de sus aristas (distancia entre
cualesquiera dos de sus vértices) es siempre la misma (fig. 2.339).

Unidad de volumen

7/

2cm’®

2 cm?

2 cm?

Figura 2.239

355



Si un cubo tiene 1 cm de arista, decimos que tiene un volumen de 1 cm?® y tomando a
este como unidad de volumen, podemos estimar el volumen de otros cubos. Asi, el
volumen del cubo que queremos calcular es igual a la cantidad de cubos de 1 cm? que se
necesitan para llenarlo.

Pero nota que se obtiene igual resultado, si multiplicas la longitud de las aristas del
largo, el ancho y la altura, que por supuesto tienen la misma longitud.

V=2-2-2=8cm?
V=8cm’

Recuerda la formula del volumen del cubo:

El volumen se calcula como:
V=a-a-a=d

@ Unidad de volumen a

Figura 2.340 a

Puedes también calcular el volumen de un Vi 7
ortoedro, si tomas como unidad de volumen a un
determinado cubo. Pero de igual forma que pasaba 3 unidades
con el cuadrado al calcular el 4rea de figuras planas,
este procedimiento no es tan cdémodo ni tan preciso
(fig. 2.341).

Para ello cuentas la cantidad de cubos que llenan
el cuerpo, considerando el volumen por exceso, si 3 unidades
cuentas los cubos que tienen solamente una parte del Figura 2.341
cuerpo y volumen por defecto cuando no los cuen-
tas.

2 unidades

¢(Cuadl es el volumen de la caja de la figura 2.340?

El cuerpo se llena con 18 cubos de la unidad de volumen tomada, pero se obtiene igual
resultado, si multiplicas la longitud de las aristas del largo, el ancho y la altura, tomando
como unidad de longitud en ellas, a la arista del cubo-unidad.

V=3-2-3=18
V' = 18 cuadraditos
V=18 u®

De la generalizacion de este procedimiento se obtiene la formula para calcular el
volumen de un ortoedro.
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Recuerda la formula del volumen del ortoedro:

El volumen de un ortoedro se calcula multipli-
cando entre si sus dimensiones: largo, ancho y
altura, es decir, si un ortoedro tiene dimensiones
de longitud: a, by ¢, su volumen se calcula por la

férmula: \/Rb
V=a-b-c a
Figura 2.342

Ejemplo 2:

Las cajas que transporta esta camioneta son todas iguales y tienen forma de cubo,
cuya arista es de longitud 1,0 m.
(Cual es el volumen de cajas que puede transportar la camioneta de la figura 2.343?

—

N

Figura 2.343

Solucion:

Para calcular el volumen podemos contar el nimero de cajas que contiene la camio-
neta, por la facilidad que para ello ofrecen los datos o a partir de la formula del
volumen del ortoedro, que es una via siempre segura:

V=a-b-c=2-4-3=24m

R/ El volumen de cajas que puede transportar la camioneta de la figura 2.343 es 24 m°.

Ejemplo 3:

Los estudiantes de 7.° grado montaron una pecera en el laboratorio de ciencias (fig. 2.344),
cuyas dimensiones son: 1 m de largo, por 20 cm de ancho, por 50 cm de altura. ;Cuantos
cubos de agua de 10 L, como los de la figura 2.345, se necesitan para llenar la pecera con
el nivel del agua a una altura de 30 cm?
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Figura 2.344

Solucion:

Primero debemos expresar todos los datos en  (Cudntos cubos de agua...? (fig. 2.345)
la misma unidad de longitud, en este caso se-

leccionamos el centimetro, porque la mayor

parte de ellos esta expresada en centimetros,

luego debemos convertir I m en centimetros:

1 m=100 cm.

Otro aspecto importante es desechar los da-

tos innecesarios. En este sentido debemos Figura 2.345
diferenciar: volumen de la pecera 'y volu-

men del agua que contiene y en este problema se debe calcular el volumen del
agua que contiene, por lo cual es innecesario el dato de la altura de la pecera
igual a 50 cm.

Como la pecera tiene forma de ortoedro, el volumen de agua adquiere también esta
forma, por las propiedades fisicas de las sustancias liquidas. Por tanto, el volumen de
agua se calcula a partir de la formula: V'=a - b - ¢, luego:

V'=30-20- 100 =60 000 cm?®, pero para determinar la cantidad de cubos de 10 L que
se necesitan, se requiere expresar en litros el volumen de agua calculada y para ello,

debemos convertir el volumen ya calculado en cm?, ahora en dm’ porque sabemos
que: 1 L=1dm’.

Para convertir 60 000 cm? en dm® dividimos: 60 000 : 1 000 =60 dm?. Ahora solamen-
te queda dividir por 10 esta cantidad, para saber cuantos cubos de 10 L se necesitan
para llenar la pecera:

60 : 10 = 6, luego se necesitan 6 cubos.

R/ La cantidad de cubos de 10 L que se necesitan, para llenar la pecera hasta una
altura de 30 cm, es 6 cubos de agua.
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Otra forma de medir volimenes®®

Aqui hay dos cubos que pesan lo mismo, 1 kg, pero sus tamafios son diferentes, uno es
de oro y el otro de plata (fig. 2.346).

Oro

Plata i T

1 kg

Figura 2.346

Si se sumerge un cuerpo cualquiera en un recipiente lleno de agua, se derramara parte
de esta, en dependencia de su volumen.

Asi, la cantidad de agua derramada por el cubo de oro es distinta de la derramada por
el cubo de plata, ya que ambos cubos, aunque tienen la misma cantidad de masa, tienen
volumenes diferentes (fig. 2.347).

i

Figura 2.347

El cubo de oro desplaza 64 cm?® de agua y el cubo de plata hara que salgan 100 cm?.
La cantidad de agua derramada coincide con el volumen del cubo.

Esta ingeniosa forma de calcular volimenes fue utilizada por primera vez hace
mas de 2 000 afios por el sabio griego Arquimedes de Siracusa en un episodio muy
famoso:

En el siglo III a.C. Hieron rey de Siracusa, entregd a un orfebre 1 kg de oro para
que le hiciera una corona. Pasado un tiempo el rey recibid una maravillosa corona que
pesaba exactamente un 1 kg. Pero no fiandose que estuviera hecha solo de oro le
preguntd a su amigo Arquimedes, como descubrir el posible fraude sin fundir la coro-
na y asi no estropear tan bello trabajo.

88 Argelia Gonzalez Portales: Tesis de Maestria en Ensefianza de las Ciencias Exactas, UCPEJV, La
Habana, 2011, Anexo 9, p. 95.
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Arquimedes estaba dandole vueltas al problema, cuando entré en el bafio publico y
observo que a medida que su cuerpo se sumergia en la bafiera se derramaba mas
cantidad de agua.

Pensé entonces que el volumen de agua derramada depende del cuerpo introducido
en el agua. Entusiasmado, salio del bafio y, desnudo, corrio a su casa gritando
iEUREKA, EUREKA!, que quiere decir: jlo encontré, lo encontré!

Llegado a su casa, hizo las mediciones oportunas y pudo
razonar de la siguiente forma (fig. 2.348):

“Si la corona estuviera hecha con 1 kg de oro, su volumen
seria 64 cm?® y si fuera de 1 kg de plata, su volumen seria
100 cm?®. Como la corona tiene un volumen intermedio, esto
quiere decir que esta hecha de oro y de plata”.

Arquimedes descubri6 de esa forma que el orfebre cometio Figura 2.348
un fraude.

Ejercicios
1. Selecciona la unidad adecuada para medir:*

1.1 La cantidad de agua que hay en una cisterna.

a) _cm* b) m® ¢) L d) ninguna de estas.

1.2 La capacidad de un recipiente plastico que se usa para embazar pintura.

a) L b) om®c¢) m® d) ninguna de estas.

1.3 La cantidad de medicamento que contiene una ampolleta para inyecciones.

a) mL b) ocm’ ¢) m’ d) ninguna de estas.

D E C
2. En la figura 2.349, ABCD cuadrado, E es el punto medio de
DC, AB =60 cm.
a) Halla el perimetro del cuadrado.
b) Determina el area del trapecio ABCE. 4 B
Figura 2.349

3. Enlafigura2.350 ABCF cuadrilatero y ABE triangulo isdsceles
de base 4B, FC | | AB ;

AC bisectriz del Z4; 4B 1 BC ; ZACF = 37°.

8 Argelia Gonzalez Portales: Tesis de Maestria en Ensefianza de las Ciencias Exactas, UCPEJV,
La Habana, 2011, ejemplo 2, p. 51.
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a) Calcula la amplitud de los angulos interiores del tridngu-

E
lo ABE.
b) Clasifica el cuadrilatero ABCF 'y calcula su area sabien- F c
D

do que 4B =10 cm; BC = 7,5 cm; FC = 78 mm

4. Eiel tripecioi/lNLI:lue se muestra en la figura 2.351, 4 Figura 2.350
NL L MN y NL 1 PL. ;Cual es el area del tra-

pecio MNLP? Sefiala la respuesta correcta. p  70m
a) 26 m? >0m 30m
b) 27 m?
¢) 33 m? M 11m N
d) 84 m? Figura 2.351
5. ¢(Cual es el area en centimetros cuadrados de
I ~ I L]
la figura 2.352? Los angulos que se sefialan ]3’0m
son rectos. Argumenta los resultados segun el 2.0m 0O
tipo de figura. 8,0m
a) 66 cm?
b) 69 cm? e .
2

3 9861 sz Figura 2.352

cm

6. Encierra en un circulo cual de las medidas dadas corresponde al volumen de agua de
una piscina olimpica.”

0,37-10°m* | 37-10° m’ 3,7-10°m’ 3,7-10° km* | 0,37 -10° km’®

7. Lafigura 2.353 muestra un triangulo ABE dentro de un cuadrado ,, 40m g 20m e
ABCD, de modo que:

Ee CD . Segun las longitudes dadas, ;Cudnto mide el area del
tridngulo?

a) 36 cm?

b) 18 cm? A B
¢) No se puede calcular por falta de datos. Figura 2.353

% Argelia Gonzalez Portales: Tesis de Maestria en Ensefianza de las Ciencias Exactas, UCPEJV, La
Habana, 2011, Ejemplo 1, Taller 5, p. 40.
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8. Enla figura 2.354 se tiene un cuadrado ABCD, con AB = 4,0 cm. D ¢ ¢

Si E, F Gy H son los puntos medios de sus lados.
El 4rea sombreada es:

H F
a) 2 % del area del cuadrado ABCD.
b) 12,5 % del area del cuadrado ABCD.
c) 25 % del area del cuadrado ABCD. A E B
d) 50 % del area del cuadrado ABCD. Figura 2.354

9. En el cuadrado ABCD de la figura 2.355, E, F, G y H son puntos medios de sus

lados. D G c

Si 4B =4,0 cm, entonces el area sombreada es:

a) 10 cm?
b) 6,0 cm?

c) — cm?

8

4 Fi E2 355 B
igura 2.
d) 6,0 dm? &

10. Lafigura 2.356 muestra el rectangulo som- 3,0cm
breado MBED contenido en el 2 £ ¢
paralelogramo ABCD, de modo que: E €

CcD yMe AB.
(Cual es el area del rectangulo sombreado? 4 M B
8,0cm

Figura 2.356

4,0cm

11. En la figura 2.356 se muestran dos rectan-
gulos iguales ABCD y EFGH, M'y N son
los puntos medios de los lados BC y AB

respectivamente. Si se sabe que el area sombreada es igual a 42 cm?. Selecciona
la afirmacion correcta:

D C
H M G
A v B
E F
Figura 2.357

a) El area del exagono AEHMCD es igual a 126 cm?.
b) El area del exagono AEHMCD es igual a 147 cm?,
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c) El area del exagono AEHMCD es igual a 168 cm?.
d) No se puede calcular el area del exdgono AEHMCD por falta de datos.

12. a) Si en una sala rectangular de 6,5 m de largo y 40 dm de ancho se coloca una
alfombra cuadrada de 2,0 m de lado, la superficie al descubierto es:
6,5 m’ 256 m? 22 m? No se puede calcular

b) Si el local de esta sala tiene 3,0 m de altura, calcula su volumen.

13.* Alberto trajo una lata de pintura de vinil para 55m
pintar las paredes de su aula, que tiene las di-
mensiones que se indican en la figura 2.358.°
En la etiqueta de la lata dice: Contiene: 4 L Ren-
dimiento: = 10 m*/L. Agregar 20 % de agua. ,

25m

3,5m
a) Calcula el volumen del aula. Figura 2.358
b) Si el aula tiene una ventana que abarca una
superficie de 4,6 m?, jalcanzara esa lata de pintura para dar una mano a las
paredes del aula?

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. Encuentra todos los triangulos y cuadrilateros que aparecen en la figura 2.359.

\®

Figura 2.359

2. La figura 2.360 muestra el rectangulo ABCD donde AM 'y BM son las bisectrices
de los angulos £DAB y ZCBA respectivamente.

D M C

Figura 2.360

9 Argelia Gonzalez Portales: Tesis de Maestria en Ensefianza de las Ciencias Exactas, UCPEJV, La
Habana, 2011, Ejercicio 1, Hoja de trabajo 6, p. 67.
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a) (Qué informacién aporta el dato de que AM y BM son las bisectrices de los
angulos ZDABy ZCBA?
b) Nombra los pares de angulos que tengan igual amplitud.

¢) Prolonga el segmento 4M y localiza otros pares de angulos iguales.

d) Para los segmentos AM Yy BM identifica los pares de dngulos cuyas amplitudes
suman 180°.

d) Identifica los triangulos que se forman en la figura y determina cuales de ellos son
isosceles. Justifica tu respuesta.

3. Enla figura 2.361, BF | | CE, ZABG = 114°, CH es la bisectriz del ZECD. 4, B, C
y D puntos alineados. Halla la amplitud de los angulos £ZABF'y ZHCD.

Figura 2.361 Figura 2.362

4. Explica por qué los angulos 1, 2 y 3 representados en la figura 2.362, suman 180°.

5.* Fundamenta las siguientes afirmaciones:

a) Todo triangulo isosceles con un angulo de 60° es equilatero.

b) La mediana de la hipotenusa en un tridngulo rectangulo es igual a la mitad de la
longitud de la hipotenusa.

¢) La suma de las longitudes de las alturas en un triangulo es menor que la suma de
sus lados.

6. Di si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones. Fundamenta las proposicio-
nes que sean falsas:

a) En todo tridngulo isdsceles los angulos bases son desiguales.

b) Todo triangulo equilatero es obtusangulo.

¢) Lamediana de un tridngulo es el segmento trazado desde un vértice al punto medio
del lado opuesto a ese vértice.

d) Entodo tridngulo is6sceles las alturas, medianas y mediatrices relativas a sus lados
coinciden.

e) La cuerda mayor de una circunferencia es su diametro.
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f) El area de un cuadrado se puede determinar como: la cuarta parte de su perimetro

2
1
elevado al cuadrado [A - (Z P) ]

g) La longitud del didmetro de una circunferencia es la mitad de la de su radio.

h) Si la distancia del centro de una circunferencia a una recta es igual a la longitud de
su radio, la recta es tangente a la circunferencia.

i) Todo cuadrilatero con un par de lados opuestos paralelos es un paralelogramo.

j) Todo rombo es un cuadrado.

k) En todo tridngulo rectangulo la hipotenusa es mayor que la suma de los catetos.

) Desde un punto exterior a la circunferencia se pueden trazar infinitas tangentes a
la circunferencia.

m) Las circunferencias secantes se cortan en dos puntos.

D F H C
7. Enlafigura 2.363:
*  ABCD rectangulo /
* AGBH isosceles de base HG E
- EF || HG, .DEF = 20°

Halla la amplitud del GBH. A G B
Figura 2.363

8. Enla figura 2.364, MPRS es un cuadrado, N punto medio de MP y O punto medio de

PR . Selecciona la respuesta correcta.
El area de NPQS es igual a:

a)  La tercera parte del area del cuadrado MPRS.
b)  ElI 60 % del area del cuadrado MPRS.
¢)  La suma de las areas de los triangulos MNS y ORS.

d)  No se puede determinar por falta de datos.
S R
0
M N P
Figura 2.364

9. Elio tiene que construir una pieza rectangular de carton de 48 cm de largo y 37 cm de
ancho.
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10.

11.

12.

13.

14.

366

Determina el perimetro en metros de la pieza que construira Elio.
Elio debe cortar en cuadraditos de 5 cm de lado la pieza, ;cuantos cuadraditos podra
cortar?

Para un trabajo de Artes Plasticas, Isabel y Rolando deben dibujar en una cartulina
un cuadrado y dividirlo en 16 cuadraditos iguales y colorear con pintura algunos de
manera que se asemeje a un mosaico para el piso. Analizando las figuras obtenidas
(fig. 2.365), ;cual de los dos empled mas pintura para realizar su trabajo?

Isabel Rolando
Figura 2.365

En un campo se han cosechado 192 q de papa. El campo es triangular, tiene un lado
de 160,0 m de longitud y su vértice opuesto esta a 120,0 m de distancia de ese lado:

a) Realiza el esbozo del campo de papas.
b) Calcula el area de este campo.

Rota un angulo de 38° con centro en su vértice y con un angulo de rotacion de 180°.
(Qué compruebas?

Traza un rectangulo ABCD de 4,2 cm de largo y 2,3 cm de ancho:

a) Refleja es te rectangulo en la recta BC.

b) Traslada 5,0 cm el rectangulo con sentido de direccion DA

c) Rota el rectangulo ABCD alrededor del punto B con un angulo de 120°.

d) Compara las longitudes de los segmentos y las amplitudes de los angulos de la
figura original con las de la figura final.

Dibuja un triangulo equilatero cualquiera ABC. Traza la perpendicular desde el vér-
tice C hasta el lado c.

a) (Qué nombre recibe la recta notable que has trazado?



15.

16.

17.

18.

19.

b) Marca un punto D cualquiera en esta recta notable, unelo con 4 y C. Expresa
todo lo que sepas sobre el triangulo ABD. Fundamenta tus afirmaciones.

Dado un tridangulo isésceles cualquiera, construye las rectas notables relativas a

su lado base. Analiza la posicidn de estas rectas y elabora tus propias conclusio-
nes.

a) ¢Qué sucederia con las rectas notables en un tridangulo equilatero? Fundamenta
tu respuesta.

En la figura 2.366, OM | AB y OA > OB. Prucba que ZBOM < LMOA.
0
A M B
Figura 2.366

El triangulo SRT de la figura 2.367 es equilatero y TU es su eje de simetria, Sy R
son puntos simétricos.

a) Calcula TU si se conoce que SR =30 cm.
b) Determina la amplitud de £STU.

S U R

Figura 2.367

Demuestra que si la bisectriz de un dngulo exterior de un triangulo es paralela a uno
de los lados, entonces dicho triangulo es isdsceles.

Lorena, Rafael y Milagros deben abrir un hoyo en la tierra para sembrar varios
arbustos como contribucion a la forestacién de su localidad. Las dimensio-
nes del hoyo deberan ser: 8,1 m de largo, 5,4 m de ancho y 1,8 m de profundi-
dad. ;Qué cantidad de tierra deben extraer estos estudiantes para sembrar los
arbustos?
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20. En la figura 2.368 se indican las amplitudes de tres angulos. Prueba que: BC || 4D
y 4B ||cD

B C
50°
50°
A D/
130°
Figura 2.368 B

21. En la figura 2.369, £BAD = ZBCD y triangulo ADC es

isésceles de base AC. Prueba que el tridngulo ABC es
también isosceles.

22. Dado un triangulo ABC, en el cual ZC es rectoy CD L AB.
Prueba que £4 = ZBCD.

D
Figura 2.369

PARA LA AUTOEVALUACION
Reflexiona sobre lo aprendido

Cuales son las figuras planas que conoces?

{Qué caracteristicas tienen los diferentes tipos de angulosestudiados?

(Sabes clasificar los tridngulos segtin sus amplitudes de sus angulos y longitudes de los lados?

(Sabes construir rectas paralelas, perpendiculares, la mediatriz de un segmento, la

bisectriz de un angulo?

(Qué propiedades cumplen los diferentes movimientos del plano?

6. (Qué nombre y propiedad cumplen los dngulos que determinan dos rectas paralelas
cortadas por una secante?

7. Son dados cuatro puntos distribuidos en dos semiplanos opuestos. ;De cuantas for-

mas los puedo representar?

Dos rectas |y r, se cortan en el punto S formando un angulo recto. Ellas a su vez son

cortadas por dos rectas paralelas p y g, de modo que:

Sl

9]

— La interseccion de p con r,es Ay con r,es C.
— La interseccion de g con 7, es By con r,es D.
a) Esboza la situacion geométrica de este problema.
b) Sefiala una pareja de angulos correspondientes que sean iguales. Justifica tu
seleccion.
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10.

11.

c¢) Si se cumple que S4 = 6,0 cm, SC = 8 cm y el area del tridngulo ASC es el
36 % del area del triangulo SBD. Calcula a partir de estas condiciones:
— Lalongitud de AC.
— El érea del triangulo 4SC.
— El érea del triangulo SBD.
— Clasifica el cuadrilatero ABDC. Justifica tu respuesta.
— Calcula el area del cuadrilatero ABDC.

Observa detenidamente la figura 2.370 en la cual se representa un cuadrado que se
ha dividido en cuadraditos iguales, dentro del cual se han dibujado los tridngulos 1 y 2.
Estima el area de estos dos triangulos y selecciona cual de las siguientes afirmacio-
nes es verdadera.

a) El area del tridngulo 1 es mayor que el area del triangulo 2.
b) El area del triangulo 1 es menor que el area del tridangulo 2.
c) El area del triangulo 1 es igual al area del triangulo 2.

d) No es posible determinar la relacion entre estas areas.

1
N
N
/\\ \
2
Figura 2.370

La amplitud de un angulo interior de un tridngulo es 16° y la diferencia entre las
amplitudes de los otros dos angulos es 28°.

a) Halla las amplitudes de los angulos interiores de dicho triangulo.

b) Clasifica al triangulo, de acuerdo con las amplitudes de sus angulos.

¢) Calcula la amplitud del angulo exterior que tiene un vértice comtn con el angulo
interior de 16°.

Traza en tu libreta tres puntos no alineados y construye una circunferencia que con-
tenga a estos tres puntos. Justifica el procedimiento que utilices.

En la figura 2.371 aparece la representacion de un piso cubierto de mosaicos iguales
y se destacan en €l, los mosaicos M, 4, By C. ;Qué movimiento del plano habra que
hacer para transformar el mosaico M en el mosaico 4? ;Qué movimiento habra
que hacer para transformar el mosaico M en el mosaico B?
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RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS

Epigrafe 2.1.1

2.

10.

11.

370

b) Figura 2.52 tres rectas; figura 2.53 seis rectas; figura 2.54 dos rectas.
d) Figura2.52 ocho semirrectas; figura 2.53 dieciséis semirrectas y figura 2.54 doce
semirrectas.

b) Por un punto pasan infinitas rectas. d) La recta es ilimitada.

f) Un punto situado entre los puntos extremos de un segmento que equidista de ellos
es su punto medio.

h) Dos segmentos consecutivos tienen solamente un extremo comun.

i) Sidos puntos diferentes estan en el mismo semiplano de borde 7 el segmento que
los une no corta a la recta de borde .

Diez rectas: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE.

Si estan los puntos en una misma recta se determinan once segmentos
Si cada tres puntos no estan alineados se determinan quince segmentos.

a) LABP, ZPBC, ZABC. b) LABP, ZPBE, ZEBC, ZABE, ZPBC, ZABC.

En la figura 2.57 no son consecutivos, no tienen igual vértice.
En la figura 2.58 no son consecutivos, no tienen un lado comun.

a) Angulos que se pueden colocar consecutivamente a un lado de una recta:

ZCAB + LEDF + ZQPO; ZCAB + ZIHG + ZLJ K; ZNMN + ZURS + ZACB;
ZURS + LEDF + ZLJK + ZJHG.

b) Se pueden formar seis angulos consecutivos alrededor de un punto realizando la
combinacion de dos casos anteriores.

c¢) Es falsa porque dos angulos complementarios entre si suman 90°, si ambos fue-
ran rectos sumarian 180°.



12.
13.
14.

b) 96°
a) Sobreobtuso b) Obtuso c) Llano d)Agudo e)Agudo

Para un angulo cualquiera ¢, su suplemento es 180° — o'y su complemento es 90° — ¢,
por tanto la diferencia entre el suplemento y el complemento seria:

180° — o — (90° — @) = 180° — ¢r— 90° + & = 90° lqqd.

Epigrafe 2.1.2

2.

A: Trapecio

B: No hay suficientes datos para clasificarla
C: Paralelogramo

D: Paralelogramo

Es facil construir un poligono no convexo de lados iguales, por ejemplo, ti puedes
construir un poligono no convexo analogo al de la figura 2.84, con lados iguales; pero
la regularidad estd dada en los poligonos no solamente por los lados iguales, sino
también, por los angulos interiores iguales y no puede construirse un poligono no
convexo regular.

Pensamos en una poligonal abierta porque el punto inicial no coincide con el punto
final.

7. ABCDEFGHIJ: decagono no convexo, KMNOP: pentagono convexo, QRST: cua-

10.

drilatero convexo, UVW: triangulo convexo, FGH IJK: exagono convexo, LMNOP:
pentagono no convexo QRSTUVW: heptagono convexo.

I: equilatero, II: escaleno, I11: isdsceles, IV: rectangulo.

AABC rectangulo, AHGI isésceles, AJLK acutangulo, AMNO obtusangulo, AQRP
escaleno, ADEF equilatero.

Epigrafe 2.2.1

2.

a) Per byrNs={MyyMers onNm={My;ymNp={P}; Me n m;
Pemp

d)A¢a e)aNb={Cl;cNb={4};aNc={B}yCe a b;Be a, c
Ae b c

f) e = f, todos sus puntos coinciden.

Cinco posibilidades:

—_——— (X — °
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5.1 a) Tres rectas b) Una recta 5.2 a) Ninguna b) Una recta.
6. b) Paralelas

7.%Sia || b, entones b | | a (Simetria del paralelismo de rectas)
Premisa: a || b Tesis: b || a

Demostracion:

Sial|b, entonces a=>b o a N b= ¢ por definicion de rectas paralelas.

De lo anterior, se cumple también que b = ay b N a = ¢, por la rela-
cidn igualdad de conjuntos y la operacion interseccion de conjuntos. (Capitulo
1, epigrafe 1.3.1)

De donde b | | a por definicion de rectas paralelas 1qqd.

8.*Si dos rectas r y s tienen dos puntos comunes diferentes, entonces son iguales.
Premisa: P Qe r; P Qe s; P# Q Tesis: r=s.

Demostracion: por reduccion al absurdo, supongamos que: » # sy como P, Q € r, P
O € sy P # Q por premisa, tenemos dos rectas diferentes que contienen dos puntos
comunes distintos, lo cual contradice el axioma que plantea que la recta por dos pun-
tos diferentes es unica. Luego lo supuesto es falso y se cumple el teorema lqqd.

9.*Dos rectas diferentes a y b tienen a lo sumo un punto comuin P.
Premisa: a # b

Tesis: “tienen a lo sumo un punto comun” eso significa que no tienen puntos comu-
nes (a N b = ¢) o que tienen en comun uno solamente (a N b = {P})

Demostracion: por reduccion al absurdo, supongamos que no se cumple la tesis, es
decir, que estas rectas no tienen ni uno ni ninguno de los puntos en comun, por lo
tanto tienen por lo menos dos puntos comunes diferentes. Luego, aplicando la pro-
piedad que acabamos de demostrar en el ejercicio 8", estas rectas son iguales: a = b
jContradiccion en la premisa a # b! lqqd.

10. Conclusion: “Si una recta corta a una de dos rectas paralelas entonces corta a la
otra”. Esta propiedad se demostrard en el proximo epigrafe.

Epigrafe 2.2.2

5. El punto P estara en la interseccion de la mediatriz de AB y de la mediatriz de AC ,
porque los puntos de la mediatriz equidistan de los extremos del segmento.

6.*Sia||byc]||bentonces a || c (Principio de comparacién respecto a un
tercero)

Premisa: a||byc||b Tesis:al|c
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Demostracion:

Sial|bentonces a=b o a N b= ¢ por definicion de rectas paralelas.

Sic|| b entonces ¢ =b o c N b =0 por definicién de rectas paralelas.

Luego a = b = ¢, de donde a = ¢; solo faltaria fundamentar que a N ¢ = ¢, lo cual
probaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que las rectas @ y ¢ no son
paralelas, es decir, se cortan en un punto P entonces por el punto P pasa la recta a y
a || b por premisa, pero también pasa por el punto P la recta ¢ y ahora ¢ | | b. Luego
tenemos dos paralelas a y b a la recta ¢, por un punto exterior P y debe ser tinica
iContradiccion!

7*%Sial||byb||centonces a || c (Transitividad del paralelismo de rectas)
Premisa: a|| by b||cTesis:al|c
Demostracion:

Por premisa @ | | b y también b | | ¢, pero si aplicamos a esta ultima relacion la
simetria del paralelismo rectas, propiedad ya demostrada en el ejercicio 7 del epigra-
fe anterior, tenemos que ¢ | | b y ahora podemos aplicar el principio de comparacion
respecto a un tercero, que se demostrd en el ejercicio 6, anterior a este, de donde si
al|byc||bentonces al|c lqqd.

. Conclusion: ““Si Angu i u I v
8. Concl “Si dos angulos tienen sus lados respectivamente paralelos entonces
son iguales”.

9. Podemos utilizar la propiedad de la conclusion del ejercicio 7, es decir, trazar
un angulo cuyos lados sean paralelos al angulo dado, tal angulo es de igual
amplitud que el angulo dado, luego si lo medimos obtenemos la amplitud de
angulo deseado.

10.* Construccion del triangulo equilatero de lado de longitud a:

D D
a
a a
A a B a l
—_— y tB y 5
Figura 2.372 a

11.* Propiedad geométrica: si una recta corta a una de dos rectas paralelas entonces
corta a la otra.

Premisa: sean r | | s y t una recta que corta a s en un punto P,

Tesis: t corta a r también.
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Demostracion: por reduccion al absurdo, supongamos que: ¢ | | # y como por premi-
sa s | | » luego se tiene aplicando el ejercicio 6 ya demostrado que: 7| | s jContradic-
cion! Pues por la premisa, la recta ¢ corta a la recta s en un punto P. Lo supuesto es
falso, se cumple el teorema lqqd.

12.* Construccion A4ABC con un angulo agudo «'y lados de longitud a 'y b con a < b.

Sea / la distancia de C al lado AB o altura del lado 4B . Existen tres posibilidades:

(a < h) No hay solucion  (a > /) Hay dos soluciones
(a = h) Hay una solucién

Soluciones

L7 ¥
Figura 2.373

Epigrafe 2.2.3

1.

10.

374

a) f=152° b) o es agudo ¢) Los angulos £LZABP y ZPBC son iguales.
d) ABP es un triangulo isosceles.

Toda pareja de angulos adyacentes son suplementarios, pero no toda pareja de angu-
los suplementarios cumple los requisitos de los a&ngulos adyacentes.

Obtuso; Obtuso; perpendiculares.
LAMB = LEMD;, b) ZBME = ZFMC; c) LAMB + ZAMF = ZDME + ZCMD
£ZDOC =43°, ZBOC = 137°; LAOB = 135°;, ZAOC = 180°; ZBOD = 180°

Verdadera, porque si son consecutivos estan ubicados uno a continuacion de otro,
con el vértice y un lado en comtn y si ademéas suman 180°, cumplen todos los requi-
sitos de los angulos adyacentes.

a) B b) LAOB = £DOC ¢) Iguales

Conclusion: Dos angulos del mismo tipo que tienen lados perpendiculares son de
igual amplitud.

Las semirrectas p y ¢ no son opuestas porque no forman un angulo Z(p, ¢) llano,
pues:

a) Z(p, q) = Z(p, r) + L, q) = 147° + 53° = 200°
b) Z(p, ¢) = 93° + 65° = 158°



11.*

a). Todo angulo igual a su | b).Todo angulo recto es igual | ¢).Si dos angulos son iguales
adyacente es recto. a su adyacente. entonces sus adyacentes
Premisa: oy B adyacentes, Premisa: o'y B adyacentes son iguales.

oa=p o=90° Premisa:
Tesis: oo =90° Tesis: o= f3 o=0o'y 3, B"sus respecti-
vos adyacentes
Demostracion: Demostracion: Tesis: B = B°
o+ B=180° por adyacen- o+ 3= 180° por adyacentes
tes, 90° + B=180° sustituyendo o Demostracion:
o+ a=180° sustituyendo B B=90° a+ 3 =180° por adyacentes
200=180° Luego o= f3 1qqd. o + = 180° por adyacentes
o=90° a+ B = o + " comparando
1qqd. igualdades
Luego B = B "lqqd.

d) Dos rectas » y s perpendiculares se cortan formando cuatro angulos rectos.
Premisa: sean ry s rectas con r L s, que determinan al cortarse £1, £2, Z3y Z4

Tesis: L1 =/42=/3=/4=90°

Demostracion:

Sir_Ls, por definicion de perpendicularidad, uno de los angu- r

los £1, £2, /3 o Z£4 es recto. Sin perder generalidad sea: 12
Z1=90°. 413 s

£3 =90° por opuesto por el vértice con L1

£2=90°y £4 =90° por ser adyacentes respectivos de angu-
los rectos £1 'y £3. Luego: £1 =90°, £2 =90°, £3 =90°,
Z£4=90°1qqd.

Figura 2.374

Epigrafe 2.2.4

I.a)F bV ¢F dF eV H)F

2. a) Correspondiente; opuesto por el vértice  b) £16; £14 c¢) Conjugado; £5

d) £14; correspondiente e) £7; L2

3. a) Por ser angulos correspondientes entre paralelas b) Por ser angulos conjugados
entre paralelas c) Por ser angulos alternos entre paralelas d) Por ser angulos adya-
centes
e) Por ser angulos opuestos por el vértice

4. a) F, no se especifica que las rectas sean paralelas b) F, no se especifica “cada
pareja de alternos” porque todas las parejas de alternos no son iguales ¢) V
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8.

9.

Son falsas: ¢) £4 y Z5 son conjugados sus amplitudes suman 180 ; f) L4y Z8 son
correspondientes.

a) Alterno; correspondiente b) £10; £12 c)Alterno; £15 d) £16; correspondiente.
B=28°; A=152°; £1=76°
a)a=67°; B=65;b)0=25°; a=80°c)0=48°; ax=76°

B=65°

10.*Como b = 65° por los calculos del ejercicio 8 y = 65° por datos y son correspon-

dientes, tenemos una pareja de angulos correspondientes iguales y aplicando la afir-
macion dada se cumple que p| | » Iqqd.

11.* Al realizar la construccion, la pareja de angulos

que se sefiala en la figura 2.375 tienen igual am-

-~
/////
plitud, pues se trata del mismo angulo del carta- /G/] /r
bdn, pero ademas de ser iguales son correspon- A 7
ad P |
/

. ’ | |
dientes, luego las rectas entre las cuales estan >
7 a . .o . ”
estos angulos son paralelas, seglin el ejercicio “"p

anterior, es decir. r.
’ 4 " Figura 2.375

Epigrafe 2.3

2.

10.

376

a) ACOD b) AAOB c) Simetria axial de eje OB d) BC ¢) OD ) FC g) AAOB
h) La simetria central es una rotacion particular con un angulo de 180°.

En las figuras: 3, 5, 6, 7, 8 de la figura 2.211 la recta trazada es un eje de simetria

a) Rotacidn de centro 4 y angulo DAB b) Reflexion de eje AD c¢) Traslacion de

direccién BB’ d) Simetria Central de centro C e) Rotacidn de centro 4 y angulo
BAB’.

Conclusion: al aplicar dos simetrias axiales consecutivas del mismo eje a una figura,
esta se transforma en si misma. La composicion de dos simetrias axiales del mismo
eje es igual a la transformacion idéntica.

a)V b)V ¢) V d)F; esta recta es perpendicular al eje de simetria e) F; porque el
centro es el centro de la rotacion, pero el angulo tiene que ser de 180° f) V g) F;
toda figura y su imagen por un movimiento son iguales.

(1) Simetria central de centro O. (2) Rotacion de centro O y angulo de 90° (3)
Rotacion de centro O y angulo de 60° (4) (2) Rotacion de centro O y angulo de 90°.

a)2 b)3y2 c)4



Epigrafe 2.4.1

1.

R/ 50° 2. R/ 52° 3. R/ 67° 4. Segun propiedades estudiadas. 5. R/ Z1= 120°;
£2=145°

. R/360°

R/ 360°

R/ LCAE =65°, ZACE =25°, ZACB=80°, ZCBE =35°.

. No puede ser un angulo recto porque seria su adyacente interior recto y su igual

también recto y con ello, la suma de sus amplitudes daria mayor que 180° al sumar la
amplitud del tercer angulo del triangulo. Tampoco puede ser agudo porque su adya-
cente interior seria obtuso y con ello se tendrian los dos angulos interiores iguales,
obtusos y la suma de sus amplitudes daria mayor que 180° y si pudieran ser obtusos,
pues asi sus interiores iguales serian agudos.

10.* Teorema de los terceros angulos

Premisa: o, B, yangulos del AABC
o', B*, v angulos del AA’B’C’con =’y B= 3
Tesis: y=1vy"
Demostracion:
o+ pB+y=180°y " + "+ ¥ = 180° por suma de amplitudes de los angulos de
un triangulo
o+ B+ y=a + B+ ¥ comparando ambas igualdades
o+ B+ vy=a+ B+ y sustituyendo ="y f= "
y=7"lqqd

Epigrafe 2.4.2

1.

2.
3.

4.

Es una afirmacion falsa, porque no cumple con estas dimensiones la desigualdad
triangular.

a) No; b) Si; ¢) No; d) Si
a) 3 cm

a) 3 cm

5.y 6. Deben escribirse estos nimeros considerando la desigualdad triangular.

7.

8.

d<a+a=2a.

d<a+a=2a.

377



9. a) Incorrecta porque QO + OP + PQ = QS + SU b) Incorrecta porque QS + SU > OS
) correcta.
10. Son iguales ambos recorridos.

Epigrafe 2.4.3

1. Crucigrama

5
3 M

1 2 B E 6
I A A D 0
S L R I R
0 T|a|M|[E|D|I]A|N|A T
S U py|T[N]|]C|IE|N|[T|R|O
oglc|1|R|C|U|IN]|JC|E|N]|T|R|[O]| C
E A N | 4 I E
Llag|B|lI|[S|E]J]C|T|R|I1]|Z N
E R T
S o|cC R
T e}

2. a) V b) F; solamente en triangulos equilateros o si se trata de la bisectriz del
angulo principal de un tridngulo isosceles. c) F; equidista de los vértices del
triangulo. d) F; equidista de los lados del triangulo. ) V f) F; solo si pasa
perpendicularmente.

8. Falso, cada altura corresponde a uno de los lados del triangulo y no necesariamente
tienen que ser iguales las tres alturas, esto sucede en los triangulos equilateros. Los
triangulos isésceles tienen solamente dos alturas iguales. Aunque las alturas sean
diferentes, para calcular el area del triangulo se puede utilizar cualquiera de ellas
indistintamente, para multiplicarla por la longitud de su lado correspondiente y dividir-
la entre dos para obtener tal area.
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9.*#Si dos angulos son adyacentes sus bisectrices forman un angulo recto.
Premisa: o, 3 angulos adyacentes cualesquiera y p, g sus respectivas bisectrices.
Tesis: Z(p, q) es recto

Demostracion:

Apa)=2+L .

o+ [

2
180

2
=9()° Figura 2.376

10. Conclusion: la mediatriz, la mediana y la altura de la base de un tridngulo isésceles
coinciden.

11. Conclusion: el baricentro, el ortocentro y el circuncentro de un tridangulo estan en
una recta llamada recta de Euler. Traza un triangulo, determina su baricentro, ortocentro
y circuncentro y comprueba que estan alineados.

Epigrafe 2.4.4

1. Lahipotenusa es el mayor lado de un triangulo rectangulo porque se opone al angulo
recto que es el angulo mayor.

2. Enlos triangulos rectangulos la longitud de la hipotenusa es menor que la suma de las
longitudes de los catetos por la desigualdad triangular.

3. Aplicando el teorema de Pitagoras (fig. 2.377) se puede calcular la altura que alcan-
za la escalera en esta posicion:
(altura)® = (longitud de la escalera)’ — (distancia a la pared)?
»=(5yY-031=25-9=16
Si /2= 16 entonces /& = 4,0 cm (altura de la escalera)

4, x?=(3)*+ (4)>*=9 + 16 =25 (fig. 2.378)
(Por el teorema de Pitagoras)

Altura

distancia a la pared 3,0 3,0
Figura 2.377 Figura 2.378
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Sus angulos agudos son complementarios, porque tiene un angulo recto, por
suma de las amplitudes de los angulos interiores restan 90° para los dos angulos
agudos.

ﬁz :ZDZ + Ez por Teorema de Pitadgoras
AP=12m

_ o ) 0O
AB” =20%-12% = 400 -144 =256 PB=20m [

(]
N B A
AB =16 m
R/ La distancia entre A y B es 16 metros.
Comparamos (22)*y (12)* + (15)%; 484 > 369 R/ El P
triangulo es obtusangulo. Figura 2.379

= (5)}-(4)y>=25-16=9
(Por el teorema de Pitagoras)
R/ La longitud de la altura es 3,0 cm

4,0 4,0
9.*Porque cada una de sus alturas forma con su lado Figura 2.380

correspondiente y otro lado consecutivo, un tridngulo

rectangulo, en el cual ella es cateto y el lado

hipotenusa. Luego la suma de las tres alturas (catetos) es siempre menor que los
lados del tridangulo (hipotenusas) por desigualdad triangular.

10.* 2= (20)*- (10)> =400 - 100 = 300 por el teorema de Pitagoras

300=3-100; /300 =,/3 -4/100=+/3 - 10=17-10~17cm

R/ La longitud de la altura del tridngulo es 17 cm

Epigrafe 2.4.5

1.

4.

380

No existen cuadrilateros convexos con todos sus angulos interiores obtusos porque
la suma de sus amplitudes seria mayor que 360°.

No existen cuadrilateros convexos con todos sus dngulos interiores agudos porque la
suma de sus amplitudes seria menor que 360°.

63°,117°,63°,117°

* Un paralelogramo que tiene un angulo recto es un rectangulo, porque como los
angulos opuestos son iguales y los consecutivos conjugados, los cuatro son
rectos.



* Un cuadrilatero convexo que tiene cuatro lados iguales es un rombo, porque los
lados opuestos son también iguales y con ello es un paralelogramo y si ademas,
todos los lados son iguales cumple las propiedades del rombo.

* Un paralelogramo que tiene dos lados consecutivos iguales es un rombo, porque
si es paralelogramo los lados opuestos a estos son iguales y con ello todos los
lados son iguales y de esta forma es un rombo.

5. Rombo.
6. Trapecio isosceles.
7. 63°.

8. a) Opuestos b) Se bisecan c¢) Suman 180° d) Iguales y paralelos

R A E I P A R A L E L |O

E | W D G L S 0 S U T B | O A
C R S U|l M| A N |180°| Q T T | B I
T D T A G S o T S E U |p o
0 F G L P N U E A% F P 0
S G S E B I E C A | N F
A B I S E C T R I C E | S H

9.* Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.
Premisa: ABCD paralelogramo de angulos interiores £A4, £B, ZC, £D
Tesis: LZA=/ZCy £LB= 24D

Demostracion:

Consideremos una diagonal de ABCD. Sin perder gene-
ralidad sea esta BD y sean las parejas de angulos conse-
cutivos determinadas por ella en los angulos interiores:
LD=L1+/2y /B=/3+/4

Por otro lado:

Z1 = /3 alternos determinados por los lados paralelos de 4 Figura 2.381
ABCD: AD | | BCy la secante BD.

£2 = /4 alternos determinados por los lados paralelos de

ABCD: AB || CD y la secante BD.
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De donde se sigue: £1 + £2 = /3 + /4, es decir: ZB= 2D (1)

Los triangulos ABD y DBC tienen dos parejas de angulos iguales, luego por terceros
angulos: ZA4 = ZC (II). De 1 y 1l se cumple la tesis Iqqd.

Epigrafe 2.4.6
1. 14 cm

2. 20 em

3. ZU=90°% ZR =90° LT =115° £S = 65°

4. a) LP=38% LR =142°b) LO =64° LR =116° £S=116°
c) LP =46° £S=134° ZR =134° £S = 46°

5. Trapecio isosceles.

6. Suman 180° porque también son angulos conjugados entre los lados paralelos del
trapecio que determinan estos angulos y como tal tipo de angulo sus amplitudes
suman 180°.

7. Si, en ese caso seria un trapecio particular: el rectangulo.

8. Si, existe un trapecio con dos angulos rectos, porque necesariamente al cortar per-
pendicularmente a una de dos paralelas (en este caso los lados paralelos del trape-
cio) se corta perpendicularmente también a la otra.

»

Figura 2.382

9. Un trapecio de tres angulos rectos por suma de amplitudes de los angulos de un
cuadrilatero tiene que tener el cuarto angulo recto y es un trapecio particular: el
rectangulo.

10.*En todo trapecio isdsceles los angulos adyacentes a una misma base son de igual
amplitud.

Premisa: PORS trapecio isésceles de bases PQ y RS, o sea: PS = Q_R
Tesis: LP=/0y £S=ZR
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Demostracion:

Considera la construccion auxiliar: RE || PS con - x

Ee P_Q , asi queda determinado PERS paralelogramo

de lados opuestos iguales, en particular: PS = RE y

como PS = Q_R por premisa, se sigue por r Figufa 2383 ¢

transitividad: RE = R_Q y con ello AERQ isésceles de
base E_Q y sus angulos base iguales: ZE = ZQ (i)

Pero LE = ZP (ii) por correspondientes entre las paralelas PS'y RE, con la secante
PQ, de (i) e (ii) tenemos: LP = ZQ

Falta probar £S = ZR, pero como la demostracion es mdas sencilla la dejamos al
estudiante.

Epigrafe 2.5.1

1.

1.1a)1.2¢) 1.3)b) 1.4) b)

2. Completar la tabla:

Elementos de la circunferencia Notacion

Radios A0, EO. OB

Cuerdas E, %, ﬁ, TC, &, E

Didmetro EB

Arcos EA, AD, DB, AB, CB, EC, CA, EB, ECB, ED.

2.1a) EC £180°b) EAB = 180° ¢) EBD > 180°

6.

a) P no pertenece a la circunferencia porque como centro su distancia al centro de la
circunferencia es 0 cm, no es igual al radio 2 cm. ¢) F, los puntos que se encuentran
a una distancia menor que la longitud del radio no pertenecen a la circunferencia,
todos los puntos de la circunferencia equidistan del centro.

El diametro es la mayor de las cuerdas.

Esta es una condicion suficiente, dos circunferencias iguales se diferencian sola-
mente en su posicion respecto al plano en que estan situadas, existe un movimiento
que transforma una en la otra. No sucede asi con las circunferencias idénticas que
deben tener igual centro también.

383



10.* Premisa: NQ diametro, MN cuerda; o
Tesis: N_Q>m

Demostracion: s
Tracemos el radio por el punto M N

MO + ON > MN por desigualdad triangular en AMNO Figura 2.384
r+r> MN por definicion de radio
2r> MN
N_Q > MN por definicion de diametro
lgqd

Epigrafe 2.5.2

4.1. Exterior; tangente; secante
4.2. Tangente 1 punto; secante 2 puntos; exterior ninguna

Epigrafe 2.5.3

1. a) Radios: A0, BO, OF diametros: BE cuerdas: AC, BE
7N\
b) y ¢) Arcos: EC, AE, AD, AB, BC < 180°b) EOB = 180°

/N 7N 7N 7N 7N\
EBC, ACE, ABD, ACB, BAC > 180°
3. a) V. Son iguales, salvo su posicion en el plano. Siempre existe un movimiento que
transforme una en la otra, aunque no son idénticas. b) V En este caso de los
puntos como tal de la circunferencia tienen dos puntos comunes y son secantes,
pero no deja de ser cierto que de los puntos llamados interiores van a tener puntos
comunes, que es en definitiva lo que se afirma aqui.
¢) V. Son iguales porque son didmetros todos los diametros tienen igual longitud.
d) F. Los extremos de toda cuerda son centralmente simétricos solo si se trata de un
diametro. e¢) V Siempre equidistan porque son puntos de la circunferencia y
equidistan del centro a la distancia llamada radio.

4.8,0cm

5. No puede ser 7,0 cm la distancia entre los centros porque no se cumpliria la desigual-
dad triangular en los dos tridngulos formados por los dos centros y respectivamente
cada uno de los puntos de interseccion.

6. No son precisos los datos, porque es necesario conocer también la distancia
entre los centros de las circunferencias, porque es posible con estos radios cons-
truir circunferencias que cumplan los tres casos a) b) ¢) y la respuesta no seria
unica.
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Epigrafe 2.6.1
1. -4 F 2-B,CD 3-E,CD B 4-BC, D 5-4 F

4. Cada segundo de un afio esta representado al multiplicar 300 000 km recorridos por
la Iuz en un segundo por 365 dias del afio, por las 24 h de cada dia, por los 60 min de
cada hora y por los 60 s de cada minuto.

5. Estos recursos podrian durar aproximadamente:
Carbén: 977 576 000 : 4 672 658 =209,211 973
Petroleo: 1 056 805 000 : 24 345 016 = 43,409 501 14
Gas Natural: 146 439 000 000 : 2 268 329 000 = 64,558 095 40

Epigrafe 2.6.2

1. 1.1)c)L 1.2)a) L 1.3) a) ml

2. a)24 cm b) 27 cm? 3 a) 74°, 74°, 32° b) Trapecio; 89 cm? 4. b) 27 m?

5. b) 69 cm? 6. Opcion 1: 370 m*de agua 7.b) 18 cm? 8.d) 50 % 9.b) 6 cm?
10. 20 cm? 11.b) 147 cm? 12. a) 22 m? b) 66 m?

13.*a) Volumen del aula 48 m3
b) Pintura con agua: 4,8 L; superficie a pintar: (45 m?> — 4,6 m?) 40,4 m?
Célculo del rendimiento: 40,4 : 10 = 4,4 L para los 4,8 L que se tienen alcanza la
pintura.

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. 19 tridngulos y 3 cuadrilateros

2. a) Los triangulos ADM, MCB y AMB son isorrectangulos
b) ZDAM = ZDMA = ZMAB = LZMBA = ZCMB = ZCBM = 45°
ZADM = ZMCB = ZAMB = ZDAC = ZCBA = 90°

3. ZABF =66°, ZHCD =57

4. Porque el angulo opuesto por el vértice al £2, que tiene su misma longitud por serlo,
esta del mismo lado que los angulos Z1 y Z3 respecto a una misma recta, luego
suman 180°.

5.* a) Sielangulo de 60° es uno de los angulos base, entre los dos sus amplitudes suman
120° y el tercero tiene que medir también 60° por la propiedad de la suma de las
amplitudes de los angulos interiores de un triangulo. Si es el angulo principal el
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10.
11.
15.

16.

386

que mide 60°, por la propiedad de la suma mencionada los dos angulos restantes

juntos miden 120° y como se trata de los angulos base que son iguales al dividir esta

suma en dos angulos iguales se obtiene 60°.

b) Porque ella y ambas mitades de la hipotenusa son radios de la circunferencia
circunscrita al tridngulo rectangulo, que existe seglin teorema de Tales.

¢) Porque en cada uno de los tres triangulos rectangulos determinados por las altu-
ras, respectivamente cada altura es cateto que es de menor longitud que cada
lado del triangulo original que es hipotenusa en los tres pequefios triangulos. Si se
suman estas tres desigualdades se obtiene la tesis planteada.

a) F, porque un tridngulo isosceles los lados que no son base tienen la misma longitud
y a lados iguales se oponen angulos iguales, por tanto los angulos bases son iguales.

b) F, porque en un tridngulo equilatero los dngulos tienen una amplitud de 60°.

¢) e) f) h) k) y m) son proposiciones verdaderas: V

d) F, porque la mediana, la altura, la mediatriz que coinciden son las relativas a la
base.

g) F, porque la longitud del diametro de una circunferencia es el doble de la su
radio.

i) F, porque el cuadrilatero que posean un par de lados opuestos paralelos se llama
trapecio, para ser paralelogramo debe tener dos pares de lados opuestos parale-
los o ser un par de lados opuestos paralelos e iguales.

j) F, porque el rombo solo tiene los cuatro lados iguales y para ser cuadrados los
lados tienen igual longitud y los dngulos interiores tienen una amplitud de 90°.

) F, porque por un punto exterior a la circunferencia se pueden trazar infinitas
rectas pero estas son rectas exteriores a la circunferencia, ademas la recta tan-
gente a la circunferencia pasa por un unico punto que pertenece a la circunferen-
cia y se llama punto de tangencia y esta recta tangente es perpendicular al radio.

ZGBH =170°

¢)

P =1,7 cm, podra cortar 6 cuadraditos.

Isabel y Rolando emplean la misma cantidad de pintura.
b) 9 600 m?

En un triangulo isosceles la mediana, la altura, la mediatriz relativa a la base y la

bisectriz del angulo que se opone a la base coinciden.

a) Enun tridngulo equilatero la mediana, la altura, la mediatriz relativa a cada lado y
la bisectriz del 4&ngulo que se opone a cada lado coinciden.

Se justifica analogamente como la respuesta del ejercicio 5.* ¢)



17.
18.

19.

TU =15 cm b) ZSTU = 30°

Si la bisectriz de dicho angulo exterior determina dos angulos iguales entre si y a su
vez, como este angulo exterior, es también igual a la suma de las amplitudes de los
dos angulos interiores no adyacentes a él, por ser también dicha bisectriz paralela a
un lado del triangulo, la suma de las amplitudes de los dos angulos interiores mencio-
nados, que son respectivamente alterno uno y correspondiente el otro son iguales y
con ello el triangulo isésceles.

79 m?

20. Al calcular los dos angulos interiores que faltan se verifica que las parejas de conju-

21.

22.

gados son suplementarios y con ello, las rectas que los determinan son paralelas y se
cumple la tesis.

Por diferencia de parejas de angulos iguales se llega a la igualdad de dos angulos del
triangulo ABC'y de aqui se sigue que es isosceles.

Ambos angulos ZA4' y ZBCD son complementarios del mismo angulo £B respectiva-
mente en los dos triangulos rectangulos diferentes formados: ABC'y CDB.
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CAPITULO 3

Trabajo con variables

Casi al final del curso

;! Hasta ahora hemos estudiado un nuevo conjunto numérico y ampliado nuestros cono-
cimientos sobre la Geometria. Mis compaifieros de grupo y yo estamos contentos; hemos
aprendido; las orientaciones de mi profesora, incluidas sus explicaciones, siempre han
sido muy valiosas. Ella nos llena de optimismo cuando hace falta, y eso siempre nos hace
muy felices.

Casi al terminar el estudio de la Geometria, ella dividid el grupo en tres equipos y a
cada uno le asign6 una tarea, todas relacionadas con el Algebra.

Equipo Tarea

1 Busca en tus libretas de Matematica de sexto grado ejemplos del uso de las varia-
bles para representar diversas situaciones.

2 Investiga en tus libretas de Matematica de séptimo grado ejemplos de situaciones
que puedas representar utilizando variables.

3 Indaga en libros de Matematica y otras publicaciones el uso de las variables.

Yo integré el equipo 3 y estos fueron algunos de mis resultados:

1) El opuesto de un nimero racional a es — a (a # 0).
2) El valor absoluto o médulo de un niumero racional negativo b es — b.

X+w+z+t+v

3) La media aritmética de cinco nimeros x, w, z, £, v es:
5

4) o+ B = 180° (fig. 3.1)

0 P

Figura 3.1
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5) En la figura 3.2 ABCD es un trapecio de bases 4By CD, CE altura. La formula

, . AB+CD
para hallar el area de ese trapecio es 4, = Y CE .
D C
-
A E B
Figura 3.2

El uso de simbolos para simplificar el lenguaje es de gran
importancia en las matemdticas. El dlgebra es la parte de
las matemdticas, en que las operaciones aritméticas son ge-
neralizadas empleando numeros, letras y signos.

La historia del dlgebra comenzo en el antiguo Egipto y
Babilonia, aproximadamente dos mil afios antes de nuestra
era, donde fueron capaces de resolver distintos tipos de
ecuaciones, como las de la forma ax = b, con a # 0, ya
estudiada por ti.

Los arabes introdujeron en Occidente la numeracion y el dl-
gebra. Entre los matematicos drabes sobresale Al Khuwarizmi
(fig. 3.3) (siglo 1x) autor de la obra que trata sobre las operaciones para simplificar
las ecuaciones. Una de ellas “al — jabar” que significa “reducir”, es el origen de la
palabra dlgebra y fue empleada por primera vez por Al Khuwarizmi, su nombre dio
origen a la palabra algoritmo. En sus trabajos no utilizo el simbolismo convencio-
nal que conocemos hoy, pero hizo referencia a las operaciones con expresiones,

elementos de un cdlculo algebraico y trato la resolucion de ecuaciones.

La obra mas antigua que se conserva sobre dlgebra es la de Diofanto de
Alejandria, matemdtico griego del que se conoce parte de su obra y de quien se
tiene escasa informacion sobre su vida: solo se sabe que nacioé a finales del
siglo 11 n.e. en Alejandria.

3.1 Traduccion de situaciones de la vida al lenguaje algebraico
y viceversa

Los ejemplos anteriores nos confirman, ademas, que, como bien lo indica su nom-
bre, una variable es aquello que varia o puede variar. Se trata de algo inestable,
inconstante y mudable. En otras palabras, una variable es un simbolo que representa
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un elemento no especificado de un conjunto dado. Este conjunto es denominado con-
Jjunto universal de la variable o dominio de la variable, y cada elemento del con-
junto es un valor posible de la variable. Para representar las variables se acostumbra
a utilizar letras minusculas.

En la imagen (fig. 3.4) tenemos un manuscrito griego del siglo xi, que muestra
una de las pdginas de Los Elementos de Fuclides, fijate que hemos sefialado en
él un cuadrado en el que se observa que se utilizaba la misma expresion para
indicar la longitud de cada lado. [Interesante verdad!

Figura 3.4

Muchas situaciones de la vida diaria puedes escribirlas utilizando variables. En este
caso decimos que realizamos una traduccion del lenguaje comin al lenguaje
algebraico. También las expresiones donde aparecen variables pueden leerse o escribir-
se con el uso de la lengua materna, en este caso traducimos del lenguaje algebraico al
lenguaje comin.

Para realizar la traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico debes conocer
que existen palabras de uso frecuente que tienen un significado matematico y pueden ser
expresadas en el codigo del lenguaje de las variables, es decir, haciendo uso de las varia-
bles, signos y niimeros. A estas palabras acostumbramos a llamarlas palabras claves.

Ya t conoces muchas de estas palabras claves, como son: aumentado en, disminui-
do en, la misma cantidad que, en fotal, excede en, mds que, menos que, nimero de
veces, la enésima parte, nimeros consecutivos, par, impar, antecesor, sucesor, entre
otras.

Es importante que tengas en cuenta que para realizar correctamente la traduccion del
lenguaje comun al algebraico debes comprender e interpretar el texto y buscar en el
diccionario aquellas palabras cuyo significado desconozcas.

Por ejemplo, la palabra clave excede significa que aventaja, sobra, supera, rebasa,
sobrepasa, que se pasa; luego, esta palabra se utiliza para establecer una relacion entre
dos numeros, un numero mayor y otro menor. En situaciones en las que aparezca esta
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palabra clave, debes determinar ante todo cual es el mayor y cual es el menor de los
numeros. Entonces cuando leas en un texto “a excede en 8 a b”, significa que “a
supera en 8 a b”, que “a sobrepasa en 8 a b”, lo que quiere decir que a es el mayor y
b el menor.

Ejemplo 1:

Representa utilizando variables:

a)

b)

d)

El duplo de un ntimero.

En esta situacion la palabra clave es duplo, que es un pronombre numeral
multiplicativo, o sea, dicho nimero se multiplica por dos.

Luego, si designamos por x al nimero, entonces su representacion sera 2x.

Un ntimero disminuido en tres.

Aqui la palabra clave es disminuido, que tiene un sentido matematico, pues signi-
fica reducir o sustraer en una cantidad determinada.

En nuestro caso, designando por m al nimero, escribimos m — 3.

La diferencia de dos nimeros cualesquiera.

Diferencia significa el resultado de la operacion matematica sustraccion.
Designando por a y b los nlimeros, la situacion se expresa por a — b.

La mitad de un nimero aumentada en su triplo.

En este caso tenemos dos palabras claves, mitad, que significa dividir por dos y
triplo, que significa multiplicar por tres. Designando por m al numero, la represen-

., , m 1
tacion seria: E+ 3m o Em+3m

El 50 % del area de un terreno.
En esta situacion tenemos que utilizar el significado del tanto por ciento. Como

5
conoces el 50 % de un numero equivale a calcular 100 del ntimero, lo que nos

conduce, al simplificar la fraccion, a calcular la mitad del niimero. Si el area del
terreno la designamos por a, esta situacion se traduce en el lenguaje de las varia-

bl a 1,
es por 5 0 4.

La suma de dos numeros enteros consecutivos.

Para realizar la traduccion del lenguaje comun al algebraico debes tener en cuenta
cuando dos numeros enteros son consecutivos. Ya tu sabes que el conjunto
de los numeros enteros no es denso, porque entre dos nimeros enteros consecu-
tivos no existe ningun otro nimero entero. Los numeros 8 y 9 son consecutivos,
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2

al igual que — 4 y — 3. Fijate que los nimeros consecutivos se diferencian en una
unidad.

Si designamos por x un nimero entero, su sucesor es x + 1 entonces x y x + 1 son
consecutivos y su suma la representamos por x + (x + 1) o por (x — 1) + x.

La edad de Layzel excede en tres afios a la edad de Sulma.

Observa que como la edad de Layzel excede en tres afios a la edad de Sulma,
Layzel es mayor que Sulma y se llevan tres afios; luego, la diferencia de sus eda-
des es 3, por lo que si designas por x la edad de Layzel y por y la edad de Sulma,
esta situacion de la vida la puedes expresar con variables como x — y = 3.

También la puedes escribir como x — 3 = y, ya que Layzel es mayor que Sulma y
tiene tres afios mas que ella; luego, la edad de Sulma () es igual a la edad de
Layzel (x) menos tres afios.

O puedes traducirla como y + 3 = x, porque la edad de Layzel es igual a la de
Sulma maés tres afios.

Fijate que la diferencia entre el numero mayor y el menor es igual al nimero que
excede, que si al nimero mayor se le sustrae el nimero que excede, se obtiene el
menor numero y que si al menor numero se le adiciona el nimero que excede, se
obtiene el mayor.

Muchas de estas palabras claves son muy utilizadas en la vida diaria, por ejemplo la
prensa en cualquiera de sus formatos muestra informacién en las que ellas aparecen. A
continuacion algunos ejemplos en los que te sera facil realizar la traduccion correspon-
diente del lenguaje comun al algebraico:

Reparacion de ferrocarril La compaifiia japonesa La tasa de desempleo en Gre-
duplica traslado de car- Toyota, principal fabricante cia durante el mes de marzo al-
gas. de vehiculos en el pais, ex- canz6 el 21,9 % de la poblacion
Fuente: Granma 9 de perimentd en el afio 2011 una activa. El computo oficial mues-
mayo de 2012 caida del 30,5 por ciento en tra que en un afio esta tasa au-
sus beneficios. mentd en un 6,2 %.
Fuente: Orbe 12 al 18 de Fuente: Granma 8 de junio de
mayo de 2012 2012

Recuerda que:

Al realizar traducciones del lenguaje comun al de las variables debes leer deteni-
damente el texto que se va a traducir, identificar las palabras claves, buscar en el
diccionario su significado de ser necesario, asi como sinénimos que te ayuden a
interpretar la situacion que aparece en el texto y sefialar el significado de las varia-
bles que emplearas en la traduccion.
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Igualmente debes aprender a realizar traducciones del lenguaje de las variables al
lenguaje comun.

Ejemplo 2:
Traduce al lenguaje comun:

a) 4x.

Como la variable no tiene asignado ningun significado especifico, puedes hacer la
traduccion en dependencia del significado que le asignes.
Por ejemplo, en este caso, pudiera ser asi:

— El cuadruplo de un ntimero, la variable x significa el nimero.

— El perimetro de un cuadrado de lado x, la variable x representa la longitud del lado.

— Cuatro veces la cantidad de libretas entregadas a los estudiantes de séptimo
grado, a la variable x se le asigna la cantidad de libretas entregadas.

b) 2
—m
5
En este caso se puede traducir al lenguaje comtin como:

— Las dos quintas partes de un niumero, donde la variable m significa un nimero.
— El 40 % de la matricula de una secundaria basica participa en las Olimpiadas
Populares de Matematica, m significa la matricula de la secundaria basica. Nota

que la fraccion 5 se ha expresado como tanto por ciento.

c)2a+2b
Algunas variantes de traduccion al lenguaje comun pueden ser:

— El perimetro de un paralelogramo, donde a las variables a y b se les ha asignado
la longitud de los lados del paralelogramo.
— La suma de los duplos de los numeros a y b.

m+n
2

La traduccién puede quedar asi:

d)

— El promedio de las notas en las asignaturas de Matematica y Espafiol de Pedro, donde
las variables m y n representan las notas obtenidas por €l, en estas asignaturas.

— La longitud de la paralela media de un trapecio, donde m y » son las longitudes
de las bases del trapecio.

— E150 % de la cantidad de sacos de papa recogidos por dos brigadas, designando
por my n la cantidad de sacos de papa recogidos por cada brigada.
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Al traducir del lenguaje comtn al algebraico utilizas numeros y variables relacionadas
con las operaciones que ya conoces.

Una variable o combinaciones de variables y nimeros por una o varias operaciones
suelen llamarse expresiones algebraicas. Luego, p,; —7¢; 2x + 3; a’b — 2b;

2
§m5+0,9m3—0,25m2; r — 3n’m; 23xy; ;«/x+5 son ejemplos de expresiones
Z

algebraicas.
Ahora seguiras adentrandote en el Algebra en la que continuaras utilizando las expre-
siones algebraicas.

3.1.1 Monomio. Valor numérico. Aplicaciones

i! En la secundaria basica de Amanda todos los estudiantes y profesores se han empe-
flado en perfeccionar el uso de la Lengua Materna, realizando diferentes actividades
para eliminar las faltas de ortografia. Su profesora le explico que guidndose por la
expresion algebraica 0,25x puede conocer la cantidad de puntos que pierde en una
evaluacion escrita por errores ortograficos. Amanda reconocid que en esta expresion
aparece un nimero multiplicado por una variable y se percatd una vez mas del uso de
las variables.

Definicion:

Se denomina monomio a un nimero, una variable o cualquier combinacion de niime-
ros y variables relacionados por las operaciones de multiplicacion y potenciacion, en
la que las variables solo estan elevadas a un exponente natural.

2
Son ejemplos de monomios: — 2; 0,7; m*; p; — 7t; 4n; gya; 1,2a%b; 0,25x.

Fijate que 2x + 3; 3(x 4); *Vx +5; 3x° 3 ; N0 son monomios, pues los

numeros y variables en estos casos estan relacionados con otras operaciones que no son
las que aparecen en la definicion. Observa que en los dos ultimos casos aparece una
variable en el denominador, fijate que en 3x2y la variable x esta elevada a un exponente

1 . .
que no es un nimero natural; luego, 3x%y = 3(\ y= 3—{ . Alas expresiones algebraicas
X X
J

en las que las variables aparecen en el denominador se les denomina fracciones
algebraicas.
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En un monomio podemos distinguir dos partes:

* la numérica, que recibe el nombre de coeficiente, y es el factor numérico que
interviene en el monomio, que por lo general se coloca al principio.

Fijate que en los monomios mostrados como ejemplos el coeficiente se ha destacado
en negrita para que lo puedas identificar mejor:

—2;0,7; m"; 4n; % 35 1,2a%b; 0,25x

Observa que el monomio 7’ tiene coeficiente 1 y no se acostumbra a escribir.
* la parte literal, que es la parte formada por las variables.

Luego, en los monomios mostrados como ejemplo la parte literal la destacamos en
negrita para que facilmente la puedas identificar:

ax; 2 3:12a%h; 025x
3

Observa que los monomios — 2 y 0,7 no tienen parte literal.
A los monomios y fracciones algebraicas también se acostumbra a denominarlos tér-
minos.

Ejemplo 1:

En cada uno de los siguientes monomios escribe su coeficiente y su parte literal.

4 4
a) 7 este monomio no tiene parte literal y su coeficiente es 7

b) 0,25x en este caso el coeficiente es 0,25 y la parte literal es x.
¢) 2pq aqui el coeficiente es 2 y la parte literal es pq.

d) — 5x%7 tiene coeficiente — 5 y la parte literal es x%)°.

e) —m’n coeficiente: — 1 y la parte literal: m*n.
n . 1 .
f) 9 coeficiente: S y la parte literal: .

1

. n .,
Nota que el cociente 9 también puede expresarse como 5”.

1
g) 2 3abc coeficiente: 2% = R parte literal: abc.
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R;! Ya Amanda sabe que la expresion para calcular la cantidad de puntos que se pierde
en una evaluacion escrita por ortografia es un monomio.

;! Para conocer la cantidad de puntos perdidos por este concepto tiene que sustituir la
variable x por nimeros (la cantidad de errores cometidos) en el término 0,25x, efectuar
la multiplicacién y obtener un nimero, que es la cantidad de puntos de menos que tiene
en la evaluacion. En el trabajo practico de Geografia la profesora de Amanda le sefiald
4 errores ortograficos; luego, al sustituir la variable x por 4 en el término 0,25x obtuvo
0,25 - 4 =1, lo que significa que Amanda en este trabajo practico perdié un punto por
ortografia.

Definicion:

Se denomina valor numérico de un término al nimero que se obtiene cuando se
sustituyen las variables del término por numeros y se efectian las operaciones indi-
cadas.

R ;! Fijate que la cantidad de puntos que perdi6 Amanda por ortografia es el valor numé-
rico del término 0,25x para el valor que se le asignd a la variable x.

Ejemplo 2:

Calcula, si es posible, el valor numérico de los términos siguientes para los valores que
se indican a las variables:

1
a) —4x para x = 2

1
Sustituyes x por Y efectias la operacion indicada para determinar el valor

numérico del término:

—4( —Z) =1 (en este caso la sustitucion debe realizarse utilizando el paréntesis,
ya que el valor de x es negativo)
b) 2y*z* paray=0,5;z=-1
Sustituyendo los valores de cada variable se obtiene:
20,52 - (-1y=2-025-(-1)=-0,5

Observa que el valor asignado a la variable y es un nimero positivo, aqui no es
obligatorio el uso de paréntesis como en el caso del valor de z, que es un nimero
negativo.
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c) —mmPparam= -;,n=-3

3
En este inciso el coeficiente del término es — 1 y solamente se escribe el signo.

-13 (- )__3 -
X

d) — parax=0,7;z=0
3z

. . 0,7 . ,
Sustituyendo se obtiene ——, el denominador se hace cero y ti conoces que no

se puede dividir por cero, pues la divisién por cero es indeterminada, ya que
cualquier nimero multiplicado por cero es cero; luego, no se puede determinar el
valor numérico de este término.

Recuerda que:

No se puede calcular el valor numérico de un término si el denominador se anula, o
sea, si se hace cero cuando se sustituyen las variables que aparecen en €l por sus

valores respectivos.

i! Ya conoces del capitulo anterior como determinar el area de figuras compuestas. Por
ejemplo, la figura 3.5 estd conformada por dos rectdngulos iguales ABCD y EFGH,
donde My N son los puntos medios de los lados BC y 4B respectivamente.

Se conoce que el area sombreada es igual a 42 cm? y se quiere determinar el area de
la figura ANEFGMCD.

D X C
Al H M G
y
N B
A Al
E F
Figura 3.5
Sid=4,,.,= Aoy Y A, = Ay, €0tonces:
AANEFGMCD = Al + Al - Az
= 2A1 - A2
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Asignando a la variable x la longitud del lado DC y a la variable y la longitud del lado
DA, entonces escribimos:

A = 2xy — 42

ANEFGMCD

Fijate que hemos expresado el area de la figura 3.4 como la suma algebraica de dos
monomios.

Definicion:

Se denomina polinomio a la suma algebraica de dos 0 mas monomios.

R ;! Luego, 2xy — 42 es un polinomio. Otros ejemplos de polinomios son: x2+ 4x —3;
2ab + 2ah + 2bh; 5x° — 4,553 + 0,03x% —1; 2m® — m*n + mn® — 513,

i! Anabel suefia con tener un peso ideal. Ella conoce que la expresion algebraica
0,75¢ — 62,5 permite hallarlo, para una estatura mayor que 150 cm, siendo ¢ la talla en
centimetros. Ya sabe que esta expresion es un polinomio y que para poder comparar su
peso real con el ideal, tiene que sustituir la variable 7 por su talla (en centimetro), efectuar
la multiplicacion y después la sustraccion, el nimero que obtiene es su peso ideal.

Para calcular el valor numérico de un polinomio se sustituyen las variables por
los valores asignados y se efectiian las operaciones indicadas, teniendo en cuenta el
orden operacional.

R ;! Fijate que para saber su peso ideal, Anabel lo que tiene que calcular es el valor
numérico del polinomio 0,75¢ — 62,5 para el valor de la variable ¢ igual a su talla en
centimetro.

Ejemplo 3:

Calcula el valor numérico de los polinomios siguientes para los valores que se asignan
a las variables:

a) 0,75¢— 62,5 parat =167
Sustituyes la variable 7 por el valor indicado y calculas:
0,75-167-62,5=125,25-62,5=62,75

b) —5x +2yparax=-2;y=0,5
Sustituyes las variables por su valor y calculas:

—-5(=2)+2-0,5=10+1=11 (Recuerda que primero se realiza la multiplicacion)
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c) mzn—zparamzlz ;n=—1

Al sustituir los valores de m y » utilizamos los paréntesis para evitar confusion:

AV o, t_9 o, 1_9 1 10 5
2| CD- = O =277 73
3
d)2a3—2b+5paraa=—2;b=—z

Aqui se introducen los paréntesis porque los valores son negativos, calculamos la
potencia; luego, los productos y finalmente la suma algebraica.

2(_2)3_2(_Z)+5:2(_8)_2(_Z)+5:_16+E +5=-95

Como E =1,5, el calculo se puede realizar utilizando la fraccion o la expresion decimal.

Ejercicios

1. Indica en cada caso el coeficiente y la parte literal de los siguientes términos:

1 2 5, 3x

a)2 b) Zab ¢) - 0,7m? d) = e)—

) 2x )3a ) m )5pq )7
37.2

2 _n ny 40 -7 i)

)y g) 5 ) c ) J)G

2. Escribe en cada inciso tres monomios que su coeficiente es:

a) Un nimero natural y tiene una variable en su parte literal.

b) Un nimero entero negativo y tiene dos variables en su parte literal.

¢) Uno y tiene una variable elevada al cubo en su parte literal.

d) Una fraccidn y no tiene parte literal.

e) Igual a cinco décimas y tiene dos variables en su parte literal, relacionadas por la
operacion de multiplicacion.

f) Un numero primo y su parte literal consta de tres variables elevadas a diferentes
exponentes.

3. Representa mediante expresiones algebraicas las situaciones matematicas siguientes:

a) El triplo de un niimero.
b) La tercera parte de un numero.
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¢) Cinco veces un numero.

d) EI 35 % de un numero.

e) Las dos terceras partes de un niimero.

f) La mitad de un nimero aumentada en 4.

g) El cuadruplo de un numero disminuido en 8.

h) Un nimero que excede en 6 a otro.

i) Un niimero disminuido en su octava parte.

j) Dos numeros naturales consecutivos.

k) Dos numeros enteros pares consecutivos.

) Dos nimeros naturales impares consecutivos.
m) La suma de un numero natural y su antecesor.
n) El producto de un numero natural y su sucesor.
i) Elduplo de un numero disminuido en su mitad y aumentado en el triplo de otro niimero.
0) El 75 % de la mitad de un numero.

4. En cada uno de los siguientes incisos selecciona, marcando con una X, la expresion
algebraica correcta que refleja la situacion planteada:

a) La expresion que representa dos unidades menos que x es:

2x x—2 x+2 2 —x x?

b) El 25 % del doble de un ntimero p se puede expresar como:

25p _ 1 . 1 ___otra
4 p 2 p

50p

¢) Emilio tiene » cm de estatura y su papa tiene el doble de la estatura de su hijo
aumentada en 6 cm. El padre de Emilio mide:

__ 2ncm __(2n+6)cm ____ncm ~_(n+6)cm

d) Alex y su primo Kevin coleccionan monedas. Alex tiene # monedas y su primo tres
veces la cantidad de monedas de Alex disminuida en dos. La cantidad de monedas
del primo de Alex es:

 t+3 3t ) _ 3t-2
3

e) Los trabajadores de un centro turistico donaron este afio a la sala pediatrica de un
hospital 25 juguetes mas que el afio anterior. Si denotamos por la variable p la
cantidad de juguetes donados por estos trabajadores del Turismo el afio anterior,
entonces la cantidad de juguetes aportados este afio se expresa como:

___pt+25 __25-p ____p-=25 P 25

25
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5. Si denotamos por a la edad de Sergio, expresa algebraicamente las siguientes situa-
ciones:

a) La edad que tendra Sergio dentro de 15 afios.

b) La edad que tenia Sergio el afio pasado.

¢) Los afios que le faltan a Sergio para que se jubile a los 65 afios.

d) La edad que tendra Sergio cuando haya vivido otro tanto de lo vivido hasta ahora.
e) La edad que tendra Sergio en el afio 2020.

6. Latabla 3.1 muestra el valor unitario en CUC de las piezas que componen el uniforme
escolar de la Educacion Secundaria Basica,’? esta te hara pensar en la necesidad de
cuidarlo, cuidado que, aunque no lo creas comienza con su uso correcto.

Tabla 3.1

Camisa Blusa Pantalon
Tipo de centro

nov. 2005 2011 nov. 2005 2011 nov. 2005 2011

ESBU 0,95 4,83 0,85 4,26 2,09 8,19

ESBEC 1,10 3,55 0,92 3,96 2,17 7,97

Clasifica las proposiciones siguientes en verdaderas (V) o falsas (F). Escribe V o F
en la linea dada. De las que consideres falsas, justifica por qué lo son.

____El precio de cada pieza aumentd de noviembre de 2005 al 2011.

____La pieza que mas variacion de precio tuvo fue el pantalon de ESBU.

____ Del precio del pantalon de ESBEC se puede afirmar que: El cuadruplo de su
precio en noviembre de 2005 excede en 0,81 CUC al precio de 2011.

___ El precio de la camisa de ESBU en el 2011 sobrepasa en 0,08 CUC al cuadruplo
del precio en noviembre de 2005.

_ Conel 25 % del precio en el 2011 de una blusa de ESBEC se podia comprar dos
blusas en noviembre de 2005.

7. Escribe en el lenguaje de las variables las siguientes situaciones practicas sefialando
en cada caso el significado de la variable utilizada:

a) La décima parte de los jovenes de la ensefianza secundaria fuman activamente.®

%2 Orientaciones para fortalecer el control de los recursos materiales y financieros en el sistema
educacional, noviembre de 2005.

Rolando Luis Peraza y otros: Fortalecimiento de la cultura economica general de los educandos,
Ed. Pueblo y Educacién, La Habana, 2011.

% Organo de prensa Granma, 20 de junio de 2012.
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b) El 65 % de los integrantes de la delegacion cubana que asistio a los Juegos
Panamericanos de Guadalajara 2011, participd por vez primera en este tipo de
evento.

¢) En los paises pobres la mortalidad infantil en menores de un afio es dos veces
superior que en los paises ricos.

d) EI 85 % de la poblacion mundial lo constituyen los paises pobres.

e) La cosecha de papa en una empresa este afio fue superior en 200 t a la del afio
anterior.

f) Félix Andrés aumento su peso en un 5 % con respecto al mes anterior.

g) El precio de un articulo en el mercado disminuyé en un 10 %.

h) El precio de varias libras de tomate que se venden a $ 2,50 la libra.

i) El perimetro de un cuadrado.

j) El area de un rectangulo cuyo largo es el doble de su ancho.

k) La amplitud de un angulo adyacente a otro angulo.

8. Determina el conjunto numérico mas restringido al que pertenece el valor numérico
de 4x?y para los siguientes valores de las variables:

1 1
a)x=—1;y:5 bx=73y=-1

1
c)xIE;y=1 dx=-1y=-1

9. Halla, si existe, el valor numérico de las siguientes expresiones para los valores de las
variables que se indican. De no existir, argumenta el porqué.

5 1
a)—04mn* param=—-5n=-1 b) Zab“paraa=0,2;bzz
c 2
c)2x+yparax=-25;y=43 d)z—3dparac=2;d=—§
1 2
e)2p—r2parap=—z;r=—l f)3ab+c—1paraa=§;b=—2;c:0,1
— 2
g)LparaxZE;yZS;ZIZ h)a_—Zbcparaa=4;b=—l;c=—8
4-2z 3 4
. (mV 2 2
i) x))2-3parax=1;y=0 DIl—= | -9param=—-—-;n=—=
n 3 9
a c¢ 2
- - =4:hb=—1:c=—:d=-2
k)3b dparaa 4; b I; ¢ 3
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10. a) Haz una tabla y calcula el valor numérico del término 4x para x = — 1, x = 0,

11.

12.

r=t i 0dyx=1
3,x— Ayx=1.

b) Haz una tabla y calcula el valor numérico del término 6x — 2 parax =—1,x =0,

L i—0dyx-
x—3,x— Ayx=1.

c¢) Extrae conclusiones.
1
Calcula el valor numéricode a—b-cy(a—»b) - cparaa=2,b=— 5 yc=4.

Compara los valores numéricos de dichos términos y extrae conclusiones del resul-
tado obtenido.

Marca con una X la respuesta correcta.

a) El valor numérico del polinomio &> — ab — b*paraa=2y b=—1es:
) ) 5 3 1
b) Si n= —2°, entonces el valor numérico del polinomio #* — 2> — n es:
-4 =2 0 2 4

5a
c)Sia=8yb= o entonces el valor numérico de 8a — 3b + 1 es igual a:

5 14,5 21 -35 -5

. 4°
d) El valor numérico de n + n" + n"! para n = F es:

10 12 14 36 64
2 1-
e) Si a =— —, la fraccién algebraica 3 tiene como valor:
3 a_q
3
- ! _ 1 - ! =1 ___Ninguno de ellos
3 3
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f) La fraccidn algebraica , cuando n = 3/—125 | toma valor numérico igual a:

3n+7
5 5 5 3 1
4 4 1 5 5
13. Completa la tabla 3.2:
Tabla 3.2
Situacién matemitica Expresion algebraica en Valor numérico de la expre-
funcién de la variable x sion parax=-2
El triplo de un numero 3x+7
aumentado en 7
2x
5
El 20 % de un niimero
disminuido en 5
—+2x
La suma de un niimero
natural y su sucesor

14. Expresa algebraicamente, colocando el resultado en cada cuadradito, las sucesivas
transformaciones y modificaciones de un numero x al pasar por la siguiente maquina

de calculo:

15. Comprueba que estas dos maquinas son equivalentes. Es decir, si en ambas entra un
mismo nimero, ambas entregan el mismo resultado.

R -2 23 +1
B 2 +3 3
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16.

17.

18.

El peso ideal de una persona depende de la talla, esta es una de las formulas que nos
permite calcularlo:

p=0,75t— 62,5 p: peso ideal, en kilogramo
t: talla, en centimetro

Calcula tu peso ideal y determina en qué porcentaje es superior o inferior al que
tienes ahora.

Hay paises como los Estados Unidos y Canada en los que la temperatura se mide en
grados Fahrenheit (°F) y no en grados Celsius (°C) como en nuestro pais. La expre-

.. 5 0 . . .
sion 5 F - ?, nos permite convertir cualquier temperatura expresada en grados

Fahrenheit (°F) a grados Celsius (°C), donde F es el valor de la temperatura en
grados Fahrenheit. Estando compitiendo en Canada a un deportista cubano se le
realizé un chequeo médico antes de competir, y se le informd que tenia 97,7 °F de
temperatura. ;Tendra fiebre nuestro atleta?

Se suele utilizar el indice de masa corporal (IMC) para determinar si existe o no un
exceso de peso. Este indice es el cociente entre el peso (p), expresado en kilogramo
y el cuadrado de la altura (/) de la persona, expresada en metro.

a) Escribe la expresion que determina el IMC utilizando las variables.

b) Sabiendo que se considera sobrepeso una cifra del IMC por encima de los 25 kg/m?
y se hablaria de obesidad cuando el IMC estuviera por encima de los 30 kg/m?, calcu-
la tu IMC y valora el resultado obtenido.

3.2 Operaciones con monomios y polinomios

3.2.1 Términos semejantes. Reduccion de términos semejantes

i! Lee detenidamente el siguiente problema:

Como parte de las medidas de ahorro de la energia eléctrica Ernesto y Ana visitaron las

21 casas de su cuadra para recordarles a sus vecinos apagar las luces innecesarias.

Ernesto visito el duplo de la cantidad de casas que Ana. ;Cuantas casas visitd cada uno?

Observa que en el texto del problema aparecen en el lenguaje comtn relaciones entre

la cantidad de casas visitadas por cada uno de ellos, por lo que utilizando las variables

podemos expresar estas relaciones.

Si a la variable x le asignamos el significado de la cantidad de casas visitadas por Ana,

entonces la cantidad de casas visitadas por Ernesto la podemos representar por 2x; lue-

g0, como entre ambos visitaron 21 casas, obtenemos la ecuacion x + 2x = 21.
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Ya has resuelto en sexto grado ecuaciones como esta y para ello operaste con los
términos con variables como si fueran nimeros, fijate que estos términos de la ecuacion
en los que aparece la variable x tienen la misma parte literal.

En el epigrafe anterior aprendiste lo que es un monomio y cudl es su composicion.
Observa los siguientes monomios:

2
Sa; 2a*;, — 3.,5a%; ga; a*b; — a; 0,7a%, 3ab®
(Qué caracteristica tienen en comun el primero, el cuarto y el sexto monomios?
Seguramente notaras que tienen la misma parte literal, lo mismo pasa con el segun-
do y el séptimo monomio. A estos monomios se les llama términos semejantes.

Dos 0 mas monomios son semejantes si tienen la misma parte literal.

R ;! Luego, los monomios x y 2x de la ecuacion planteada son términos semejantes.

Son ademaés ejemplos de términos semejantes:

3 1
3mn; — 2mn; g/ gp3; P 0,7p% — 3p°

4,2
a'bc

3

a‘b’c; 0,6xy°z; Ty*xz; — 3zy%x

Nota que en ninguno de los casos importa el coeficiente y en el ultimo ejemplo, aunque
las variables no aparecen en el mismo orden, tienen la misma parte literal y, por tanto, los
términos son semejantes.

Ejemplo 1:
Sefiala cuales de los siguientes términos son semejantes:

a)2,7;0,3x; 5; 2,1x; 7,2x; 8,9

Los niimeros 2,7; 5; y 8,9 son términos semejantes.
Los términos 0,3x; 2,1x; 7,2x, como tienen la misma parte literal, son semejantes.

1
b) 7,2abc; 9xy; —2,85abc; —11abc; 0,63xy; gab

Son términos semejantes 7,2abc; — 2,85abc; —11abc y los otros términos seme-
jantes son 9xy; 0,63xy porque tienen la misma parte literal.

2 2 8 2
n°; —0,25mn; — m’n®; 12mn’;, — —m™n

3
4 3. 2 Zm
c) 4,3 m’n; 8mn,5 3
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Aunque todos estos términos tienen las mismas variables m y n, nota que estan eleva-
das a diferentes exponentes; luego, no tienen la misma parte literal, por lo tanto, en este
caso no hay términos semejantes.

Reduccion de términos semejantes

i! Ya conoces que los niumeros son términos y los podemos adicionar y sustraer. De
manera general los términos semejantes se pueden expresar como un solo término, cuan-
do estan relacionados con operaciones de adicion y sustraccion.

Al resolver la ecuacion x + 2x =21 en grados anteriores obtenias la ecuacion 3x = 21,
en este caso calculabas la suma de los términos semejantes x y 2x para determinar el
valor de la variable x, que en este caso es x = 7.

Para reducir términos semejantes se halla la suma algebraica de sus coeficien-
tes y se escribe la misma parte literal.

R ;! Observa que para resolver la ecuacion x + 2x = 21 reduces términos semejantes
y resulta la ecuacion 3x = 21.

Ejemplo 2:

Reduce términos semejantes en los polinomios siguientes:
a) —4x+ 5y +2.8x

En este caso son semejantes el primer y el tercer término; para facilitar la reduc-
cion puedes, si lo deseas, sefialarlos con rayitas, circulos, etcétera, y efectuar la
suma algebraica de sus coeficientes.

—4x+5y+28x =—12x+ 5y
1
b) éab +2ab —3b + 2a —2ab

En este caso son semejantes el primero, segundo y quinto términos. Pero observa
que el segundo y el quinto tienen coeficientes opuestos; luego, su suma es igual a
cero; en estos casos se acostumbra a cancelar estos términos, quedando de esta
manera:

;ab+2q5—3b+2a—2ab

—Eab 3b+2

407



c) Xy + 307 — Sx%y + 2x)?

Aqui son semejantes el primer y el tercer términos, el segundo y cuarto, ya que
aunque todos los términos tienen las mismas variables; debes fijarte en sus expo-
nentes. Analogamente a los casos anteriores, después de identificar los términos
semejantes, los reduces y escribes la respuesta.

iy + 307 - 56 + 200
= — 4x%y + 5x)?

d) - 1.,5p’q + p’q + Tpq — Tqp

Los dos primeros términos tienen igual parte literal, y los dos siguientes también,
pues aunque las variables no estan en el mismo orden, se consideran términos
semejantes; puedes ordenarlas o simplemente calcular de esa manera.

- L5p’q | +|pq +—

= - 0a5p3q

Fijate que en los dos ultimos términos los coeficientes son nimeros opuestos y cono-
ces que la suma de dos niimeros opuestos es igual a cero, por eso en la respuesta no
quedan términos con parte literal pgq.

Los polinomios se denominan segun la cantidad de términos que tengan:

Binomio: Es la suma algebraica de dos monomios que no son semejantes.

Trinomio: Es la suma algebraica de tres monomios que no son semejantes.

Observa que los prefijos bi y #ri indican la cantidad de términos en cada expresion. En
el caso de que tengan mas de tres monomios se denominan simplemente polinomios.

Luego a + 3; 2xy — 42; 3x — x* 25 — 4mn son binomios y b* + 2b — 2; 3x%y* +2x%y — x;
16m?* + 24mn + 4n* son trinomios.

Ejemplo 3:

Identifica cuales de las siguientes expresiones algebraicas son: monomios, binomios,
trinomios y polinomios.

3 1
a)?x+?x—?x

Observa que todos los términos que aparecen en la expresion son semejantes porque

tienen la misma parte literal; luego, antes de clasificar la expresion debes reducir
términos semejantes.
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X La expresion algebraica es un monomio

b) —8,6m+ 1,25mn + 4,36m

—8.6m+125mn+436m Identificas los términos semejantes
=1,25mn—4,24m Reduces términos semejantes

La expresion es un binomio.

c) 5x%%z — 6 + 2x%’z + 02 — 11X’z + 9 + %2

55z — 6 + 2x%%z + x3°2° — 11xX%)%2 + 9 + x°2°  Identificas los términos seme-

jantes
= —4x}%z + 2x%2 + 3 Reduces términos semejantes

La expresion es un trinomio.

d) —ab +53a -2+ a*h? + 8ab* + 2,7a — a*b?® — 3ab*+ 3,42ab + 5,84’ — 1,1a
Identificas los términos semejantes

=69a +2,42ab + 5ab*+ 5,8 a’b* -2 Reduces términos semejantes

La expresion es un polinomio.

Diviértete con el Algebra: con ayuda de las operaciones con variables puedes asom-
brar a tus amigos. Pide a uno de ellos que piense un nimero y después le haces las
siguientes indicaciones:

a) multiplica el nimero pensado por 3,

b) simale 10 al resultado,

c) réstale al resultado el doble del numero pensado,
d) réstale al resultado 6

e) di el ultimo numero obtenido.

Ahora solo tienes que restar 4 al nimero que te diga y obtendras el nimero pensado
por tu amigo. ;Sabes por qué?

Si expresamos algebraicamente el proceso quedaria: 3x + 10 — 2x — 6. Al efectuar las
operaciones indicadas se obtiene: x + 4, o sea, el nimero que tu amigo pens6 aumentado
en 4. Haciendo otras indicaciones podras obtener otras expresiones mas complejas que
asombren mas a tus amigos, inténtalo.
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Ejercicios
1. Indica cuales de los siguientes términos
a) x; 3xy; 2x; — 0,2x

b
—: = 2b% 0,8b% 3bc

c)3

e) —

— mn; m*n; 6nm; mn*

3

2
b
2) —“T; ab?; 5a2b%;, 8,82b%a; 8a°h

son semejantes:
b) 1,2a; 3a* 9a; — 54°

d) ab;, — ab; 2a; 3b; —

—da

3

) 3xyz; — 3,4yz; 2,5yzx; xzy; 8xy

1 7
h) 4,5m*n’p*, 75m3”2P4; 7097°p* m? 5”37712174; 0,9m*n?
2. Reduce los términos semejantes en:
d
a)a+3a b) 4b — 2b c)24c+1,2¢ d) 7,5d - 2
2
e) ge+0,2e—e f) 141 + 26/ — 40f* g) 2mn — 2,9mn + Tnm
. 4 , 2, x
h) Sy —4z+0,7z -8y +y i) —3x% + Fhd _Exy+?
)5-2s+0,55 - 24+ 5? k) 1,2p + 3,4 — 5pq + 0,8p — 3,5¢
m 6  3m
DE —n+— —-3m-—n m)—53a+3b—Tc+2,5a+1,7¢c—8b+ abc
1 2,3 7
n) 4m*n® + m’n’ — dm’n’ + 3 §n3m3 i) %-i— Zx2y3z — 2xyz — 2x%zy* + 1
3. Completa la tabla 3.2:

A B C A+B A-C A+B-C

4a Ta 2a

2a+3b a 3b

1 1

§m+2n—3 —Zm—n+l 2n

Tx%y + 2xy +2 X%y + 2xy 4yx
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4. Dadas las siguientes expresiones algebraicas, clasificalas en monomios, binomios o trinomios:

5
a)3x+3 b) — 6xy c)a*—6a+?2 d)7y e) Sm—np
d _
fd - £)0,34 hy2x—3y+5z  )-05n  j) 31’3‘7
»°
k)3x?+2x%  Dab-2b+a m) 2y n) 1

5. Enlaza la expresion literal de la columna 4 con la expresion algebraica que le corres-
ponde en la columna B.

A B
* Monomio con coeficiente entero y parte literal Sx*=3x+7
con dos variables.
32
- =X
* Trinomio donde los coeficientes de sus términos 5
SON NUMeEros primos. — 6ab?
* Monomio de coeficiente uno. 0,2mn
) _ ) 2y* — 3y + 39
* Monomio que no tiene parte literal. 10
* Binomio con un término elevado al cuadrado. 22+ 15
. . pigir
* Monomio cuyo coeficiente es un numero frac-
cionario y su parte literal tiene dos variables. 2x—y

3.2.2 Multiplicacion de monomios y polinomios por un monomio

i! En un organopdnico, como se muestra en la figura 3.6,
uno de los canteros dedicados al cultivo de la lechuga tie-
ne el doble de largo que de ancho. Si queremos expresar
el area de dicho terreno y designamos por x la longitud del
lado menor tendriamos la expresion 4 = 2x - x, es decir, la
multiplicacion de dos monomios.

Figura 3.6

Para calcular el producto de monomios se multiplican:

— sus coeficientes,
—y sus partes literales.
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Ejemplo 1:
Efectua:
Rila)2x-x
Multiplicamos los coeficientes: 2 - 1 =2
Multiplicamos la parte literal: x - x = x?

Aqui calculamos el producto de potencias de igual base, entonces: 2x - x = 2x2.

Nota que el area del terreno rectangular se expresaria, entonces: 4 = 2x?
1
b) —3)*- 3 y

1

Multiplicamos los coeficientes: — 3 - 3=~ 1

Multiplicamos la parte literal: )* - y =)?
En este caso calculamos el producto de potencias de igual base.

1
Entonces: — 3)” - 3 y==y

c) 0,4m*n® - 5mn®

Multiplicamos los coeficientes: 0,4 - 5=2
Multiplicamos la parte literal: m?n® - mn® = m*n®
Aplicamos el producto de potencias de igual base para cada variable

Entonces: 0,4m*n’ - 5mn’ = 2 m’n®

3 S0 5
- . 3 50 10
Multiplicamos los coeficientes: 5 o = 3

Multiplicamos la parte literal: pg - p* = p*q

Et § @p3_@ 4
ntonces: 5pq- 9 = 3196]

Recuerda que:

— Para efectuar la multiplicacion de monomios, se multiplican los coeficientes y tam-
bién la parte literal, aplicando la propiedad producto de potencias de igual base.
— En la respuesta la parte literal debe quedar ordenada alfabéticamente.
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Multiplicacion de un polinomio por un monomio

;! Ana tiene un jardin con forma cuadrada, pero quiere ampliarlo agregando un metro a
cada uno de sus lados, como aparece en la figura 3.7. Para cercarlo necesita saber el
perimetro del nuevo jardin. Si designamos por x la longitud del lado del jardin anterior,
entonces la longitud del lado del jardin ampliado quedaria expresada por (x + 1) y el
perimetro por P =4(x + 1).

Nota que el perimetro esta expresado como el producto del
monomio 4 por el binomio x + 1.

Para multiplicar un monomio por un polinomio se aplica la pro-
piedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion:

alb+c)=ab + ac

Ejemplo 2:

Efectua: Figura 3.7
R;! a)4(x+1)

=4.x+4-1 (Observa que se multiplica el monomio que precede al paréntesis por
cada término que se encuentra en su interior)
=4x+4 (En la practica puedes escribir el resultado directo)

b) —8y(y —3) =—8)* + 24y

Nota que después de aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion con res-
pecto a la adicion, tienes que efectuar el producto de dos monomios y tener en
cuenta, al multiplicar los coeficientes, la regla de los signos.

1
c) 5 m*n? (5mn + 20m’n?)

1 1
= —m’n?® - Smn + —m’n?* - 20m*n?
5 5
= m*n®*+ 4m’n’
Observa que para simplificar los coeficientes debes aplicar primeramente la pro-
piedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion.

d) —02a(-—5a+3a*+7)=a*-0,6a° — 1,4a
=—-0,6a° +a*— 1,4a

Nota que en la respuesta debes ordenar los términos por el exponente de la varia-
ble, de manera ascendente o descendente.
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Recuerda que:

Para calcular el producto de un monomio por un polinomio, se multiplica el monomio
por cada uno de los términos del polinomio.

Ejercicios
1. Efectia:
2
a)2a-a b) 4,5b - 6b° c) ch - 10¢?
1 ) 1
d) —3d*- (—3d e) 2mn - Sm*n’ ) (— 4x*y©) - (fzx“yﬁ)
J
g) a’b’®- (3a’x) h) —ﬂmzw —Emsnzw i) x*yz? - (—=%z%)
5 ,| 16 )

2. Calcula:

a) 2(a — 4) b) b(b + 3) ¢) - 5(c + 10)

e 2
d) 3d(d - 6) €) 12e(z + 5) f) — 4d*(0,5d° + 3d°)

4 2
g) 0,4p*(1,5p* + 0,4p°) h) (2x% + 0,7x°)(— 3xy) 1) §m3n5p(§m2nzp2 — 6mpn*)

1
i) 403 + 2x + 1) K) 1(2)° — 312 + 2) )= 5G3m* ~04m+ 2)
2 3
m) 4p3(p? + 0,5p — 2.5) n) — §t (§ - 612+ 4,50 i) 8,5¢%(e* +2e + 1)
0) 3x%y(2xy — 4xy® + 5) p) — 4m*x(m* — 3m* + Tn*)
3 1Y5 ,
@ (¢ —4x%y + expaxly 1) |4l | A 8) 0,3pq(20pq* + 15¢°p?)

1 2 5
0 = 0,54’ (0,4x — Zx%y? + 0,1)%) v spq(3pg* + 15¢ — 12p)
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3.2.3 Division de monomios y polinomios por un monomio

i! Ya conoces la férmula del area de un tridngulo; luego, para calcular el area de un

. . . o 12a
triangulo, cuya altura relativa a la base de longitud g, es 12 cm, escribimos 4 = Y cm?.

Nota que el area se ha expresado como el cociente del monomio 12« por el monomio 2.

Para calcular el cociente de monomios dividimos:

— los coeficientes,
—y la parte literal.

Ejemplo 1:
Efectta:

R;!a)%:&t

Dividimos 12 : 2 = 6 y se mantiene la variable a, ya que en el denominador no hay
parte literal.
7m?n®

b
) 14mn

1
Dividimos los coeficientes: 7 : 14 =§

23

2-1_ 31 2

Dividimos la parte literal: mn

mn

Nota que para realizar la divisién de la parte literal aplicamos la propiedad del
cociente de potencias de igual base.

2 n 3 1 )
Entonces = —mn
14mn 2

300x°y*®

©) 57
10x>y

Dividimos los coeficientes: 300 : 10 =30
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d)—

e)

)

416

5.8
Dividimos la parte literal: xsy —= x>y =y

Xy

Observa que aplicamos, para realizar la division de la parte literal, 1a propiedad del
cociente de potencias de igual base y que no aparece en el resultado la variable x

en la parte literal, pues x°=1; si x #0.

5.8
Entonces m =30y
10x°y’
25b . . Ny
10 =—2,5 (En este caso como las partes literales son iguales, se simplifican)
36p°
9p*

Dividimos los coeficientes: 36 : 9 =4

3
Dividimos la parte literal: p_4 =p¥t=p :1
P

Observa que el exponente del numerador es menor que el exponente del denomi-
nador, por lo que en el cociente el exponente de la parte literal queda negativo. Es
por eso que la parte literal queda en el denominador, aplicando la definicion de
potencia de exponente negativo.

3

4
Entonces —
V4

9p*
Fijate que en este caso el resultado de dividir dos monomios es una fraccion
algebraica.

Tr2s3t?
21725518
oy ) 1
Dividimos los coeficientes: 7 : 21= §
2 3,2
. rest 22 35,28 _ 2,6 1
Dividimos la parte literal: — 5,8 =p2 232 = 0 = 26
res s



7r2s%? 3 1
21r25%8 35?8

Entonces

Observa que al igual que en el inciso anterior el resultado de la division es una
fraccion algebraica.

Division de un polinomio por un monomio

i! En el capitulo anterior estudiaste las figuras planas y entre ellas el trapecio. Cono-
ces que para determinar la longitud de la paralela media de un trapecio utilizas la

., a+b
expresion

, donde a y b son las longitudes de sus bases. Observa que se ha

expresado la longitud de la paralela media como el cociente del binomio a + b por el
monomio 2. Ya sabes dividir dos monomios, ahora tendras que dividir polinomios por
un monomio.

Para calcular el cociente de un polinomio por un monomio, se divide cada término
del polinomio por dicho monomio.

Ejemplo 2:

Efectua:

154 + 30

a) c

_ 15 30

5 + 5 (Dividiendo cada término del polinomio por 5)

=3a+6 (Efectuando la division de dos monomios)

2b* - 7b°
b5
2p*  7h? L o o \
= b_3 - b_3 (Dividiendo cada término del polinomio por 5°)
=2b-17 (Efectuando la division de dos monomios)
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64m°®n* +16mn> + dmn

¢)

8mn

64m°n*  16mn°  4Amn
= + +

8mn 8mn 8mn

(Dividiendo cada término del polinomio por 8mn)

1
=8m’n® + 2n* + 5 (Efectuando la division de dos monomios)

Observa en este ultimo caso que el segundo término queda con una sola variable
en la parte literal, y en el ultimo término al dividir los coeficientes y la parte literal,
queda solo el coeficiente.

x2y® +5x3y? +10x*y’
10x3%y’

d)

2.5 3.2 4 7
X%y 5x7y 10x"y o . . .
= 1037 10x%7 | 10x%y7 (Dividiendo cada término del polinomio por 10x%y7)

1 1
1012 * 2,8 X (Efectuando la divisién de dos monomios)

Observa que el resultado de esta division no es un polinomio.

Ejercicios
1. Calcula:
154 —4b —64c 3,3ab —24m*n®
— b) — d) = —
)3, ) 2 9 g ) b4 D o2
2 4
f) 14a°b* : (-7a*b%) g) 5x%%2° : 15x%)°%z h) gm‘znzo : z_m'on”’
2 315 9 7.6
) i) s o pol 0 %
) (- — D —Pr —
5 1 25 g J 8 28 14 7 7a7b7
—Em n p

1) 1000m' %0 : (— 25m*n*?)
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2. Calcula:

a) Ba+2b b) 12m° + 24m° 0 25pq" —2p°q d) 3a°b* +9a*p°
6m 0,5pq 27a°b°
2 12,95 10 1 1

15x" — 25x® + 35x™° 4m® +8m® —m°® 3 3p gp

e) 7 f) 3 g)
Sx 2m lpm
6
b a’b® +ab® —a’b i — 365 —1215%
ab —6s4

i 32mn® p +16m*np — mnp® + dmp K 44 + 3b° ) 8xy°z° +3x°)™°z°
! 8mnp 12ab? x*y?z8

m) (55x%y — 121x°2 + 132x)7%) @ 1lxy n) (mn*p + m*np — mnp? + dmnp) : 8mpn

4 8+3b8 5 10 18 8
7 7 2,4xyz +09x"y
) 7 0) 8 6 4
ab 03x

12

3. Coloca en cada inciso el monomio correspondiente para que se obtenga una
igualdad.

5
120" _ 50 b) ¢) —= =81 d) =05—

] e ] 2y

a)

g _05m 8110y [ ] m

6 10
3b b =32 +p°

4m® -

g) 124° +45a| | _ =445 +154° -8

]
h) E+BOM4M4 E =3mn—6m°n® + =

5m?n m
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4. Divide el polinomio 105x%%z% + 225x*°2 — 75x%)5z7 por cada uno de los siguientes
monomios:

a) 5x3*z2  b) 3x’y%z  ¢) 25x%° d) 2,5y%2°  *e) 15x%%7  *f) 10x%%3

3.3 Ecuaciones lineales

De grados anteriores conoces que las ecuaciones son igualdades que contienen varia-
bles y solo se transforman en proposiciones verdaderas para ciertos valores de la varia-
ble. El objetivo es descubrir esos valores.

i! En la siguiente balanza en equilibrio, halla la masa de un cubo (fig. 3.8).

Figura 3.8

Si x representa la masa en kilogramo de un cubo, entonces el problema puede expre-
sarse matematicamente asi:

3x+4=x+10

Esta expresion representa una ecuacion en la variable x. Esta ecuacion se satisface
solo cuando x toma el valor 3. Mas adelante en este capitulo profundizaras en el procedi-
miento para su solucion.

En las ecuaciones, a las expresiones que se encuentran a la izquierda y a la derecha
del signo igual a, se les denominan miembros de la ecuacion, los cuales pueden tener
varios términos.

Miembro izquierdo  Miembro derecho

3x+4 = x+10

\V/4

Términos
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Las incognitas de una ecuacion son las variables cuyos valores queremos obtener.
En nuestro ejemplo la variable x, que se le ha asignado como significado la masa del
cubo, es la incognita. También podemos utilizar letras como y, z, a, b, ¢, etcétera.

El uso de las letras X, y, z para representar incogni-
tas y las primeras del abecedario para valores co- LA

nocidos, aparece en el libro La Geometria (fig. 3.9) (GEOQOMETRIE]
de Descartes (1596-1650). Se cuenta que cuando DE

el libro se estaba imprimiendo el editor le pregunté | REN ]:Z DESCARTES:
a Descartes si podia emplear otras letras para las
ecuaciones. Descartes le respondio que le era in-
diferente las letras que utilizase en las ecuaciones.
El editor eligio la x porque en francés esa letra se
utiliza poco.

Mucho antes Diofanto de Alejandria utilizaba la
palabra aritmos para designar la incognita de una

[Fhez CuarrEs Ancor, rué faint Tacques,

ecuacion. Mientras que Al Khuwarizmi utilizaba i hon oy
para ello el término sahy. Los egipcios le llamaban M. DC. LXIV.

. , . AVEC PRIVILEGE DV ROT.
aha, literalmente montdn. Durante los siglos xv y xvi

los algebristas franceses la llamaron Chose, los ale- Figura 3.9
manes coss y los italianos utilizaban la palabra
cosa, mas aun, el dalgebra misma llego a llamarse en Europa el arte de la cosa.

La independencia del Algebra como rama de la Matemdtica comienza con
Francois Viete (1540-1603) al crear el calculo literal, que posibilito un trata-
miento similar para los numeros y las magnitudes geométricas.

Ya has resuelto ecuaciones de la forma ax =b (a #0), ax + b=c (a#0)y
ax+bx=c (a#0yb#0) con a, b, c nimeros fraccionarios. En este grado aprenderas
a resolver estas ecuaciones con a, b, ¢ numeros racionales y otras de la forma
axt+b=cx+d(a#0,c#0)conaq, b, ¢, d nimeros racionales. Las ecuaciones en las

que la variable aparece elevada al exponente uno reciben el nombre de ecuaciones
lineales.

Son ecuaciones lineales las siguientes: 6x = 3; a + 3a = 2; %+ 3=y-2,
7(x+1)—2x=3x+4, J2z+1. Sin embargo: x> +4x-8=0, x*-8=0,
—3(x—-3 . .
x(xz) =7—x,./2a+ 5 = 3a noson ecuaciones lineales.
X+

En las ecuaciones, las variables se sustituyen por valores de los conjuntos numéricos.
A estos conjuntos numéricos se les denomina dominio de la variable. Ya sabes que las
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afirmaciones que se le puede asignar un valor de verdad, es decir, que solo pueden ser
verdaderas o falsas, son proposiciones. Si al sustituir la variable por un valor de su domi-
nio, la ecuacidn se transforma en una proposicion verdadera, entonces se dice que ese
numero por el que se sustituyo la variable es una solucién de la ecuacién.

Las ecuaciones lineales pueden tener solucion (ser solubles) o no tener solucion (inso-
lubles). Las ecuaciones lineales solubles pueden tener una solucion tinica o infinitas solu-
ciones. El conjunto formado por todas las soluciones de la ecuacién lineal se denomina
conjunto solucion.

En el ejemplo de la balanza, ya sabes que 3 es la solucion de la ecuacion lineal

3x +4 =x+ 10, pues al sustituir la variable x por 3 se obtiene
3-3+4=3+10
13=13

La proposicion, por tanto, es verdadera para x = 3, y el conjunto solucion esta formado
por el tnico valor que la satisface; luego, el conjunto solucion de la ecuacion es S = {3}.

Como para resolver una ecuacion hay que encontrar el valor del dominio de la varia-
ble que transforma la ecuacion en una proposicion verdadera, la solucion de la ecuacion
depende del dominio de la variable, por eso hay ecuaciones que pueden tener solucion en
un conjunto numérico y no tener solucién en otro.

Por ejemplo, la ecuacion 4x = 3 no tiene solucion en el conjunto de los niimeros
naturales, pues no existe ningun nimero natural que multiplicado por 4 sea igual a 3 (nota
que 3 no es un multiplo de 4). En cambio, en el conjunto de los numeros fraccionarios la

. 3 . .
ecuacion es soluble, pues 4 - 4 3; luego, 2 es solucion de la ecuacion.

La ecuaciéon x + 5 = 3, no tiene solucion ni en el conjunto de los nimeros naturales ni
en el conjunto de los nimeros fraccionarios porque no existe ningun nimero natural ni
fraccionario que sumado con 5 sea igual a 3, sin embargo, tiene solucion en el conjunto de
los nimeros enteros, pues para x = — 2 se cumple que — 2 + 5 = 3.

Ejemplo 1:

Clasifica las siguientes ecuaciones lineales en solubles y no solubles para los dominios
de la variable que se indican. Fundamenta tu respuesta.

Ecuacién Dominio de la variable

N ®, Z @
a)x+1=5 Soluble Soluble Soluble Soluble
b)3x=7 No soluble Soluble No soluble Soluble
c)2x=-6 No soluble No soluble Soluble Soluble
d)-5x=3 No soluble No soluble No soluble Soluble
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a)

b)

d)

La ecuacion x +1 = 5 es soluble en todos estos dominios de la variable porque se
transforma en una proposicion verdadera para el valor 4 de la variable, y como 4 es un
numero natural, también es un nimero fraccionario, entero y racional.

La ecuacion 3x = 7 es soluble cuando el dominio de la variable es ®, y @ pues se

7
transforma en una proposicion verdadera para x = 5> pero 3 ¢ Ny ; ¢ IZ; luego, en

estos dominios de la variable la ecuacion no tiene solucion.
La ecuacidon 2x = — 6 es soluble en Z y @ porque se transforma en una proposi-
cion verdadera para x = — 3 y — 3 es un numero entero y racional, sin embargo,

-3¢ IN y -3¢ @,, entonces la ecuacion no es soluble en estos dominios de la

variable.
La ecuacion — 5x = 3 no es soluble en IN, ®, y Z, pues se transforma en una proposi-
cién verdadera para x = 5 este numero no es natural ni fraccionario ni entero;

3 . . .
pero como g€ @, la ecuacion es soluble cuando el dominio de la variable es el

conjunto de los numeros racionales.
Existen ecuaciones que tienen infinitas soluciones. Por ejemplo, la ecuacion

3 . .
0,3x+ 7_Ex =7 tiene infinitas soluciones, pues al sustituir la variable x por

cualquier numero racional la ecuacion se transforma en una proposicioén ver-
dadera.
Analicemos para diferentes valores de la variable x:

3
Parax =0 seobtiene0,3~0+7fE-0=O+770=7;7:7,luego,Oesuna

solucion.
Parax =15 resultaque 0,3 -5+7— E -5=15+7-15=7;7=1,y, por tanto, 5
también es solucion de la ecuacion.
2
Para x = 5 ocurre que:
0,3 E +7 i E =03-04+7 i—012+7 0,12=7;7=17
5 5 _10 5_7 s _25_7 — Y, T Ly LT

2
lo que quiere decir que 5 satisface esta ecuacion.
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3
Para x = -1 03-(-1)+7- 10 -(-1)=-0,3+7-0,3="7;,7 =7, entonces —1 es
también solucion de la ecuacidn.

En este caso el conjunto solucion de la ecuacion es el dominio basico de la variable.
Siempre que no se indique cudl es el dominio de la variable se tomara el conjunto de los
nimeros racionales.

Como ya conoces, Diofanto de Alejandria
(fig. 3.10) fue uno de los grandes matemdticos
de la antigua Grecia. De su vida se sabe muy
poco, se cuenta que en su tumba hay escrito
un acertijo sobre su vida que dice asi:

“transcurrio en la nifiez de Diofanto, un sexto
de su vida, un doceavo en la adolescencia y,
después de otra séptima de su existencia con-
trajo matrimonio y le nacio un hijo a los cinco
aios de casado. Mas el hijo solamente vivio la ‘
mitad de la vida del padre y este, afligido, bus- Figura 3.10
co6 consuelo en la ciencia de los numeros y a

cuatro arios de muerto el hijo, Diofanto fallecio”.

La resolucion de una ecuacion lineal, nos conduce a concluir que Diofanto
vivio 84 afios, jcompruébalo!

Te has percatado que existen ecuaciones lineales que tienen una Unica solucion, otras
tienen infinitas soluciones, pero, ;sera un mismo valor solucion de varias ecuaciones?,
compruébalo ti mismo. Para ello realiza el siguiente ejercicio.

Comprueba que x = 1 es solucion de las siguientes ecuaciones:

a) 6x=6 b)x+3=4 ¢) ==05

Sustituimos el valor de x por 1 en cada ecuacion y verifiquemos que obtenemos una
igualdad.

6x =6 se cumple parax=1,pues 6 -1 =6
x+3=4secumpleparax=1,yaque 1 +3=4

X
5= 0,5 se cumple para x = 1, porque 5= 0,5

Podemos concluir que existen ecuaciones que son solubles para un mismo valor de la
variable. Las ecuaciones con igual dominio de la variable que tienen el mismo conjunto solu-
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cion se denominan ecuaciones equivalentes. Por tanto, las ecuaciones 6x =6, x +3 =4y

> =0,5 del ejercicio resuelto que tienen como dominio de la variable al conjunto de los
numeros racionales y el mismo conjunto solucién son equivalentes.

Las transformaciones realizadas a una ecuacion, que como resultado conducen a la obten-
cion de ecuaciones equivalentes a la dada, se llaman transformaciones equivalentes.

Transformaciones equivalentes:

* Intercambiar los miembros de la ecuacion.
Por ejemplo, las ecuaciones —7 + 4x = 6x + 2 y 6x + 2 = — 7 + 4x son equivalentes,
pues se obtienen una de otra por el intercambio de sus miembros.

* Adicionar (sustraer) el mismo término a ambos miembros de una ecuacion.
Por ejemplo, en la ecuacion 6x + 2 = — 7 + 4x si sumamos — 2 a ambos miembros de
la ecuacion obtenemos 6x + 2 — 2 = — 7+ 4x — 2, es decir, la ecuacion 6x = — 9 + 4x,
que tiene el mismo conjunto solucién que la ecuacioén inicial.

Nota que es posible adicionar (sustraer) a ambos miembros de una ecuacion el mismo
numero porque ya conoces que los nimeros también son términos y esta transformacion la
realizaste en grados anteriores al resolver ecuaciones lineales, pues adicionar — 2 a ambos
miembros de la ecuacion, no es mas que pasar de un miembro a otro un término con la operacion
inversa, en este caso se pasa en 6x +2 =—7 + 4x el 2 para el otro miembro con la operacién
inversa, por lo que decimos que se traspone el término de un miembro a otro y se obtiene:

bx=—7+4x-2
6x=—-9 + 4x.

Por ejemplo, en la ecuacién 6x = — 9 + 4x si restamos 4x a ambos miembros de la
ecuacion obtenemos 6x — 4x =— 9 + 4x — 4x, o sea, la ecuacion 2x =— 9. Observa que en
este caso se traspone el término 4x del miembro derecho al izquierdo para que en un
mismo miembro estén agrupados todos los términos que tiene la variable x.

»  Multiplicar (dividir) ambos miembros de la ecuacion por un numero distinto de cero.

Por ejemplo, en la ecuacion 2x =—9 si dividimos ambos miembros por 2 obtenemos la

9
ecuacion x = ~ que es equivalente a la anterior. Fijate que al dividir por 2 ambos
miembros de la ecuacion se ha despejado la variable x.

Nota que como esta Gltima ecuacion se ha obtenido por la aplicacion sucesiva de

. . . 9 .
transformaciones equivalentes las ecuaciones — 7 +4x=6x+2yx=— 2 son equivalen-
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tes y, por lo tanto, tienen el mismo conjunto solucion, lo que significa que x = -3 es la

solucidn de la ecuacion — 7 + 4x = 6x + 2.
Ejemplo 2:

Indica mediante cuales transformaciones equivalentes se puede obtener la segunda
ecuacion de la primera.

a) x=36;x=4
9x=361:9  Dividir ambos miembros de la ecuacion por un nimero distinto

de cero. Colocamos a la derecha de la ecuacion 1 : 9, para que
observes la operacion que se va a realizar.

x=4
by x-3=-5,x=-2
x—3=-5|+3 Adicionar el mismo nimero a ambos miembros de la
ecuacion.
Xx-3+3=-5+3
x=-2
c) 2x+4=3-6x; 8x=-1
2x+4=3-6x|-4 Sustraer el mismo nimero a ambos miembros de la
ecuacion.
2x+4-4=3-6x-4
2x=—1-6x |+ 6x Adicionar el mismo término a ambos miembros de la
ecuacion.

2x +6x=—1-6x + 6x
&x=-1

Las transformaciones equivalentes se utilizan para resolver las ecuaciones, ya que su
aplicacion nos permite transformar las diferentes ecuaciones lineales a una equivalente
de la forma x = ¢ (c € @), con lo que se determina la solucion de la ecuacion.

Ejemplo 3:
Halla el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones:

a) 3x=9
3x=9 Nota que estamos buscando el nimero racional que multiplicado por 3 da
como resultado 9.
x =3 Facilmente puedes observar que este resultado se obtiene también aplican-
do la transformacion equivalente que permite dividir por un numero distin-
to de cero ambos miembros de una ecuacion; en este caso, dividimos por 3.
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Comprobando.: Miembro izquierdo: 3 -3 =9
Miembro derecho: 9

Comparacion: 9 =9
Luego, la solucion de la ecuacion es x = 3 y el conjunto solucion de la ecuacion es
s={3}
Habras observado que la comprobacion de la solucidn se realiza en la ecuacion origi-

nal y que estas calculando el valor numérico de las expresiones algebraicas que con-
forman los miembros de la ecuacion para el valor hallado de la variable.

b) 5x-3=7
Sx-3=7
Sx=7+3 Adicionando 3 a ambos miembros de la ecuacion.
5x =10 Reduccién de términos semejantes.
x=2 Dividiendo por 5 ambos miembros de la ecuacion.

Comprobando: Miembro izquierdo: 5-2-3=10-3=7
Miembro derecho: 7

Comparacion: 7 =17
La solucion de la ecuacion es x = 2, por tanto, su conjunto solucién es S = {2}.

c) —4dx+x=2

—4dx+x=2
-3x=2 Reduccion de términos semejantes.
2 L . .
x= 3 Dividiendo por — 3 ambos miembros de la ecuacion.

. . 2 2 8 2 6
Comprobando: Miembro izquierdo: — 4 - 3 +l-=1==- 373" 2

w |

Miembro derecho: 2
Comparacion: 2 = 2
) ) 2 . ) 2
Como la solucion de la ecuacién es x = — 308U conjunto solucién es S = {— 3[
Ri!d) 3x+4=x+10
3x+4=x+10 Adicionando a ambos miembros de la ecuacién el término —x.
3x —x=10-4 Adicionando a ambos miembros de la ecuacion — 4.

2x=6 Reduccién de términos semejantes.
6 . . . . b4
x= Dividiendo ambos miembros de la ecuacion por 2.
x=3
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Comprobando: Miembro izquierdo: 3 -3 +4=9+4=13
Miembro derecho: 3 +10=13

Comparacion: 13 = 13

Luego, la solucion de la ecuacion es x = 3 entonces el conjunto solucion de la ecuacion
es S = {3}.

e) 2,5x—14=x+0,1
25x—-x—-14=0,1 Adicionando a ambos miembros de la ecuacion el término
— x. Nota que para cualquier valor que tome la variable x
del dominio de la variable, siempre se esta adicionando el
mismo numero a ambos miembros de la ecuacion.

25x-x=0,1+1,4 Adicionando a ambos miembros de la ecuacion 1,4.
1,5x=1,5 Reduccién de términos semejantes.
x=1 Dividiendo ambos miembros de la ecuacion por 1,5.

Comprobando: Miembro izquierdo: 2,5 - 1-1,4=25-1,4=1,1
Miembro derecho: 1 +0,1=1,1

Comparacion: 1,1 = 1,1

Entonces la solucion de la ecuacion es x = 1 y el conjunto solucion de la ecuacion

es §={1}.
2x
—+1=x-3
f) 3 X
é+l:x—.?>
3

2x+3=3x-9  Multiplicando por 3 ambos miembros de la ecuacion.
9+4+3=3x-2x Transponiendo términos al otro miembro.
12 =x Reduccién de términos semejantes.

2.
Comprobando: Miembro izquierdo: = T+1 =8+1=9

Miembro derecho: 12 -3 =9
Comparacion: 9 =9
Como la solucion de la ecuacion es x = 12, entonces el conjunto solucion es S= {12}.
En las ecuaciones lineales no es obligatorio realizar la comprobacion, pues para resol-
verlas se utilizan las transformaciones equivalentes, que siempre que se apliquen correc-

tamente, conducen a ecuaciones equivalentes que ya sabes tienen el mismo conjunto
solucion. No obstante, es una via muy importante para que estés seguro de que no come-
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tiste errores en la busqueda de la solucioén de la ecuacion; te sugerimos que siempre
compruebes tus resultados, pudiendo utilizar el calculo oral.

g 3+5x-6=3x+2+2x-35
3+5x-6=3x+2+2x-3,5

Sx—-3=5x-1,5 Reduccién de términos semejantes.
Sx—=5x-3=5x-5x-1,5 Sustrayendo S5x a ambos miembros de la ecuacion.
-3=-15 Reduccién de términos semejantes.

Observa que has obtenido una proposicion falsa; luego, la ecuacion no tiene solu-
cion y el conjunto solucion es S = 0.

Recuerda que:

Toda ecuacion que se transforma en una proposicion falsa para todo valor que se le
asigne a la variable no tiene solucion.

ENRUR S SR Y S
R T T
et 3= s g
-
Tx Tx . . .
3 3= 3 3 Reduccion de términos semejantes.
DT 3 T 3 Sustrayendo 2 a ambos miembros del i6
37 3° 37 3~ ustrayendo 3 a ambos miembros de la ecuacion.
—3=-3 Reduccién de términos semejantes.

0=0  Adicionando 3 a ambos miembros de la ecuacion.

Fijate que en este caso al aplicar las transformaciones equivalentes para resolver la
ecuacion, se obtiene una proposicion verdadera, entonces la ecuacion tiene infinitas solu-
ciones y el conjunto solucion es el conjunto de los ntimeros racionales, que es el dominio
de la variable, es decir, S = {x: x € ®}.

Al resolver una ecuacion lineal y obtener una proposicion verdadera, ya puedes con-
cluir que tiene infinitas soluciones, sin necesidad de llegar a la igualdad 0 = 0.

Recuerda que:

Toda ecuacion que se transforma en una proposicion verdadera para todo valor
que se le asigne a la variable, tiene infinitas soluciones.
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De manera general se cumple que: Si al reducir una ecuacion lineal mediante las
transformaciones equivalentes a la forma ax + b = 0 con g, b numeros racionales se
tiene que:

* a# 0 entonces la solucion es unica, siempre que el dominio de la variable sea @.

* a=0y b=0entonces tiene infinitas soluciones y su conjunto solucién es el dominio de
la variable.

* a=0y b=#0 entonces no tiene solucion y su conjunto solucion es el conjunto nulo o
vacio.

Existen numerosos problemas de la vida practica que para resolverlos hay que encon-
trar la solucidn de ecuaciones lineales en las que tienes que aplicar las operaciones estu-
diadas en este capitulo y donde aparecen signos de agrupacion, por ejemplo, la ecuacion
5(x +3) — 7 = 18 para resolverla hay que efectuar la multiplicacion del término 5 con el
binomio x + 3 y fijate que aparece un signo de agrupacion, el paréntesis; en este caso se
dice que estamos eliminando paréntesis.

Ejemplo 4:
Halla el conjunto solucion de las ecuaciones siguientes:
a) 5S(x+3)-7=18

Recuerda que es necesario transformarla a la forma ax = b, por lo que debes
eliminar el paréntesis y transponer términos.

Sx+15-7=18 (Eliminando el paréntesis)
Sx+8=18 (Reduciendo términos semejantes en el miembro izquierdo)
5x=18-8 (Transponiendo el 8 al miembro derecho)
5x=10 (Reduciendo términos semejantes en el miembro derecho)
x=2 (Despejando la x)

El conjunto solucion de la ecuacion es S= {2 }.

b) 6+2(x+1)=3

6+2x+2=3 (Eliminando paréntesis)
2x=3-8 (Reduciendo términos en el miembro izquierdo y trans-
poniendo al miembro derecho)
2x=-5 (Reduciendo términos en el miembro derecho)

x=-2,5 (Despejando la x)

El conjunto solucién de la ecuacion es S = {— 2,5} o también puedes escribir
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¢) 3x+4=2(x—3)

3x+4=2x-6  (Eliminando paréntesis)
3x—2x=-6—-4 (Transponiendo términos)
x=-10 (Reduciendo términos semejantes)

El conjunto soluciéon de la ecuacion es S = {— 10}.

d)x-4x-1)=-2

x—4x+4=-2 (Eliminando paréntesis)
—3x =-2 -4 (Reduciendo términos semejantes y transponiendo)
-3x=-6
x= %3 (Despejando la x)
x=2

El conjunto solucion de la ecuacion es S = {2}.

Diofanto de Alejandria (325-409) (fig. 3.11) realizé un perfeccionamiento esen-
cial de la notacion matemadtica, afiadio amplias perspectivas al objetivo del
Algebra. El ide6 un sistema de simbolos para escribir ecuaciones. De ahi que
las ecuaciones lineales que hoy resolvemos se escribian de singulares mane-
ras, cuenta la historia que no empled ningun signo para la adicion. Por ejem-
plo, la ecuacion 3x + 2 = x — 1 Diofanto la escribia como:

EvyBrivua

Figura 3.11

A continuacion te mostramos las acciones que debes acometer para resolver ecuaciones

lineales donde se integran varios de los procedimientos algebraicos estudiados en este capitulo.
Recuerda que aunque no es obligatorio realizar la comprobacion, es importante que siempre
verifiques tus resultados, como parte del autocontrol que debes realizar de tu trabajo.

Ejemplo 5:

Halla el conjunto solucién de la ecuacion: 2(32)6 - 1)+ 6= Sx+10
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Procedimiento

3x 5x+10
2 7—1 +6=

5

Explicacién

Eliminar paréntesis en el miem-
bro izquierdo y dividir el
binomio por el término en el
miembro derecho de la ecua-
cion.

3x

SxE

2. ——-21+6=—+
2 5 5

3x-2+6=x+2

Para eliminar el paréntesis,
multiplicas 2 por cada tér-
mino que estd dentro de
este, y en el miembro dere-
cho divides cada término
del binomio por 5.

Agrupar los términos seme-
jantes en cada miembro de la
ecuacion.

3x—x=2-6+2

Fijate que el propdsito es
obtener una ecuacién equi-
valente a la dada en la que
la variable aparezca solo en
un miembro de la ecuacion.
Para transponer de un miem-
bro a otro, ten en cuenta la
operacidn inversa.

Reducir los términos semejan-
tes.

Se reducen los términos se-
mejantes que aparecen en
cada miembro de la ecuacion.

Despejar la variable.

Para despejar transponemos
el 2 que estd multiplicando
a la variable hacia el miem-
bro derecho dividiendo.

Calcular el valor de la varia-
ble.

2x=-2
-2

xX=—
x=-1

Efectuamos la division in-
dicada.

Comprobar que el valor halla-
do satisface la ecuacion.

M.|.:2(3'(_1)—1J+6
2
)
-2 —=-1]s6
2

Se calcula el valor numérico
de la expresion algebraica,
para el valor hallado, en cada
miembro y se comparan los
resultados.

=-3-2+6=1
-1)+10 -5+10
M.D.: (Y = =1
5 5
1=1
Escribir el conjunto solucion. Escribimos en notacion ta-
S={-1} bular el conjunto cuyo ele-

mento es la solucion de la
ecuacion.
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Nuestros periodistas también utilizan en sus escritos frases propias del trabajo con las
variables, que te parece si buscas en revistas y periodicos algunas de ellas, observa las

que ya hemos encontrado.

Juventud Rebelde 4 de octubre de 2008.

[ peporTEs ¥4

Mundial de Fitsal

"N

[ Se despejan las equis]

ARGENTINA

Tambicn hay particulares

que hasta han ocupado
la

parte de L calle frente a
SUCasa con INSumos para

JIMENEZ
na lectora de
Cojimar -Ada

U Acosta- llamé para

felicitar al periddico por

los trabajos que publica, ﬂUMD reparar o hacer algin otro
en especial los referidos a también " trabajo en ella, cn

la defensa del medio tuceassa detrimento de la disciplina
ambiente, de la cual es una social -y nadie e pone
abanderada. corsérvaid fimpia colo-, sin percatarse, 0

interesarles. que pueden

Habl6 de su lucha para
ser desplazados hacia los

evitar que corten los framboyanes

Ejercicios
1. Resuelve las ecuaciones lineales siguientes:

a) 5x = 10 b) 16y = 64 €)2z=-5

€)03p=9 Hox-5=7 g dy+1=3

i)~0,7p+0,5=-02 $)3,5-2x=0,5

2
h£y-12=08 m)—1-3p=5

con par de dianas, secundado por Zarmyatin, Che-
Leon

Tribuna de La Habana 3 de agosto de 2006.

d)—6x=-3
h)12z-2=13

RIERAE

=25

n)2x+1)=4

P)3=4-2(z+1)

c)6z—8z=28

3

2 —p=-1
f)7p—7p——

)—-3(x-2)=9 0) 12(y+2)-24=38
2. Halla el conjunto solucion de las ecuaciones lineales siguientes:
a)x+3x=24 b) 2,5y - 1,5y=3
d)—5n—Tn=-48 1 + 4 10
)—5n—-Tn=- e)3m 3M=
3 7 1 1

- —Xx ——x=-25 h) =n+ =n=1

g) 2 X 2 X ) 3 n 5 n

.3
) —p-03p=-1
)5p D
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1 2 2 3 11 7
NSy Zy=22 k) Sz-22z=-85 ) ==d+ —d=94
J) 223 )gz cZ ) 5 3

m) 0,5y — 0,7y = 0,4 n)—3,8p +2,7p =11 fi) 33x + 12x + 5 =95
0)13y—8y+1=16 p)—10z-30z—71=29  q)2,5+8,2¢—20,5=33

S 1 3 3 ) L 3 1 2 t) 1 + i +16=280
=—Z 8~y -——y-1l=- —z+t—z =
27 ~ 47 5° 15

7 777 4
8 1 E—E 2,5 +§ +£—£ 3t+4-3t=4
u)gpfgpfg—2 v) 2,5x 2x 1.1 w) 3t -3t=

3. Halla los valores de la variable que satisfacen las ecuaciones siguientes:

a)2x+4=x+2 b)3x—-5=x+7 ¢)0,5x+1=-0,5x-3
d£+g— Z+2—E 5 25—£+65
4
g)5(b+1)=3h+9 h)—2(y+3)=5y-4 1)E(102—5)=52—4
. 1 5 2x+4 X
1042n+0,5=n+02 k) S (14 + 2a) = ?a—2,4 1) 6 =3+ 3

4. Determina el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones lineales para el conjunto
numérico de la variable que se indica:

a)2x+1=5(xe IN) b)Sa=3a-1(aec @)

C)2x—4x=-6(xe Z) d)-4x+1)=4(xe N)
1 2 22

& gmt gm="3 (me ) p P8 _ew)

5. (Cual de las ecuaciones siguientes no tiene como solucién el nimero — 7?

2+19=5 b A
L - ) — 2 6

x+14
o) =1 d) 3Q2x +6) = 5x + 2
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6. Enlaza la ecuacion de la columna 4 con su solucion correspondiente en la columna B.

A
3x+2=2

2x+x—-1=3x+1

5(x—2)+3,5=-6

B
§=6
S={-4
S={-4
S=10;1}
S= {10}
S={4}

S = {0}
S= {10}
S = {9}
S= {12}
S=1{0,1}

7. Marca con una X en la columna que corresponda.

La ecuacion conn, p, g, s, ke @

Se transforma en una proposicion verdadera

Siempre A veces Nunca

nt2=3

2n-3=3-2n

qgt+12=s5+12

ptq=pts

3(n+3)=3n+3

2p-5)=2p—10

pt+4

=p+2

8. Escribe una ecuacion de la forma ax = b, (a # 0) cuyo conjunto solucion sea:

a) §= {2} b) §={-1}

1
©)S=1{5} d) §= {0} e) §={2.4}
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10.

11.

12.

13.

436

. Escribe una ecuacion de la forma ax + b = ¢ (a # 0) cuyo conjunto solucidn sea:

1
a) § = {2} b)S={-1} ©S=1{5} d) §=1{0} e) §={2,4}
Escribe una ecuacion de la forma ax + bx = ¢ (a # 0) cuyo conjunto solucion sea:
1
a)§=1{2; bS={-1} =15} d)S={0} eS5=0¢

Escribe una ecuacion de la forma ax + b =cx +d, (a # 0 y ¢ # 0) cuyo conjunto
solucion sea:

1
DS={2) DS=(1} 95={;} d5={0} S={vre®

En cada una de las siguientes ecuaciones halla el valor del parametro indicado.

2
a) ax + 6 = 8 para que la solucion de la ecuacion sea x = 3
1 _ . 1
b) ax — 5 ~ g paraque la solucion de la ecuacion sea x = “3
¢) 3x + bx = — 3 para que la solucion de la ecuacion sea x = — 1.

X
d) px — 5= 6 para que la solucion de la ecuacion sea x = 4.

Cuadrado magico, en matematica, es la agrupacion de diversos niumeros colocados
formando un cuadrado en el que la suma de ellos en cada columna, en cada fila y en
las diagonales siempre es la misma, denominada suma magica.

En el cuadrado magico que aparece en la figura 3.12, la suma magica es 4,8. Deter-
mina el valor de la variable x y completa los nimeros que faltan en el cuadrado.

4 2,

2x

Figura 3.12



3.3.1 Resolucion de problemas que conducen a ecuaciones
lineales

El papiro de Ahmés (fig. 3.13), mds conoci-
do y famoso que los demds papiros matema-
ticos, fue redactado por un escriba llamado
Ahmés; se le conoce también como papiro de
Rhind, pues fue adquirido en el aiio 1858
por el investigador inglés Henry Rhind
(1833—1863). Contiene 85 problemas de va-
riada indole y se conserva en el Museo Bri-
tanico. Uno de sus problemas dice: Una can-
tidad y su séptima parte suman 24. ;Cudl es
la cantidad? Ahmés resuelve este sencillo
problema aplicando los procedimientos de esa época como el método de la

e u.x um,.mm ‘—M,L.Sﬂn/hl,w‘%lm-
Tt 1‘{'\ I B ,’5"". =%

! },nu;\xm ey

=i
z; % AT h’l?,m%ﬂ)yﬂyl’éuh

W anio: wlf“ﬁw-k?mmw
;u‘gw'«?)"/ﬂ—.& L;nwm W]
(L A AR Jum .
z ’W/mm*-—//wum A30- »
5z [ PERUV DR (Jl‘lldil;,—

»u.ﬁ ISTBIDLSRA L

? m(fiz\» WALAAE -
0 5 vﬂi)\da%mu.ﬁsld .
BB

Figura 3.13

X
falsa posicion: con la simbologia de hoy planteamos la ecuacion x + 7= 24,

la cual ya sabes resolver.

El procedimiento estudiado para la resolucion de ecuaciones lineales es una herra-
mienta muy util para resolver numerosos problemas. Observa a continuacion, como utili-
zar las ecuaciones para resolver problemas.

Analiza el siguiente problema:

i! En un colegio electoral la cantidad de electores hombres y la cantidad de electores
mujeres son numeros naturales consecutivos. En dicho colegio votan 329 electores, si
se sabe que hay mas electores mujeres, ;cuantos electores hay de cada sexo en ese
colegio?

Para encontrar la solucidn de este problema responde las siguientes preguntas:

(De qué trata el problema? De la cantidad de electores de un colegio
electoral.

(Qué hay que determinar? La cantidad de electores de cada sexo.

(Qué informacioén brinda el texto del pro- El total de electores que tiene el colegio

blema? electoral y la relacion entre las cantidades

de electores hombres y mujeres.

(Qué relaciones se establecen en el texto Que la cantidad de electores hombres y la
del problema? cantidad de electores mujeres son niime-
ros naturales consecutivos.
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(Qué palabras claves aparecen en esta ~ Numeros naturales consecutivos.
relacion?

({Como se representan los numeros natu- x, x+1
rales consecutivos utilizando variables?

(Qué significado se le asigna en este caso  x: cantidad de electores hombres
a la variable x?

(Como representamos entonces la canti- x +1
dad de electores mujeres?

(Qué cantidad de electores tiene este co- 329
legio electoral?

Luego, si x es la cantidad de electores hombres y x + 1 la cantidad de electores
mujeres y en total hay 329 electores, entonces la suma de la cantidad de electores hom-
bres y la cantidad de electores mujeres es igual al total de electores, por tanto, se obtiene
la ecuacidon x + x + 1 = 329, cuya solucidn dara respuesta a este problema.

Por lo que escribes:

R ;! Datos Ecuacion

x: Cantidad de x+x+1=329
electores hombres

x + 1: Cantidad de 2x+ 1 =329 (Reduciendo términos semejantes)
electores mujeres
2x =329 -1 (Transponiendo)
2x =328 (Reduciendo términos semejantes)
328 _
x= (Despejando la x)
x=164 (Efectuando la division)

Al sustituir en los datos, obtienes que el otro numero es 165.

Antes de proceder a dar la respuesta literal al problema, debes verificar en el texto si
se cumplen las condiciones planteadas. Observa que como el problema se refiere a can-
tidad de personas el valor de la variable x tiene que ser un nimero natural; luego, el valor
obtenido es logico y como 165 es el sucesor de 164, es su consecutivo y ademas suman
329 (164 + 165 = 329); se cumplen las condiciones del texto. Esto ultimo lo puedes hacer
mentalmente.

Respuesta: En el colegio electoral hay 164 electores hombres y 165 electores mujeres.
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Este problema se ha resuelto algebraicamente, te invitamos a que busques cdmo re-
solverlo aritméticamente, es decir, sin utilizar las variables.

Ejemplo 1:

En una granja de vacas, entre cuernos y patas suman 90. ;Cual es el numero de
vacas?

Respondiendo a las preguntas que te hicimos anteriormente para encontrar la ecua-
cion, tienes en este caso que el problema trata sobre una granja, en el que hay que
determinar la cantidad de vacas y el texto informa la cantidad de patas y cuernos que
hay. Entre las patas y cuernos de la vaca, como conoces, se establece la relacion de que
cada vaca tiene dos cuernos y cuatro patas y la palabra clave suman, significa que en
total hay 90 cuernos y patas. Como se desconoce la cantidad de vacas que tiene la
granja, a la variable x se le asigna este significado, entonces la cantidad de cuernos se
representa por 2x, la cantidad de patas por 4x y como la suma de cuernos y patas es 90,
entonces la ecuacion es 2x + 4x = 90.

Datos Ecuacion
x: Cantidad de vacas 2x +4x =90
2x: Cantidad de cuernos 6x = 90 (Reduciendo términos semejantes)
: 90 .
4x: Cantidad de patas =g (Despejando la x)
x=15

La cantidad de vacas es 15, resultado que es logico porque es un nimero natural y el
texto se refiere a cantidad de vacas. Verificamos en el texto si la cantidad de cuernos
y patas es correcta: cuernos: 2 - 15 =30

patas: 4 - 15 =60
total: 90

Respuesta: En la granja hay 15 vacas.
Ejemplo 2:

La edad de Luis excede en 6 afios a la de su hermano Andy. La quinta parte de la
edad de Luis es menor en 2 afios que la edad de Andy. ;Qué edad tiene cada uno?

Este problema trata de la edad de dos hermanos, las cuales debes determinar. En el
texto te informan sobre relaciones existentes entre estas edades, que estan subrayadas y
en las que aparecen las palabras claves excede, quinta parte y menor. No sabes la
edad que tiene cada uno, por lo que si a la variable x le asignas la edad de Andy, entonces
realizando la traduccion del lenguaje comun al algebraico de la relacion “la edad de Luis
excede en 6 afios a la de su hermano Andy” tienes que la edad de Luis es x + 6. Al
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traducir al lenguaje algebraico la segunda relacion que aparece en el texto del problema

se obtiene que: x;6:x—2 0 x+6+2=x
Datos: Ecuacion
x: Edad de Andy x+6 +2=x|-5
x + 6: Edad de Luis x + 6+ 10 = 5x (Multiplicando ambos miembros por 5)

6 + 10 = 5x — x (Transponiendo)
16 = 4x (Reduciendo términos semejantes)
16 .
x=y (Despejando la x)
x=4

La edad de Andy es 4 afios y sustituyendo en los datos, obtienes que la edad de su
hermano Luis es 10 afios.

Verificamos en el texto si se cumplen las condiciones dadas:

La edad de Luis excede a la de su hermano en 6 afios, ya que 10 — 4 = 6.

La quinta parte de la edad de Luis (10 : 5 = 2), es menor en 2 afios que la de Andy
4-2=2).

Se cumplen las condiciones del texto; luego, la respuesta final es la siguiente:

Respuesta: La edad de Luis es 10 afios y la de Andy 4 afios.
Otra via de solucién:
Existen problemas como este, en el que puedes utilizar la segunda relacion para poner

los datos en funcion de la variable x, y la primera para el planteo de la ecuaciéon. Te
quedaria de esta manera:

Datos Ecuacion
x: Edad de Luis xX—6= % +2
£JrZ:Edadde:Andy x-r=8 |5
5 5
5x —x =40
4x =40
x=10

Cuando exista esta posibilidad, ten en cuenta cual de las dos variantes te permite
resolver el problema con menor trabajo para ti.
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Ejemplo 3:

La longitud del largo de un terreno rectangular es el duplo de su ancho aumentado en
un metro. El terreno tiene un perimetro igual a 32 m. Calcula el area que ocupa la
superficie del terreno (fig. 3.14).

Este problema trata sobre un terreno de forma rectangular y hay que calcular su
area.

En el texto te informan el perimetro del terreno y la relacion existente entre sus
lados, en las que aparecen palabras claves como perimetro, duplo y aumentado en.
Para calcular el area del terreno de forma rectangular necesitas las longitudes de los
lados del terreno y como se desconocen, primeramente auxiliandote de la relacion que
establece el perimetro con las dimensiones del rectangulo debes calcular dichas longi-
tudes, para finalmente, calcular el area. Si designas por a la longitud del ancho del
rectangulo, entonces al traducir del lenguaje comun al algebraico la relacion “longitud
del largo es el duplo de su ancho aumentado en un metro”, se obtiene que la longitud del
largo es 2a + 1. Ya conoces que el perimetro de un rectangulo se determina por la
férmula P =2(a + b), donde las variables a y b tienen como significado las longitudes
del ancho y el largo del rectangulo, luego, como el perimetro de este terreno es 32 y
designamos al ancho por a y al largo por 2a + 1, entonces se obtiene la ecuacion
32 =2(a+2a+1).

Datos Ecuacion
Longitud del ancho: a P =2(a + b) (Formula del perimetro del rectangulo)
Longitud del largo: 2a + 1 32=2(a+2a+1) (Sustituyendo)
32=2@B3a+ 1) (Reduciendo términos semejantes)
a 32=6a+2 (Eliminando el paréntesis)
2a+1 32-2=6a (Transponiendo)
Figura 3.14 30 =6a

30 _
a=g (Despejando)
a=>5

Hemos hallado la longitud del ancho, para obtener la del largo sustituimos en los datos,
Largo: 2 - 5+ 1 =11, entonces el ancho mide 5 m y el largo 11 m.

Verificamos si las longitudes halladas satisfacen el texto del problema:

El largo, 11 m representa el duplo de 5 aumentado en 1, y el perimetro sera

2(11 +5)=2-16 =32; por lo que se cumple lo planteado.
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A diferencia de otros problemas, la respuesta del problema no son las dimensiones del
rectangulo, sino su area.
El area de un rectangulo es el producto de las longitudes de su largo y ancho:

A=11m-5m=55m%
Respuesta: El terreno ocupa una superficie de 55 m?.

Fijate que en este caso para encontrar la ecuacion que posibilita resolver el problema
utilizamos una férmula, luego, en el proceso de encontrar como, utilizando variables, re-
solver un problema debes pensar en la posibilidad de buscar una féormula que relacione lo
dado en el texto del problema con lo buscado, que te permita el planteamiento de una
ecuacion.

Ejemplo 4:

En un almacén hay cierta cantidad de kilogramos de arroz destinado a la alimentacion
de los trabajadores de un municipio. Un dia entra al almacén una asignacion de ali-
mentos y se descargan 800 kg de arroz. Al dia siguiente se sacan del almacén 32 000 kg
de arroz para repartir por diferentes centros de trabajo, de modo que al final queda en
el almacén la mitad de lo que habia el primer dia. ;Cudntos kilogramos de arroz
quedaron en el almacén?

El problema trata sobre una cantidad de arroz almacenado y hay que determinar la
cantidad que queda después de operaciones de entrada y salida. En el texto no se
conoce la cantidad de arroz que habia inicialmente, se informa la cantidad que se des-
carga el primer dia y la que sale el segundo, por lo que la cantidad de arroz que queda
en el almacén no es la misma que habia inicialmente. Para saber la cantidad de arroz
que queda en el almacén es necesario conocer la cantidad que habia inicialmente, la
cual se desconoce, y tener en cuenta la palabra clave mitad que relaciona ambas
cantidades.

Si designas por x la cantidad inicial de kilogramos de arroz en el almacén, al descargar el
primer dia 800 kg de arroz entonces en el almacén hay (x + 800) kg y el segundo dia
cuando se saca del almacén 32 000 kg, lo que queda representa la mitad de lo que habia

: , X . :
el primer dia, es decir, 5 Esto significa que antes de la entrada de la nueva cantidad de

P . X . .,
arroz habia en el almacén 2 + 32 000, entonces se obtiene la ecuacidn

x+800=%+32000
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Datos FEcuacion

x: cantidad inicial de kilogramos de arroz x+800= " +32000
en el almacén 2
X
erdf x — — =32000- 800
1.edia ) . 800k 2
X
- — =31200
2odia L 32000kg
: 5 & x = 62 400

En el almacén habia inicialmente 62 400 kg, pero esa no es la respuesta al problema.
El texto plantea que quedo la mitad de lo que habia el primer dia, por lo que calculamos

62 400
2

Respuesta: En el almacén quedaron 31 200 kg de arroz.

=31200.

Otra via de solucion:

Datos Ecuacion

x: cantidad inicial de kilogramos de arroz 32 000 — 800 =31 200

en el almacén . _
Cantidad que representa la mitad de

~ x _ 800kg lo que habia en el almacén al inicio.
< > > X
—_—— e — — —y Luego,E:31200yx=62400
< T > >

— 32000 k;

5 g

Observa que en este problema utilizamos un modelo lineal, donde en la parte superior
se indica la situacion inicial y en la inferior, la final, que facilita la busqueda de la ecuaciéon
que da solucion al problema planteado. Te invitamos a resolverlo aritméticamente, es
decir, sin utilizar las variables.

Generalmente en los problemas para declarar las variables utilizamos letras como x,
¥, a, b, etc; también puedes trabajar con las letras iniciales de palabras como el nombre
de personas u objetos.

Siempre que resuelvas un problema debes meditar en como procediste para encontrar
su solucidn, pues la via utilizada te puede ser util para resolver otros problemas. Fijate que
en los ejemplos se reformuld el texto para su mejor comprension, se subrayaron las
partes en las que aparecen las relaciones entre lo que dan y lo que piden, se elaboraron
modelos graficos para representar la situacion dada en el problema, se comprobo que el
resultado obtenido fuera logico, se buscaron otras vias de solucion, entre otras. A medida
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que resuelvas mas problemas ti mismo irds encontrando otras acciones que te faciliten la
busqueda de la solucion al problema planteado.

Después de haber analizado la solucién de estos problemas, habras apreciado que se
realizan casi siempre los mismos pasos. Es por ello que te los resumimos a continuacion
para que los tengas siempre en cuenta.

Recuerda que:

Leer el texto detenidamente para lograr su comprension.

Sefialar el significado de la variable que se utilizara.

Traducir al lenguaje algebraico las relaciones que se plantean en el texto.
Plantear una ecuacion.

Resolver la ecuacion planteada.

Comprobar que la solucion de la ecuacion satisface las condiciones que aparecen
en el texto del problema.

7. Redactar la respuesta a la pregunta del problema.

SNk W=

Ejercicios
1. Marca con una X la ecuacion que describe la situacién planteada en cada inciso.
1.1 Un niimero p excede a otro numero ¢ en 5 unidades. La ecuacion que representa la
relacion entre ambos numeros es:
a) _ pt5=gq by p-5=q ©o__ 5-p=q d)__p=5
1.2 Lalongitud de la costa norte de Cuba excede en 672 km a la longitud de la costa sur.

Si la costa sur tiene 2 537 km de longitud, entonces la longitud de la costa norte se
puede determinar por la ecuacion:

a) x+672=2537 b) x+2537=672
c) x—672=2537 d)  Ninguna de las anteriores

1.3 En la figura 3.15 se tienen las rectas a, b, ¢ tales que a / by ¢ secante. La amplitud
del 4ngulo B excede en 100° a la amplitud del angulo o. La amplitud del angulo o se
puede determinar resolviendo la ecuacion:
a)  a=o+100° b) 2o+ 100° = 180° B
c) o+ 100°=180° d) 20— 100°=180° b

Figura 3.15
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1.4 En la figura 3.16 aparece un rectangulo cuyo perimetro es 28 cm y su largo tiene

8,5 cm de longitud. La longitud de su ancho se puede determinar resolviendo la
ecuacion:

a)  2x+8,5=28 b)  2x+17=28
X
c) x+85=28 d) x+17=28
- - 8,5cm
Figura 3.16

2. Marca con una X la respuesta correcta.
2.1 Al sustraer 3 a las tres cuartas partes de », se obtiene 3. El valor de » es:

a)y 0 b) 8 c) 12 d -8 e) —2725
2.2 Si al quintuplo de un nimero se le sustrae su 25 %, se obtiene 19. El ntimero es:

a) 1 b) 76 c) 4 d 95 e) 380
2.3 Six=2y+5, entonces el valor de y cuando x = 3 es:

a) 11 by 1 c)g 4 S|

2.4 En un tridngulo, uno de los dngulos exteriores triplica al &ngulo interior adyacente a

SRR

él. Entonces dicho tridngulo no puede ser:
a) __ equilatero b)  isosceles c) ___ rectangulo

d) _ obtusangulo e) __ acutangulo

El quintuplo de un numero es igual a 30. Halla el nimero.
La octava parte de un numero es igual a 5. Determina el duplo de dicho numero.
El 40 % de un numero es igual a 100. Halla el sucesor del numero.

El perimetro de un tridngulo equilatero es igual a 73,5 cm, ;qué longitud tienen los
lados del triangulo?

Si mi edad actual se multiplica por 7 y se le adiciona 3, el resultado es 164. ;Qué edad

tendré dentro de 6 afios?

8. El décuplo de un nlimero aumentado en 4 es igual a 34. Determina el nimero.

9. El duplo del precio de una camisa disminuido en 30 pesos es igual a 80 pesos. Halla el
precio de la camisa.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

446

La distancia entre las ciudades de Cienfuegos y Pinar del Rio es de 421 km. El doble
de la distancia de la ciudad de Cienfuegos a la de Matanzas aumentado en 61 es
igual a la distancia de la ciudad de Cienfuegos a la de Pinar del Rio. ;Cuantos
kilémetros separan a la ciudad de Cienfuegos y la de Matanzas?

Valora la frase siguiente:

“Para resolver un problema referente a nimeros o relaciones abstractas de cantida-
des, basta con traducir dicho problema, del inglés u otra lengua, al idioma algebraico™.
Isaac Newton (1642-1727)

La cantidad de varones deportistas de séptimo grado de una secundaria bésica exce-
de en 10 a la cantidad de deportistas hembras. Si hay 18 hembras deportistas:

a) (cudl es la cantidad de deportistas que tiene el séptimo grado de esa escuela?
b) Si la asistencia al entrenamiento fue de un 87 % aproximadamente, ;cuantos
deportistas no asistieron ese dia?

La mitad de la cantidad de afios que tiene mi padre actualmente es menor en 10 que
la mia. Si tengo 20 afios, ;cuantos afios tiene mi padre?

El perimetro de un triangulo isdsceles es igual a 19 cm y el lado desigual mide 8,0 cm.
Determina la longitud de cada lado.

Un angulo mide el quintuplo de otro adyacente a €. ;Cuanto mide el angulo agudo?

La suma de dos nimeros enteros consecutivos es igual a 367. ;Qué niimero racional
es el que se encuentra a la misma distancia de dichos niimeros consecutivos?

David resolvid entre lunes y martes 64 ejercicios de Matematica. La cantidad de
ejercicios resueltos el martes es el 60 % de los que resolvid el lunes.

a) (Cuantos ejercicios mas resolvid el lunes respecto al martes?
b) Si tiene que resolver 120 ejercicios, ;qué porcentaje del total le falta por resolver?

La diferencia entre el duplo de la cantidad de sacos de papa recogidos por Abel y el
50 % de dicha cantidad es igual a 30.

a) (Cuantos sacos de papa recogid Abel?
b) Si para cumplir la norma del dia debid recoger 25 sacos, ;qué porcentaje de
cumplimiento de la norma logro Abel?

El precio de un articulo en febrero disminuyd en su tercera parte, por lo que ahora su
costo es de $ 3,00. ;Cual era el precio del articulo antes de la rebaja?

El triplo de la suma de un nimero y su cuadruplo es igual a 75. Halla el nimero.

En un terreno rectangular, el largo es cinco veces el ancho y su perimetro es 48 m.
Calcula el area de la superficie del terreno.

El1 20 % de la diferencia de un nimero y su cuadruplo es igual a—12. Halla el nimero
primo mas cercano al numero hallado.



23.

24.

25.

26.

27.

Los pioneros Gabriela, Patricia y Camilo, para la realizacion de un trabajo practico
sobre la proteccion del medio ambiente, visitaron 14 casas de su consejo popular.
Patricia visito el doble de casas que Camilo y Gabriela dos casas mas que Camilo.
(Cuantas casas visitd cada pionero?

La suma de los digitos de un numero de tres cifras es 18. La cifra de las centenas es
el triplo de la cifra de las unidades y la de las decenas excede en tres a la cifra de las
unidades. Determina el antecesor y el sucesor de dicho nimero.

La edad actual de Ana aumentada en 8 es igual al duplo de dicha edad disminuido en
3. /Qué edad tendra Ana al cabo de 15 afios?

La cantidad de ventiladores producidos en una fabrica este afio es igual al 75 % de
dicha cantidad aumentado en 3 000.

a) ¢Cuantos ventiladores produjo la fabrica este afo?
b) Si la fabrica logro sobrecumplir su plan en un 20 %, ;cuantos ventiladores mas
produjo?

En el famoso libro de Algebra Recreativa de Y. Perelman encontramos un proble-
ma titulado: La ecuacion piensa por nosotros, al resolverlos descubrimos que las
ecuaciones son a veces mas previsoras que nosotros. Busca en este libro dicho
problema y solucionalo, sera una simpatica y enriquecedora experiencia. jNo dejes
de hacerlo! (fig. 3.17)

Figura 3.17

28. La firma de contratos entre productores agricolas y el Turismo es una provechosa

alternativa para consolidar el modelo econdmico cubano. El primer contrato de esta
nueva modalidad consistio en la entrega por parte de la CCSF Camilo Cienfuegos al
hotel Iberostar Tainos de una buena cantidad de frutas y vegetales,’ la tabla siguien-
te esconde informacion sobre el tema. ;Cuantos kilogramos de cada producto se
entregaran al hotel por la CCSF?

% Organo de prensa Juventud Rebelde, 8 de enero de 2012.
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Producto Cantidad de kilogramos
Fruta bomba 4x—1,05

Col blanca x+2,15

Tomate X

Guayaba x+4

Total 154,9

29. En grafico de barras de la figura 3.18 se esconde ~ F4, ¢ Quiero ser Maestro(a) Primario(a)?
informacion sobre el interés vocacional por la es-
pecialidad de Maestro Primario de un grupo de 30+
35 estudiantes de séptimo grado. Fijate que en
cada techo de la barra aparece una expresion 20T
algebraica para que descubras la informacion.

a) (A cuantos estudiantes de ese grupo les
gusta ser maestro(a) primario(a)?
b) T, ;{qué opcidn marcarias? ;Por qué?

Il Opciones

. . Figura 3.18
Nota: Opcién I: Me gusta, Opcion /I: Lo

estudiaria, pero no es lo que mas me gusta y Opcién /I/I: No me gusta.

30. En la fabrica donde trabaja el papa de Alexis han hecho un experimento en el que
clasifican la basura, para saber cuanto beneficio obtendrian si esta pudiera ser reci-
clada. Alexis con este resultado participo en el Ecocarnaval, evento didactico de su
escuela que promueve la proteccion del medio ambiente, observa y resuelve el ejer-
cicio matematico que ¢l propuso:

En la figura 3.19, 4, B, C y D son en ese mismo orden nimeros naturales consecu-
tivos impares y suman 96 kg. ;Cuanto vidrio se recolect6? Responde por la via
algebraica y por la aritmética.

Una experiencia medioambiental

Papel Plastico  Vidrio Metal
4 (kg) B(kg)  C(kg  Dikg
Figura 3.19
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31. Elabora un problema que conduzca a una ecuacion lineal con la informacién
siguiente:

a) Cantidad de hembras y varones de tu grupo.

b) Tu edad y la de tu mama.

¢) El consumo de electricidad en tu casa o en tu escuela en dos meses consecutivos.

d) El precio del barril de petrdleo durante este afio respecto al anterior.

e) La produccion de azucar en nuestro pais comparando los dos ultimos afios.

f) Cantidad de medallas (oro, plata y bronce) obtenidas por Cuba en los Juegos
Olimpicos de Londres 2012.

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. Escribe verdadero o falso seglin corresponda. En caso de las falsas, argumenta tu
respuesta.

a) Las ecuaciones lineales siempre tienen una sola solucion.

b)  2d° - (—3a") =—-6a*.

3
¢) _ Laecuacion lineal 3 X= - no tiene solucion en el conjunto de los niumeros
enteros.
d)  El coeficiente del término x_;z es 3.
e)  El valor numérico de la expresion ab™' + 2 ,paraa=>by b # 0 es igual a 3.

f) Las longitudes de los lados consecutivos de un rectangulo vienen dadas por las
expresiones @ cm y b cm respectivamente, entonces su perimetro quedara expre-
sado por 4ab cm.

2m” + 6m° .
g) Al calcular —————— se obtiene 2m® + —.
3m 3
h) Si dos ecuaciones lineales tiene el mismo conjunto solucién con el mismo

dominio de la variable, se puede afirmar que son equivalentes.

i) El conjunto solucién de la ecuacion 3x + 7 =— 7 + 3x es el conjunto vacio.
) Los términos — 3m*n’p y 3n’pm?* no son semejantes.
k) La expresion en lenguaje comun: “el 40 % de un numero aumentado en 3”, se

puede escribir en lenguaje algebraico como 40x + 3.
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2. Marca con una X la respuesta correcta:
a) Six=0,1, entonces el valor numérico de la expresion x? + x + 1 es igual a:

11,1 1,11 111 0,11 00111

2
b) Sea la expresion 4 = (p_gq\ , el valor numérico de A parap =1y g=—1es:
)

0 1 4 1 4
o 9 9 6 3
¢c) Six+0,8=0,7yz—-0,9=0, entonces x + z es igual a:
-0,8 - 0,6 0,1 0,8 0,24

d) Sia®=-216, {64 =4y 5= 125, entonces el valor numérico de bc — a es igual a:

0 3 12 15 18
e) Sim=— 1, entonces (— m)* + 3m toma valor:
-6 -4 -2 0 4

f) La longitud del ancho de un rectangulo viene dado por la expresion (2a —3b) dmy
la del largo por la expresion (a + b) dm. El perimetro de dicho rectangulo se puede
expresar por:

~ (Ba—2b)dm _ (6a—2b) dm

_ (6a —4b) dm _ (6a — 8b) dm
g) Pedro tiene (n + 1) afios. Su edad dentro de » afios mas sera:

__2+n+l A t+tn+tl P +n _ 2n+1 _ 2n+2
h) El perimetro de un tridngulo equildtero viene dado por la expresion algebraica

(x — 6) cm. El perimetro de un cuadrado, en centimetro, cuyo lado tiene longitud
igual a la del lado del triangulo, se puede expresar como:

4x—6 &, 4 g a6 RN
— — 3 — 3 — 3 — 3
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1) El producto del cuadrado de 3m por el triplo de 4n se puede expresar como:
__36m’n __108m’n _ TN2m’n __576m*n®  _ 12mn

j) Las edades de varias personas vienen dadas por las expresiones siguientes, donde
X es un numero natural mayor e igual que 2:

X x+2;2x+ 3 x, x; x— 1, x+2;x, x+2; 2x

La media de las edades esta dada por la expresion:
_ 12x+8  6x+4 5408

X+ 2x

5 ____Ninguna de ellas

3. Piensa en una situacion de la vida practica relacionada con la Estadistica que se

traduzca al lenguaje de las variables mediante la expresion siguiente: F+dy+5z
x+y+z
4. Reduce:
X 2
a)3a+5h—-25a—-4b—-b b)§f6,9+§x+672x
3
)P —6y+2)2-5+4y—11)2 d) 3.,2a°0* — 1,54°h* + chb2 - 544°b°
3 5
e) 2,4x* - 10x° f) —— 2 - 15y g) 1,3a°h*2% - __ a*b*z
5 26
3
h 2.3 5.3 344 - 60> k §x7y8
4p2q® - 0,25 i j
) 4p~*q’ - 0,25p°q 1)17a9 J)2b40 )977
=Xy
20
| 30m~°n™ ) 36x° +18x° 0 ~15y% +30y° + 25"
6m—6n11 6x4 5y14

& 8x*y® —4x3y? —12x°y°
_8x4y3
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5. Calcula:

a) 3a - 24°

d) 0.703a% - 1_0 2.3
) 0.Ipq’s” - = pg’s
g) m*n(3m’n* — mn)

0,3m°n?®

D

36x° +12x°

m
) 6x°

0)

0,9m*n? + 6m?n® —12mn

3mn

b) (= 5xy) - (= LAX%yY)

e) 2x2 - 3x7

3
h) 4p° (§p2 +0,25p + 2,5)

1254°b — 25a°b?
5a°b

n)

f) 8y(2y +7)
256x*y°
) 16x%y?

) (2x3)2 :6x°

1o, 1

O,5y20

6. Sean las expresiones algebraicas 4 = 12x + 6; B=3 —Txy C = 2x.

Calcula:
ayA+B-C
¢)C-B+A4-6

b) 0,54 + B

d é 2C+ B
)3—

7. Sean las expresiones algebraicas M = 2x%° — x*)? y N = 3x%)* + y’x?

a) Determina la expresion P =3M + N.

b) Halla el valor numérico de P para x =

715 X 4930
776

~ 0,000 000001

79 5 ydia

qué conjunto numérico mas restringido pertenece el resultado obtenido.
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8. Completa la tabla:

M N P M-N+P | M-N | M:N M;N
3 2 6
— Xy 3Xy )X
2a*b —a* ab
2
3>+ 9b 3b 6ab
9. Halla el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones lineales:
2x
a) 18 =3x b)g =6 c)x—2=-7 d)16 —x=10
X
e)§—1= f)3x+5x=18 g)6x—2x=-8 h) 6x — 10x =- 20
)+, Zi2-s K2r+7=x+14 Ddx—6=3-5
Dot =2 D tge )2r+7=x )4r—6=3-5¢
X 4x+8
mx=2+6 ) x2 =2x+4 =5 f) 3(x —2) = 2x +x

10.

11.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 1,5x-3=0

e)Sm+0,5=2m+

hy—4@-1)+1=0

b) -2y +4y=16 7_§_9
) =2y t4y= 5 5

7

= H)3x+19x—20=8x—1

2

Completa los espacios en blanco.

.2
1) 3(§x+ =7

d)2 1 +1=3
) X gX =
2)9=3(p+2)

, _ 1
PIr-4=6(c-7)

a) La mitad de un niimero aumentado en la unidad es igual a los tres cuartos del

namero. El numero es igual a

b) La cuarta parte de x es un octavo, entonces el valor numérico de x + 0,25x es

igual a
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12.

13.

14.

¢) El conjunto numérico mas restringido al que pertenece la solucion de la ecuacion
S5x—2)+1=x-3es
d) Al multiplicar el quintuplo de &’ y el 20 % de & se obtiene

30a*b"c® + 25a°%p3c3
154°p3c*

e) Al calcular se obtiene

Lee detenidamente la siguiente informacion:

— Teresa tiene x afios,

— Su hija Sara tiene 25 afios menos que ella,

— La edad del papa de Sara excede en 6 afios a la de su mama.

a) Completa la siguiente tabla:

Personas Edad
Teresa X
Sara

Papa de Sara

b) Silasuma de las edades de los tres es igual a 101 afios, halla la edad de cada uno.

Un angulo recto se divide en tres angulos de amplitudes diferentes. La ampli-
tud del mayor de dichos angulos, es el doble que la amplitud del menor y la
amplitud del mediano excede en 10° la del menor. Determina la amplitud de
cada angulo.

El consumo de electricidad de una vivienda disminuyd un 20 % en febrero respecto
a lo que se consumi6 en enero. Si el consumo en febrero fue de 120 kWh, ;cual fue
el consumo de la vivienda en el mes de enero?

15. En la figura 3.20, CD es paralelo al lado 4B del AABC.
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C
ZACB =x D
b
ZCAB = E+ 5°
ZBCD =170°
A B
Figura 3.20

Halla la amplitud de los angulos interiores del triangulo ABC.



16. En un centro de recreacion se alquilan bicicletas. Por la primera hora de alquiler se
deben pagar $ 2,00, y por cada hora después de la primera se pagan $ 2,50.

a) (Por cuanto tiempo alquilo la bicicleta una persona que pagé $ 19,50?
b) Si una persona alquila la bicicleta por 8 h, jcuanto debe pagar?

17. En un tridngulo isdsceles, la longitud del lado base es igual al triplo de longitud de los
lados iguales disminuido en 15 cm, si el perimetro del tridngulo es de 40 cm, halla la
longitud de cada lado.

18. Pablo realizo los examenes de ingreso al IPVCE. En Matematica obtuvo 5 puntos
mas que en Espafiol, y en Historia 8 puntos menos que en Espaiiol, por lo que su
promedio fue de 94 puntos.

a) (Qué nota logré Pablo en cada asignatura?
b) {Qué nota debia lograr en Historia para que su promedio hubiese sido de 97 puntos?

19. La madre de Ariel y Heidi les encargd la compra de varios productos agricolas que
le hacian falta para el almuerzo. En la siguiente tabla se muestran los precios de esos
productos.

a) SiHeidi comprd un melén por un precio de $ 5,60, ;cuantas libras tenia el melén?

b) Ariel, por su parte, compr6 la misma cantidad de libras de papa que de malangas
y ademas 10 cabezas de ajo, por lo que tuvo que pagar un total de $ 34,00.
(Cuantas libras de malanga compr6 Ariel?

Producto Precio
Malanga $3,001b
Papa $1,001b
Melodn $0,801b
Ajo $ 1,00 c/u

20. La siguiente balanza (fig. 3.21) se encuentra en equilibrio. Halla la masa de un cubo
y de un cilindro.

Figura 3.21
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21. La torre de la figura 3.22 tiene 3 pisos y 46 varillas.

a) Escribe una expresion algebraica que indique el numero de varillas necesario
para levantar una torre de igual base y » pisos de altura.

b) (Cuantas varillas sera necesario utilizar para levantar una torre de 10 pisos?

c¢) (Cuantos pisos tendra una torre donde se utilizaron 111 varillas?

Figura 3.22

PARA LA AUTOEVALUACION

Reflexiona sobre lo aprendido

(Para qué se utilizan las variables en Matematica?

(Qué es un monomio?

{Sabes sumar, restar, multiplicar y dividir monomios?

(Sabes qué es una ecuacion y como se llaman sus elementos?

(Sabes qué es resolver una ecuacidn lineal?

{Conoces el procedimiento que se utiliza para resolverlas?

(Sabes como transponer y reducir términos?

(Conoces los pasos a seguir para resolver un problema con ayuda de las ecuaciones
lineales?

PN R L=

Ponte a prueba
1. Lee detenidamente y responde:

1.1 Escribe verdadero (V) o falso (F) segun corresponda. En el caso de las falsas, argu-
menta el porqué.

a)  2a’bcy T3 cb*a? son términos semejantes.
b)  Las ecuaciones 3x = 12 y 2x + 3 = x + 7 no son equivalentes.
2
0 3m* +12m — o 42
— 6m
d) __ Six, =S5 eslasolucion de la ecuacion ax + 2 = — 3, entonces el valor de a es — 1.
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1.2 Marca con una X la respuesta correcta.
Segun el Ministerio de Trabajo y Seguridad Social el numero de trabajadores por
cuenta propia, hasta mayo de 2012, aumento6 en 24 920 personas respecto al 2011.

1.2.1 Si designamos por x la cantidad de trabajadores por cuenta propia en el afio 2011,
podemos afirmar que al cierre de mayo del 2012 ejercian el trabajo por cuenta

propia:
a) 24 920x personas b)  (x + 24 920) personas
c) __ (2x + 24 920) personas d) (24 920 — x) personas

1.2.2 Si al cierre de mayo de 2012 eran 387 275 las personas que ejercian el trabajo por
cuenta propia, entonces en el 2011 lo ejercian:

a) 362355 b) 412195

¢) 26931 d) ninguna de las anteriores

1
1.2.3 Sean ay b las longitudes de los lados de un paralelogramo. La expresion 5 (atb)

se puede expresar en el lenguaje comin como:

a) el 50 % del perimetro del paralelogramo.
b) el 25 % del perimetro del paralelogramo.
c) el duplo de la suma de las longitudes de los lados del paralelogramo.

d)  lamitad de la longitud del lado @ mas la longitud del lado 5.

2. Sean 4 =2x>, B=3x-2y C=0,4x - (-10x)

a) Calculay simplifica4 - B— C.
b) Halla el valor numérico de la expresion resultante para x =— 0,5 y di a qué conjun-
to numérico mas restringido pertenece.

3. Con vistas al curso escolar 2012 — 2013 la Union Poligrafica producira, para entregar
a las diferentes ensefianzas, entre libros y libretas 54 millones de ttiles escolares.® El
duplo de la cantidad de libros a producir excede en 3 millones a la cantidad de libretas.

a) (Cuantas libretas y cuantos libros producira la Unién Poligrafica para el curso
2012-2013?

b) Si para el inicio del curso en septiembre se entregaran 25 millones de libretas y
13,5 millones de libros, ;qué porcentaje de la cantidad planificada de libretas falta-
ran por entregar?

% Organo de prensa Granma, 2 de julio de 2012.
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RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS

Epigrafe 3.1.1

1. Inciso | Coeficiente Parte literal Inciso Coeficiente Parte literal
a) 2 X f) 1 Viz
) f ) 1
) 3 a g) 2 n
1
c) -0,7 m? h) - a’b’c
5
d) -— Piq? i) -7 no tiene
38 : 1 .
e) Z X D 5 no tiene
3 3 b b 5 d ld ge A +4 49-8 h)h+6
i)i—é Niyj+1 k) 2k y 2k + 2 ) 2r+1y2r+3
nl 3
m)ym+(m-—1) n)nn+1) ﬁ)2ﬁ—5+3p 0)§0
1
4.a)x -2 b) Ep ¢) 2n + 6) cm d) 3t-2) e)p+25
5.a)a+ 15 b)a-1 c)65—a d) 2a e) a + 8 (a: Edad en el 2012)
6.a) V b) V c) F, excede en 0,71 d)F,esen 1,03 e) F, una sola blusa

1
.a) Ex (x: Cantidad de jovenes de secundaria)

13
b) 207 (y: Cantidad de integrantes de la delegacion cubana)

¢) 2z (z: Mortalidad infantil en menores de 1 afio de los paises ricos)

17

d) 20 P (p: Poblacién mundial)
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e) t + 200 (¢ Toneladas de papa cosechadas el afio anterior)

1
Dp +%P (p: Peso de Luis el mes anterior)

1
g) X— X (x: Precio anterior del articulo)

20
h) 2,50y (y: Cantidad de libras de tomate compradas)
1) 4a (a: Longitud del lado del cuadrado)
j) 2b? (b: Longitud del lado menor)
k) 180° — o (c: Amplitud del otro angulo)

8.a)IN b) Z c) N dzZ

9.a) 2 b) 1
g) No existe h) 0

c)—0,7 d)2,5
i) No existe o

4
10. a) — 4; 0; 3 1,6; 4

11. 4 y 10 (importante el orden de las operaciones)

12.2) 5 b) -2 K d) 14

13.

b)-8;-2;0;0,4; 4

e)— 1,5 f)— 4,9
k) -1
5
e)—1 f)z

Expresion algebraica en

Situacion matematica funcion de la variable x

Valor numérico de la ex-
presion para x =—2

El triplo de un nimero aumen- 3x+7
tado en 7.

1

2x

ral y su sucesor.

El 20 % de un nimero dismi- } _5 z
nuido en 5. 5x T 5

—+2x B 1_3
La suma de un niimero natu- xtx+l -3
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4x+6. 4x+6 |

14. 4x; 4x + 6; 5 ' o
1520 2 2 e ace s 23
.a) 2x; 3% 3 ) 2x; 2x + 3; 3

17. No, ya que tiene 36,5 °C de temperatura.
4
18 a) W

Epigrafe 3.2.1

1. a) (x; 2x; — 0,2x) b) (1,2a; 9a) y (3a% — 5a*) c) (—2b% 0,86 )
4 2
d) (ab; — ab) y (2a; —ga) e) (—g mn; 6nm) f) Bxyz; 2,5yzx; xzy)

a’b

7
g) (_T; 8a*h) y (ab*; 8,82b%a) h) (4,5m’n’p*, gn3m2p4; 7097°p* m?)

2. a) 4a b)2b ¢)3,6c d)7d e)—-04e )0 g)6,lmn h)—33z-2y

n

11
Doyt D26-1Ss+ts W2 -0lg-Spg  D)-205m+ ¢

N | ©

m) —2,8a — 5b — 53¢ + abc n) - mn’ ) — 2xyz + 1

3. Completa la siguiente tabla:

A B C A+B A-C A+B-C
4a Ta 2a 1la 2a 9a
2a+3b a 3b 3a+3b 2a 3a

1 1
—m+2n-1 ——m-n+1 2n —m+n —m-1 —m-n
4 4 4
Tx%y + 2xy Xy + 2xy 4yx 8xAy+ 4xy Tx%y — 2xy 8x2y
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4. a)Binomio b) Monomio ¢) Trinomio d) Monomio

e) Binomio f) Binomio g) Monomio h) Trinomio
1) Monomio j) Binomio k) Binomio 1) Trinomio
m) Monomio n) Monomio
5.
A B
* Monomio con coeficiente entero y parte 5x2—-3x+7
literal con dos variables.
. . . 3
* Trinomio donde los coeficientes de sus -=x°
términos son niimeros primos. 5
* Monomio de coeficiente uno. — 6ab’

* Monomio que no tiene parte literal. 0,2 mn

¢ Binomio con un término elevado al cua-

drado. 10
* Monomio cuyo coeficiente es un numero 2+15
fraccionario y su parte literal tiene dos
variables. pPq’r
2x —y

Epigrafe 3.2.2

1. a) 24° b) 27b* c) 4c'° d) & e) 10m’n* ) x3y!12

3
g) 3a®° b’x h) stnz i) — x5°z8

2. a)2a -8 b) b* + 3b c)—5¢—-50 d) 3d* — 18d
e) 3¢+ 8e f) — 2d°— 12d’ g) 0,6p* +0,16p7 h) — 6x%* — 2,1xH*
1 8 5,713 4129492 3 2 4 3
1) §mnp—8mnp J4x*+8x+4 k) 2y* —3y° + 2y
1
)—15m* +2m—1 m) 4p° + 2p* — 10p° n)—216+4z3—312
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i) 8,5¢*+ 17> + 8,5¢2

q) axby — 4ax’y* + 6ax*y?

0) 6x%72 — 12x%* + 15x°%  p)—4m'x + 12m°x — 28m’n* x

s) 6p°q> + 4,5p°q"

r) &’t* — —<af

18
1 2 24

t) _ 0,2a3x6y3 + 6a3xxys _ 090503x4y9 u) E p3q5 + 6p2q4 _ €p3q3
Epigrafe 3.2.3
l.a)5 b) -2 c)8 d)1,1 e) — 2mn’ f) — 2ab

1 8 h z 2 1 35 3 3 § 2 2 *k E *1 40ﬂ
g) 3yZ ) Zmn 1)_ qr J)_4mnp )b )_ nZ
2 1 1

2.a)2a+ gb b) 2m* +4m*  ¢) 5¢° —4p d) §b5+ §a7b e) 3 —5x+ 7%

1
f) 2m? + 4m® — Emﬁ

3. a) 64°

e) b*

4. a) 21xy*2° + 45xH°z* —

c) 4,2yz° + 9x)*z® — 3x%°%77

715
e) X222 + vz
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b) 4m'!

) 4m®

- 5x

4 100 2
*g)?+?_§ hyab+b-a i) 65 + 25%%¢°

7 7

a b y
k) 3 + 1a )8 3 + 3xHMz22 m)Sx— 11y + 12y
~ a’ b’ 8y22 14_2
i) 5-’-% 0) 3 +3xzy"'z
1
c) 10x!%1° d) §m3n

g) 24a° y 3a° h) 15m*n* y Smn

15x3%42° b) 35y%2* + 75x)°25 — 25x%)4z°

d) 42x* + 90x*yz — 30x°)%z2

.. 2122 N 45y7°

- 7,523
D 2x? 2x V2



Epigrafe 3.3

l.ayx=2 b)yy=4 c)z=-25 d)x=0,5 e)p =130 Hx=6
g)y=0,5 h)z=£51 Np=1 Dx=15 kyx=2 Hhy=5
_ _ N _2 _ 1
m)p=-2 n)x=1 n)x=-1 o)y—3 p)z= 5
2. a) S= {6} b) S = {3} c)S={-4} d) S= {4} e) S = {6}
10
f) §={7} g §={l} h) §= {2} DS=i-351 DS={24
k) S= {225} 1)S={12} m) S={-2} n) S= {10} ) S={2}
5
0) §= {3} pS=i-51 @S=1{5 nS={-1} 5) §= {6}
t) S = {24} u) §= {3} v) §={0} w) Infinitas soluciones
3.ayx=-2 b)x=26 c)x=-4 dya=1 e)y=14 H)z=15
g b=2 h)y=—§ )z=0 pn=0 k)a=0,4 ) N.T.S

4.2)S={2) bS=06 oS={3 dS=¢ e S={10} f)S=0¢

o)
N
S

3x+2=2 §=0
S={-4
L ov=—6 S=1{0,1}
2 S={-10}
02x=-2 §=1{4}
§= {0}
4—-x=8
= §= {10}
2x+x—-1=3x+1 S= (9}
5x-2)+35=-6 S={12}
S={-0,1}
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12.

13.

Se transforma en una proposicion verdadera
La ecuaciéonconn, p, g, s, ke @
Siempre A veces Nunca
n+2=3 X
2n—-3=3-2n X
g+12=s5+12 X
prqg=p+s X
3(n+3)=3n+3 X
2(p-5)=2p-10 X
+4
p =p+2 X
13
a)a=3 b)a=—€ c)b=0 dyp=2
x=0,8

Epigrafe 3.3.1

1

2.
3
4
5
6.
7
8
9
0
2

13.
14.
15.
16.

1.1.b 12.¢ 13.b 14D
21.b 22.¢ 23.e 24 a

. El namero es 6.
. El duplo del niimero es 80.
. El sucesor del nimero es 251.

La longitud del lado es de 24,5 cm.

. Dentro de 6 afios tendré 29.

. El nlimero es 3.

. El precio de la camisa es $ 55,00.
. A las ciudades de Cienfuegos y Matanzas las separan 180 km.
. a) La matricula del grupo es 46 alumnos.

b) Faltaron ese dia 6 estudiantes.
El padre tiene 60 afios.

Los otros dos lados miden 5,5 cm.
El angulo agudo mide 30°.

Entre dichos niumeros se encuentra el nimero 183,5.
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17. a) Resolvid 16 ejercicios mas.

b) Le falta por resolver un 46,7 % del total de ejercicios.
18) a) Abel recogio 20 sacos.

b) Abel logré un 80 % de cumplimiento de la norma.
19. El precio del articulo antes de la rebaja era de $ 4,50.
20. El niimero es 5.
21. El area de la superficie del terreno es 80 m?.
22. El nimero primo mas cercano a 20 es el 19.
23. Camilo visitd 3 casas, Patricia 6 casas y Gabriela 5 casas.
24. El antecesor del nimero 963 es el 962 y su sucesor el 964.
25. Al cabo de 15 afios Ana tendra 26 afios.
26. a) Este afio la fabrica produjo 12 000 ventiladores.

b) La fabrica produjo 2 000 ventiladores mas respecto a su plan.
28.21,4kg
29.4
30. 25 kg

EJERCICIOS DEL CAPITULO

1. a) Falso, pueden tener infinitas soluciones o ninguna solucion.
b) Falso, quedaria — 6a'%, ya que en un producto de potencias de igual base, los expo-
nentes se suman.
¢) Verdadero.

d) Falso, el coeficiente es 3

e) Verdadero.

f) Falso, quedaria expresado por 2a + 2b.
g) Verdadero.

h) Verdadero.

1) Verdadero.

j) Falso, porque tienen la misma parte literal.

2
k) Falso, quedaria traducido ¥ + 3.

4
2. a) 1,11 b)

s ©)0.8 d) 15 e) -2 f) 6a — 4b

4 6
g)2n+1 h) 3% 8 ) 108m*n  j) gx-i- 0,8

465



4. a) 0,5a b)—x-09 ¢)—2y—5 d)-—2,2a%° e) 24x° f) — 9%
-3 10
9 025a%2 W) p¢ D2 )5 KoLy  D5”
b 3 n
6 1 3
m) 6x* + 3x n) —3)° + F+5 ﬁ)fy3+2_xy+5xy
m®n*
5. a) 64* b) 7x*° 9 6 d) p’q’s* e) 6x f) 16)* + 56y
3 01 3
g) 3m’n® — m’n? h) Ep7 +p®+ 10 p? i) 16x%7° NP k) Eaz
1 1
1) §X m) 6x*+2  n)254° — 5ab i) ? +0,5°  0)03m’n+2mn* -4
6.a)3x+9 b)—x+6 c) — 14x> + 18x d)5-7x
24,3 1 3
7. a) Tx*y b oY los racionales.
8.
M-N+P M-N M:N M+N
P
7 . s 7
3" — Y b 18
ab
3a*h + — - 2a'h? -2 2a
2
2 a 2
3+ 6b + 6ab 9 + 27h = t3 R
9.2) 8= {6} b)S={I15}  ¢)S=1{ 5 d) S = {6} e) S = {12}
9 . :
HS=1,) g)S=1{-2} h) §= {5} ) §={1} 1) §={6}
k) §={7} ) §={1} m) § = {9} n) §={R} n)S=0
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10.

11.

12.

13.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

6
a)x=2 b)y=38 c)x=-225 d)yx=

5 eym=1
_ B =1 h)a= > )x=2 Nx=-1
Hx =71, gp= ya=, i) x Dx=-
5
a)4 b) 0,625 c) @, d) @ e) 2ab‘c + 3
b) Teresa: 40 afios, Sara: 15 afios y su papa, 46 afos.
20°,30°y 40°  14. 150 kWh. 15. ZACB=170°, LCAB =40°y LABC ="10°

a) 7 h. b) $ 22,00.

I1cm, 11 cmy 18 cm.

a) Pedro logré 100 puntos en Matematica, 95 puntos en Espafiol y 87 puntos en
Historia.

b) Debid obtener en Historia 96 puntos.

a) El melon pesaba 7 L.
b) Ariel compro 6 | de malanga.

La masa del cubo es de 30 kg y la del cilindro de 15 kg.

a) 13n + 7, n: cantidad de pisos b) 137 barillas ¢) 8 pisos
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ANEXOS

TABLA DE CUADRADOS

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,0 | 1,000 1,020 1,040 1,061 1,082 1,103 1,124 1,145 1,166 1,188
L1 | 1,210 1,232 1,254 1277 1,300 1,323 1,346 1,369 1,392 1,416
1,2 | 1,440 1,464 1,488 1513 1,538 1,563 1,588 1,613 1,638 1,664
1,3 | 1,690 1,716 1,742 1,769 1,796 1,823 1,850 1,877 1,904 1,932
1,4 | 1,960 1988 2,016 2,045 2,074 2,103 2,132 2,161 2,190 2,220
1,5 12250 2,280 2,310 2341 2372 2,403 2434 2465 2496 2,528
1,6 |2560 2,592 2,624 2,657 2,690 2,723 2,756 2,789 2,822 2,856
1,7 12890 2924 2958 2,993 3,028 3,063 3,098 3,133 3,168 3,204
1,8 13,240 3276 3312 3349 3386 3,423 3,460 3,497 3,534 3572
1,9 | 3,610 3,648 3,68 3,725 3,764 3,803 3,842 3,881 3920 3,960
2,0 | 4,000 4,040 4,080 4,021 4,162 4,203 4244 4285 4326 4,368
2,1 | 4410 4452 4,494 4537 4,580 4,623 4,666 4,709 4,752 4,796
2,2 | 4840 4,884 4928 4973 5018 5,063 5,108 5153 5198 5,244
2,3 |529 5336 5382 5429 5476 5,523 5,570 5,617 5,664 5,712
24 |5,760 5,808 5856 5905 5954 6,003 6,052 6,101 6,150 6,200
2,5 6,25 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 6,554 6,605 6,656 6,708
2,6 | 6,760 6,812 6,864 6917 6,970 7,023 7,076 7,129 7,182 7,236
2,7 17290 7,344 7398 7453 7,508 7,563 7,618 7,673 7,728 7,784
2,8 | 7,840 7,89 7952 8,009 8,066 8123 8180 8237 8294 8352
2,9 |8410 8468 8,526 8,585 8644 8703 8762 8821 8,880 8940
3,0 19,000 9,060 9120 9,181 9,242 9,303 9,364 9,425 9,486 9,548
3,1 ]9,610 9,672 9734 9,797 9,860 9923 998 10,05 10,11 10,18
32 | 1024 10,30 10,37 10,43 10,50 10,56 10,63 10,69 10,76 10,82
33 | 1089 1096 11,02 11,09 1Ll16 11,22 11,29 1136 11,42 11,49
34 | 11,56 11,63 11,70 11,76 11,83 11,90 11,97 12,04 12,11 12,18
3,5 | 1225 12,32 1239 12,46 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,89
36 | 1296 13,03 13,10 13,18 1325 13,32 13,40 13,47 13,54 13,62
3,7 113,69 13,76 1384 1391 13,99 1406 14,14 1421 1429 14,36
38 | 1444 1452 14,59 14,67 1475 1482 1490 1498 15,05 15,13
39 | 1521 1529 1537 1544 1552 15,60 15,68 15,76 1584 15,92
4,0 | 1600 16,08 16,16 1624 1632 16,40 1648 16,56 16,65 16,73
41 | 16,81 1689 1697 17,06 17,14 1722 17,31 17,39 17,47 17,56
42 | 1764 17,72 1781 17,89 17,98 18,06 18,15 1823 1832 18,40
43 | 1849 18,58 18,66 18,75 18,84 1892 19,01 19,10 19,18 19,27
44 | 1936 1945 19,54 19,62 19,71 19,80 19,89 19,98 20,07 20,16
4,5 | 20,25 20,34 2043 20,52 20,61 20,70 20,79 20,88 20,98 21,07
4,6 | 21,16 21,25 21,34 2144 21,53 21,62 21,72 2181 21,90 22,00
4,7 12209 22,18 2228 2237 2247 2256 22,66 22,75 2285 2294
4,8 | 23,04 23,14 2323 2333 2343 2352 23,62 2372 2381 2391
4,9 | 24,01 24,11 2421 2430 2440 2450 2460 2470 24,80 24,90
50 ] 2500 2510 2520 2530 2540 2550 2560 25,70 2581 2591
5112601 26,11 2621 2632 2642 2652 2663 2673 2683 26,9
5212704 2714 2725 2735 2746 27,56 27,67 21,77 27,88 2798
531 28,09 2820 2830 2841 28,52 28,62 2873 2884 2894 29,05
54 129,16 2927 2938 2948 2959 29,70 29,81 29,92 30,03 30,14
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470

TABLA DE CUADRADOS

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
551 3025 3036 30,47 30,58 3069 3080 3091 31,02 31,14 3125
5,6 | 31,36 31,47 31,58 31,70 31,81 31,92 32,04 32,15 3226 32738
571 32,49 32,60 32,72 3283 3295 33,06 33,18 3329 3341 3352
58| 3364 3376 3387 3399 3411 3422 3434 34 46 3457 34,69
59| 3481 3493 3505 3516 3528 3540 3552 35, 64 3576 35,88
6,0 | 36,00 36,12 3624 36,36 3648 36,60 3672 36,84 36,97 37,09
6,1 | 37,21 3733 3745 3758 37, 70 37,82 37, 95 38,07 38,19 38,32
6,2 | 3844 38356 3869 3881 3894 39,06 39 19 3931 3944 3956
63| 3969 3982 3994 40,07 40 20 40,32 40,45 40,58 40,70 40,83
6,4 | 409 41,09 41,22 4134 41 47 41,60 41,73 41,86 41 99 42,12
6,5 | 42,25 42,38 4251 4264 42,77 42,90 43,03 4316 4330 4343
6,6 | 43,56 43,60 4382 4396 44,09 4422 4436 4449 4462 4476
6,7 | 4489 4502 4516 4529 4543 4556 4570 4583 4597 46,10
6,8 | 46,24 46,38 46,51 46,65 46,79 4692 47,06 4720 4733 4747
6,9 | 47,61 47,75 47,89 48,02 48,16 4830 48 44 48,58 4872 48,86
7,0 ] 49,00 49,14 4928 4942 49,56 49,70 49,84 4998 50,13 50,27
7,1 ] 50,41 50,55 50,69 50,84 5098 51,12 5127 5141 5155 51,70
7,2 | 51,84 5198 52,13 5227 5242 52,56 52,71 5285 53,00 53,14
73| 5329 5344 53, 98 53,73 53,88 54,02 54,17 54 32 54,46 54,61
74| 5476 5491 5506 55,20 5535 55,50 55,65 55,80 5595 56,10
7,5 ] 56,25 56,40 56,55 56,70 56,85 57,00 57,15 57,30 57,46 57,61
76| 5776 57,91 5806 5822 5837 5852 5868 5883 5898 59,14
7,71 59,29 5944 5960 59,75 5991 60,06 60,22 60,37 60,53 60,68
7,81 60,84 61,00 61,15 6131 6147 61,62 61,78 61,94 62,09 62,25
79| 62,41 62, 57 62,73 62,88 63,04 63,20 63,36 63,52 63,68 63,84
8,0 ] 6400 64,16 6432 6448 64,64 6480 6496 6512 6529 6545
81| 6561 6577 6593 66,10 6626 66,42 66,59 66,75 6691 67,08
82| 67,24 6740 67,57 67,73 67,90 68,06 6823 6839 68,56 68,72
83| 6389 69,06 69,22 6939 69,56 69,72 69,89 70,06 7022 70,39
84| 70,56 70,73 70,90 71,06 71,23 71,40 71,57 71,74 7191 72,08
85| 72,25 72,42 72,59 72,76 7293 73,10 73,27 7344 73,62 73,79
86 7396 74,13 7430 7448 7465 7482 7500 7517 7534 75,52
87| 7569 7586 76,04 7621 7639 76,56 76,74 7691 77,09 177,26
88| 7744 7762 71,79 1197 7815 7832 78,50 78, 68 78,85 79,03
891 7921 7939 7957 719,74 7992 80 10 80,28 80 46 80,64 80,82
9,0 | 81,00 81,18 8136 8154 81,72 81,90 82,08 8226 8245 82,63
91| 8281 8299 83,17 8336 83,54 83,72 8391 84,09 8427 84,46
92| 8464 8482 8501 8519 8538 8556 8575 8593 86,12 86,30
93] 86,49 86,68 8686 87,05 8724 8742 8761 87,80 8798 88,17
9,41 8836 8355 83,74 8892 89,11 8930 8949 89,68 8987 90,06
9,51 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,39 91,58 91,78 91,97
9,61 92,16 9235 92,54 92,74 9293 93,12 9332 93,51 9370 93,90
9,7] 94,09 9428 9448 9467 9487 9506 9526 9545 9565 9584
981 96,04 9624 9643 9663 9683 97,02 97,22 97,42 9761 97,81
991 98,01 9821 9841 98,60 9880 99,00 99,20 99 40 99,60 99 80




TABLA DE CUBOS

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,0 | 1,000 1,030 1,061 1,093 1,125 1,158 1,191 1,225 1,260 1,295
L1 | 1,331 1,368 1,405 1,443 148 1,521 1,561 1,602 1,643 1,685
1,2 | 1,728 1,772 1,816 1,861 1907 1,953 2,000 2,048 2,097 2,147
1,3 12,197 2248 2300 2353 2406 2,460 2515 2,571 2,628 2,686
1,4 12,744 2803 2863 2924 298 3,049 3,112 3,177 3,242 3308
1,5 | 3375 3443 3512 3,582 3,652 3,724 3,796 3870 3944 4,020
1,6 | 409 4,173 4,252 4331 4411 4492 4574 4657 - 4742 4827
1,7 14913 50600 5,088 5178 5268 5359 5452 5545 5640 5735
1,8 |5832 5930 6,029 6,128 6,230 6332 6435 6,539 6,645 6,751
1,9 16859 6968 7078 7,189 7301 7,415 7,530 7,645 7,762 7881
2,0 | 8,000 8121 8242 8365 8490 8,615 8742 8870 8999 9,129
2,1 19,261 9,394 9,528 9,664 9,800 9,938 10,08 10,22 10,36 10,50
2,2 110,65 10,79 10,94 11,09 11,24 11,39 11,54 11,70 11,85 12,01
2,3 | 12,17 1233 12,49 12,65 12,81 1298 13,14 1331 13,48 13,65
2,4 113,82 1400 14,17 1435 14,53 1471 14,89 1507 1525 15,44
2,5 | 1563 1581 16,00 16,19 16,39 16,58 16,78 1697 17,17 17,37
2,6 | 17,58 17,78 1798 1819 18,40 18,61 18,82 19,03 19,25 19,47
2,7 | 1968 1990 20,f2 2035 20,57 20,80 21,02 2125 21,48 21.72
28 21,95 22,19 2243 22,67 2291 23,15 2339 2364 2389 2414
2,9 12439 24,64 2490 2515 2541 2567 2593 2620 2646 26,73
3,0 127,00 27,27 27,54 27,82 28,09 2837 28,65 2893 2922 29,50
3,1 129,79 30,08 30,37 30,66 3096 31,26 31,55 31,86 32,16 3246
3,2 132,77 33,08 3339 33,70 34,01 3433 3465 34,97 3529 3561
33 13594 3626 3659 3693 37,26 37,60 37,93 3827 3861 3896
34 13930 39,65 40,00 4035 40,71 41,06 4142 4178 42,14 4251
3,5 142,88 4324 4361 43,99 4436 4474 4512 4550 4588 46,27
3,6 | 46,66 47,05 4744 4783 4823 48,63 49,03 49,43 - 4984 50,24
3,7 150,65 51,06 51,48 5190 52,31 52,73 53,16 53,58 54,01 54,44
38 | 5487 5531 5574 56,18 56,62 57,01 57,51 57,96 5841 58,86
39 15932 59,78 60,24 60,70 61,16 61,63 62,10 62,57 63,04 63,52
4,0 164,00 64,48 64,96 6545 6594 6643 6692 6742 6792 6842
4,1 16892 69,43 69,93 70,44 70,96 71,47 7199 72,51 73,03 73,56
42 | 74,09 74,62 7515 7569 7623 76,77 77,31 77,85 78,40 78,95
43 79,51 80,06 80,62 81,18 81,75 82,31 82,88 8345 8403 84,60
44 |[8518 8577 8635 8694 87,53 88,12 83,72 8931 89,92 90,52
45 191,13 91,73 9235 92,96 93,58 94,20 94,82 9544 96,07 96,70
4,6 197,34 9797 9861 99,25 99,90 100,5 101,2 101,8 102,5 103,2
4,7 [103,8 1045 1052 1058 106,5 107,2 1079 108,5 1092 109,9
48 |110,6 1113 112,0 112,7 1134 1141 1148 1155 1162 1169
49 |117,6 1184 1191 1198 1206 121,3 1220 122,8 1235 1243
50 [1250 1258 1265 1273 1280 1288 1296 1303 131,01 1319
51 |132,7 1334 1342 1350 1358 1366 1374 1382 1390 139,8
52 |140,6 1414 1422 1431 1439 1447 1455 1464 1472 1480
53 | 1489 1497 150,6 1514 1523 153,1 1540 1549 1557 156,6
54 |157,5 1583 1592 160,1 161,0 1619 162,8 163,7 1646 165,5
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TABLA DE CUBOS

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 | 166,4 1673 168,2 169,1 170,0 171,0 171,9 1728 173,7 174,7
56 | 1756 176,6 177,5 1785 1794 1804 1813 1823 1833 1842
57 | 1852 1862 187,1 188,1 189,1 190,1 191,1  192,1 193,1 194,1
58 | 1951 196,1 197,1 1982 1992 2002 201,2 2023 2033 2043
59 12054 2064 207,5 2085 209,6 210,6 211,7 2128 213,8 2149
6,0 | 216,0 217,1 2182 2193 2203 2214 2225 2236 2248 2259
6,1 | 227,0 228,1 229,2 2303 231,5 232,6 233,7 2349 2360 2372
6,2 | 2383 239,5 240,6 241,8 2430 2441 2453 2465 247,77 2489
6,3 | 250,0 251,2 2524 253,6 2548 2560 2573 2585 259,7 260,9
6,4 | 262,1 2634 2646 2658 267,1 2683 2696 2708 272,1 2734
6,5 | 274,6 2759 2772 2784 279,7 281,0 2823 2836 2849  286,2
6,6 | 287,5 2888 290,1 291,44 292,8 294,1 2954 296,77 298,1 2994
6,7 | 300,8 302,! 3035 3048 306,2 307,5 3089 3103 311,7 3130
6,8 | 3144 3158 317,2 3186 320,0 3214 3228 3242 3257 327,11
6,9 | 3285 3299 3314 3328 3343 3357 3372 338,6 340,1 3415
7,0 | 343,0 3445 3459 3474 3489 3504 3519 3534 3549 3564
7,1 | 357,9 3594 3609 362,5 3640 3655 367,01 3686 370,1 3717
7,2 | 3732 3748 3764 3779 379,5 381,1 3827 3842 3858 3874
7,3 | 389,0 390,6 3922 3938 3954 397,1 398,77 4003 4019 403,6
7,4 | 4052 406,9 408,5 4102 411,8 4135 4152 4168 4185 4202
7,5 | 421,9 423,6 4253 427,0 4287 4304 4321 4338 4355 4372
7,6 | 439,0  440,7 4425 4442 4459 4477 4495 4512 453,0 4548
7,7 | 456,5 4583 460,1 4619 463,7 4655 4673 469,1 4709 4727
7,8 | 474,6 4764 4782 480,0 481,9 4837 4856 4874 4893 4912
7,9 14930 4949 4968 498,77 500,6 502,5 504,4 506,33 508,2 510,1
8,0 | 512,0 5139 5158 517,8  519,7  521,7 523,66 5256  527,5 5295
81 | 531,4 5334 5354 5374 5394 5413 5433 5453 5473 5494
8,2 | 551,4 5534 5554 5574 559,5 561,5 563,6 5656 567,7 569,7
83 | 571,8 5739 5759 5780 580,1 5822 5843 586,44 588,5 590,6
84 | 592,7 5948 5969 599,1 601,2 6034 6055 607,6 6098 612,0
8,5 | 6141 6163 618,5 620,7 622,8 6250 627,2 629,4 631,6 633,8
8,6 | 636,1 6383 640,5 642,77 6450 6472 649,5 651,7 654,0 656,2
8,7 | 658,5 6608 663,1 6653 667,6 6699 6722 6745 676,8 679,2
8,8 | 681,5 683,8 6861 6835 690,8 6932 6955 6979 700,2 702,6
8,9 17050 707,3 709,7 712,1 714,5 7169 7193 721,77 7242 726,6
9,0 | 729,0 7314 7339 7363 7388 741,2 7437 746,1 748,6 751,11
9,1 | 753,6 756,1 7586 7610 763,6 766,1 768,6 771,1 773,6 776,2
9,2 | 778,7 7812 7838 7863 7889 791,5 7940 796,6 7992 8018
9,3 | 8044 8070 809,6 812,2 8148 8174 820,0 822,7 8253 8279
9,4 | 830,6 8332 8359 838,6 841,2 8439 846,6 8493 852,0 8547
9,5 | 857,4 860,1 862,8 8655 8683 871,0 873,7 876,5 879,2 882,0
9,6 | 884,7 8875 8903 893,1 8958 8986 9014 9042 907,0 909,9
9,7 | 912,7 9155 9183 921,2 9240 9269 929,7 932,6 9354 9383
9,8 | 941,2 944,1 9470 9499 9528 9557 958,6 961,5 9644 9674
9,9 | 9703 9732 9762 979.1 982,1 9851 988,0 991,0 9940 997,0




Este libro de texto consta de tres capitulos: Los mimeros
racionales, Geometria plana v cuerpos, ¥ Trabajo con
variables, en los que aparecen definiciones, teoremas v
aspectos fundamentales que los estudiantes deben recordar.,
ademas de ejemplos de ejercicios resueltos que muestran
procedimientos de trabajo; ejercicios para que el estudiante
aplique los conocimientos aprendidos y luego los comprue-
be con las respuestas que aparecen al final de cada capitulo;
¥y un examen para que se autoevalien. A su vez, las ilustra-
ciones facilitan la comprension de los contenidos tratados.

Las tablas de cuadrados y cubos que se encuentran al final.
resultan de gran utilidad para darle solucion a los ejercicios.
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