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INTRODUCCION

Con este material se pretende contribuir al mejoramiento del trabajo con los alumnos interesados en pro-
fundizar sus conocimientos de matemadtica, y aquellos que se preparan para participar en las diferentes
etapas de los Concursos y Olimpiadas de Conocimientos, facilitindoles un programa, un manual ajustado
a estos requerimientos, donde aparecen las principales definiciones, conceptos, teoremas y propiedades,
mads utilizados en este tipo de actividad.

Como actualmente no existe un programa para el trabajo de entrenamiento de los concursos, el autor se
ha propuesto preparar y poner a disposicién de maestros, profesores y alumnos este material, que puede
servir de gufa para esta actividad, de manera que permita continuar profundizando en el estudio de la
Matematica, como materia de gran importancia para el desarrollo del pensamiento 16gico en los alumnos.

Este material aparece dividido en cuatro partes:

La primera parte tiene como propdsito fundamental orientar a los profesores-entrenadores en los aspec-
tos a los cuales se les debe prestar atencién en las sesiones de entrenamiento con los alumnos que se
proponen participar en los Concursos y Olimpiadas de Matemdtica, en las diferentes etapas.

En la misma se plantean los temas que deben ser tratados de acuerdo con las caracteristicas de sus
alumnos para que sirvan de guia a los profesores-entrenadores en la preparaciéon de sus sesiones de entre-
namiento.

En esta edicién aparecen las Olimpiadas Populares Estudiantiles y los Concursos Nacionales de los
cursos 2003-2004 y 2004-2005. Los problemas que aparecen propuestos han sido divididos en cuatro
grupos: un primer grupo donde aparecen problemas de dlgebra, un segundo grupo donde aparecen proble-
mas de aritmética y de teoria de niimeros, un tercer grupo donde aparecen problemas de geometria y un
cuarto grupo donde aparecen problemas de conjuntos, juegos, combinatoria, tableros y otros.

Cada sesi6n de entrenamiento debe organizarse de forma que permita introducir aspectos tedricos que
el alumno tiene que conocer y que después pueda utilizar en la resolucién de problemas que se propongan
por el profesor-entrenador.

La preparacion de los alumnos se ha de realizar sobre la base de la profundizacién en los programas del
grado correspondiente y de grados anteriores, asi como en contenidos que se utilizan en los Concursos y
Olimpiadas, que en ocasiones no aparecen en los programas de estudio y que los alumnos que se preparan
para participar en estos eventos deben conocer.

En las sesiones de entrenamiento, el profesor-entrenador debe lograr que los alumnos tengan una par-
ticipacién muy activa durante el tiempo dedicado a esta actividad, por lo que se deben utilizar problemas
novedosos que los motiven para querer resolverlos. Se debe lograr que los alumnos trabajen con indepen-
dencia y seguridad.

Deben utilizarse problemas que requieran de diferentes técnicas para su solucidén; de esta manera se
logrard que los alumnos se apropien de métodos de resolucién de problemas, y puedan enfrentarse a otros
mdés complejos que después tendrdn que resolver.

Es muy importante que cuando un problema haya sido resuelto por diferentes vias, estas se discutan
con todo el grupo para que sirva de modelo a todos y permita el uso de la critica y la autocritica, aspecto
este de suma importancia en la resolucién de problemas.



El profesor-entrenador debe tener en cuenta que una parte del entrenamiento de los alumnos esta en el
tiempo que estos puedan dedicarle a la actividad fuera del horario de clases: por lo tanto, es conveniente
que al terminar la sesi6n de entrenamiento, oriente algunos problemas para el estudio independiente, que
pueden ser sobre el tema tratado u otro ya estudiado, considerando siempre mas util que sean problemas
del tema tratado para que les permita profundizar a unos y analizar con més detenimiento a otros, los
contenidos y procesos utilizados en cada sesion.

Los contenidos que se tratan en los Concursos y Olimpiadas se pueden agrupar en cuatro grandes
temdticas, estas son: Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros y otra donde pueden aparecer temas de
Logica y Conjuntos, Combinatoria, Cuadrados Magicos, Juegos, Tableros, Grafos, Coloracién de Mapas y
Planos, etc. Esta agrupacion es la que utilizaremos para hacer nuestra propuesta de distribucién de conteni-
dos teniendo en cuenta que hay temas que pueden ajustarse a mas de un contenido, pero que solamente
aparecerd en uno de ellos.

En la segunda parte se pone en manos de profesores y estudiantes los principales conceptos, definicio-
nes y teoremas que se utilizan para resolver la mayoria de los problemas que se presentan en las diferentes
etapas de los Concursos y Olimpiadas Nacionales e Internacionales de Matematica.

Los contenidos que aqui aparecen fueron seleccionados de una gran cantidad de materiales revisados
por el autor, y de acuerdo con la experiencia que en estos eventos el mismo tiene. Se ha tratado que
abarquen contenidos que puedan ser tratados en los entrenamientos de la Educaciéon Secundaria Basica.

Pudiera considerarse, para todos los que se interesen en la resolucién de Problemas Elementales de
Matematica, como un material de ayuda para entrenarse, que les permitird revisar tedricamente los princi-
pales contenidos para poder aplicarlos en el proceso de resolucién de problemas.

Es aconsejable que al revisar la segunda parte de este material se detengan un poco, y traten de hacer las
demostraciones de cada aspecto tratado y que sea posible demostrar; esto también puede servir como
entrenamiento y profundizacion de los contenidos objetos de estudio o de aquellos que con anterioridad
han estudiado. Se ha tratado que aparezcan los temas a tratar divididos en cuatro grupos con igual distribu-
cién que para la primera parte.

En la tercera parte aparecen problemas propuestos para que sean utilizados en la preparacion de los
estudiantes para las primeras etapas de los Concursos de Conocimientos.

En la cuarta etapa aparecen problemas propuestos para ser utilizados en la preparacién de los estudian-
tes para las etapas provincial y nacional de los concursos de conocimientos.

Al final del libro se propone una bibliografia donde aparecen los temas a tratar; esto no implica que si
el profesor-entrenador o los alumnos interesados tienen otra bibliografia que responde a los mismos temas
no se pueda utilizar, por el contrario, esto serfa conveniente porque permitiria ver el tratamiento dado a
estos contenidos por diferentes autores.

EL auTOR



TEMAS PARA LA PREPARACION DE 108 ENTRENA

A
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Algebra

Tema 1. Razones y proporciones

o Razones. Propiedades.

o Proporciones. Propiedades.

e Media proporcional.

e Tercera proporcional.

o Cuarta proporcional.

o El tanto por ciento. Aplicaciones.

o Andlisis de casos para trabajar con el tanto por ciento.

Tema 2. Trabajo con variables

e Cilculo con variables.
e Transformaciones algebraicas.

Tema 3. Polinomios

o Polinomios. Grado de un polinomio. Valor numérico. Raices de un polinomio.
o Igualdad de polinomios.

e Operaciones con polinomios.

¢ Productos notables:

e (a=b) (a+b)a->)(a=xb) (a+b)(a*>—-ab + b*; (a — b)a® + ab + b?).

o Descomposicion factorial.

o Fracciones algebraicas. Operaciones.

Tema 4. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

e Resolucién de ecuaciones de primer grado.

e Resolucién de ecuaciones de segundo grado.
e Ecuaciones modulares.

e Ecuaciones fraccionarias.

¢ Resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales.

Tema 5. Inecuaciones y desigualdades

¢ Resolucién de inecuaciones lineales.

o Propiedades de las desigualdades.

o Desigualdades entre la media aritmética y la media geométrica.
o Resolucion de desigualdades.



Tema 6. Funciones

¢ Funciones. Concepto, dominio e imagen.

o Funciones lineales. Representacion gréfica y propiedades.
o Resolucién grifica de ecuaciones e inecuaciones.

¢ Resolucién gréfica de sistemas de ecuaciones.

Teoria de nimeros

Tema 1. Principios fundamentales de la divisibilidad

e Numero par. Su representacion.

e Numero impar. Su representacion.

o Resultados en operaciones de cdlculo con nimeros de igual (diferente) paridad.
¢ Numeros consecutivos.

o Numeros pares (impares) consecutivos.

¢ Divisor de un nidmero.

o Miiltiplo de un ndmero.

e Descomposicién polindmica de un nimero.

Tema 2. Niimeros primos y niimeros compuestos

¢ Numeros primos y nimeros compuestos.

e Numeros primos entre si o primos relativos.

e La sucesion de los nimeros primos es infinita.

e La Criba de Eratdstenes para hallar los nlimeros primos.

Tema 3. Criterios de divisibilidad

o Criterios de divisibilidad por 2, 3, 4,5, 7,9 y 11.

o Criterios de divisibilidad por potencias de 2, potencias de 5 o combinaciones de potencias de 2 y de 5.
o Criterios de divisibilidad por combinaciones de los casos anteriores.

¢ Divisores de un niimero.

o Descomposicion factorial de un nimero.

o Cantidad de divisores de un nimero.

Tema 4. Mdximo comiin divisor

e Maiaximo comun divisor de dos o mds nimeros naturales.

e Meétodos para hallar el mdximo comun divisor de dos o mas nimeros:
Por descomposicién factorial.
Algoritmo de Euclides.
Regla de Sturm.

Tema 5. Minimo comiin miiltiplo

e Minimo comin multiplo de dos o mds nimeros naturales.
e Meétodos para hallar el minimo comin multiplo de dos o mds ndmeros:
Por descomposicién factorial.
Utilizando los multiplos de los nimeros dados.
o Relacién entre el maximo comin divisor y el minimo comin miltiplo de dos ndmeros.



Tema 6. Ecuaciones en enteros

Resolucién de ecuaciones lineales con dos variables cuyas soluciones sean nimeros enteros. Solucién
general para este tipo de ecuaciones.

Geometria

Tema 1. Tridngulos

Desigualdad triangular.

Rectas y puntos notables del tridngulo.

Teorema de Pitdgoras. Generalizacién del teorema de Pitdgoras.
Teorema de las alturas.

Teorema de los catetos.

Igualdad de tridngulos.

Semejanza de tridngulos.

Teoremas sobre la bisectriz de un dngulo interior de un tridngulo.
Teoremas sobre la mediana relativa a un lado de un tridngulo.
Célculo de la longitud de la mediana, la bisectriz o la altura en funcién de las longitudes de los lados del
tridngulo.

Tema 2. Cuadrildteros

Cuadrilateros. Propiedades.

Trapezoides, trapecios y paralelogramos. Clasificacién.

Condiciones necesarias y suficientes para determinar si un cuadrilitero es un paralelogramo o no.
Paralelogramos especiales: rectidngulo, rombo y cuadrado: sus propiedades.

Condiciones necesarias y suficientes para determinar si un paralelogramo es un rectangulo, un rombo o
un cuadrado.

Cuadrilateros inscritos en la circunferencia. Propiedades.

Cuadrilateros circunscritos en la circunferencia. Propiedades.

Tema 3. Circunferencia y circulo

Circunferencia y circulo. Elementos y propiedades.

Relaciones de simetria en la circunferencia.

Relaciones de posicion entre recta y circunferencia: tangente, secante, exterior. Algunas propiedades.
Relacién de posicion entre dos circunferencias: tangentes, secantes, exteriores. Algunas propiedades.
Angulos en la circunferencia: centrales, inscritos, seminscritos, interiores y exteriores. Propiedades.
Teorema de Thales.

Tangentes interiores y exteriores a dos circunferencias.

Potencia de un punto.

Tema 4. Poligonos

Suma de las amplitudes de los dngulos interiores de un poligono.

Suma de las amplitudes de los dngulos exteriores de un poligono.

Cantidad de diagonales que pueden trazarse desde un vértice en un poligono.
Cantidad de diagonales que pueden trazarse en un poligono.

Poligonos regulares. Propiedades.



e Determinacién de la amplitud de cada uno de los dngulos interiores (exteriores) de un poligono
regular.

Tema 5. Teorema de las transversales

¢ Razoén entre dos segmentos.
e Segmentos proporcionales.
e Teorema de las transversales.

Tema 6. Igualdad de tridngulos

o Criterios de igualdad de tridngulos. Elementos homélogos en tridngulos iguales.
e Aplicacién de los criterios de igualdad de tridngulos para tridngulos rectdngulos.

Tema 7. Semejanza de tridngulos

e Teorema fundamental de la semejanza de tridngulos. Elementos homdélogos en tridngulos seme-
jantes.

e Criterios de semejanza de tridngulos.

o Relacién entre las dreas y los perimetros de tridngulos semejantes.

Tema 8. Areas y Perimetros

o Areas y perimetros de tridngulos y cuadriléteros.
o Areas y perimetros de poligonos.

o Area del circulo y longitud de la circunferencia.
o Area sombreada.

Tema 9. Construcciones

o Construcciones fundamentales con regla y compds.
o Construcciones de tridngulos.
o Lugares geométricos: la mediatriz de un segmento, la bisectriz de un 4ngulo, la circunferencia.

Tema 10. Movimientos y transformaciones en el plano

o Figuras simétricas.

o Movimientos y transformaciones.

o La reflexién del plano en una recta.

o La traslacion en el plano. Direccién y sentido. Vectores.
e La simetria con respecto a un punto.

o La homotecia. Propiedades.

Tema 11. Cdlculo de cuerpos

e Cubo. Propiedades. Calculo del 4rea lateral, del area total y del volumen.

e Ortoedro. Propiedades. Célculo del area lateral, del 4rea total y del volumen.
o Prisma. Propiedades. Célculo del area lateral, del drea total y del volumen.

o Pirdmide. Propiedades. Célculo del 4rea lateral, del area total y del volumen.
o Cilindro. Propiedades. Calculo del area lateral, del drea total y del volumen.
e Cono. Propiedades. Calculo del 4rea lateral, del area total y del volumen.

o Esfera. Propiedades. Célculo del area lateral, del 4rea total y del volumen.



Conjuntos, combinatoria, tableros, juegos y coloracion de planos

Tema 1. Logica y teoria de conjuntos

¢ Nociones de 16gica matematica.

o Aspectos elementales de l6gica: definir, demostrar.

¢ Conjuntos. Elementos. Notacién.

o Relacién de pertenencia o no pertenencia de un elemento a un conjunto.
¢ Operaciones con conjunto: interseccién, unién, diferencia.

o Complemento de un conjunto.

o Conjunto vacio.

e Diagramas de Venn.

o Leyes de Morgan.

e Principio de inclusién y exclusion.

Tema 2. Combinatoria

o Conteo.

e Principio de multiplicacién.

o Nociones de combinatoria.

e Principio de Dirichlet.

Tema 3. Cuadrados mdgicos

o Cuadrados mégicos. Métodos para llenar cuadrados mégicos de orden impar.
o Cuadrados mégicos. Andlisis de los cuadrados magicos de orden par.
Tema 4. Coloracion de planos

e Principios basicos de coloracién de planos.

¢ Problemas elementales de coloraciéon de planos.

Tema 5. Juegos

o Teoria de juegos. Principios basicos.
o Estrategias a utilizar en algunos juegos.



PriveipLES (ONCEPTOS, DEFINICIONES Y TEOREMAN

Algebra
Razones y proporciones

Se llama razén de una cantidad a otra cantidad de la misma especie a la divisidn indicada de la primera
cantidad por la segunda. Generalmente cuando la expresion a : b se considera como razén, se lee “a es a b”.
El dividendo de la razén se llama antecedente y el divisor consecuente.

Algunas propiedades de las razones son:

1. El valor de una razén no se altera cuando sus dos términos se multiplican o dividen por una misma
cantidad.

2. Cuando a los dos términos de una razén se le suma una misma cantidad positiva, la razén aumenta si la
fraccién original es propia y disminuye si es impropia mayor que 1.

3. Cuando de los dos términos de una razén se resta una misma cantidad positiva, la razén disminuye si es
propia y aumenta si es impropia y mayor que 1.

4. En toda serie de razones iguales, la suma de los antecedentes es a la de los consecuentes como cual-
quiera de los antecedentes es a su consecuente.

Se llama proporcién a la igualdad indicada de dos razones. Se llaman extremos de una proporcién al
numerador de la primera razén y al denominador de la segunda razén. Los otros términos se llaman me-
dios, es decir, si a : b = ¢ : d, entonces a y d son los extremos; b y ¢ son los medios.

Ena: b =c:d, el término d se llama cuarta proporcional de a, b y c.

Si un mismo ndmero forma los dos medios de una proporcién, se llama medio proporcional entre los
extremos. En a : b = b : ¢, b es medio proporcional entre a y ¢, mientras que c¢ es tercero proporcional
entre a y b.

Algunas propiedades de las proporciones son:

1. En toda proporcioén se cumple que el producto de los extremos es igual al producto de los medios.

Si ad = bc, puede formarse proporcion con dos de estos factores por medios y los otros dos por
extremos.

Sia:b=c:d, entonces,b:a=4d: c.

4. Sia:b=c:d,entonces,a:c=b:d.

W

atb _c+d a-b c-d
b d b d
6. En toda proporcién, el producto de los medios dividido por uno cualquiera de los extremos da el
otro extremo; y el producto de los extremos dividido por uno cualquiera de los medios da el otro
medio.

5. Sia:b=c:d, entonces,



Sean a, b numeros reales positivos, x € IR, se tiene que:

1. si %> 1 entonces & > T
. 1b> ,enoncesb>b+x.
5§ a | ent a a+tx
. - - < .
i 5 <1, entonces b < bax
. c e atcte+..
3. Sl*=g=f=...=ke]R,entonces—b_i_d_i_f_i_m=k.
. a c a+b c¢c+d a+b c¢+d a-b c¢c-d a-b c-d
4. Si1 — = —, entonces = ; = ; = y = .
b d a c b d a c b d
al a2 an
5. Si b ' p. 7 p SON razones no todas iguales, y los denominadores son todos de signos iguales, enton-
1 2 n

a+a,+..+a,
ces la fracci6én estd comprendida entre la mayor y la menor de las razones.
b +b,+...+b,

Se dice que una cantidad variable varia proporcionalmente a otra, es directamente proporcional a otra, o
simplemente es proporcional a otra, cuando las dos estdn en una relacién constante. Si x y y son dos

. . ., X . .
variables ligadas por la ecuacién — =k, donde k es una cantidad constante, x es proporcional a y, y es

y
proporcional a x.
Se dice que x es inversamente proporcional a y, y a x, cuando la relacién de x es a 1 s constante. En este caso
y
. 1 k k. : . .
setiene x: — =k, xy = k, y = —, x= —. Si se duplica x, y se reduce a la mitad, y reciprocamente.
y y y

Se llama tanto por ciento de un niimero a una o varias de las cien partes iguales en que se puede dividir dicho
nimero, es decir, uno o varios centésimos de un nimero. Su signo es %.

P B

Si consideramos la expresion — = 100

el por ciento que representa P de B. Los célculos con el tanto por ciento pueden reducirse a tres casos que son:

donde P es un nimero, B es el niimero que representa el 100 % y p es

1. Hallar un nimero conociendo qué tanto por ciento es de otro, entonces,
p-B

~ 100

2. Hallar un nimero cuando se conoce un tanto por ciento del nimero, entonces,

P - 100
B= ——.
p
3. Dados dos nimeros averiguar qué tanto por ciento es uno del otro, entonces,
_ P -100
D B



Trabajo con variables

Se llama dominio de una expresion algebraica al conjunto de los valores admisibles.

Si en una expresion algebraica se sustituyen las variables por nimeros y se efectian las operaciones indi-
cadas; el valor resultante (si existe) recibe el nombre de valor numérico de la expresion algebraica.

Polinomios

Se denomina grado de un monomio a la suma de los exponentes de las variables que contengan.
Se denomina grado de un polinomio al mayor de los grados de los monomios que lo componen.

Si en un polinomio se sustituyen las variables por nimeros y se efectdan las operaciones indicadas, el valor
resultante (si existe) recibe el nombre de valor numérico del polinomio. Si el valor obtenido es 0, se dice
que el nimero por el cual se sustituydé es una raiz del polinomio dado.

Las raices de un polinomio son aquellos nimeros reales que al evaluar el polinomio en cualquiera de ellos
el resultado es 0.

Un polinomio de grado n puede tener a lo sumo n raices.
Operaciones con polinomios

1. Adicién: para adicionar polinomios se escriben uno a continuacién del otro, conservando cada término
su signo y reduciendo términos semejantes en caso de que existan.

2. Sustraccion: para sustraer un polinomio de otro se escribe el minuendo tal y como estd, y a continua-
cién el sustraendo cambiandole el signo a cada uno de sus términos; luego se reducen los términos
semejantes en caso de que existan.

3. Multiplicacién: se multiplica cada término del primer polinomio por cada término del segundo polinomio
y se reducen términos semejantes en caso de que existan.

4. Divisién: para dividir un polinomio por otro polinomio deben seguirse los pasos siguientes:

a) El dividendo y el divisor deben ordenarse en potencias decrecientes de una misma variable.

b) Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor, obteniéndose asi el
primer término del cociente.

c) Este primer término del cociente se multiplica por el divisor y el producto resultante se sustrae del
dividendo; de esta forma se obtiene el resto.

d) Sieste resto es de mayor o igual grado que el divisor, lo consideramos como el nuevo dividendo y se repite
asi el proceso hasta obtener un resto de menor grado que el divisor, el cual serd el resto de la division.

Eliminacion e introduccion de paréntesis

1. Todo paréntesis precedido por el signo “+” puede eliminarse dejando los términos del polinomio inclui-
dos en €l con sus propios signos.

2. Todo paréntesis precedido por el signo
términos del polinomio incluidos en €.

3. Si el paréntesis que se introduce estd precedido por el signo “+” los términos que se incluyen en €l
conservan sus propios signos.

4. Si el paréntesis que se introduce estd precedido por el signo
que se incluyen en él.

9

puede eliminarse siempre que se cambie el signo a los

9

se les cambia el signo a los términos

Dos polinomios A = a x" +a _x"'+..+ax+a,y B=bx"+b _x"'+ ..+ bx+ b, son iguales si tienen el

mismo grado y, ademés, a =b;a =D

) e @, =D, a, = bo.



Productos notables

Se llaman productos notables a aquellos productos que cumplen reglas fijas, por lo que resulta ttil
memorizarlos para no tener que efectuar las multiplicaciones correspondientes.

Son productos notables los siguientes:

1. El cuadrado de la suma de dos términos: el cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primer
término, més el duplo del primer término por el segundo, mas el cuadrado del segundo término, es
decir, (a + b)> = a®> + 2ab + b

2. El cuadrado de la diferencia de dos términos: el cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del
primer término, menos el duplo del primer término por el segundo, més el cuadrado del segundo térmi-
no, es decir, (a — b)> = a* — 2ab + b>.

3. La suma por la diferencia de dos términos: el producto de la suma por la diferencia de dos términos, es
igual a la diferencia de sus cuadrados, es decir, (@ + b)(a — b) = a* — b*.

4. El producto de dos binomios que tienen un término comun: el producto de dos binomios que
tienen un término comun es igual al cuadrado del término comun, mds la suma algebraica de los
términos no comunes por el término comiin, més el producto de los términos no comunes, es decir,
x+a)(x+b)=x>+(a+ b)x + ab.

5. El cubo de la suma de dos términos: el cubo de una suma es igual al cubo del primer término, mas el
triplo del cuadrado del primer término por el segundo, més el triplo del primero por el cuadrado del
segundo, mas el cubo del segundo, es decir, (a + b)* = @ + 3a*b + 3ab* + b°.

6. El cubo de la diferencia de dos términos: el cubo de una diferencia es igual al cubo del primer término,
menos el triplo del cuadrado del primer término por el segundo, mas el triplo del primero por el cuadra-
do del segundo, menos el cubo del segundo, es decir, (a — b)* = a® — 3a*b + 3ab* — b°.

Descomposicion factorial

La operacion que consiste en hallar los factores (cuando existan) de un polinomio se denomina factorizacién
o descomposicién en factores del polinomio.

Si en un polinomio existe un factor que sea comtn a todos sus términos, este puede descomponerse en el
producto de dicho factor comin por el polinomio que resulta al dividir cada uno de los monomios por ese
factor comun.

La diferencia de dos cuadrados se descompone en el producto de la suma por la diferencia de las bases y se
tiene entonces: x*> — a®> = (x + a)(x — a).

Un trinomio es cuadrado perfecto si dos de sus términos son cuadrados perfectos y el término restante es
igual al doble del producto de las raices cuadradas de dichos términos, o al opuesto de dicho producto. El
trinomio cuadrado perfecto se descompone en el cuadrado de la suma o de la diferencia de las raices
cuadradas de los términos cuadrados perfectos, segun el signo del término restante sea positivo o negativo,
es decir, a®> = 2ab + b* = (a = b)>.

Un trinomio de la forma x? + px + g se puede descomponer en el producto de dos factores (x + a)(x + b)
siempre que podamos encontrar dos nimeros a y b cuya suma algebraica sea p y cuyo producto sea g, y se
tiene entonces: x> + px + ¢ = (x + a)(x + b) donde a + b =p y ab = g.

Un trinomio de la forma mx* + px + ¢ se puede descomponer en factores siguiendo los pasos siguientes:

1. Se ensaya una descomposicién factorial para m y g (m = ac; g = bd), disponiendo los factores en

columnas:
a
c d



2. Se calculan los productos cruzados ad y bc, y se adicionan estos productos:

a b
c‘><‘d

bc + ad

3. Si bc + ad = p, entonces los factores del trinomio dado son (ax + b) y (cx + d). En caso contrario, debe
ensayarse con otra combinacion de factores para m y g y se tiene entonces mx* + px + q = (ax + b)(cx + d).

La suma de dos cubos se descompone en dos factores: en uno se escribe la suma de las raices cibicas de
cada término y en el otro el cuadrado de la primera raiz, menos el producto de las dos raices mas el
cuadrado de la segunda raiz. Se tiene entonces que a* + b* = (a + b)(a®> — ab + b?).

La diferencia de dos cubos se descompone en dos factores: en uno se escribe la diferencia de las raices
cubicas de cada término y en el otro el cuadrado de la primera raiz, més el producto de las dos raices mas
el cuadrado de la segunda raiz. Se tiene entonces que a* — b* = (a — b)(a* + ab + b?).

En algunos casos, se necesita realizar agrupamientos y utilizar de manera combinada los casos de factorizacién
ya estudiados, para hacer la descomposicién.

Si A y B son dos polinomios con b # 0, el cociente indicado % recibe el nombre de fraccidn algebraica.

Para simplificar una fraccién algebraica se factorizan el numerador y el denominador, y se divide cada uno
de ellos entre cada factor que les sea comun.

Para sumar o restar fracciones algebraicas se procede de igual forma que con la suma o la resta de fraccio-
nes comunes. Se busca el mcm de los denominadores, se amplian todas las fracciones a un denominador
comun, se suman o se restan los numeradores y se simplifica el resultado de ser posible.

La multiplicacién de fracciones algebraicas se efectia de igual forma que el producto de fracciones comu-
nes. Al multiplicar dos o mds fracciones algebraicas, el resultado es una fraccién cuyo numerador es el
producto de los numeradores y el denominador es el producto de los denominadores de las fracciones
dadas.

La divisién de fracciones algebraicas se efectia de igual manera que la divisién de fracciones comunes. Al
dividir una fraccién algebraica por otra, se efectia el producto de la fraccién dividendo por la fraccién
reciproca del divisor.

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Ecuaciones

Una ecuacion de primer grado es aquella donde el término de mayor grado estd elevado al exponente 1y
se resuelve llevando todos los términos que contienen variables para un miembro y todos los términos que
no contienen variables para el otro término, se reducen los términos semejantes hasta obtener una
igualdad del tipo ax = by se despeja la variable para obtener su valor que es la solucién de la ecuacion.

Una ecuacién de segundo grado es aquella donde el término de mayor grado estd elevado al exponente 2.
Se resuelve llevando todos los términos para un mismo miembro e igualando a 0, se reducen los términos
semejantes hasta obtener una igualdad del tipo ax* + bx + ¢ = 0, se factoriza el polinomio de ser posible y se
iguala cada factor a 0; se resuelven dos ecuaciones de primer grado y se obtienen las soluciones. Si el
trinomio no puede factorizarse se aplica la formula general de resolucién de la ecuacién de segundo grado:

B —b++b* —4dac

iEh 2a
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La expresion D = b*> — 4ac se llama discriminante de la ecuacién de segundo grado y permite determinar
si la ecuacién tiene o no soluciones reales, y si tiene, cuantas son. Si D > 0 tiene dos soluciones reales. Si

. . b . : .
D = 0 tiene una sola solucién que es x = ey Si D < 0 no tiene soluciones reales.
a

Una ecuacidén modular es aquella en que la variable se encuentra bajo el signo de médulo y se resuelve
aplicando los siguientes métodos:

1. Supresiéon del médulo aplicando la definicidn.
2. Elevacién de ambos miembros de la ecuacidén al cuadrado.
3. Particién en intervalos.

Una ecuacién fraccionaria es aquella donde la variable aparece en el denominador. Para resolverla es
necesario eliminar sus denominadores para transformarla en otra mas sencilla. El denominador se elimina
hallando el minimo comin multiplo de los denominadores y se multiplica por ambos miembros de la
igualdad; después se procede de acuerdo con el tipo de ecuacién que hay que resolver.

Sistemas de ecuaciones

Para resolver un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones con dos variables se puede utilizar el método de
sustitucién o el de reduccion.

Método de sustitucion: consiste en despejar una variable en alguna de las dos ecuaciones y sustituir en la
otra ecuacion: esto conduce a una ecuacion lineal que se resuelve y luego se halla el valor de la variable en
la ecuacién despejada.

Meétodo de reduccién: consiste en multiplicar ambas ecuaciones por un nimero diferente de forma que los
coeficientes de las dos variables sean opuestos, se suman ambas ecuaciones y se llega a una ecuacién lineal
que se resuelve. La otra variable se puede hallar de la misma forma o sustituyendo el valor de la variable
obtenida en alguna de las dos ecuaciones dadas.

Inecuaciones y desigualdades

Una inecuacién es una desigualdad donde aparecen variables, una inecuacién lineal es aquella en que la
variable de mayor grado estd elevada al exponente 1 y la forma de resolverla es la siguiente:

1. Los términos se transponen de igual manera que en las ecuaciones lineales.
El coeficiente de la variable se transpone de igual forma que en las ecuaciones lineales, teniendo en
cuenta que si el coeficiente es positivo, la desigualdad no se altera, pero si el coeficiente es negativo, el
signo de la desigualdad se invierte.

Algunas propiedades de las desigualdades:
Sean a, b, ¢, d ndmeros reales:

1. Sia=2byb2c, entonces a = ¢, de la misma manera si ¢ £ by b < a, entonces ¢ < a.
2. Sia=b,entoncesa+c=>b +c.

3. Sia=2byc=d, entoncesa+c=b +d.

4. Sia=2byc>0,entonces ac 2 bc;sia=2byc<0,ac< bc.

a b
5. Sia>0,b >0, entonces —+— > 2.
b a
Sia, 2b,a,2b,,..,a 2D ,entonces a +a,+..+a 2b +b,+...+b .
m m 1 2 m 1 2 m
7. Para a,a, ...,a,b,b, .. b €, entonces a-a, ..a 2b-b,..-D.
m m + 1 2 m 1 2 m
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Otras desigualdades importantes
Seane N;n=>2y0<a <1, entonces:

a+a,+..+a -(aa,+aa,+..+a a +aa)< [5 n|

Sean a, b, x,y € R, a 2 b, x 2y, entonces:

=) ()

Six € R; x > 1, entonces (1 + x)'*(1 — x)!* > 1.

1
Para todo x real positivo se cumple que X+—2=2,
x

Para todo x, y reales se cumple que | x +y | <| x|+ |y |;|x=y|=]|x]|-|y]|
Relacion entre la media aritmética y la media geométrica: sean a, a,, ..., a, nimeros positivos, A la media
_a,+a,+..+a,
aritmética | A, = " y G, la media geométrica (G, =4/a, -a, ---a, ) de esos nimeros, enton-
cesA 2G.
n n
Funciones

Una funcién es una correspondencia donde a cada elemento de un conjunto A se le asocia un Unico
elemento de un conjunto B. El conjunto A es el dominio de la funcién y a sus elementos se les llaman
argumentos o preimdgenes. A los elementos del conjunto B que son correspondientes de algin
elemento de A se les llaman imdgenes, y el conjunto de ellos se denomina conjunto imagen de la
funcién.

La funcién que a cada x € IR le hace corresponder el nimero real f(x) = mx + n, donde m y n son nimeros
reales dados, se denomina funcién lineal. La grafica de una funcién lineal es una recta que pasa por los

n
tos (0; —— 0).
punos(,n)y(m, )

El elemento del dominio de la funcién lineal y = mx + n cuya imagen es cero, se denomina cero de esta

n
funcién. Ese elemento es x = ——.
m

Una funcién del tipo y = k con k € IR, se llama funcién constante y su representacion grafica es una recta
paralela al eje de las abscisas que pasa por el punto (0; k).

Toda ecuacién de la forma ax + by + ¢ = 0 con x, y € R; a y b no simultdneamente nulos, representa una
recta en el plano coordenado.

La pendiente m de una recta dada por la ecuacién y = mx + n, que pasa por los puntos P (x; y,) y P,(x;; y,)

Yo = Wi

2 1

se calcula a través de la expresion m = con x, # X,

Si la pendiente m de una funcién del tipo y = mx + n cumple que m > 0, entonces la funcién es creciente y
si m < 0 es decreciente.
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Dada la ecuacién ax + by + ¢ = 0, se tiene que:

. - .. c
1. La solucién grifica de esta ecuacion es el punto (——; 0).
a
2. Las soluciones graficas de la inecuacién ax + by + ¢ > 0 son:
. a c
a)Si _E > 0, todos los puntos (x; y) tales que x > ——.
a

a c
b) Si _E < 0, todos los puntos (x; y) tales que x < ——.
a

3. Las soluciones graficas de la inecuacién ax + by + ¢ < 0 son:

a c
a) Si _E > 0, todos los puntos (x; y) tales que x < ——.
a

a c
b) Si _E < 0, todos los puntos (x; y) tales que x > ——.
a
Sean ax + by + c =0y ax + by + ¢, = 0 las ecuaciones de dos rectas, la solucion grafica del
sistema es el punto de interseccién entre ambas rectas, que estd determinado por el punto de

bc—bc, ac—ac
coordenadas ’
a,b—ab, ab, —ab

Teoria de nimeros

Principios fundamentales de la divisibilidad

o Dos nimeros son consecutivos si se cumple que la diferencia entre ellos es 1.

e Un ndmero par puede representarse en la forma 2n con n entero.

o Un nimero impar puede representarse en la forma 2n + 1 con n entero.

o Dos nimeros pares consecutivos se pueden escribir como 2n y 2n + 2 con n entero.

o Dos nimeros impares consecutivos se pueden escribir como 2n = 1y 2n = 1 = 2 con n entero.
o La suma (diferencia) de dos nimeros pares es par.

o La suma (diferencia) de dos nimeros impares es par.

o El producto de k£ nimeros impares es impar.

o El producto de k nimeros donde al menos uno de ellos es par, es par.

m
o El ndmero natural n es un divisor del nimero natural m si existe x € IN tal que m = nx, es decir —
n

(n divide a m) y se dice que m es un mdltiplo de n (de x).

o El nimero natural n no es un divisor del nimero natural m si al dividir m por n, el resto es un nimero
diferente de cero, es decir n £ m (n no divide a m); entonces m = nx + r,con 0 < r < n.

o Para todo n entero positivo se cumple que 1/n y n/n.

e Sia es un divisor de b y ademas a es un divisor de ¢, entonces a es también un divisor de b + ¢ y de b — c.

e Sia es un divisor de b o un divisor de ¢ o un divisor de ambos, entonces a es también un divisor de b - c.

o Si los restos de las divisiones de dos nimeros a y b por m son iguales, la diferencia a — b es divisible por
m, y reciprocamente, si la diferencia a — b es divisible por m, los restos de las divisiones de a y b por m
son iguales.
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.aa_  que tiene n + 1 cifras

e Descomposicién polinémica de un nimero: dado el nimero N = \/ aa a ,.ad

(o digitos), se puede descomponer en forma de polinomio como: N=a - 10"+a - 10" + ... +a,- 10 + a,

Niimeros primos y niimeros compuestos

e Todo nimero natural que admite solamente dos divisores es un ndimero primo.

e La sucesion de los ndmeros primos es infinita.

¢ Un nimero que admite mds de dos divisores es un nimero compuesto.

o Los nimeros naturales que tienen solamente como divisor comun el 1, se llaman primos entre si o
primos relativos.

o La descomposicién de un nimero en factores primos es Unica.

o La cantidad de maneras en que un nimero compuesto puede descomponerse en dos factores que sean
primos entre si es 2"' donde n es la cantidad de factores primos diferentes en IN.

Criba de Eratostenes

Para encontrar los nimeros primos inferiores a uno dado, Eratdstenes ide6 el procedimiento siguiente: se
tacha el 1, luego se empiezan a tachar los nimeros a partir de 4 = 2* de dos en dos lugares, queda sin tachar
el 3 que es primo, se comienza por el 9 = 3* y se tachan de tres en tres lugares, el 5 queda sin tachar, que es
primo, se comienza a partir de 25 = 5% y se tachan de cinco en cinco lugares, etc. Los nimeros que van
quedando sin tachar son los nimeros primos.

Para reconocer si un niimero es primo o compuesto, se comprueba si es divisible o no por algiin niimero
primo. Se prueba con los divisores primos menores que el nimero, comenzando por el menor (2); los
divisores van siendo cada vez mayores y los cocientes enteros cada vez menores y cuando, sin haber
logrado divisién exacta, el cociente que resulte sea inferior al divisor ya que no es necesario seguir divi-
diendo, en ese caso el nimero es primo; en caso contrario no lo es.

Todo nimero primo mayor que 3 puede escribirse de una de las formas 6k + 1, k € IN*.

Se dice que dos enteros impares consecutivos son primos gemelos si ambos son primos. Se desconoce si
esta sucesioén es o no infinita.

Solo existe un trio de ndmeros primos triples que son el 3, el 5y el 7.

Criterios de divisibilidad

e Todos los nimeros cuya ultima cifra es un nimero par (0, 2, 4, 6, 8) son divisibles por 2.

e Todos los niimeros cuyas dos tltimas cifras bdsicas sea un nimero divisible por 4, son divisibles por 4.

e Todos los nimeros para los cuales la suma de sus cifras bésicas es divisible por 3, son divisibles por 3.

e Todos los nimeros para los cuales la suma de sus cifras bésicas es divisible por 9, son divisibles por 9.

e Todos los nimeros cuya tltima cifra es 0 6 5, son divisibles por 5.

e Todos los nimeros cuya udltima cifra es 0, son divisibles por 10.

e Todos los nimeros cuyas dos tltimas cifras basicas sea un nimero divisible por 25, son divisibles por 25.

e Todos los nimeros para los cuales se cumple que la diferencia entre la suma de sus cifras de orden par
y la suma de sus cifras de orden impar son divisibles por 11.

¢ Un ndmero es divisible por 7 cuando se cumple que: si del nimero que se obtiene cuando se elimina su
ultima cifra de la derecha, se sustrae el producto de la dltima cifra eliminada por un nimero de la forma
7n + 2, n € IN, resulta un nimero divisible por 7.

¢ Un nidmero es divisible por 6 si lo es por 2 y por 3.

¢ Un nimero es divisible por 100 si lo es por 4 y por 25.

¢ Un nidmero es divisible por 84 si lo es por 3, por 4 y por 7.
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an

Divisores de un numero: Sea k= p” - p," - p." ... p

C=(a, +1)a, +1)a, +1)...(a, +1)

y C la cantidad de divisores de k; entonces

n

Mdximo comiin divisor (mcd)

o El maximo comin divisor de varios nimeros naturales, es el mayor nimero por el que son divisibles
todos estos numeros.

e El mcd de dos o mas nimeros es igual al producto de los factores primos comunes elevados al menor
exponente. El med de dos nimeros a y b lo denotamos mcd(a, b).

e Si un ndmero es divisor de otros dos, entonces también es divisor del maximo comun divisor de estos ndmeros.

o Algoritmo de Euclides para hallar el mcd de dos ntimeros: se divide el mayor entre el menor, si la divisién no es
exacta se divide el menor que es el divisor de los nimeros dados entre el resto obtenido y asi sucesivamente, el
procedimiento concluye cuando se obtiene resto 0 y este ultimo divisor es el mcd de los dos nimeros dados.

o Regla de Sturm para calcular el mcd de varios nimeros: se divide cada uno de los nimeros dados por
el menor de ellos, se considera entonces este divisor y los restos de las divisiones que no son exactas y
se dividen estos numeros por el menor de ellos, y asi sucesivamente, el procedimiento concluye cuando
se obtienen todos los restos iguales a 0 y este dltimo divisor es el mcd de los nimeros dados.

o El menor entero positivo d = ax + by con x, y enteros serd el maximo comun divisor de a y b.

Minimo comiin multiplo (mcm)

o El minimo comidn miultiplo de nimeros naturales dados, es el menor nimero diferente de 0 que es
divisible por todos los nimeros dados.

o El mcm de dos o mds niimeros es igual al producto de los factores primos comunes y no comunes
elevados al mayor exponente. El mcm de dos nimeros a y b lo denotamos mcm(a, b).

o Para hallar el mcm de dos o mds nimeros también puede tomarse el mayor de los nimeros dados e ir
buscando sus multiplos sucesivos hasta encontrar uno que sea multiplo del resto de los nimeros.

Relacién entre el med y el mem de dos niimeros: sea m = mcd(a, b) y M = mem(a, b), entonces a - b=m - M.

Ecuaciones en enteros
o Dada la ecuacién ax + by = c (a, b, c € Z). Para que la ecuacién tenga soluciones enteras, es necesario
que mcd(a, b) = 1.

o Para hallar la solucién general de la ecuacién ax + by = c (a, b, c € Z) de forma tal que x, y € Z se
procede de la forma siguiente:

Se busca una solucidn particular y se le adiciona el producto del coeficiente de la otra variable por un
parametro que recorre el conjunto de los nimeros enteros; para la otra variable se adiciona a su valor de
solucién particular el producto del opuesto del coeficiente de la otra variable por el mismo pardmetro.

Geometria

Tridngulos

Rectas antiparalelas: son las rectas que forman dngulos iguales con los distintos lados de un 4ngulo.
Desigualdad triangular

Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo cualquiera se cumple que a <b +c;b<a+cyc<a+b.
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o En un tridngulo cada lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

o En un tridngulo, o en tridngulos iguales, a mayor lado se opone mayor dngulo, y reciprocamente.

o Si dos tridngulos tienen dos lados respectivamente iguales y el tercero desigual, a mayor dngulo com-
prendido corresponde mayor lado.

o Los lados (4ngulos) de un tridngulo opuestos a dngulos (lados) congruentes son congruentes.

o La suma de los 4dngulos interiores de un tridngulo es 180°.

o La suma de los dngulos exteriores de un tridngulo obtenido prolongando sucesivamente sus lados es 360°.

o Un angulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los dngulos interiores no adyacentes.

o En todo tridngulo se cumple que el segmento que une los puntos medios de dos de sus lados es paralelo
al tercer lado e igual a la mitad de su longitud.

o Las alturas relativas a los lados de un tridngulo se cortan en un punto llamado ortocentro.

o Las medianas de un tridngulo cualquiera se cortan en un punto que se llama baricentro; este punto
determina en las medianas segmentos que estdn en la razén 1 : 2.

o Las mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un punto llamado circuncentro; este punto es
el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

o Las bisectrices de los dngulos interiores de un tridngulo se cortan en un punto llamado incentro; este
punto es el centro de la circunferencia inscrita a dicho tridngulo.

e Todo angulo obtuso de un tridngulo obtusdngulo es mayor que cualquiera de los otros dos dngulos
interiores.

e Todo angulo recto de un tridngulo rectangulo es mayor que cualquiera de los otros dos angulos interiores.

o En todo tridngulo rectdngulo se cumple que los dngulos agudos de dicho tridngulo son complementa-
rios, es decir, suman 90°.

e En un tridngulo cualquiera la mediana relativa a uno de sus lados y la paralela media relativa a ese
mismo lado se bisecan mutuamente.

e Un tridngulo y el tridngulo formado al unir los puntos medios de cada lado del tridngulo dado tienen el
mismo baricentro.

o Dos tridngulos son congruentes (iguales) si tienen sus tres lados y sus tres dngulos respectivamente
iguales.

o La suma de las distancias desde un punto cualquiera en el interior de un tridngulo equildtero a los lados
del tridngulo es constante e igual a la longitud de su altura.

e Sea ABC un tridngulo cualquiera y G su baricentro; por G se traza una recta cualquiera y se trazan AX,
BZ y CY perpendiculares a esa recta, con X, Y, Z puntos de la recta trazada, entonces AX + BZ = CY.

o El baricentro de un tridngulo triseca al segmento formado por el ortocentro y el circuncentro.

o El circuncentro de un tridngulo rectingulo es el punto medio de la hipotenusa.

o Sea BE bisectriz del dngulo recto de un tridngulo rectdngulo ABC, BD altura y BF mediana relativas a la
hipotenusa, entonces BE biseca al ZDBF.

Propiedades de las bisectrices de los dngulos de un tridngulo

o Si dos bisectrices diferentes de un tridngulo son iguales, entonces el tridngulo es isdsceles.

o La amplitud del dngulo formado por dos bisectrices interiores de un tridngulo es igual a la suma de un
dngulo recto mas la mitad de la amplitud del tercer angulo de dicho triangulo.

o La amplitud del angulo formado por dos bisectrices exteriores de un tridngulo es igual a la diferencia de
un angulo recto con la mitad de la amplitud del tercer d4ngulo de dicho tridngulo.

o En todo tridngulo, la bisectriz de cada uno de los dngulos interiores divide al lado opuesto en segmentos
directamente proporcionales, es decir, si los lados del tridngulo tienen longitudes a, b y ¢ y los segmentos
determinados por la bisectriz del dngulo opuesto al lado ¢ tienen longitudes m y n, entonces a : b =m : n.

e Sean CD la bisectriz del dngulo C interior al tridngulo ABC, BD la bisectriz del dngulo ACB y ABE

1
exterior y adyacente al dngulo interior B, entonces ZCDB = 3 ZBAC.
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o En todo tridngulo el producto de dos lados es igual al cuadrado de la bisectriz del angulo comprendido
entre ellos, mas el producto de los dos segmentos que dicha bisectriz determina sobre el tercer lado.
(Nota: Para la bisectriz de los dngulos exteriores sucede lo mismo con la prolongacién del lado opuesto.)

e Sea ABC un tridngulo cualquiera y a, b, c las longitudes de sus lados. Si b, b, y b_son las longitudes de
las bisectrices de los dngulos A, B y C respectivamente, entonces

2
pV abp(p=c) siendo p el semiperimetro

acp(p—b); bc:a+

ba=i bcp(p—a). b, = 2
b+c ’ a+c

del tridngulo.

Propiedades de las medianas relativas a los lados de un tridngulo

Sea ABC un tridngulo cualquiera y a, b, ¢ las longitudes de sus lados. Si m, m, y m_son las longitudes de
las medianas relativas a los lados a, b y ¢, respectivamente, entonces

m = l\/2(192 +c2)—012 D om= %\[2(612 +c2)—b2 ;m =

2

V2@ +b¥) —c?

1
2
Teorema de Apolonio: En todo tridngulo se cumple que:

1. La suma de los cuadrados de dos de sus lados es igual al duplo del cuadrado de la mediana correspon-
diente al tercer lado mads el duplo del cuadrado de la mitad de dicho tercer lado.

2. La diferencia de los cuadrados de dos de sus lados es igual al duplo del producto del tercer lado por la
proyeccion sobre €l de la mediana correspondiente.

Propiedades de las alturas relativas a los lados de un tridngulo

e Sea ABC un tridngulo cualquiera y a, b, c las longitudes de sus lados. Si &, h, y h_son las longitudes de
las alturas relativas a los lados a, b y ¢, respectivamente y p el semiperimetro del tridngulo, entonces

2 2
hy=—AP(P=a)(p=b)(p=0):h,= 2P(P-@)(P=b)(p=0):

2
h=—AP(p=a)(p=b)(p=c).

o El pie de la altura relativa a un lado cualquiera de un tridngulo es el punto medio del segmento trazado
desde el ortocentro hasta el punto donde dicha altura corta a la circunferencia circunscrita al tridngulo
dado.

Grupo de teoremas de Pitagoras: Sea ABC un tridngulo rectangulo en A y AD es la altura relativa a la
hipotenusa; entonces se cumple que:

Teorema de Pitdgoras. La longitud de la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los cuadra-
dos de las longitudes de los catetos, es decir, BC?> = AB* + AC.

Teorema de la altura. La longitud de la altura relativa a la hipotenusa elevada al cuadrado es igual al
producto de los segmentos que esta determina en la hipotenusa, es decir, AD* = BD - CD.

Teorema de los catetos. La longitud de cada cateto elevada al cuadrado es igual al producto de la hipotenusa
con la proyeccion de este cateto sobre la hipotenusa, es decir, AC*> = BC - CD y AB*> = BC - BD.

Nota: Para estos teoremas se cumplen también sus reciprocos.

o Si un tridngulo rectiangulo tiene un dngulo agudo de 30°, la longitud del cateto opuesto a ese angulo es
la mitad de la longitud de la hipotenusa.

17



Generalizacion del teorema de Pitagoras: Sea ABC un tridngulo cualquiera y a, b, c las longitudes de sus
lados con a = b > ¢, se tiene que:

1.
2.
3.

Si a®> = b* + ¢, entonces el tridngulo es rectangulo en A.
Si a* < b* + ¢, entonces el tridngulo es acutangulo.
Si a* > b* + ¢2, entonces el tridngulo es obtusangulo y el ZA es obtuso.

lgualdad de tridngulos

Dos tridngulos son iguales o congruentes cuando superpuestos coinciden sus vértices.

Si dos tridngulos son iguales, entonces sus tres lados y sus tres dngulos son respectivamente iguales.
Dos triangulos son iguales o congruentes si existe un movimiento mediante el cual uno de ellos se
transforma en el otro.

Criterios de igualdad de tridngulos

2.

3.

Si dos tridngulos tienen dos lados y el dngulo comprendido respectivamente iguales, entonces estos
tridngulos son iguales.

Si dos tridngulos tienen un lado y los dngulos adyacentes a ese lado respectivamente iguales, entonces
estos tridngulos son iguales.

Si dos tridngulos tienen sus tres lados respectivamente iguales, entonces estos tridngulos son iguales.

En tridngulos iguales, a lados iguales se oponen dngulos iguales, y viceversa.

Dos triangulos rectangulos son iguales si:

AW N =

Tienen respectivamente iguales los dos catetos.

Tienen respectivamente iguales un cateto y la hipotenusa.

Tienen respectivamente iguales un cateto y uno de los dngulos agudos.
Tienen respectivamente iguales la hipotenusa y uno de los dngulos agudos.

Semejanza de tridngulos

Dos tridngulos son semejantes si tienen sus dngulos respectivamente iguales y sus lados homdlogos son
proporcionales.

Teorema fundamental de la semejanza de tridngulos. Toda recta paralela a un lado de un tridngulo,
forma con los otros dos lados (o con sus prolongaciones) otro tridngulo que es semejante al tridngulo
dado.

Si dos tridngulos tienen dos dngulos respectivamente iguales, entonces son semejantes.

Si dos tridngulos tienen dos lados respectivamente proporcionales e igual el dngulo comprendido entre
dichos lados, entonces estos tridngulos son semejantes.

Si dos tridngulos tienen sus tres lados respectivamente proporcionales, entonces son semejantes.

Cuadrildteros

La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es de 360°.

Los cuadrildteros se clasifican en: trapezoides, los que no tienen ninguna pareja de lados paralelos;
trapecios, los que tienen una pareja de lados paralelos, y paralelogramos, los que tienen dos parejas de
lados paralelos.

La suma de los dngulos exteriores de un cuadrildtero obtenido prolongando sucesivamente sus
lados es 360°.
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Los segmentos trazados al unir los puntos medios de los lados opuestos de un cuadrilatero se bisecan
mutuamente.

El trapezoide simétrico es el que tiene dos parejas de lados consecutivos iguales y desiguales entre si.
Las diagonales de un trapezoide simétrico son perpendiculares.

El cuadrilatero formado al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrilatero es un
paralelogramo.

El cuadrilatero formado al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrildtero, cuyas
diagonales son perpendiculares, es un rombo.

El cuadrilatero formado al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrildtero, cuyas
diagonales son iguales, es un rectangulo.

El cuadrilatero formado al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrildtero cuyas
diagonales son perpendiculares y son iguales es un cuadrado.

El punto de distancia minima a los lados de un cuadrilatero es el punto de intersecciéon de sus diagonales.
Un cuadrilatero donde una pareja de dngulos opuestos son suplementarios se puede inscribir en una
circunferencia, es decir, es inscriptible y se le llama cuadrilatero ciclico.

Un cuadrildtero ABCD es incriptible si y sélo si ZABC + ZADC = 180°.

Un cuadrilatero al cual se le puede inscribir una circunferencia se le llama cuadrilatero circunscriptible.

Trapecios

El trapecio es el cuadrilatero que tiene una pareja de lados opuestos paralelos que se llaman bases y los
lados no paralelos se llaman lados.

El trapecio que tiene sus lados iguales se llama trapecio isésceles.

El trapecio que tiene un lado perpendicular a las bases se llama trapecio rectangulo.

En un trapecio se cumple que el segmento que une los puntos medios de los lados se llama paralela
media: este es paralelo a las bases e igual a la semisuma de sus longitudes.

Sea ABCD un trapecio, P su paralela media, P y K los puntos de interseccion de las diagonales AC'y BD
con P , entonces

_CD-AB

PK
2

Paralelogramos

Un cuadrildtero convexo es un paralelogramo si y solo si los lados opuestos son paralelos.

Algunas propiedades de los paralelogramos son:

DB W =

Los dngulos opuestos son iguales.

Los lados opuestos son iguales y paralelos.

Las diagonales se cortan en su punto medio.

Los 4ngulos consecutivos son suplementarios.

Una diagonal lo divide en dos tridngulos congruentes.

Los paralelogramos especiales son:

1.

El rectdngulo que tiene todos sus dngulos iguales y de amplitud igual a 90°, sus diagonales son iguales.

El rombo que tiene todos sus lados iguales, sus diagonales se cortan perpendicularmente y son bisectrices

de los dngulos cuyos vértices son los extremos de las diagonales.

El cuadrado que es el poligono regular de 4 lados que cumple con las propiedades del rectingulo y del

rombo.

¢ En todo paralelogramo la suma de los cuadrados de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de
sus diagonales. El reciproco también es cierto.
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Circunferenciay circulo

La circunferencia es el conjunto de todos los puntos del plano que se encuentran situados a la misma
distancia de un punto fijo de dicho plano; a este punto fijo se le llama centro de la circunferencia.

El circulo es el conjunto formado por todos los puntos de una circunferencia y sus puntos interiores.
Una circunferencia es simétrica respecto a cualquier recta que pase por su centro.

La circunferencia es una figura centralmente simétrica; su centro de simetria es su propio centro.

Dos circunferencias son iguales si tienen el mismo radio.

Tres puntos no alineados determinan una circunferencia.

Cuerdas iguales determinan arcos iguales.

Cuerdas iguales equidistan del centro.

A mayor cuerda corresponde mayor dngulo central.

La mayor de dos cuerdas es la mds préxima al centro.

Un didmetro es perpendicular a una cuerda (que no es un didmetro) si y solo si esta contenido en su
mediatriz.

Una recta con respecto a una circunferencia puede ser: exterior, si no tienen puntos comunes; tangente,
si tienen un solo punto comin; secante si tienen dos puntos comunes.

La recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que tiene como extremo el punto de
tangencia.

Una recta es tangente a una circunferencia si y solo si es perpendicular al radio en su punto de contacto.
Las tangentes trazadas desde un punto exterior son iguales y forman dngulos iguales con la recta diametral
que pasa por el punto.

La linea de los centros es el segmento que une los centros de dos circunferencias.

Si dos circunferencias son tangentes, la linea de los centros pasa por el punto de contacto.

Consideremos las posiciones relativas entre dos circunferencias con distintos centros:

1.

No se cortan (son exteriores o una es interior a la otra); entonces, si son exteriores, la linea de los centros
es mayor que la suma de sus radios y, si son interiores, la linea de los centros es menor que la diferencia
de sus radios.

Se cortan en un punto (interiormente o exteriormente); entonces, Si son tangentes exteriormente, la
linea de los centros es igual a la suma de sus radios y, si son tangentes interiormente, la linea de los
centros es igual a la diferencia de los radios.

Son secantes, entonces la linea de los centros es menor que la suma de los radios y mayor que la
diferencia.

Si las circunferencias son concéntricas, la linea de los centros es nula.

Nota: Para cada caso se cumple el reciproco.

o La linea de los centros de dos circunferencias secantes es perpendicular a la cuerda comiin.

Angulos en la circunferencia

El angulo central tiene como lados dos radios con su vértice en el centro de la circunferencia y su
amplitud es igual a la del arco que abarcan sus lados.

Los 4ngulos centrales son proporcionales a los arcos que subtienden.

El 4dngulo inscrito tiene como lados dos cuerdas con su vértice en un punto de la circunferencia que es
el punto comiin de ambas cuerdas y su amplitud es igual a la mitad del arco que abarcan sus lados.
El angulo seminscrito tiene como lados una cuerda y una tangente con su vértice en el punto de tangen-
cia y su amplitud es igual a la mitad del arco que abarcan sus lados.

El dngulo interior tiene como lados dos cuerdas que se cortan en un punto interior y su amplitud es igual
a la semisuma de los arcos comprendidos entre sus lados.
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o El angulo exterior tiene como lados dos secantes trazadas a una circunferencia desde un punto exterior
y su amplitud es igual a la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.

o En una circunferencia o en circunferencias iguales, a arcos iguales corresponden:
Angulos centrales iguales
Angulos inscritos iguales
Angulo inscrito y dngulo seminscrito iguales
Cuerdas iguales

o El dngulo inscrito en una semicircunferencia es recto, es decir, tiene una amplitud de 90°.

o Dos cuerdas que se cortan en el interior de una circunferencia quedan divididas en segmentos
inversamente proporcionales.

o Las secantes trazadas desde un mismo punto, son inversamente proporcionales a los segmentos exte-

riores.

o Potencia de un punto: el producto de dos distancias cualesquiera de un punto a una circunferencia es
constante.

Poligonos

o La suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es (n — 2) 180°.

o La suma de los dngulos exteriores de un poligono de n lados es 360°.

o La cantidad de diagonales que se pueden trazar desde uno de los vértices de un poligono de n lados es n — 3.
o La cantidad de diagonales que se pueden trazar en un poligono de n lados se puede determinar por la

nmn-3)
I
o Un poligono convexo es regular si todos sus lados son iguales y todos sus dngulos son iguales.

o Todo poligono regular se puede inscribir (circunscribir) en una circunferencia.
o La amplitud de cada uno de los dngulos interiores de un poligono regular de n lados es

expresion

180° (n—2)
-

o

o La amplitud de cada uno de los dngulos exteriores de un poligono regular de »n lados es
n

o Todos los poligonos regulares tienen una circunferencia circunscrita que pasa por todos sus vértices, y
una circunferencia inscrita que es tangente a todos sus lados. El centro de ambas circunferencias, que es
el mismo, se llama centro del poligono. El radio del poligono es el de la circunferencia circunscrita. El
radio de la circunferencia inscrita es la apotema del poligono.

o El radio, R, la apotema, a, y la mitad del lado, //2 , de un poligono regular forman un tridngulo rectdngulo.

Teorema de las transversales
o Llamamos razén entre dos segmentos a la razén entre los niimeros que expresan sus medidas en la
misma unidad de longitud.

AB AB
e Los segmentos AB y CD son proporcionales a los segmentos A B, y C D, si C_D: Cl Dl .
1

Teorema de las transversales

Si dos semirrectas de origen comiin son cortadas por varias rectas paralelas, entonces se cumple que la razén
entre dos segmentos de una de estas es igual a la razon entre los dos segmentos correspondientes en la otra.
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Areas y perimetros
Para un tridngulo ABC cualquiera de lados con longitudes a, b y ¢ se tiene:

1 abc
A= bh=\p(p-a)(p-b)(p-c) =pr="4x

by h, longitud de la base y la altura relativa a dicha base, respectivamente,

1
p=5(a+b+c),

r: radio de la circunferencia inscrita al tridngulo ABC,
R: radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC.

e Area de un triagngulo equildtero:

A
4

[? - longitud del lado del tridngulo.
o Area de un paralelogramo:

A=bh

b y h - longitudes de la base y la altura relativa a dicha base respectivamente.
o Area de un rectingulo:

A=ab;

a 'y b - longitudes de los lados del rectangulo.
o Area de un rombo:

1

A=Edl-d2;

d,y d, - longitudes de las diagonales del rombo.

e Area de un cuadrado:
A =a%
A - longitud del lado del cuadrado.
o Area de un poligono regular:
A=p-a
p - semiperimetro del poligono;
a - su apotema.
o Area de un circulo:
A=rmr?
r - radio de la circunferencia.
o La parte del circulo limitada por un arco y los lados del dngulo central correspondiente se llama sector
circular.
o Area de un sector circular:

4
Ay = o

A, - area del sector circular,
A - area del circulo,
o - amplitud del dngulo central que le corresponde al sector A,.
o La porcién del plano limitada por dos circunferencias concéntricas, incluyendo estas, se llama anillo o
corona circular.
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Area del anillo:
A =m (R*-1r)

R - longitud del radio de la circunferencia exterior,
r - longitud del radio de la circunferencia interior.

Area de un cuadrilatero:

A= plp-a)p-b)(p-c)p-d)

a, b, c y d - longitudes de los lados del cuadrildtero,
p - semiperimetro.
Longitud de la circunferencia de radio r:

L=2mr.
Longitud de un arco de circunferencia:
b L
= o
360°

b - longitud del arco,
L - longitud de la circunferencia,
o - amplitud del dngulo central que le corresponde el arco b.

Lugares geométricos

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de un punto fijo.
La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que equidistan de
dos puntos fijos.

La bisectriz de un dngulo es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que equidistan de los
lados del 4ngulo.

Los puntos que equidistan una distancia fija r a una recta fija [, son los que se encuentran en un par de
rectas paralelas a la recta dada cada una a distancia r.

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos fijos A y B, es una recta que pasa por el
punto medio de AB y es perpendicular a este segmento.

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas fijas [ y m que se intersecan en O, es un
par de rectas perpendiculares que pasan por O y donde cada una es bisectriz de uno de los dngulos que
forman [/ y m.

Movimientos y transformaciones en el plano

Movimiento

Las transformaciones geométricas del plano que conservan las distancias se llaman movimientos. También
puede decirse que es la correspondencia que lleva un punto del plano de su posicidn inicial a su posiciéon
final, es decir, ambos puntos se corresponden en el movimiento, o que ambos son homélogos.

Propiedades de los movimientos:

1.

Los movimientos transforman rectas en rectas.

Si tres puntos A, B y C estdn alineados y uno de ellos, por ejemplo C, estd entre A y B y se
cumple que AC + CB = AB y si A’, B’, C’ son las imégenes de A, By C, respectivamente,
entonces A’C’ + C’B’ = A’B’ y los tres puntos A’, B’ y C’ estdn alineados.

Si dos rectas son paralelas, sus imdgenes por un movimiento también lo son.

Los dngulos formados por dos rectas y por sus imdgenes son iguales.
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Transformacion

Es un movimiento que no conserva la relacién de congruencia, es decir, en un movimiento un segmento
AB = A’B’ siendo A’, B’ los homoélogos de A y B respectivamente. En cambio, en una transformacion dicho
segmento AB no es congruente con sus homélogos en la transformacion.

e Si un 4ngulo y su imagen por un movimiento tienen el mismo (contrario) sentido, lo mismo sucede con
todos los dngulos y sus imdgenes por este movimiento.

Traslacion

o Las traslaciones son los movimientos directos del plano que dejan invariante una recta y el sentido de
esta. Dos puntos A y A’ se corresponden en una traslacién de vector ¥, cuando se cumple AA’= V

Algunas propiedades de la traslacién son:

1. Si dos segmentos AB y A’B’ se corresponden en una traslaciéon, ambos segmentos son iguales y
paralelos.

2. El homélogo de un punto es otro punto.

3. La homdloga de una recta es otra recta paralela a ella.

Rotacion
o Las rotaciones son los movimientos directos del plano que dejan invariante un punto. El punto doble O
se llama centro de rotacion.

Algunas propiedades de la rotacién son:

1. El 4ngulo que forman un punto, el centro y la imagen de ese punto se llama dngulo de rotacién.
2. Diremos que dos puntos A y A’ se corresponden en una rotacién de centro O y dngulo o se cumple que
OA =0A’ y LZAOA’ = «.

Si dos segmentos se corresponden en un giro cumplen:

1. Que son iguales.
2. Que el angulo que forman ambos segmentos es igual al dngulo de rotacion.

Las figuras homoélogas en la rotacién son:

1. El homélogo de un punto es otro punto.
2. La homodloga de una recta es otra recta que forma con la primitiva un dngulo igual al de rotacidn.

Simetria

o La simetria es el movimiento que deja invariante una recta y todos sus puntos, y no es la identidad; se
llama simetria respecto de esta recta que es el eje de simetria.

e Si A es un punto cualquiera y A’ es su imagen, uniendo A y A’ con un punto M del eje se obtienen los
adngulos AMP y A’MP iguales y de sentido contrario. Las rectas MA y MA’ coincidirdn cuando los
dngulos AMP y A’MP sean rectos.

o La recta AA’ es perpendicular al eje de simetria.

o Silarecta AA’ es perpendicular al eje y R es el pie de esta perpendicular, entonces AR = A’R.

Algunas propiedades de la simetria son:

1. En una simetria respecto de un eje r, cada punto y su imagen determinan un segmento cuya mediatriz
es el eje.
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2. Todo movimiento inverso puede obtenerse como producto de una simetria arbitraria por un movimien-
to directo (traslacién o rotacidn).

Homotecia

¢ Una homotecia es una transformacién del plano en si mismo que se define de la manera siguiente:

1. Se determina un punto O como centro de la homotecia.
Se determina un ndmero real k (k > 0) como razén de la homotecia.

3. La imagen P’ de un punto P estd situada sobre la semirrecta OP de modo que OP’= kOP si P no
coincide con O.

4. O es su propia imagen (O’ y O coinciden).

Algunas propiedades de la homotecia:
Para toda H (O; k), lo cual significa homotecia H de centro O y razén k, se cumple:

1. La imagen de una recta es una recta paralela a ella.
La imagen de un segmento es un segmento paralelo a €l y que tiene k veces su longitud.
3. La imagen de un dngulo es un 4dngulo que tiene su misma amplitud.

o La composicion de dos homotecias H (O;; k) y H (O k,), donde k k, # 1 es nuevamente una homotecia,
su razén es k, = k k, y su centro O, se encuentra situado sobre la recta O, 0,.

o Se define una homotecia H (O; —k) con k > 0 como la composicién de una homotecia H (O; k) con una
simetria central de centro O.

e Toda composicién de una homotecia con un movimiento se llama transformacién semejante.

e Se dice que dos figuras geométricas F| y F, son semejantes si existe una transformacion semejante por
la cual una se transforma en la otra. Se escribe F, ~ F..

o Las transformaciones semejantes son las transformaciones del plano en si mismo para las cuales se
cumple que la distancia entre dos puntos cualesquiera y la distancia entre sus imagenes estin en una
misma razén k (k € R, k > 0).

o Si dos figuras F y F” son semejantes con razén k, entonces se cumple para sus perimetros que p’ = k p
y para sus dreas que A’ = k*A.

Cdlculo de cuerpos

e Un cuerpo geométrico es un conjunto de puntos limitado por una o varias superficies.
e Ortoedro: se llama ortoedro al cuerpo cuyas aristas laterales son perpendiculares a los planos de las
bases y sus bases son rectdngulos.

Algunas de sus propiedades son:

1 Las seis caras del ortoedro son rectiangulos.
Las cuatro diagonales del ortoedro son iguales.

3. En todo ortoedro, el cuadrado de la diagonal es igual a la suma de los cuadrados de las tres aristas que
concurren en un mismo vértice.

En un ortoedro donde los lados de la base tienen longitudes a y b y su altura es ¢, se cumple que:

—_—

. El drea lateral del ortoedro es A, = 2(ac + bc).
. El drea total del ortoedro es A = 2(ab + ac + bc).
3. El volumen del ortoedro es igual al producto del drea de la base por la longitud de la altura V = abc.

[\

La razén entre los volimenes de dos ortoedros de igual base es igual a la de sus alturas.
o Cubo: es el ortoedro que tiene iguales todas sus aristas. Las seis caras del ortoedro son cuadrados
iguales; se le llama también exaedro regular.
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El cuadrado de la diagonal de un cubo es igual al triplo del cuadrado de la longitud de su arista.

En un cubo de arista a se cumple que:

1

. El drea lateral del cubo es A, = 4a’.

2. El érea total del cubo es A, = 6a°.

3

. El volumen del cubo es igual al cubo de la longitud de su arista, es decir, V = a’.

Prisma: se llama prisma al cuerpo limitado por varios paralelogramos y dos poligonos iguales cuyos
planos son paralelos.

Prisma recto es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a los planos de las bases. Si las aristas
laterales no son perpendiculares a los planos de las bases, el prisma se llama oblicuo.

Prisma regular es el prisma recto cuyas bases son poligonos regulares.

El érea lateral de un prisma recto es igual al producto del perimetro P de la base por la longitud de la
altura h, es decir, A, = Ph.

El érea total del prisma se obtiene sumando al drea lateral el doble del drea de la base, es decir, A, = Ph + 2 A,
El volumen de un prisma es igual al producto del drea de la base por la altura h, es decir, V = A_h.

La pirdmide es el cuerpo cuya base es un poligono cualquiera y sus caras son tridngulos que tienen un
vértice comtin o de la pirdmide.

Las pirdmides triangulares, en las que todas sus caras son tridngulos, se llaman también tetraedros.
Todo tetraedro es la tercera parte del prisma triangular de igual base y altura.

Pirdmide regular es la que tiene por base un poligono regular y el pie de la altura coincide con el centro
de este poligono. Sus caras laterales son tridngulos isésceles iguales. La altura de cada uno de estos
tridngulos se llama apotema de la pirdmide.

Si una pirdmide se corta por un plano paralelo a la base, la seccién es un poligono semejante a esta. Si
la pirdmide es regular, las secciones paralelas a la base son poligonos regulares.

La razén entre el drea de la base de una pirdmide y el 4rea de una seccién paralela a esta, es igual a la
raz6n entre los cuadrados de sus distancias al vértice.

El 4rea lateral de una pirdmide es igual a la suma de las 4reas de todas sus caras.

El area lateral de una pirdmide regular es igual al producto del semiperimetro de la base por la longitud
de la apotema de la pirdmide.

El 4rea total de una pirdmide es igual al drea lateral mds el 4rea de la base.

El volumen de una pirdmide cualquiera es igual a la tercera parte del producto del drea de la base A, por

1
su altura A, es decir, V = g Ay h.

La razén entre los volimenes de dos pirdmides cualesquiera es igual a la de los productos de sus bases
por su altura.

Se llama tronco de pirdmide a la porcién de pirdmide comprendida entre la base y un plano paralelo
a esta que corte a todas sus aristas laterales. Si la pirdmide es regular, el tronco se llama tronco de
pirdmide regular y sus caras laterales son trapecios isdsceles iguales cuya altura se llama apotema del
tronco.

El 4rea lateral de un tronco de pirdmide regular es igual al producto de la semisuma de los perimetros de
sus bases por la apotema del tronco.

El volumen del tronco de pirdmide de bases paralelas es igual al producto de un tercio de su altura por
la suma de sus bases y una media proporcional entre ellas. Si B y b son las bases de un tronco de

h
pirdmide de bases paralelas y 4 su altura, se tiene que el volumen es V = E(B +b+./B b).

La superficie engendrada por una linea que gira alrededor de una recta llamada eje y cuyos puntos
conservan la misma distancia al eje se llama superficie de revolucién. La linea que gira se llama generatriz
y el cuerpo engendrado sélido de revolucién.
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Llamamos cilindro circular recto al cuerpo que se obtiene por la rotacién de un rectdngulo alrededor de
uno de sus lados.

El 4rea lateral del cilindro circular recto es igual al producto de la longitud de la circunferencia de la
base de radio r por la longitud de la generatriz (altura h), es decir, A, = 21 r h.

El érea total del cilindro es el drea lateral mas la suma de las dreas de los circulos de las bases A, = 21 r (h + r).
El volumen del cilindro circular recto es igual al producto del drea de la base por la altura, es decir, V =1 2 h.
Llamamos cono circular recto al cuerpo que se obtiene por la rotacién de un tridngulo rectdngulo
alrededor de uno de sus catetos.

El area lateral del cono circular recto es igual a la longitud de la semicircunferencia de la base multipli-
cada por la longitud de la generatriz g, es decir, A, =T r g.

El 4rea total del cono circular recto es igual a la suma del drea lateral y el drea de la base, es decir,
A =mr(g+rn).

El volumen del cono circular recto es igual a la tercera parte del drea de la base por la longitud de la

1
altura, es decir, V = gn rh.

El volumen del cono circular es la tercera parte del volumen del cilindro de igual base e igual altura.
La porcién de cono circular comprendida entre la base de un cono y un plano paralelo a ella, se llama
tronco de cono de bases paralelas.

El drea lateral del tronco de cono se puede calcular como A, .= T g (r + r’), donde g es la generatriz del
cono, ry r’ son los radios de la base y del plano paralelo a la base, respectivamente.

El area total del tronco es el drea lateral mas la suma de las dreas de las bases.

El volumen de un tronco de cono es igual al producto de un tercio de la longitud de su altura por la suma

h
de las éreas de sus bases B 'y B’ y una media proporcional entre estas, es decir, V = E(B +B +4B- B’).

Llamamos esfera al cuerpo geométrico que se obtiene por la rotacion de un semicirculo alrededor de su
diametro. El centro del semicirculo es el centro de la esfera. El radio y el didmetro del semicirculo son,
respectivamente, el radio y el didmetro de la esfera.

El drea de una esfera de radio r es A = 41 >

El volumen de una esfera de radio r es V = 511', r.

Conjuntos, combinatoria, tableros, coloracion
de planos y juegos

Logica y teoria de conjuntos

Si A es un conjunto y a es un elemento, decimos que a pertenece a A (a € A) si a es un elemento del
conjunto A y decimos que a no pertenece a A (a ¢ A) si a no es un elemento del conjunto A.
Usualmente determinamos o identificamos un conjunto de dos maneras diferentes: por extensién o en
forma descriptiva.

Por extension: cuando nombramos cada uno de los elementos que lo integran. Se escribe en forma tabular
porque se escribe cada uno de sus elementos separados por comas y entre llaves. Ejemplo: el conjunto A
formado por las letras a, b, ¢ y d, se escribe A = {a, b, ¢, d}. Cuando un elemento aparece varias veces, se
considera una sola vez para escribirlo.

Forma descriptiva: cuando se puede definir el conjunto A cuyos elementos poseen una cierta caracteristi-
ca. Se escribe en forma constructiva. Ejemplo: el conjunto A de los miltiplos de 5 menores que 200: se
escribe A = {x/ x € IN, x < 200 y x es mudltiplo de 5}.
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o El conjunto vacio es el conjunto que no tiene ningin elemento y lo denotamos por ¢, o sea, para todo
X, x € ¢, o también, no existe ningun x tal que x € ¢.

o El conjunto unitario es el conjunto formado por un solo elemento.

e Sean dos conjuntos E y F. Se dice que E y F son iguales (o idénticos) si todo elemento de E es un
elemento de F'y todo elemento de F es un elemento de E. Se denota £ = F, o sea, E=F,siysolosi Ey
F tienen los mismos elementos.

Propiedades de la igualdad de conjuntos:

1. Todo conjunto es igual a si mismo, o sea, £ = E. Se dice que la igualdad de conjuntos es reflexiva.
2. Si E = F, entonces F = E. Se dice que la igualdad de conjuntos es simétrica.
3. SiE=FyF=QaG,entonces E = G. Se dice que la igualdad de conjuntos es transitiva.

o Se dice que E estd incluido en F, si y solo si todo elemento de E es un elemento de F. Escribimos
E c F y decimos que E es subconjunto de F, o que E es una parte de F, o sea: E C F & (para todo
x,xe E=>xeF).

Propiedades de la inclusion:

1. Para todo E, se tiene que E C E, o sea, la inclusién es reflexiva.
2. Paratodo E, FsiEc Fy Fc E= E=F, o sea, la inclusién es antisimétrica.
3. Paratodo E, F, G,siECc Fy Fc G = E c G, o sea, la inclusién es transitiva.

o El conjunto formado por los subconjuntos de E se llama conjunto potencia de E y se denota P(E), o sea:
P(E)={X/XcE}oXc Eo Xe P(E).

Operaciones con conjuntos

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera, entonces:

e La unién de conjuntos se denota A U B.Sixe AuUB=xe€ Aoxe B.
o La interseccion de conjuntos se denota A " B.Sixe AnB=>xe€ Ayxe B.
o La diferencia de conjuntos se denota A\ B.Sixe A\B=xe Ayxe¢ B.

Propiedades de las operaciones con conjuntos

Sean U un conjunto y A, B, C € P(U).

Conmutatividad de la unién: A U B = B U A.

Conmutatividad de la intersecciéon: A " B = B N A.
Asociatividad de la uniéon: A U (BuU C)=(A U B) U C.
Asociatividad de la interseccion: A N (BN C) = (A N B) N C.
Aud=A, ANnod=0¢.

Ac(AUB), ANB)cA;Bc(AuB), ANnB)cB.
AvuU=U.

Distributividad de la unién respecto a la interseccion:

AUBNO=AuUBNAUO).
9. Distributividad de la interseccién respecto a la unién:
ANnBUO=(ANnBUANCOC).

01O\ LN kW~

o Cuando hay elementos que estdn en el conjunto universo (U) y que no estdn en A, es decir, U\ A o AS,
se tiene que x € A= x € Uy x ¢ A. De aqui se tienen algunos casos tales como:

l.¢c=U 4. AUA=U
2.U0¢'=¢ 5. ANA°=0
3. Si A ¢ B, entonces B¢ ¢ A¢
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e Los conjuntos en los que se cumple que A N B = ¢ se llaman conjuntos disjuntos.
o Mediante los diagramas de Venn podemos representar los distintos casos de operaciones con conjuntos:

AuB AnNnB A-B A°
E E E E
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Leyes de D’Morgan:

1. AnB)yX=AUB,osea, UN\(ANnB)=(U\A) U (U\B).
2. AuByX=ANnB,osea, UN(AUB)=(U\A) N (U\B).

o Se llama cardinal de un conjunto a la cantidad de elementos que tiene un conjunto y se escribe cardinal
de A como #A.

Principio de inclusion y exclusion: para cualquier sistema de n conjuntos A, A,, ..., A se cumple:
HA VA ULUA)=#A +#A, + . +#A —[HA NA)+#HA NA)+ ... +#A NA)]+[#HA NA NA)
..+ #A L NA NA)+ .+ ) [HANA, NN A)]

Teoria combinatoria

Principio de multiplicacion: si un suceso cualquiera puede ocurrir de n maneras diferentes y, después que
ha ocurrido de una cualquiera de esas maneras, un segundo suceso puede ocurrir de p maneras diferentes,
entonces los dos sucesos, en ese orden, pueden ocurrir de n - p maneras.

Principio de Dirichlet: si se distribuyen n + 1 objetos en n casillas habrd al menos una casilla que recibe
mads de un objeto. f: {1, 2, ..., n} = {1, 2, ..., k} con n > k; existen i, j con i # j tal que f(i) = f(j).

Cuadrados mdgicos

¢ Un cuadrado mégico numérico es aquel que al sumar horizontalmente, verticalmente y en forma de
diagonal todos los niimeros que estdn en el cuadrado, la suma es la misma.

¢ Un cuadrado mdgico es una disposicién de nimeros naturales en forma tabular, en filas y columnas
completas, de manera que la suma de los nimeros que componen cada fila, cada columna o cada
diagonal es la misma constante.

Por ejemplo, el lector puede comprobar que la siguiente disposicién de niimeros naturales constituye un
cuadrado magico (cuadrado méagico de orden 3):

8 1 6
315 7
419 2

En efecto, la suma de los nimeros que integran cada fila, cada columna o cada diagonal es igual a 15 en
todos los casos.
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Otro cuadrado mégico (de orden 4) puede encontrarse en la siguiente disposicién de nimeros naturales:

3 6 | 12| 13
10 | 15 1 8
5 4 |14 | 11
16 | 9 7 2

La suma de los nimeros que integran cada fila, cada columna o cada diagonal es siempre la misma: 34.

Definicion: se denomina cuadrado mégico de orden n (n nimero natural) a toda disposicion cuadrada de
ndmeros naturales 1, 2, 3, 4,..., n? en forma tabular tal que la suma de los nimeros que componen cada fila,
cada columna o cada diagonal es la misma.

o La conocida férmula de Gauss para hallar la suma de los primeros n nimeros naturales nos permite
escribir lo siguiente: 1 + 2 + 3 +... + n?= Y2 n*> (n*> +1). De aqui concluimos que en un cuadrado de orden

1
n la suma de los ndmeros de cada fila, columna o diagonal debe ser igual a on (n* + 1), pues el

cuadrado mégico tiene n filas y n columnas.
Coloracion de planos

o Estamos en presencia de un recubrimiento de A cuando la unién de todos los subconjuntos es el propio
conjunto A.
o Un recubrimiento es minimal cuando al quitar cualquier subconjunto deja de ser un recubrimiento.

Juegos

o Una de las concepciones bdsicas en la teorfa de los juegos es la nocién de estrategia. Llamese estrategia
del jugador al conjunto de reglas que determina.

o El juego se diferencia de una situacion real de conflicto en que se realiza a base de reglas completamen-
te determinadas. Los que participan en dichas situaciones de conflicto se les llama jugadores y al resul-
tado del encuentro ganancia de una de las partes.

o Un juego se llama de suma cero si uno de los jugadores gana lo que pierde el otro, o sea, la suma de las
ganancias es igual a cero. En un juego de suma cero, los intereses de los jugadores son completamente
opuestos.

o Estrategia optima de un jugador es aquella que al repetirse reiteradamente el juego garantiza al jugador
la ganancia media maxima posible (o lo que es lo mismo, la pérdida minima posible). Al elegir esta
estrategia, el razonamiento basico estd en la suposicion de que el contrario es por lo menos tan razona-
ble como nosotros mismos y hace todo lo posible para evitar que consigamos nuestro objetivo.
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10.

11.
12.

13.
14.

PROBLEMAS DB ENTREVA

=

T0 PARA LA PRIMERA ETAPA

.Si3x+y=2;x—-4y =25, entonces si 8x — 6y = x, ;cudl es el valor de «?

. El sefior X gana por dia el doble de lo que gasta diariamente en alimentos y el triple de lo que gasta

diariamente en otras obligaciones. Si al cabo de 40 dias ha ahorrado B:360, ;cudl es el gasto diario en
alimentacién?

a
. Se tiene una fraccién 5 de manera que si le afiadimos 14 al numerador y 26 al denominador, el valor

de la fraccion no varia. Determina dicha fraccion.

. El valor de un auto disminuye en un diez por ciento por cada afio de uso. Si el costo original fue de

$5 000; ;al cabo de cudntos aflos su costo serd menor que el cincuenta por ciento?

. Si 8a = -30, halla el valor de 5a.
. Sia=0,01yb=299. Calcula 5a* + 10ab + 5b*.
1 3
. Para a = 5 b=- g ye= 0,125. Halla el valor de la expresion:
1
1
| P
b
‘a - ‘b - CH
. El precio inicial de un producto es de $120. Por razones econémicas aumenta en un 40 %. Al cabo de

seis meses de este aumento se disminuye su precio en $25. ;Cudl es el precio final del producto?

. Al precio de un producto se le hace un aumento del 60 % y posteriormente se vuelve a aumentar a

partir del nuevo precio en un 40 %. ;Cudl es el tanto por ciento de aumento total final realizado con
respecto al precio inicial?

Si a = 2*?%; hallar 8" en términos de a.

X Yy
Conociendo que x + y = 6, xy = 3. Calcula ; + o

La suma del doble de una fraccién y su mitad multiplicada por ella misma, da como resultado la misma
fraccion. Halla la fraccién que cumple con esa condicién.

Si x? + 2x + 3 = 8, hallar el valor numérico de 3x? + 6x.

Si8a =30y 5b = 23:
a) (Cudl de los dos nimeros 5a o 3b es mayor?
b) Halla n = 5a — 3b y escribe en notacién decimal.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.
28.

Sean P=x*—x*+1; Q=x*-2x-2y R=x"-3x*+ 3x* + 4. Halla el valor de x para el cual se cumple
laigualdad P - Q — R = 8.

A B
Si A, B 'y C son nimeros racionales para los cuales se cumple que " =7 = C. {Qué tanto por ciento es
Ade B+ C?
Alberto, Beatriz y Carlos sembraron entre los tres 6 000 posturas de tabaco. Alberto sembro el triple de

lo que sembré Beatriz y Carlos sembré el doble de lo que sembré Alberto. ;Cudl fue la cantidad de
posturas que sembré cada uno?

Si3x—y+1lesaSx+7y+4como 1esa4. Calcula la razén que hay entre x y y.

2
Una secundaria basica tiene 720 alumnos de matricula. El 25 % de ellos practican deportes, las 3 partes

de los alumnos restantes estdn vinculados a actividades culturales y los alumnos restantes se dedican al
estudio de la Matemadtica. ;Cudntos alumnos se dedican a cada tipo de actividad?

Demuestra que el x % de y es igual al y % de x.

(Por cudles elementos del conjunto {13, 15, 20} deben sustituirse las variables a, b y ¢ de modo que la

. alc—=b) .
fraccién Ty g Scamayoro igual que 1?
Una fébrica en el mes de enero cumplié su plan mensual de produccién en un 105 % y en febrero
produjo un 4 % mas que en enero. {En qué tanto por ciento la fabrica sobrecumplié el plan bimes-

tral?

Sean x, y nimeros racionales cualesquiera, sustituir cada uno de los cuadraditos por uno de los
signos >, < 0 = seglin corresponda:

a) Six > 8, entonces x + 3 [] 10.

b) Siy < 5, entonces 3y []17.

c) Six>y,entoncesy +2[Jx+5.

d) Siy < x, entonces 60 — x [175 —y.

e) Six>0,y>0y 60x =50y, entonces x L]y

f) Si x y y son nimeros naturales, 5x > 10, y > x, entonces y [ 3.

Dentro de tres afios (desde ahora), Esteban tendra tres veces mds que los afios que tenia hace tres afios.
Dentro de cuatro afios Esteban tendrd a veces mds afios que los afios que tenia hace cuatro afios.
Determina el valor de a.

En un cierto examen, todas las preguntas tienen igual valor. Si contestas 9 de las 10 primeras correcta-

3
mente, pero solamente los E de las restantes, obtienes el 50 % de la puntuacién total. ;Cudntas

preguntas tiene el examen?

Juan trabajé el verano pasado en las BET. Un dia tuvo que pesar cuatro sacos de papas, cada uno de
menos de 100 kg, pero la balanza que tenia solamente pesaba cosas de mds de 100 kg. Resolvié el
problema pesando dos sacos cada vez, obteniendo como resultado 103, 105, 106, 106, 107 y 109 kg.
(Cuénto pesaba el saco de menos peso?

Dados los ndmeros {/5 , ﬁ , 1, 2 y 3, ordénalos en orden creciente.

(Cudl de los nimeros raiz cibica de 2 o raiz décima de 10 es mayor?
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.
42.

Ordena de menor a mayor:

a) 2, 3, 45.

b) 550’ 37, 602%.

Utilizando verdadero (V) o falso (F) completa el cuadro siguiente:
X y z xX=y x<y x<z y<z
334 251 919
/80 /48 V20

Un corredor de larga distancia calculé que si hacia 10 km/h, llegaria al sitio designado una hora des-
pués del mediodia; si la velocidad era de 15 km/h, llegaria una hora antes del mediodia. ;A qué velo-
cidad debe correr para llegar al sitio exactamente al mediodia?

Juan gast6 el 75 % del dinero que tenfa en su cuenta de ahorros en las vacaciones y 3 de lo que qued6

en libros, ahora tiene $38 menos que las dos quintas partes de lo que tenfa al principio. ;Cudnto dinero
tenia inicialmente en la cuenta?

Sustituir cada cuadradito por un nimero de forma tal que se cumpla la siguiente igualdad:
6x> —xy -3y —x+7y-2=2x+ Uy + ) (Ox+0Ly-2).

Si P=x*+5x>-9x —45 = M(x + 5)(x + 3). Hallar el valor de M.

Halla el menor nimero natural x que cumple que xyT > 2z sabiendo que:

a) z es el nimero que se obtiene de sustraer —12 al producto de 3 con su opuesto.
0,2

3-0,2

35-1,2-3

1+
b) y=

Determina la expresion algebraica que hay que sustraer del producto de (3a’h + 2¢) y (2a*b — ¢) para

1
que esta diferencia dividida por 2ab de como resultado —2a’b + 3 ac.
(Qué valor tiene el término a(a + 2) + c¢(c — 2) — 2ac cuando a — ¢ = 77

En una escuela se quiere conocer el % de estudiantes que gustan de ir al cine los domingos, el 40 %
dice que le gusta ir a otros lugares el domingo y el resto se somete a una encuesta en la cual el 55 %
responde que si. {Qué tanto por ciento de estudiantes gustan de ir al cine los domingos?

El precio de un articulo sube un 10 % en el primer trimestre del afio, baja un 10 % en el segundo
trimestre y vuelve a subir un 10 % en el tercer trimestre. Demuestra que el precio del articulo aumentd
en un 8,9 %.

Sean m y n nimeros naturales. Determina la paridad de m" + (n — 1)" de acuerdo con la paridad de los
nimeros dados.

(Cuantos nimeros menores que cien hay que al ser divididos por 23 dan un cociente igual al resto?

Un sefior enumera y almacena en orden consecutivo 12 cajas con los primeros 12 nimeros. En una
caja se equivoca y en lugar del nimero correspondiente coloca un 1, de modo que los nimeros marca-
dos en las cajas suman 71. ;En qué niimero se equivocd marcando la caja?
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

52.

53.

54.

5s.

Calcular el valor de (123 - 456) + (877 - 544) + (877 - 456) + (123 - 544).

Si a, by c son digitos tales que 8a42: 9 = 9ph¢ . Calculaa — (b - ¢).

Sea § la funcién que a cada nimero natural le hace corresponder la suma de sus digitos, por ejemplo
S(1997)=1+9+ 9+ 7 =26. Calcula:
a) S(10™77 — 1997) b) S(4°%. 517 — 1997)

La suma de dos nimeros naturales es 90. La suma del 25 % del primero y el 75 % del segundo es 30.
Hallar los nimeros.

La diferencia entre dos nimeros positivos es 40 y la diferencia entre sus raices cuadradas es 2. Hallar
los nimeros.

Considera un cuadrilitero ABCD y los puntos medios de los segmentos que lo conforman. Une los
puntos medios y asume que en la figura resultante uno de los dngulos es recto. ;Qué podemos decir de
los otros tres dngulos?

En la figura 5, el lado del cuadrado mide 8 cm. La circunferencia pasa por el punto medio de la
diagonal del cuadrado. ;Cuadl es el area de la regién no sombreada?

Fig. 5

Se tiene una circunferencia de centro O, se traza la cuerda AB = 3 cm de forma tal que LZAOB = 60°.
(Cudl es el drea del tridngulo AOB?

Un equilibrista de un circo debe ir de un punto a otro y luego regresar al punto inicial montado en una
rueda que se desplaza sobre una cuerda tensa entre dos postes. Si en todo el recorrido la rueda da 6
vueltas, ;jcudnto mide la circunferencia de la rueda en términos de la longitud de la cuerda?

Supongamos que el lado de un cuadrado es la diagonal de un segundo cuadrado. Calcula la razén entre
el area del primer cuadrado y la del segundo cuadrado.

Dado un rectdngulo de 6 cm de largo y 8 cm de ancho, dibuja un poligono no convexo que tenga el
mismo perimetro que el rectdngulo dado.

En un tridngulo rectangulo la amplitud de uno de sus dngulos agudos es el 80 % de la amplitud del otro
dngulo agudo. ;Cudles son las amplitudes de esos dngulos?

En la figura 6, a | | b.
De acuerdo con los datos que aparecen en la figura determina las amplitudes de los dngulos
interiores del tridngulo ABC.

a %"

b /\1 20°
4 B\
Fig. 6




56.

57.

58.

59.
60.

61.

62.

63.

64.

Si AB, CD y EF son tres segmentos que se cortan en el punto O.
Hallar la suma de las amplitudes de los dngulos A, B, C, D, E'y F, en la figura 7.

E D
/\)
B
F
A Fig. 7
(Cuantos tridngulos posibles hay en la figura 8, si x y y son nimeros naturales?
C
\/; X
y Fig. 8

Se tiene un tridngulo equildtero ABC de lado 3 cm; se recorta una esquina triangular cuyos lados BD y
BE miden una unidad cada uno. Halla el perimetro del cuadrildtero ADEC.

Se tiene el tridngulo MNP con MN =24, NP =70 y MP = 74. Halla la distancia de N al punto medio de MP.

Se tiene un cuadrado ABCD cuyos lados miden 8 cm. Se sitda un punto E interior al lado CD. Calcula
la suma de las areas de los tridngulos BCE y AED.

Un angulo interior de un paralelogramo es la octava parte de la suma de los dngulos exteriores. Deter-
mina las amplitudes de los dngulos interiores del paralelogramo.

Se tiene un rectdngulo de lados a y b. (En qué tanto por ciento varia su drea si el lado a se disminuye
en un 25 % y el lado b se aumenta en un 20 %?

Considera el paralelogramo ABCD de la figura 9 en el que el lado DC lo hemos acortado un 25 % vy el
lado AB lo hemos alargado un 50 % dando lugar al trapecio AB’C’D.
(En qué porcentaje ha aumentado el 4rea del paralelogramo para llegar a ser el drea del trapecio?

A Fig. 9

La figura 10 representa dos circulos pequefios de radios 2 y 3 unidades que son tangentes exteriormente.

Un tercer circulo esta circunscrito a los otros dos.
Determina el drea de la regién sombreada.

Fig. 10
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65. Se recortan las esquinas de un cubo de volumen 1 000 cm?, creando una nueva cara triangular donde
antes se encontraba un vértice, y cada uno de estos tridngulos es equilatero de lado 1 cm. ;Cudntas
aristas tiene este nuevo solido?

66. ;Como varia el volumen de un cono si se duplica el radio de su base y se duplica su altura?

67. Un tridngulo equildtero y un cuadrado tienen igual perimetro. Hallar la razén que hay entre las areas
del tridngulo y el cuadrado.

68. Hallar la longitud de la altura de un tridngulo equildtero cuya drea es igual a la suma de las dreas de los
tridngulos equildteros de lados 4 y 6, respectivamente.

69. En lugar de caminar a lo largo de los dos lados de un rectdngulo, un nifio toma una diagonal y econo-
miza una distancia igual a la mitad del lado mayor. Halla la razén entre el lado menor y el mayor.

70. Utiliza los digitos 2, 3, 4 y 5 para llenar (sin repetir) los cuadrados y obtener la mayor suma posible.

71. Roberto miente los dias miércoles, jueves y viernes y dice la verdad el resto de los dias de la semana.
Enrique miente domingo, lunes y martes y dice la verdad el resto de los dias de la semana. Si ambos
dicen “mafiana es un dia en el cual yo miento”, ;qué dia de la semana es?

72. En un puesto de trueque de piedras preciosas, 800 esmeraldas se intercambian por 100 diamantes y
100 esmeraldas por 250 amatistas. ;Cudntos diamantes se intercambian por 100 amatistas?
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SOLUCIONES

. Basta multiplicar ambas ecuaciones por 2 y sumarlas.

. Sea x el salario diario. Entonces, x —(%x+%x Jz ahorro diario. Multiplica esta expresiéon por 40 e

igudlala a 360. Determinards que el salario diario es B:54. Por lo cual, el gasto diario en alimentacién

es B:27.

a a+l4

a 7
- b piop cntonces ab+26a=ab+14b porloque 13a=7by "= |3.

. ler. afio: $4 500; 2do. afio: $4 050; 3er. afio: $3 645; 4to. afio: $3 280.50; 5to. afio: $2 952.45;

6to. afio: $2 657.20; 7mo. afio: $2 391.48 es menor que el 50 % de $5 000 = $2 500, al cabo de 7 afios.

A== 15 554=_75
4 4
. 5(@*+ 2ab + b*) =5(a + b)) =5 -9 =45.

1 3 1
. ‘ a —‘ b —c ‘ ‘ = 5 —‘ T - 0,125 ‘ = 5 - 03875 ‘ :‘ 0,675 ‘ haciendo los cdlculos ordenadamente que-

d Itado —— .
a como resultado 13

. 140 % de 120 = $168; 75 % de 168 = $126 que es el precio final del producto.

. 160 % de x = 1,6x; 140 % de 1,6x = 224 % x. Por lo que el aumento es de 124 %.

3 3
X — )3x — x\3 2x:l Sx: la :i
8 =2 (2¥)°. Por otro lado, 4 a entonces 4 .

x X_x2+y2 _(x+y)2—2xy_36—6_

10
X Xy 3 3 )

_2
5-

X ’ X X X X
Sea ; la fraccién buscada, entonces ;N +7y ; 2y ;

y

C3x74+6x+9=24 = 3x* +6x=15.
a) a=375y b = 4,6, entonces 5a = 18,75 y 3b = 13,8 por lo que 5a > 3b.

b) n =4,95.
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15.

16
17

18

19

P~Q=(x3 -x’ +1)(x2 —2)6—2)=x5 —3xt+3x7-2x-2
P-O-R=x"-3x"+3x* —2x-2—-x" +3x* -3x? -4=8
—-2x—-6=8; x=-17.
.A=6C;B=7C,entonces B+ C=8CyAesel75%deB + C.
. Alberto: 3x; Beatriz: x y Carlos: 6x, entonces 10x = 6 000 y x = 600.

Beatriz sembré 600 posturas, Alberto, 1 800 y Carlos, 3 600.

3x—y+1 1

. Se tiene que m:Z’ entonces 12x—4y+4=5x+7y+4;7x=11y, la razén buscada es

11

7

< | =

.2

W

% de 720 = 180 practican deportes.

3 de 540 = 216 estan vinculados a actividades culturales.
5

720 — (180 + 216) = 324 estudian Matematica.

20. x%dey:% :%x:y%dex.
21. Para a = 13, b = 15, ¢ = 20 se tiene que la fraccién dada es igual a 32,5 > 1.
22. Enero: 105 % x; Febrero: 104 % de 105 % x = 109,2 % de x, por lo que sobrecumplié el plan en un 9,2 %.
23.a) x+3>10 b) 3y<17 c) y+2<x+5

d) 60-x<75-y e) x<y f) y>3
24. Edad actual: x Dentro de 4 afios tendrd 10 afios.

Edad dentro de tres afios: x + 3 Hace 4 afios tenia 2 afios.

3(x=3)=x+3

x=6

..El valor de a es 5.

25. Sea n el numero de preguntas, v el valor de cada pregunta, entonces la puntuacién total serd nv; las

3
preguntas restantes son (n—IO)E.
Se tiene, de acuerdo con las condiciones del problema, que
3 .3 1 .
oM 3v+9v=50% nv, es decir, 0" +6 =57 quese satisface para n = 30.

..El examen tiene 30 preguntas.

26. Sean x, y, z, t el peso de cada saco, tenemos que:

x+y=103; x+z=105 x+t=106; y+z=106; y+t=107; z+¢t=109
Sumando las tres dltimas pesadas, obtenemos 2(y + z +1)=322, de donde
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

38.
39.

40.

41.
42.

y+z+1t=161ycomoy+z=106,t=55;deaquix=>51,y=>52,z=54 por lo que el saco de menos peso
pesaba 51 kg.

(%@)6 =81; (ﬁf —=25; 19 =1; 26= 64; 3° = 729, entonces 1<-/5<2<3/9<3.
(/2)" =2" =1024; (910)" =10° =1000, entonces 32 >1910.

) (/2)" =20 =64: (/3)" =3* =81: (/5) =5° =125, entonces /2 <3/3 <4/5.

b) 5% = 25%; 37 = 27%; 60>, entonces 5 < 37 < 607,

X y Z X = X<y X<z y<z
33 23! 91 F F v v
4/80 4/48 /20 F F \4 A4

10 km/h (¢ + 1) = 15 km/h (¢ — 1), obteniendo ¢ = 5, entonces se desplazaria 60 km por lo que debe ir a
una velocidad de 12 km/h.

X
to, 1 da —
gastd, le queda

[SSER N

A=
N =

3
Gasto ZX , le queda Zx’ entonces

x 2
) =§x —38. Resolviendo la ecuacién se tiene que x = 120 por lo que tenfa $120.

6x>—Txy—-3y* —x+7y—2:(2x+3y+1)(3x+y—2).
Se tiene M (x+5)(x+3)=x (x+5)-9(x+5)=(x+5)(x+3)(x—3), entonces M = x — 3.

75 X 25 42
Z=3(—3)—(—12):3, y=—7, entonces ?y>6 quedando —7>6 y x<—2—5_

(B6a*p? +21a2bc—2c2)—A=2ab(—2a3b+;ac), entonces A=32a"b? +631a2bc,

a’*+2a+c’ —2c—2ac:(a—c)2 +2(a—c):63.
55 % del 60 % = 33 %.

Precio del articulo: x primer trimestre 110 % de x.
Segundo trimestre: 99 % del 110 % x = 108,9 %.
. El precio aument6 en un 8,9 %.

Nota que si m es par, cualquier potencia sera par. Si m es impar cualquier potencia serd impar. Sim y n
son pares, la suma de las potencias es impar. Si m y n son impares, la suma de las potencias es impar.
Si m y n tienen distinta paridad, la suma es par.

Hay 4; considerando cocientes 1, 2, 3 y 4, y haciendo los célculos tenemos que son 24, 48, 72 y 96.
Suma los nimeros del 1 al 12. Esta suma es 78. Como marcé 1 en la caja equivocada, la alternativa

correcta es 8.
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43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.

123 (456 + 544)+ 877 (544 + 456 )= (123 + 877)(1 000)= 1000 000.
a=4y 8442 :9 =938, entonces b=3,c=8ya—-(b-c)=9.

a) (107 —1997)=99...98003, entonces

$(10™7 —1997)=9-1993+11=17 948.
1 993 nueves

b) (4% 5" —1997)=(5-100" —1997)=499...98 003, entonces
$=9-993+15=8952.

x+y=90; 25% x+75% y=30 = x+3y=120, resolviendo el sistema se tiene que x = 75 y y = 15.
..Los nimeros son 15y 75.

x —y = 40; Jx —\/; =2, entonces hay que buscar dos cuadrados perfectos que se diferencien en 40 y
sus raices cuadradas se diferencien en 2, esos son 121 y 81, por lo que x = 121 y y = 81, cuyas raices
son 11 y 9.

Dibujando varias formas de cuadrildteros convéncete de que la figura que se forma es un paralelogramo.
En todo paralelogramo los dngulos opuestos son congruentes y por lo tanto si uno de los dngulos es
recto, el opuesto también lo es. Solo te resta establecer que uno de los dngulos restante es recto.

Basta que calcules el drea de cuadrado y le restes el drea de un cuarto del circulo, obteniendo como
resultado 64 — 8.

343 9+/3
El tridngulo es equildtero, la altura mide Ty el 4rea del tridngulo AOB es igual a Tcmz.

1
Como son 6 vueltas, la circunferencia de la rueda mide 3 de la longitud de la cuerda.

Considera la figura 11 y asume que el cuadrado pequeiio es unitario.

El lado del cuadrado grande mide V2.
Se deduce que la razén de las dreas es 2.

Fig. 11

El perimetro del rectdngulo dado es de 28 cm; se puede dibujar cualquier poligono no convexo que
tenga el mismo perimetro.

Sean o y B las amplitudes de los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo, con oo = 80 % [, entonces
80 % B+ P =90° B =50°y o =40°.

4B = 60° por adyacente al dngulo de 120°,
ZA = 80° por correspondiente con el dngulo dado de 80°,
ZC = 40° por suma de dngulos interiores de un tridngulo.

LA + LAOE + ZE = 180° por suma de dngulos interiores en el tridngulo AOE
4B + £ZBOD + £D = 180° por suma de angulos interiores en el tridngulo BOD
ZC + LCOF + ZF = 180° por suma de angulos interiores en el tridngulo COF
luego LA+ ZB + LC + 4D + LE + LF =360°.
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57.

58.

59.

60.

61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.

Debe cumplirse que x> + y*> = 20, luego el tnico caso posible es parax=4yy=20x=2yy=4
~.Hay un solo tridngulo.

C
Setiene AD=CE=2cm, DE=1cm, AC = 3 cm,
entonces el perimetro del cuadrildtero E
ADEC es AD + DE + CE + AC = 8 cm (fig. 12).
A D B Fig I2

Se tiene que MN? + NP* = 242 + 70? = 5 476 = 74> = MP?, entonces el tridngulo MNP es rectangulo, y la
distancia de N al punto medio de MP es la longitud del radio de la circunferencia circunscrita al AMNP

1
que es igual a EMP=37.
Al construir la figura se puede determinar facilmente que el 4drea buscada es la mitad del 4rea del

cuadrado, es decir, 32 cm?.

Como la suma de los dngulos exteriores de un cuadrilatero cualquiera es de 360°, entonces la octava
parte de 360 es 45 por lo que hay dos dngulos que miden 45° y los otros dos 135°.

Sea A = ab el area del rectangulo, entonces 75 %a - 120 %b = 90 %A y el area disminuye un 10 %.

El paralelogramo inicial tenia de base b y altura &, y el trapecio al que hemos llegado tiene de bases

1 1 1{3b 3b 9bh
b+5b y b—zb y altura también h. Asi pues, el drea del trapecio es A=2(2+4Jh =5V

1
como bh era el drea del paralelogramo, ésta ha aumentado en — es decir, el 12,5 %.

8
A =57-@r+21)=1274

)
El cubo tiene 12 aristas; al formar una nueva cara triangular, esta tiene tres aristas por lo tanto el nuevo

s6lido tendra 15 aristas.

1 1 1
Sea V =§7H’2h el volumen del cono; el volumen del nuevo cono serd V, =§7f @ry 2h=8-§7rr2h
por lo que el volumen aumenta 8 veces.

Sea m la longitud del lado del cuadrado, entonces su perimetro es 4m que es igual al perimetro del

4
tridngulo equildtero por lo que cada lado del tridngulo mide 3 m,

:4\/§

2
El drea del cuadrado es A. = m* y el drea del tridngulo es A, = A; =( m] —=m? y la razén

9

4.3
)

Sean Ay A, las dreas respectivas de los tridngulos de lados 4 y 6, entonces

5 5

A :T 47 =43 y A, :T 62=9./3 por lo que A, que es el drea del tridngulo buscado es 133 u?

A

A, :T m? =13-/3 donde m es la longitud del lado del trizngulo buscado, luego m=2-/13 .

pedida es A; A, =

41



69.

70.

71.
72.

Sean a y b las longitudes de los lados del rectdngulo siendo a > b, entonces la diagonal 4 =-/a* + b?

1 1
y se cumple que d =(a+b)- 54 +b por lo que se cumple que ~/a’ +b” = 54 +b; elevando al cuadra-

do ambos miembros y transponiendo queda 44> + 5% =a® +4ab+4b* donde 34> =4gb dividiendo
pora#0,3a=4byb:a=3:4.

a
Consideremos la suma a optimizar como — t E; como se busca la mayor, entonces a y b deben ser 4
c

y 56 5y4,y los denominadores ¢ y d deben ser 2 y 3 6 3 y 2. Como es una operacién conmutativa
analicemos los dos casos posibles
4 5_11_.2 4 5 23 .5 5

Primer caso: ) + 3 = 3 35; Segundo caso: 3 + 5 = 6 "6 y como 6 > 3 entonces la solucién

corresponde al segundo caso, es decir, a =4, c=3,b=5yd=2.
El dia de la semana es el martes.

Nota que 8 esmeraldas equivalen a 1 diamante y 10 esmeraldas equivalen a 25 amatistas. Por lo tanto,
100 amatistas se intercambian por 40 esmeraldas o 5 diamantes.
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OLivPLaDs POPULAR ESTUDANTIL
Cuso 2003-2004

Los estudiantes de 7mo. grado deben resolver los problemas del 1 al 14.
Los estudiantes de 8vo. grado deben resolver los problemas del 4 al 17.
Los estudiantes de 9no. grado deben resolver los problemas del 7 al 20.

1.

. En la figura 13 hay sombreados algunos rectangulos.

Para obtener una pintura de cierto color, Juan mezcla 7 L de pintura roja, 4 L. de pintura blancay 6 L
de pintura amarilla. Calcula la proporcién de pintura roja en el total de la mezcla.

. ¢Cual es el menor entero positivo por el que hay multiplicar 75 para obtener un cubo perfecto?

(Cuantos me quedan por sombrear para que al final el nlimero
total de rectdngulos sombreados sea la mitad del nimero
de rectangulos sin sombrear ?

Fig. 13
. p P 11 cm
. M es el punto medio de uno de los lados del rectdngulo
de la figura 14 que miden 7 y 11 cm. 7 em
Calcula el 4rea, en centimetro cuadrado, del tridngulo PMR. Fio. 14
ig.
m R

. ¢Cudl es el cociente entre el minimo comiin miltiplo de los 40 primeros enteros positivos y el minimo

comuin multiplo de los 30 primeros?

. ABCD es un cuadrado y P un punto en su interior tal que CDP es un tridngulo equildtero. ;Cuadl es la

amplitud del dngulo PBC?

. Determina el menor entero n, n > 0 para el que 18" es divisible por 3'3.
. Juan tenfa $500; le dio el 30 % a su hermano y gasté el 15 % del resto. ;Cudanto dinero le queda?

. Un tridngulo equildtero (fig. 15) estd originalmente pintado de negro. Cada minuto cambia, de forma

que la cuarta parte de cada tridngulo negro se vuelve blanca.

Fig. 15

Al cabo de 4 min, ;qué parte del tridngulo original sigue estando de negro?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sg=1-2+3-4+4+5-6+7-8,yS deigual forma es la suma alternada de signo de los n primeros
nimeros naturales empezando por +1. Calcula S, + S,, — S

En un grupo aprobé el 66 % de los alumnos y en otro, en el que habia el doble, aprobd solamente el 57 %.
Determina el porcentaje de aprobados que hubo entre los dos grupos.

Se tiene un tridngulo numérico como el que se muestra.
(Qué nimero es el tercero de la izquierda que aparece 2 4
en la fila 89 del tridngulo? 5 6 8 9

1
3
7
10 11 12 13 14 15 16
[ ]
[
[ ]

Determina el dltimo digito de 3293 — 5,

21 9
5 +5

Calcula 3 — 3 -
125° + 25

Considera la sucesion de enteros positivos: 1, 2, 2, 3, 3, 3,4,4,4,4,5,5,5,5,5, ... donde cada uno de
los enteros positivos aparece las veces que vale. Determina el resto de la divisién del término que
ocupa el lugar 2 003 entre 7.

Tenemos 400 cubitos de 1 cm de arista con los que hacemos el mayor cubo posible. ;Cudntos cubitos
nos sobran?

El coro de un centro escolar tiene 10 hembras y 8 varones, y la banda estd formada por 8 hembras y 10
varones. Hay 6 hembras que son miembros tanto del coro como de la banda y 23 estudiantes que son
miembros de alguno de los grupos, o de los dos. ;Cudntos varones del coro no estdn en la banda?

Sofia cortd este rectdngulo en las tres piezas que se
muestran en la figura 16 y con ellas formé un trapecio £ S
isésceles. Calcula el perimetro del trapecio isésceles. ol 2
2cm
Fig. 16
4 cm

Una parcela rectangular de 30 m por 40 m estd rodeada por un paseo de 5 m de ancho. ;Cuadl es el drea
del paseo?

Un aula tiene 20 filas de asientos con 10 asientos en la primera fila y en cada fila hay un asiento mas
que en la anterior. Queremos hacer un examen de forma que no haya dos estudiantes juntos en la
misma fila. ;Cudl es el mdximo nimero de estudiantes que podemos colocar?
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10.

SOLUCIONES

. Hay 17 L de pintura de los cuales 7 son de pintura roja por lo que la proporcién es de 7 es a 17.
. 75 =3 - 5%, que al multiplicar por 3*- 5 se obtiene un cubo perfecto que es el menor posible.

. La figura tiene 24 rectangulitos, de los cuales hay 5 sombreados. Si sombreo x mds, entonces debe

cumplirse que 2(5+ x)=24—(5 - x), es decir, x = 3. Entonces el niimero total de rectdngulos sombreados
serd de 8 y faltarfan por sombrear 16.

. El triangulo PMR tiene base 5,5 cm y altura 7 cm por lo que el area es de 19,25 cm?.

. El cociente depende de los factores primos que aparecen en el mcm de los 40 primeros enteros y que

no aparecen en el de los 30 primeros. Estos son 31 y 37, y ademds un 2, pues un factor del mcm de los
40 primeros ndmeros es 2°y en el mem de los 30 primeros aparece el factor 24, Luego el cociente
pedido es 31 - 37 - 2 =2 294.

. Como el dngulo PCB es de 30° (fig. 17) y el tridngulo PBC es isésceles, cada uno de los dngulos PBC

y CPB tienen igual amplitud, es decir, (180° — 30°) : 2 = 75°.

A B

Fig. 17

D c

. 18" = (2)" (3)* y como se busca el menor y n es natural, entonces n = 7.

. 30 % de 500 = 150, le quedan 350; el 15 % de 350 = 52,50, le queda 350 — 52,50 = 297,50. Le queda

$297,50.

1 3
. ler. minuto: n de blanco y " de negro

1 31 9
: = _
2do. minuto: 2 4116 de blanco y 16 de negro
3 1 . l 2 «—_—— d bl 27 d
er. minuto: 16116 4~ ga deblancoy - de negro
wo i, S 2LA_1TS 8L
0. minuto: o+ o =5 deblancoy 256 € negro.
Observemos que S, = —1, §, = -2, en general §, = —n.

Entonces S, + S35 — Sgo + 21+ 85, +35-(=30)=—10+21-17 +35+30=59.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sean x y 2x la cantidad de alumnos de cada grupo, el nimero de aprobados fue

66,57, 9«

X X=— 2
100~ 100 5 ¥ la proporcin de aprobados es
9x
S 3 , es decir, el 60 %.
3x 5

El primer nimero de la izquierda de la fila2 es2 =1+ 1

El primer nimero de la izquierda de lafila3es5=1+ 1+ 3

El primer nimero de la izquierda de la fila4es 10=1+1+3 +5

El primer niimero de la izquierda de lafila5es 17=1+1+3+5+7

Asi pues, el primer nimero de la izquierda de la fila 89 es 1 + suma 88 primeros impares. El primer
impares 1 =2 -1 -1, el segundo, 3 =2 -2 — 1, el 88° serd 2 - 88 — 1 = 175. Tenemos que sumar
entonces 1 + 3+ 5 + ... + 175 =7 744 y luego sumarle 1 por lo que el primer nimero de la izquierda
serd 7 745 y el tercero 7 747.

32003 _ (34 )500 .33, se tiene que 3* termina en 1 luego (3*)*® termina en 1 y 3° = 27, luego 3*°* termina

en 7y 329 — 5 termina en 2.

21 9 9 (z12 9 (<12
545 562 +1)_ 56 +1):@=5
125°+25° | 5% 45 " 15°(5" +1) '

Escribiendo bloques formados por uno, dos, varios tres, etc., veamos si hay un niimero entero de bloques para

+n

cubrir 2 003 lugares. Para ello, si 7 es el ndmero buscado, debe verificarse que 2003 = n. Es decir debe

cumplirse que 4006:n(n + 1) o lo que es lo mismo ver si hay dos nimeros consecutivos cuyo produc-

to sea 4 006, pero 62 - 63 =3 906 y 63 - 64 = 4 032. Los 62 primeros nimeros ocupan menos de 2 003
lugares y los 63 primeros mas, entonces el nimero que ocupa el lugar 2 003 es el 63 que es mdltiplo de
7 por lo que el resto es 0.

El cubo grande debe tener un volumen inferior o igual a 400 cm® y un ndimero entero como arista.
Entonces hay que encontrar el mayor entero a tal que a® < 400, es decir, @ = 7 por lo que utilizariamos
73 = 343 cubitos y nos sobrarian 400 — 343 = 57.

Como hay 36 miembros entre los dos grupos y 23 son de alguno de los dos, o de los dos, entonces hay
36 — 23 = 13 que, seguro, son tanto del coro como de la banda. De estos 13, 6 son hembras por lo que
hay 7 varones que son del coro y de la banda, y como en el coro hay 8 varones, habrd 1 varén del coro
que no estd en la banda.

El trapecio que formé Sofia es el de la figura 18, cuyo perimetro serd 2(5) + 2 + 8 = 20 cm.
4 5
Fig. 18
3 2 3 &

El 4rea de la parcela (fig. 19) es 30 - 40 = 1 200 m? y el paseo rodea un rectdngulo que contiene a la
parcela de 40 - 50 = 2 000 m? de érea.
La diferencia entre las dos, es 2 000 — 1 200 = 800 m? serd lo que corresponde solo al paseo.

46



30m

©

5m Fig. 19

20. En la primera fila hay 10 asientos y podemos colocar con las condiciones pedidas a 5 estudiantes. En
la segunda fila hay 11 con lo que podremos colocar a 6. En la tercera hay 12 y podemos colocar
solamente 6. Siguiendo este argumento podemos colocar 5, 6, 7, 8 etc., en las filas impares y 6, 7, 8,
etc. en las filas pares. Entonces el nimero total de estudiantes que podemos colocar cumpliendo los
requisitos pedidos es S +2 (6 + 7+ 8 + 9+ 10+ 11 + 12 + 13 + 14) + 15 = 200.
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OLivPLaDs POPULAR ESTUDANTIL
Cuso 2004-2005

Los estudiantes de 7mo. grado deben resolver los problemas del 1 al 14.
Los estudiantes de 8vo. grado deben resolver los problemas del 4 al 17.
Los estudiantes de 9no. grado deben resolver los problemas del 7 al 20.

10.

. ¢Cudl es el menor nimero por el que se debe multiplicar 2 004 para obtener un cuadrado perfecto?

. Un vendedor de frutas compré 200 guayabas a razén de 4 por $1.00 y 200 a 5 por $2.00. Luego las

vendi6 a razén de 5 por $3.00. ;Cuédnto gand?

. Un maestro repostero necesitdé media taza de azicar para preparar dos docenas de galletas. ;Qué

cantidad de aziicar necesitard para preparar cinco docenas de estas galletas?

. Los lados de un tridngulo tienen longitudes de 6 cm, 10 cm y 11 cm. ;Cudl serd la longitud de los lados

de un tridngulo equildtero que tiene el mismo perimetro que el tridngulo dado?

. Considera el conjunto de todos los enteros positivos de cuatro cifras diferentes. Determina la suma y la

diferencia del mayor y el menor de los nimeros de este conjunto.

. Suponga que la operaciéon a*b da como resultado la suma de los digitos del producto de a y b. Por

ejemplo, 4*7 = 10. Hallar (15*10)*(15 - 10).

. (Cuantos digitos tiene el nimero (4°)(5!%)?
. Para numerar las pdginas de un libro se necesitaron 4 221 digitos. ;Cudntas paginas tiene el libro?

. La base de un rectdngulo excede en 4 cm a su altura. Si su perimetro es de 40 cm. Calcula su area

conociendo que las longitudes de sus lados son nimeros enteros.

(Qué parte del cuadrado total (fig. 20) es el rectdngulo E si cada uno de los extremos de los segmentos
trazados a partir del cuadrado inicial es el punto medio del otro segmento?

Fig. 20
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11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

(Cudl es el mayor y cudl el menor de los cocientes que puede obtenerse al tomar dos nimeros del
conjunto {-24, -3, -2, 4, 6, 8}?

Adriana cort6 este rectdngulo en las tres piezas que
se muestran (fig. 21) y con ellas form6 un trapecio isdsceles. = $
Calcula el perimetro del trapecio isésceles. ; <
2 cm
Fig. 21
4 cm

Dividimos un cuadrado de diez mil cuadraditos pequeios, distribuidos en 100 filas de 100 cuadraditos
cada fila. Pintamos de negro los 100 cuadraditos de la fila de arriba, 99 de la segunda , 98 de la tercera,
y asi sucesivamente. ;Qué porcién del cuadrado grande hemos pintado de negro?

Si reordeno los nimeros p = 3%, g = 5%, r = 6 y s = 7* en orden decreciente, ;cudl serd la solucién?

El profesor construyé la figura 22 en un geoplano de 5 - 5 y pidi6 que se calculara su area. ;Puedes
determinar el drea?

Fig. 22

Si la razén de 3x—4ay+15 es constante y si y = 3 cuando x = 2, ;cudl es el valor de x cuando y toma
el valor 12.
Los alumnos de un grupo de baile se ponen en circulo, igualmente separados, y se empiezan a contar

a partir de uno de ellos. Si el que tiene el niimero 20 estd diametralmente opuesto al que tiene el nimero
53, (cudntos alumnos hay en el grupo?

La diferencia entre dos nimeros es 30. Si afiadimos 5 a ambos, el mayor ahora resulta ser el triple del
menor. ;Cudl era el menor al principio?

Se conoce que n!=1-2-3-...- (n—l)n, por ejemplo 4! =1-2 -3 -4 =24. Determina cudles son los dos
ultimos digitos de la suma 1! + 2! + 3! + ... + 2 004! + 2 005!

Se tiene el conjunto formado por todos los tridngulos rectdngulos donde uno de sus catetos mide 14 y
los otros dos lados son nimeros enteros. ;Cudntos elementos tiene el conjunto?

49



[N

SOLUCIONES

. Se tiene que 2 004 = 22- 3 - 167, si lo multiplicamos por 501 = 3 - 167 obtendremos un cuadrado perfecto.
. 200 : 4 = 50, gasté $50 40 : 5 = 80, la venta fue de $240.

200 : 5 = 40, gasté $80 Gané $110.
Gast6 en la venta $130.

1
. Para una docena necesitara Z taza. Para 5 docenas necesitara Z tazas.

. El perimetro del tridngulo dado es de 27 cm, por lo tanto la longitud del lado del tridngulo buscado

debe ser de 9 cm.

5. El mayor es 9 876 y el menor 1 234. La suma de ellos es 11 110 y la diferencia es 8 642.
6. 1510 =6, 15 - 10 = 150 y 6*150 = 9.
7. 45.58.210. 58 =125 .10 que es un nimero de 13 digitos.
8. De un digito: 9
De dos digitos: 180
De tres digitos: 2700 Hay en total 2 889 digitos utilizados
Quedan 4 221 -2 889 =1332y 1332 : 4 =333 siendo 999 + 333 =1 332.
Por lo que el libro tiene 1 332 paginas.
9. Sean a y b las longitudes de sus lados, entonces @ + b = 20 cm y @ — b = 4. El problema se reduce a

10.

11.

12.

13.

buscar dos nimeros enteros y positivos que su suma sea 20 y su diferencia 4. Haciendo una tabla con
los posibles nimeros tenemos que el tnico caso es para 12 y 8 por lo que el drea es de 96 cm?

Haciendo las particiones de acuerdo con los datos tenemos que los lados del rectingulo (ver figura 20)
iden a4 y ~a.Ent 4 de —a?
miden ;@ 'y _d.Entonces su dreaesde - d".

El mayor cociente se obtiene al dividir (-24) : (-3) = 8.
El menor cociente se obtiene al dividir (8) : (-2) = 4.

Podemos disponer las piezas dadas para formar el trapecio isésceles de la forma en que aparece en la
figura 23 por lo que el perimetro obtenido serd: 5 + 2 + 5 + 8§ = 20 cm.

4

Fig. 23

3 2

Hemos pintado de negro 1 cuadradito de la fila de abajo, 2 de la siguiente, etc., hasta 100 de la de
arriba, es decir, un total de 1 + 2 + 3 + ... + 100. La forma mas cémoda de realizar esta suma es
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

agrupando los sumandos por parejas (lro., dltimo), (2do., penidltimo), etc.; todas suman 101 y
como hay 50 parejas obtendremos 5 050 cuadraditos pintados de negro que constituyen una pro-
101

porcion de 200"

mcd(24, 36, 48, 60) = 12 entonces p = (3%)!2 = 24312, g = (592 = 6252, r = (6°)'2 = 2162 y
s = (7*)'? = 492 teniendo ¢ > p > r > .

La figura se puede descomponer en un trapecio de bases 1 y 2 y altura 1 y un tridngulo de base 1 y
altura 3 (ver figura 22)

1 1
Az‘rapecio = E (1 + 2)2 =3 uz s Atritingula = E (1 ’ 3): 1’5 u2 y el area de la figura es de 4,5 u.

(3x—4): (y +5)= k que es el valor constante de la razén; para x = 2 'y y = 3 se tiene que k =§ .

1 7
Ahora, para y = 12 se tiene que (Bx—4): (27)=§ por lo que X=§.

Entre el 20 y el 53 hay 32 alumnos (sin contar ni el 20 ni el 53) en cada una de las mitades del circulo.
Asi que el nimero total serd 64 + 2 = 66.

Sean x y y los nimeros buscados con x—y=30, x+5=3(y+5); resolviendo el sistema queda y = 10
que es el menor de los nimeros dados.

Se tiene que
1'=1,21=2,3!1=6,4! =24, 5! =120, 6! =720, 7! = 840, 8! = 6 720, 9! = 60 480, 10! = 604 800.

De aqui en adelante las dos ultimas cifras del factorial de los nimeros son 00 por lo que es suficiente
con realizar la suma de las dos ultimas cifras de estos nimeros.
La suma en total es 213 por lo que las dos ultimas cifras de la suma dada es 13.

Sean x y y la hipotenusa y el otro cateto del tridngulo rectdngulo, entonces 14% + y* = x?

196 = x> — y2 Divisores de 196: 1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196
196=(x+y)(x—y) tenga en cuenta que (x +y) > (x — y).

Como x + y, x — y son de la misma paridad, entonces hay que buscar las parejas de divisores cuyo
producto sea 196 y sean de la misma paridad, en este caso pares porque 196 es par.

Sean x + y =98 y x — y = 2. No hay mas casos.

..el conjunto tiene un solo elemento.
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10.

11.

PROBUEMAS DE ENTRENA

e

10 PARA LA SEGUNDA ETAPA

. Sean a, b dos enteros positivos, el drea del tridngulo en el primer cuadrante cuyos lados estdn formados

por los ejes coordenados y la recta de ecuacién ax+by =6 es igual a 6. Halla todos los posibles
valores de a y b.

. Sea funa funcién lineal tal que f(-1)=2 y f(~2)=-3. Encuentra f (5).

2 2 2 2
X +y X"ty 1 1
) +2 -
. Calcula [ Xy J( Xy ]((x+ »o(x-y)? ]

. Conociendo que x—2y=35; 2x—y=6. Calcula 2x> —Sxy+2y>.

. 1 , 1
. Si a+—=-7, Hallael valorde @” +— .
a

a

. Siel80 % de A, el 25 % de By el 50 % de C son proporcionales a 3, 4 y 5, respectivamente. ;Qué tanto

por ciento es A de B + C?

. Si la pendiente de una recta r en el plano XY es la mitad de la pendiente de la recta 2x—-3y+12=0y

su interseccioén con el eje X es el doble del de la recta dada. Halla la ecuacién de r.

. Demuestra que si dos fracciones representan el mismo ndmero racional, la fraccién obtenida sumando

los numeradores y los denominadores representa también el mismo nimero racional.

. Sean las rectas r, y r, que satisfacen las condiciones siguientes:

1) r, estd dada por la ecuaciéon y =ax .
ii) r, estd dada por la ecuacién Sax—y=32.

Determina los nimeros naturales que deben formar el dominio de la variable a para que las coordena-
das del punto de interseccion de estas dos rectas sean nimeros naturales.

X Y
Sabiendo que x + y = 6, xy = 3. Calcula ; + ;

Samuel y David compiten corriendo en una pista de 50 m y Samuel gana por 10 m, lo cual quiere decir
que cuando Samuel pisa la raya final, Daniel estd exactamente 10 m detrds de él. Corren una segunda
carrera en la misma pista pero Samuel empieza 10 m antes de la raya de partida. Demuestra que Samuel
vuelve a ganar la carrera y determina cudntos metros llega primero a la meta.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Determina la ecuacién de la funcién lineal f tal que:

D f@)=1

G ACN
ii) =2
AE)
Demuestra que si se tienen dos nimeros diferentes cuya suma es 1, si al cuadrado del mayor se le suma
el menor, el resultado es el mismo que si al cuadrado del menor se le suma el mayor.

Sea un nimero fraccionario cualquiera menor que 1 con numerador y denominador enteros positivos.
Demuestra que si se le suma un mismo entero positivo tanto al numerador como al denominador, el
nimero obtenido también es menor que 1.

Sea b € Z el valor de la ordenada donde el grafico de una funcién lineal que satisface la ecuacién
2f(x=2)=f(x=1)+ f(x)-11+b corta al eje Y.

Determina todas las funciones f tales que |b|< s y su pendiente es un nimero entero, y demuestra que
todas las rectas cuyas ecuaciones fueron obtenidas en el inciso anterior, tienen un punto comun.

(2n® +4n+18)7 - n)
—3n* +18n +21

Halla los valores enteros positivos n, tales que la expresion represente un nu-

mero entero.

En los Concursos Nacionales de Matemadtica se consideran las hembras y los varones participantes, y
se dividen en dos grupos. Los varones representan el 55 % del nimero total de participantes. La razén
entre el nimero de varones de preuniversitario y el de varones de secundaria bdsica es igual a la razén
entre la cantidad total de preuniversitario y la cantidad total de secundaria basica. Halla la razén entre
la cantidad de varones de secundaria bésica y la cantidad de hembras de secundaria bésica.

Los nimeros en los circulos grandes (fig. 24) son la suma de los niimeros que estdn en los circulos
pequefios adyacentes a €l. ;Cudl es la suma de los nimeros en los circulos pequefios?

O,
/N

G e ° Fig. 24

Cuando una quinta parte de los adultos se fueron de una fiesta, la razén de los adultos a los nifios era de
2 : 3. Mas tarde, cuando 44 nifios se fueron, la razén de los nifios a los adultos era de 2 : 5. ;Cudntas
personas quedan en la fiesta?

Un grupo de cinco amigos se citaron para jugar domin6. En cada partido participaban 4 jugadores
distintos cada vez. La suma de las edades de los jugadores para los distintos juegos fue 124, 128, 130,
136 y 142. ;Cudl es la edad del jugador mas joven?
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21.

22,

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Dadas las expresiones algebraicas

1
A=a?+9ab-3; B=2a>—b%; C=4ab—6a4>+8 ¥ D=5a2+3b.

Calcula y simplifica: a) A - B + C - 2D b)A-B-C-D.
Sean a, b, ¢ enteros positivos con
13 1
? b+
c+1

Encuentra el valor de a + b + c.

Demuestra que n= x/?’ +24/2 - x/3 ~2+/2 es un entero.

En 5 dias cuatro vacas negras y tres vacas blancas dan tanta leche como tres vacas negras y 5 vacas
blancas dan en cuatro dias. ;Cuédles vacas dan mds leche, las negras o las blancas?

Pedro y Luis suben caminando por una escalera mecdnica en movimiento. Cuando Pedro llega arriba
ha subido 21 escalones, mientras que Luis, quien camina con una velocidad que es el doble de la de
Pedro, ha subido 28. ;Cudntos escalones tiene la escalera en reposo?

25 25 25 25 25

Halla el valor de S'si S = + + + +...+
8-9 9.10 10-11 11-12 99 - 11

Un profesor de Matemética le dice a sus alumnos:

— Naci hace menos de un siglo.

— El nimero de afios cumplidos se puede expresar como el producto de dos nimeros primos consecutivos.
— Llevo mds de 50 afios impartiendo clases de Matematica.

(Cual es la edad de dicho profesor?

Dos velas tienen diferente longitud y grosor. La més larga dura 7 h ardiendo y la mas corta 10 h. Si
después de 4 h ardiendo, las dos velas tienen igual longitud, ;cudl es el cociente entre las longitudes de
ambas?

Dos jarras idénticas estdn llenas de una mezcla de aceite y vinagre en la proporcién de 2 : 1, una de
ellas y de 3 : 1, la otra. Si vaciamos ambas jarras en una grande, halla la proporcién de aceite y vinagre
que hay en la mezcla.

Se tiene una lista ordenada en orden creciente de 76 ndmeros naturales consecutivos, si el menor viene
> 2n* =3n-5 > 16n> + 64n . )
dado por la expresiéon a =———— y el mayor por la expresion b =————— . Determina cudl es
n>—3n—4 n’>—16

el nimero que ocupa el trigésimocuarto lugar en la lista.

Adriana ingresé en la computadora las notas de cinco estudiantes, ordenadas al azar. Luego de ingresar
cada nota, la computadora calculaba el promedio de todas las notas ingresadas hasta ese momento.
Adriana observd que esos promedios eran siempre nimeros enteros. Si las notas de los cinco estudian-
tes, ordenadas de menor a mayor, fueron 71, 76, 80, 82 y 91, determina en qué orden las ingresé
Adriana en la computadora. Da todas las posibilidades.

Sea C el conjunto de nimeros naturales de la forma 4n + 1 paran =0, 1, 2, ... Se dice que un nimero
es primo en C si no puede escribirse como el producto de nimeros menores que €l y que sean
elementos de C.
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33.

34.

35.
36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.

47.

a) Prueba que 4 389 es un elemento de C el cual puede escribirse de al menos dos maneras diferentes
como el producto de dos nimeros primos en C.
b) Halla otro elemento de C con la misma propiedad que 4 389.

Se tiene una balanza con dos platillos en la cual se puede pesar desde 1 hasta 13 kg, utilizando sola-
mente tres pesas A, By C. Indica de cudntos kilogramos han de ser las pesas A, By C, y cémo realiza-
rias cada una de las pesadas anteriores utilizando estas pesas.

Los nimeros naturales se escriben en orden creciente en grupos de 5. El primer grupo comprende los
ndmeros 1, 2, 3, 4 y 5; el segundo grupo, 6, 7, 8, 9 y 10, y asi sucesivamente. ;Cudl es el grupo cuya
suma es la més cercana a 2 005?

Encuentra el menor nimero entero que multiplicado por 21 todas sus cifras sean 4.

Un ndmero natural se llama ascendente si cada digito en el nimero es mayor que el digito de su
izquierda. Por ejemplo, 2 478 es un nimero ascendente. ;Cudntos nimeros ascendentes hay com-
prendidos entre 4 000 y 5 000?

Se define la funcién fpor f(n)=(@—-1)f(n—1),n> 1y f (1) = 1. Calcula f (2 003).

Halla todos los pares de nimeros naturales (m; n) que satisfacen la igualdad 6-m" —8n +1=2003.

Se escriben en orden creciente los nimeros enteros positivos que son multiplos de 4, de 5 o de ambos
a la vez, obteniéndose la sucesion 4, 5, 8, 10, ... Determina el nimero que ocupa la posiciéon 2 003 en
esta sucesion.

Un nadador para entrenar realiza sesiones de entrenamientos de 3, 5 y 7 km. Su entrenador le reco-
mienda entrenar un total de 35 km. ;Podra realizarlos en 10 sesiones? Explica tu afirmacién.

Considera los ndimeros n y m tales que

n=1-2-3-4.97-98-99 -100 y m =100000...00000
%,—/

200 ceros
(Cudntos ceros tiene al final el nimero que resulta de la diferencia entre n y m?
Sean P(n) y S(n) el producto y la suma de los digitos del nimero n respectivamente, por ejemplo:

P(23)=6 y S(23)=5. Si n es un nimero de dos digitos tal que n=P(n)+ S (n). (Cudl es el digito de
las unidades de n?

(Cudles son los tres digitos que hay que aumentar al final del nimero 579 para que el nimero 5794p¢
sea divisible entre 5, 7 y 9?

Definimos el reverso de un nimero entero de dos cifras como el nimero que se obtiene permutando las
dos cifras que lo componen (por ejemplo el reverso de 34 es 43). ;Cudntos nimeros hay que sumados
a su reverso dan un cuadrado perfecto?

Determina todos los nimeros de la forma X1997Y que son divisibles por 36.

Demuestra que la suma de los cuadrados de 3 nimeros impares consecutivos aumentada en 1 es un
multiplo de 12.

Sea p un nimero primo y r el resto de la divisién de p por 210. Si sabemos que r es un nimero
compuesto y puede representarse como la suma de dos cuadrados perfectos, determina r.
Nota: 169 = 122 + 52,
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48.

49.

50.

S1.
52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Sea n un nimero de 6 cifras, cuadrado perfecto y cubo perfecto; si n — 6 es un nimero primo, halla el
valor de n.

La poblacién de una ciudad era un cuadrado perfecto, es decir, un nimero entero al cuadrado. Con 100
personas mads, la nueva poblacién resulté ser un cuadrado perfecto mds uno. Ahora, con otro aumento
de 100 personas, la poblacién es nuevamente un cuadrado perfecto. ; Cudl era la poblacién original?

Encuentra todas las parejas (a; b) de enteros no negativos tales que: > =3-2° +1

Halla todos los enteros positivos m y n tales que 2" + 1 = m?.

Sea N = 10 y sea C(N) el nimero que representa la cantidad de ceros de N. Calcula la suma de los
digitos de N — C(N).

Determina la cantidad de ndmeros enteros positivos de cuatro cifras, todas diferentes y ninguna 0, que
hay, sabiendo que la suma de sus cifras es 12.

Algunas quintas potencias de ndmeros enteros tienen todas sus cifras distintas: por ejemplo, 2°= 32 y
35 = 243, Algunas tienen cifras repetidas, por ejemplo 10° = 100 000. Sea n el nimero de potencias
quintas perfectas que tienen todas sus cifras distintas; demuestra que n < 90.

Halla todos los enteros positivos n para los cuales se cumpla que n + 3 divide a n*+ 7.

El perimetro de un rombo es 34 cm y la suma de las longitudes de sus diagonales es 25 cm. Encuentra
el drea del rombo.

El perimetro de un tridngulo rectdngulo es de 132 cm y la suma de los cuadrados de los lados es 6 050 cm.
Calcula la longitud del cateto mayor.

Consideremos la figura 25. El tridngulo ABC es equilétero;
el circulo que tiene su centro sobre el segmento determinado por
los puntos A y C, es tangente a las rectas determinadas por los A ° c

puntos Ay B; By Cy tiene radio 2.
El tridngulo A’BC’ tiene igual area que el circulo y AC || ac.
Encuentra la altura del tridngulo A’BC’.

A’ C’

Fig. 25
B

Tenemos un cuadrildtero que tiene sus cuatro lados diferentes, pero las diagonales son perpendiculares
y miden 10 y 7 m, respectivamente. Halla el 4area del cuadrilétero.

Sea ABC un tridngulo is6sceles de base AC; AP L. BC y CE es la bisectriz del angulo ACB.
Si ZABC = 40°, determina la amplitud del dngulo AEC.

En un tridngulo isdsceles se tiene que el angulo opuesto a la base tiene una amplitud de 54°. Determina
la amplitud del dngulo mayor formado por las bisectrices de los dngulos base al cortarse.

En la figura 26:

BD y BE son segmentos que trisecan al dngulo ABC; C
E
AC = AB, ZCAB = 60° D
ZADB = 100°, ZGFB = 80°. Fig. 26
A G B

Prueba que DE - BG = FG - BD.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Sea ABCD un paralelogramo de 24 cm? de drea, M y N son los puntos medios de AD y BC, respectiva-
mente; se trazan CM y DN que se cortan en el punto O, se prolonga el lado AB por ambos extremos
hasta cortar a DN y CM en los puntos P y Q, respectivamente. Calcula el drea del pentigono ABNOM.

Se tiene un cuadrildtero ABCD con dos dngulos rectos A y D, y dos lados iguales AB y AD que miden
5 cm. Si CD = 17 cm, halla el 4rea y el perimetro del cuadrildtero ABCD.

En el rectangulo RSTV, en el lado RS se sitian los puntos W'y P de forma tal que RW = WP = PS. Si RS = 12 cm,
RV = 6 cm, halla el érea del trapecio RPTV.

Se tiene un terreno de forma cuadrada con 400 m* de superficie, en el cual se construye una circunferen-
cia del mayor radio posible. ;Qué razén representa el drea no utilizada con respecto al drea del terreno?

Calcula el drea del tridngulo ABC rectiangulo en C de lados a, b y ¢ sabiendo que ¢ +b=-/18 vy la

hipotenusa mide 4.

A
En la figura 27:
Tridngulo ABC rectdngulo en C.
AB =20 cm, AC = 12 cm. Fig. 27
Si AD = (BD + 8) cm. ¢ D B
Halla CD.
En la figura 28: B

Circunferencia de centro O y radio r. Se tiene que l
todas las cuerdas son iguales (pentagrama inscrito).
Halla la amplitud del dngulo ABC. Ve'

Dado el tridngulo ABC rectangulo en C. Se traza CH L AB con AH = 16 cm y BH = 49 cm. Calcula el
area del tridngulo ABC.

Dado un tridngulo ABC rectiangulo en C, AB = 6 cm y CM es la mediana relativa al lado AB. Si el
tridngulo ACM es equilétero, determina el drea de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC.
En el diagrama se han situado los puntos a . .

intervalos de 1 cm.
Halla el 4rea de la poligonal
cerrada que aparece en la figura 29.

Fig. 29
Un cuadrado y un tridngulo equildtero tienen el mismo perimetro. El drea del tridngulo es 9./3 cm?.
Calcula la longitud de la diagonal del cuadrado.
En la figura 30: B

El dngulo exterior C mide 116° y el dngulo BAC mide 60°,
O es el incentro.

Calcula las amplitudes de los dangulos AOB, AOC y BOC. Fig. 30
A c
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75.

76.

717.

78.
79.

80.

81.

82.

83.

84.

8s.

86.

87.

88.

Se tiene el tridngulo ABC con LACB = 40° a partir de A y B se prolongan los lados AC y BC hasta M y
N respectivamente, y se trazan las bisectrices AD y BD de los angulos BAM y ABN. Determina la
amplitud del dngulo ADB.

Dos lados de un tridngulo tienen longitudes de 7 y 11 cm. Si el d4ngulo formado por ellos es un dngulo
obtuso, prueba que para el tercer lado del tridngulo de longitud x cm, se cumple que 11 < x < 18.
En la figura 31: N\ K B/ c/
ABCD es un paralelogramo, KL es la bisectriz del
angulo MAB. m
a) Probar que el tridngulo KAB es isésceles. 4 b
b) Probar que el tridngulo KLC es isdsceles.
L Fig. 31
Si el perimetro de un tridngulo isésceles es de 36 cm y la altura mide 12 cm, halla el 4rea del tridngulo.

Se tiene un cuadrado de 16 cm de lado; en su interior se sitda el punto F tal que AF = BF, sobre el lado
CD se sittia el punto E con EF 1 CD y EF = AF. Halla el 4rea del tridngulo ABF.

Si desde un punto P exterior al segmento MN se traza PQ perpendicular a MN, de modo que Q pertene-
cea MNy MQ > NQ. Prueba que PM > PN.

Se tiene un tridngulo ABC rectdngulo en A. Los puntos P, O y R son los puntos de contacto de la
circunferencia inscrita con los lados AB, BC y AC, respectivamente. Si AP = 3 y PB =7, halla la longitud
de RC.

Se tiene un tridngulo MNP con PQ bisectriz del dngulo MPN; por el punto P se prolonga el lado MP
hasta un punto S. Si se traza NS paralela a PQ, demuestra que el tridngulo PNS es isésceles.

Con 6 cuadrados iguales se ha construido un rectidngulo ABCD como se muestra en la figura 32.
a) Demuestra que el tridngulo DMN es isOsceles.

b) Calcula la amplitud del ZDMN.

¢) Calcula la amplitud de la suma de los dngulos DNP y NMB.

D C
<
\‘ ~~~~~
5 *~~~\~
\ ~
\ ~~.
P = N
A} Pid
\ ’f"
\ |
\\ ,"’ .
o Fig. 32
A M B

Demuestra que en cualquier circunferencia si se trazan dos didmetros MM’ y NN’, entonces las cuerdas
MN y M’ N’ son iguales y paralelas.

Prueba que en un tridngulo rectdngulo la longitud de la hipotenusa es el doble de la longitud de su
mediana correspondiente.

Sea P un punto interior del tridngulo ABC tal que £BPC = 117°, ZABP = 28° y ZACP = 19°. Calcula la
amplitud del BAC.

En un tridngulo acutdngulo, la amplitud del dngulo mds pequefio es la quinta parte del mayor. Si cada uno
de los dngulos mide un nimero entero de grados, ;cudntos grados suman los dos dngulos mayores?

Considera el paralelogramo ABCD y sobre el lado CD se sitia el punto C’ de forma tal que CC’ es el 25 %
de CD. A partir de B se prolonga el lado AB hasta B> de forma tal que AB’ = 150 % de AB, dando lugar
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89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.
96.

97.

98.

al trapecio AB’C’D. (En qué porcentaje ha aumentado el drea del paralelogramo para llegar a ser el drea
del trapecio?

Sean ABCD un rectangulo, E el punto medio de BC, F el punto medio de CD y G el punto de intersec-
ciéon de DE con BF. Si LFAE = 20°, ;cuanto mide el ZEGB?

Considera un cuadrado ABCD en ese orden y sea E el punto medio del lado BC. Sobre el segmento DE
se elige un punto F de forma tal que AF sea perpendicular a DE en ese punto.
Demuestra que ZCDE = ZEFB.

Tenemos un cuadrildtero que tiene sus cuatro lados diferentes, pero las diagonales son perpendiculares
y miden 10 y 7 m, respectivamente. Halla el area del cuadrilétero.

Se dice que un poligono es regular si tiene sus lados y sus dngulos iguales. ;Cudl es la razén entre
el drea del tridngulo ACE y el drea del hexdgono regular ABCDEF cuyos vértices estdn en ese
orden?

En el dangulo AOB se tiene que OM es bisectriz del LZAOB y ON es una semirrecta interior al ZMOB.
Prueba que 2ZMON = ZAON - ZBON.

En la figura 33 los puntos A, B y D estdn alineados.

El tridngulo ABC es equildtero y en el tridngulo BDE se tiene que BE = ED y ZBED = 20°. Halla la

amplitud del ZABE. c

A B D
Fig. 33

Demuestra que las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo forman un 4ngulo recto.

Sea ABC un tridngulo is6sceles con AB = BC 'y LZABC = 144°. Se consideran el punto K en AB, el punto
Len BCy el punto M en AC de modo que KL es paralelo a AC, KM es paralelo a BC 'y KL = KM. La recta
LM corta a la prolongacién del lado AB en P. Halla la amplitud del ZBPL.

El tridngulo POR es rectangulo en Q (fig. 34).
PS=PTyRT=RU.
Calcula la amplitud del £STU.

Fig. 34

Q v R

Siete muchachas y siete muchachos fueron juntos a una fiesta. Al finalizar la fiesta, cada uno de ellos
escribié el nimero de personas con las que habia bailado. Estos nimeros fueron: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6,
6, 6, 6, 6, 6, 6. Demuestra que alguien se equivocé al escribir el nimero correspondiente.
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99. De un grupo de jévenes que se encuentran en una fiesta, se retiran 15 muchachos y entonces quedan
dos muchachos por cada muchacha. Después se retiran 45 muchachos y quedan 5 muchachas por cada
muchacho. {Cudl era el nimero de muchachos al comienzo de la fiesta?

100.

101.

102.

103.

104.

10sS.

106.

107.

108.

Se tiene una lista con los primeros 53 niimeros enteros positivos. Se distribuyen dichos nimeros en
dos grupos M y N, el grupo M con 27 de estos nimeros y el grupo N con los restantes nimeros de
forma que en cada grupo hay el mismo promedio entre los nimeros seleccionados. Si se quiere sacar
un nimero del grupo M para pasar para el otro grupo, manteniendo los promedios originales de cada
grupo, ;cudl es el nimero que se debe cambiar de grupo?

En una escuela hay 1 000 estudiantes y cada uno tiene una taquilla. Todos los afios, a final del curso,
montan un juego algo extrafio; se colocan en orden alfabético, va el primero y abre todas las taqui-
llas. A continuacién, el segundo las cierra de dos en dos, o sea, cierra la 2, 4, 6, etc. Luego va el
tercero y acude a las taquillas ndmeros 3, 6, 9, 12, etc. y las abre si estaban cerradas y las cierra si
estaban abiertas; luego el cuarto va a las taquillas 4, 8, 12, 16, etc. y hace lo mismo (las abre o las
cierra segun estén cerradas o abiertas) y asi contintia el juego hasta pasar todos. Al final, ;cudl es la
dltima taquilla abierta?

Tres jugadores A, B y C participan en un juego: hay tres tarjetas, cada una de las cuales tiene escrito
un ndmero natural. Estos tres nimeros p, g y r cumplen la condicién: 0 < p < g < r. Las tres tarjetas se
revuelven y se reparten (una a cada jugador). A continuacién, cada uno de ellos recibe un nimero de
piedrecitas equivalente al nimero que aparece indicado en la tarjeta que le tocé y que deben conser-
var por el resto del juego. Después las tarjetas se revuelven otra vez. El proceso anterior se efectiia
completo al menos tres veces. Cuando los jugadores se cansan y deciden terminar el juego, el juga-
dor A se queda en total con 20 piedrecitas, B con 10 y C con 9. Ademds, sabemos que en la dltima
reparticion a B le tocé la tarjeta con el nimero r. ;Quién recibié la tarjeta con el nimero g en la
primera reparticiéon?

En un tablero de m x n se escribe un nimero (no necesariamente entero) en cada casilla de tal manera
que la suma de los nimeros en cada fila y en cada columna es 1. Demuestra que m = n.

Un estudiante estuvo leyendo un libro de Matematica por 37 dias de acuerdo con la siguiente regla:
(I) Cada dia estaba leyendo al menos una hora.

(I) Cada dia lefa un ndmero entero de horas y a lo sumo 12 h.

(IIT) En total €l estuvo leyendo a lo sumo 60 h.

Prueba que hay algunos dias consecutivos en los cuales el estudiante ley6 en total durante esos dias, 13 h.

Ernesto salié de vacaciones por algunos dias y observé que llovié 7 veces en total. Cuando llovia en
la mafana, estaba claro en la tarde: ademds, solo 5 tardes y 6 mafianas fueron claras. ;Por cudntos
dias sali6 Ernesto de vacaciones?

Un condenado queda en libertad cuando alcance el final de una escalera de 100 escalones.
Pero no puede avanzar a su antojo, puesto que estd obligado a subir un solo escalén cada dia
de los meses impares y a bajar un escalén cada dia de los meses pares. Comienza el 1 de enero
de 2001. ;Qué dia quedard en libertad? ;Qué dia quedaria en libertad si la escalera tuviera 99
escalones?

Nueve personas han celebrado cuatro reuniones diferentes sentados alrededor de una mesa circular.
(Han podido hacerlo sin que existan dos de esas personas que se hayan sentado una junto a la otra en
mds de una reunién? Razona la respuesta.

Una oficina de turismo va a realizar una encuesta sobre el nimero de dias soleados y nimero de dias
lluviosos que se dan en el afio. Para ello recurre a seis regiones que le trasmiten los datos de la
siguiente tabla:
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109.

110.

111.

112.

113.

Region Soleados o lluviosos Inclasificables
A 336 29
321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

La persona encargada de la encuesta no es imparcial y tiene esos datos mds detallados. Se da cuenta
de que, prescindiendo de una de las regiones, la observacién da un nimero de dias lluviosos que es
la tercera parte del de dias soleados. Razona cudl es la region de la que prescindird.

(Cuantos nimeros entre 1 y 2 005 sélo utilizan dos digitos diferentes al escribirlos? (Por ejemplo,
1 919 cumple la condicién y 1 231 no la cumple).

En una pizarra se tienen escritos once nimeros 1. Se permite tomar dos nimeros y sumarle 1 a
ambos, restarle 1 a ambos, o sumarle 1 a uno y restarle 1 al otro. ;Es posible mediante estas operacio-
nes tener escritos en la pizarra once nimeros 10?

Tienes 3 bolsas llenas de bolas: en la bolsa A hay 12 bolas, 4 blancas y 8 negras; en la B hay 6 bolas
blancas y 15 bolas negras y en la bolsa C hay 7 bolas blancas y 20 bolas negras. Sacando una bola de
cada bolsa, jen cudl es mas fécil que te salga una bola blanca?

Un rectdngulo de 70 cm de largo y 80 cm de ancho estd totalmente recubierto por cuadrados idénti-
cos. (Cudntos cuadrados, como minimo, hacen falta?

Una caja estd llena de bolas de 20 colores distintos. Al azar se van sacando bolas de la caja. ;Cudl es
el minimo ndmero de bolas que deben sacarse para poder garantizar que en la coleccién tomada
habra al menos 100 bolas del mismo color?
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SOLUCIONES

6
. Larecta corta al eje x en el punto (av 0), mientras que corta al eje y en el punto (07 b)' Como el érea
., 1Y6)6) 18
del tridnguloes A=| ||~ || - |=—=6,dedonde ab=3,porloquea=1,b=30a=3,b=1.
2MNa )\b) ab

. Basta observar que la forma de la funcién lineal es f(x)=ax +b. Resolviendo el sistema de ecuaciones

que resulta al evaluar la funcién en los valores dados, se obtiene que: f(5)=-8.

. Transformando la expresi6n dada se tiene

=7 @G+ (=9’ —@x+y) |
Xy Xy (x+ ) (x—y)°

2x —5xy+2y* =Q2x—-y)(x-2y)=5-6=30.

1 1 1Y
a+—=-7 pero a2+2=[a+) —2247.
a

a a
. | o datos ¢ 80%A _25%B _50%C R
. De acuerdo con los datos tenemos 3 4 5 entonces T 16 10
64 8 ) .
B= EA; C= EA sumando B y C y haciendo los cdlculos se tiene que A es el 14,4 % de B + C.

2
. La recta dada tiene pendiente 3 la pendiente de la recta r tiene pendiente 3

La recta dada corta al eje x en el punto de abscisa — 6, por lo que la recta r lo corta en el punto de abscisa

1
—12, entonces se puede formar la ecuacion 0=—-4+n y n = 4. La ecuaciéon de r es ¥y = gx +4,

X q ) X a
. Sean —, — dos fracciones con — =, entonces
y b y b

bx
—~+x
a+x _y _bx+xy _xb+y _x

b+y b+y yb+y yb+y vy

lo que prueba que se obtiene la misma fraccién.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

r: y=ax r: y=5ax—-32

1 2
Se tiene ax=5ax—32, entonces 4ax=32 y ax = 8, como los divisores de 8 son 1, 2, 4 y 8 esos son
los valores posibles para a, es decir, a = 1, 2, 4, 8.

2 2 2 _
X y_x 4y (xty) —2xy 36 6=10‘

y X Xy Xy 3

Sean V,y V, las velocidades de Samuel y David, respectivamente, con

V- 50m _ 60 m
t t

v, :M =™ entonces “;S = % = 60 y el valor de x es 48 por lo que David recorre 48 m y queda
t £ i x

2 m por detrds de Samuel.

Sea la funcién buscada del tipo f (x)zmx+ n, por i) se tiene que 1=4m+n (1)
f@)=2m+n; f(5)=5m+ny f(B)=3m+n, por ii) se tiene que —3m=6m+2n por lo que
2n +9m =0 (2).

De (1) y (2) resolviendo el sistema se tiene m = — 2y n = 9, entonces f (x) = —2x + 9.

Seana+b=1cona>b,entoncesa>+b=((1-b)+b=b-b+1=b-b+a+b=>b+a.

x+a
<1l

x
Sea 0<—<I1, entonces x <y, seaa € N* entonces x + a <y +a por lo que
y y+a

a) Sea f (x)=mx+n=7(0)=n=>5,luego f)=mx+b
2 [m (x - 2)+ b]= m(x - 1)+ b+mx+b—11+b. Haciendo los célculos indicados y reduciendo los

11-b

términos semejantes queda —3m=b—11y m= para que m sea un entero 11 — b tiene que ser

un multiplo de 3 con 5] <S,parab=2,m=3y f(x)=3x+2;parab= -1,m=4y f(x)=4x—1;
parab=-4,m=5y f(x)=5x—4.

b) 3x+2=4x-1 para x = 3, entonces y = 11 y el punto es (3; 11) probando en la tercera funcién
5(3)—4:11 por lo que el punto pertenece también a la misma.

~. El punto (3; 11) pertenece a las tres rectas encontradas en a).

2 2 2
(@n® +4n+18)7-n) o ISy 2n’ +4n+18 _1[, 16
—3n* +18n+21 3n+3 3n+3 3 n+1
de aqui tenemos los posibles casos:
ayn+1=1 bpn+1=2 o¢cn+1=4 dn+1=8 e)n+1=16
n=0 n=1 n=3 n="7 n=15

Como los casos a) y d) son imposibles, entonces n = 1; 3 y 15.
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17.

18.

19.

20.

21.

Sean x, la cantidad de hembras de preuniversitario, y la cantidad de hembras de secundaria bésica, z, la
cantidad de varones de preuniversitario, w la cantidad de varones de secundaria basica.

Entonces tenemos las ecuaciones z+w=055(x+y+z+w); w:z=(y+w)(x+z) y se busca la ra-

Z_x+tz z+tw _xty+tz+w

z6n w : y. Tomemos ~ = entonces - teniendo que
wo y+w w y+w

wo Z+w 55 11 y+w 20

T100 20° de esta forma —— de aqui se tiene que

y+w x+y+z+w 11

y 9 w11

w11 y 9
Se tiene que x+ y=30, y+z=38, x+z=26, que al sumarlas tenemos 2(x+ y+ z)=94; por lo tanto,
x+ty+z=47.

Sean a: nimero de adultos que estaban inicialmente en la fiesta y n: nimero de nifios que estaban
inicialmente en la fiesta.
Cuando una quinta parte de los adultos se fueron, quedaron cuatro quintas partes y la razén era

2a
5. .2 = 6a=>5n

n
Después que se fueron 44 nifos, la razén de los nifios a los adultos era de 2 : 5, es decir,

n=44 2 =250 -1100
4 5

5

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que a = 50 y n = 60.

Luego, el nimero de personas que quedan es :(50)+ (60— 44)=40+16=56
Sean a, b, ¢, d y e las edades de los jugadores. Entonces tenemos que
a+b+c+d=124 (1)

a+b+c+e=128 (2)

a+b+d+e=130 (3)

at+c+d+e=136 (4)

b+c+d+e=142 (5)

Se puede observar que e > d > ¢ > b > a, buscaremos entonces resolver para a.
Al sumar las 4 primeras ecuaciones y restar tres veces la quinta ecuacién tenemos que

4a+3(b+c+d+e)-3(b+c+d+e)—124+128+130+136—3(142)

4a-518-426=92
a=23

a) (a2 —9ab—3)— (2a3 —b2)+ (4ab—6a2 +8)—2(;a2 +3b]
=a’>-9ab-3-2a° +b*> +4ab—-6a* +8—a* -6b

=—2a*-6a’>-b*-5ab-b+5
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

by (&> —9ab-3)2a® —b*)-(dab-6a’ +8)(;a2 +3b)

=2a* —a’b?> —18a’b+9ab’ —6a” +3b* —=2a’b—12ab* +3a* +18a’b —4a* — 24b
=5a* —a’b* =20a°b+9ab’® —10a> +3b> —12ab* +18a’b—24b

1
Como b y ¢ son enteros positivos b+ 1 >1, luego ;1< 1, entonces a es la parte entera de
¢ b+—
c+1
13 4 1
9 portantoa=1Yy §=b+c+1 de donde b =2y ¢ = 3. Por lo tanto, a + b + c = 6.
Basta darse cuenta de que la cantidad subradical debe ser un cuadrado perfecto, por lo que

3+2-/2=p* y 3-2-/2=¢>, en este caso p2:(1+ﬁ)z y qzz(l_ﬁ)z.

Llamemos x y y a las cantidades diarias de leche que dan las vacas negras y blancas, respectivamente.
Tenemos entonces que: 5(4x+3y)=4(3x+5y) por lo que 8x=5y, es decir, 8 vacas negras dan la
misma cantidad de leche por dia que 5 vacas blancas, por tanto dan mds leche las vacas blancas.

Sea x el total de escalones que tiene la escalera en reposo; ¢ tiempo que transcurre al pasar un escalén de
una posicion a la inmediata siguiente. De esta manera una persona en reposo tardaria un tiempo xt en

subir la escalera mecdnica. Como Pedro sube 21 escalones caminando, llega arriba en el tiempo (x —21)r

x—=21)t
y para subir cada escalén, ha demorado (21) . Similarmente, el tiempo que emplea Luis en subir cada
o =28 . . .
escalon es BETEE Como la velocidad de Luis es el doble de la de Pedro, el tiempo que demora Pedro

(x—21)r  2(x-28)
21 28

en subir un escalén es el doble del que emplea Luis, luego de donde x = 42.

Observemos que:

I _n+l-n_1 1
n(n+1)_ n(n+l)_n n+1 entonces:

TR A TIE B TS N U AT A TS -
8 9 9 10 99 100 8 100 8
Posibles:

2-3,3-55-7,7-11,11 - 13 =143 > 1001 no puede ser.
De las restantes parejas la tnica que cumple las condiciones es el 77, que es la edad de ese profesor.

Sea x la longitud de la vela larga, y la longitud de la corta. Al cabo de 4 h se habrd consumido 7 X en

la primera y 0,4 y en la otra por lo que las longitudes que quedaron son 7 x, 0,6 y.

3
Como nos dicen que 716 =0,6y, entonces x : y =5 : 7 que es la razén buscada.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Supongamos que en la primera hay 12 L, 8 serdn de aceite y 4 de vinagre. Si en la segunda hay 12 L,
9 serdn de aceite y 3 de vinagre. Asi, pues, en la mezcla de 24 L, 17 son de aceite y 7 de vinagre por lo
que la proporcién de aceite y vinagre es 17 : 7.

2 2 B
16n” +64n  2n —3n—5=75’ entonces lon(n+4)  (2n-5)(n+1) _ 75
n’-16 n*-3n-4 (n+dH(n-4 n-Hn+)

Consideremos

14n+5

=75, entonces
n—4

que al simplificar y sumar fracciones de igual denominador queda

14n+5=75n-300 y n =5 por lo que el nimero buscado es 5 + 33 = 38.

Sean a, b, ¢, d y e los nimeros escritos en el orden en que fueron ingresados, entonces a + b es multiplo
de 2, a + b + ¢ es multiplo de 3, a + b + ¢ + d es multiplo de 4. Ademés, a + b + ¢ + d + e es igual a
71 + 76 + 80 + 82 + 91 =400, que es miltiplo de 5.

Tenemos que a + b + ¢ + d = 400 — e es muiltiplo de 4 sélo si e = 76 0 e = 80.

Sie=76,entoncesa+b+c+d=324ya+ b+ c=324-d. Los valores posibles de d son 71, 80, 82 y
91, para los cuales 324 — d es, respectivamente, 251, 244, 242, 233, y ninguno de ellos es miiltiplo de 3.

Por lo tanto el valor e = 76 es imposible y tenemos que e =80y a + b + ¢ + d = 320.

Luego, a + b + ¢ = 320 — d y los valores posibles de d son 71, 76, 82 y 91, que corresponden a 320 — d
igual a 249, 244, 238 y 229, respectivamente. El tnico valor de d para el cual 320 — d es multiplo de
3esd="TI1.

Entonces a + b + ¢ =249 y a + b = 249 — c. Este tltimo nimero es par sdlo si ¢ = 91.

Quedan para a y b los nimeros 76 y 82, que pueden ingresarse en la computadora.

a) 4389 =3-7-11-19 es el producto de cuatro nimeros primos diferentes de la forma 4a + 3, el
producto de dos cualesquiera de estos nimeros primos tienen la forma 4b + 1 lo que demuestra
claramente que dichos productos son primos en C ya que son productos de nimeros primos
4380=21-209=33-133=57-77

b) Por el mismo argumento del inciso anterior podemos cambiar alguno (s) nimeros primos de la
forma 4a + 3 y seguir la misma idea que el inciso anterior ejemplo cambiamos 19 por 23 y obtene-
mos el nimero 5 313 =3 -7 - 11 - 23.

Consideremos que las pesas A, B 'y C pesan respectivamente 1, 3 y 9 kg; estd claro que los pesos 1, 3,

4,9, 10, 12 y 13 kg pueden ser pesados poniendo en uno de los platillos 1, 2 6 3 de las pesas. Veamos

como pueden pesarse los restantes pesos.

2 kg: se pone en un platillo la pesa B y en el otro la pesa A y se completa el platillo de A hasta que se
equilibren.

5 kg: se pone en un platillo la pesa C y en el otro las pesas A y B, y se completa.

6 kg: se pone en un platillo la pesa C y en el otro la pesa B y se completa.

7 kg: se pone en un platillo las pesas A y C, y en el otro la pesa B, y se completa.

8 kg: se pone en un platillo la pesa C y en el otro la A, y se completa.

11 kg: se pone en un platillo las pesas By C y en el otro la A, y se completa.

S, =14243+4+5=15 S, =6+1)+G+2)+(5+3)+(5+4)+(5+5)=40=S5, +25;
S,=8,+25=65=5, +50=31, +2(25), entonces se busca S, =15+ (1 —1)25 que esté lo mas préximo

posible a 2 005, es decir, (n — 1)25 lo méds préximo a 1 990 entonces (rn — 1)5 lo mds proéximo a 398 que
debe ser 400 que se cumple para n = 81 donde la suma es 2 015, para n = 80 la suma es 1 975.

. Es el grupo 81.
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35.
36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

El menor ndmero es 21 164.

Con segunda cifra 0, 1, 2, 3, 4, no hay ninguno. Ahora 456_ hay 3; 457_ hay 2; 458_ hay 1; 467_ hay
2; 468_hay 1 el 4 789 que son en total 10.

Basta observar que f(2)=1-1, f(3)=2-1, f(4)=3-2-1=3! Por lo tanto, f (2003)=202!

6-m"—8n=2002 Sim="7setiene 3 -7"—-28 =1001
3.m"—4n=1001 3-7"=1029

de aqui que m tiene que ser impar. 7" =343

m =1 no puede ser, perom=3o0m=5 n=3

tampoco porque 1 001 no es divisible por .. Hay una unica solucién que es el par (7; 3).

ninguno de ellos.

La sucesion es
4, 5,8, 10, 12, 15, 16, 20,
24, 25, 28, 30, 32, 35, 36, 40

Es decir, hay 8 términos entre los nimeros de cada fila, pero 2 003 = 8 - 250 + 3 lo que indica que el
nimero que ocupa la posicién 2 003 estd en la fila 251, columna 3, la fila 250 termina con el 5 000
luego ird en la posicién 2 003 el nimero 5 008.

No es posible. En cada sesién debe nadar un nimero impar de kilémetros y la suma de un nimero par
de impares es par, por lo que nunca podra ser 35.

Primero veamos en cudntos ceros termina n: cada cero al final de n se form¢é por la multiplicacién de
un 2 y un cinco, pero como el 2 aparece mds veces que el cinco, basta contar cudntas veces aparece

5 como factor. En n hay 100 =120 multiplos de 5, 100
5

=4 miultiplos de 25, luego el 5 aparece 24 veces

como factor en n, por lo que n termina con 24 ceros.

Por lo tanto, la diferencia es un nimero que termina en 24 ceros.

Sea n=10a+b con a # 0, entonces P(n)=ab y S(n)=a+b. Por hipétesis 10a+b=ab+a+b, lue-

go 9a=ab pero como a # 0, entonces b = 9. Por lo que el digito es 9.

Sea p=579abc

Como 5, 7 y 9 son primos relativos, p es divisible por 5, 7 y 9 si y solo si p es divisible por el producto
57 -9 =315. Ahora, entre 579 000 y 579 999 hay 3 muiltiplos de 315, luego para encontrar uno de ellos
dividimos 579 999 entre 315; se obtiene 1 841 y sobra 84. Entonces p = 579 999 — 84 = 579 915 es uno
de los multiplos buscados. Para encontrar los otros dos multiplos restamos 315 y 2 - 315 para obtener
respectivamente 579 600 y 579 285. Por lo tanto, hay tres soluciones:

abc=915; abc=600 y abc =285
Consideremos un nimero de dos cifras ab=10a +b, entonces su reverso es ba =10b + a . Sumando el
nimero con su reverso obtenemos 11 (a + b) que queremos que sea un cuadrado perfecto, es decir, quere-
mos que 11(a +b)=k>. Ademds, como 0<a<9 y0<b<9, tenemos que a+b<18 luego a+b=11.
Por lo tanto, los nimeros son 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 y 92.
Como 36 =4 -9y 4y 9 son primos entre si entonces los nimeros tienen que ser divisibles por 4 y por

9. El nimero es divisible por 4 para ¥ =26 6. Si Y =2 se obtienen los nimeros de la forma X 19972

para que sea divisible por 9, entonces X = 8 y se forma el nimero 819 972.
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46.

47.

48.

49.

Si Y = 6 se obtienen los nimeros de la forma X 19976, entonces X = 4 formando el nimero 419 976.

Sean 2n+1; 2n+3 y 2n+5 los nimeros; debemos probar que 2n+1) +(2n+3) +(2n+5) +1

es divisible por 12. En efecto resolviendo obtenemos:

An® +4n+1+4n> +12n+9+4n*> +20n+25+1

=12n? +36n+36:12(n2 +3n+3) que es un ndmero divisible por 12.

Sea p=210n+r donde 0 <r<210.Sip=2,3,5067entonces, r=2,3,5 67 que es una contradiccion
(r es primo), luego p > 7. Sea g el menor primo divisor de r.

Por tanto, r=gm, g < m. Tenemos que 210>r=gm > qz, luego g < 13; por otra parte r no es divisible

por 2, 3, 5y 7; de otra forma p fuera divisible por algunos de los nimeros, pero p es primo. Por tanto,
g > 7 luego g = 11 0 ¢ = 13. Por la condicién r=¢4> + b* donde a y b son enteros positivos. Si g = 11,

entonces q> +b> es divisible por 11. Escribimos todos los posibles restos después de la division de los

cuadrados perfectos por 11: 0, 1, 4, 9, 5, 3 con lo cual vemos que la suma de dos restos es divisible por
11 solo si ambos términos son iguales a 0. Por tanto, a y b son divisibles por 11; a®> y b* son divisibles

por 121 y como r=qa? +b? >121+121=242>210 se llega a una contradiccion, luego g = 13, m < 210:

g < 17, por tanto, m < 16 y el menor primo divisor de m no es menor que 13 y finalmente
r=mqg=13*=169.

169=12% +5°

Como el niimero es cuadrado perfecto y cubo perfecto, es una sexta potencia de un entero, es decir,

n=a® con a entero.

Los tnicos enteros a para los cuales a° tiene 6 cifras son 9, 8, 7 pues 10° tiene 7 cifras y 6° tiene 5.

De esta forma, el nimero buscado es 9%, 85 6 7°. Pero 9° —6:3(3-95) que no es primo, de la misma

forma 8° — 6 es un nimero par luego no es primo, veamos 7° — 6 = 117 649 — 6 = 117 643 que es un

nimero primo por lo que n=7°%=117649.

Sean a, b y c enteros no negativos tales que a” es la poblacién original, b* +1, la poblacién después del
primer aumento y ¢?, la poblacién después del segundo.

Entonces tenemos que:
a’>+100=5b" +1

b* +101=c"

c?—a?=200 = (c+a)lc—a)=200

La descomposicion de 200 en factores primos es 200 = 2*- 52, considerando entonces los divisores de
200 y que ¢ + a = ¢ — a tenemos que:

c+a=200 c-a=1= cno es entero

c+a=100 c-a=2=c=51ya=49

c+a=50 c-a=4=c=27ya=23
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

c+a=40 c¢-a=5 = cno es entero

c+a=25 c¢-a=8 = cno es entero

c+a=20 c-a=10=c=15ya=5

Analicemos ahora los casos 2, 3 y 6.

El segundo caso cumple las otras condiciones del problema, a saber,

492 + 100 = 50> y 50*+ 101 =512

En el tercer caso, ¢ =27 y a = 23. Tenemos que 23? + 100 — 1 no es un cuadrado perfecto. Igualmente,
el dltimo caso 25 + 100 - 1 no es un cuadrado perfecto. Por lo tanto, la poblacién original era
497 = 2 401.

De la ecuacion tenemos que 3-2° =4® —1=(a—1)(@+1). De los dos nimeros a — 1 y a + 1, uno debe

ser potencia de 2 y el otro el triplo de una potencia de 2. Hay dos posibilidades.

Caso 1:
a—-1=2"y a+1=3-2". Tenemos que 3-2" =2"+2. Si m = 0, el lado derecho es 3 y entonces n
también es cero, de donde b=m+ n. Asi obtenemos la solucién a =2, b = 0. Si m > 0, el lado derecho

es par y por lo tanto n también es mayor que cero. Si m = 1 obtenemos 3-2""' =2 que es imposible.

Cuando m es mayor o igual que 2 el lado derecho es impar y entonces, para que el lado izquierdo lo
sea, n debe ser 1. De n = 1 obtenemos la solucién a = 5, b = 3.

Caso 2:

a-1=3-2"'y a+1=2". Ahora tenemos que 2" =3.2" +2. EI lado derecho es por lo menos
3-2° +2=5, de modo que n es mayor o igual que 3. Ahora sabemos que el lado izquierdo es multiplo
de 8. Si m es mayor o igual a 2 el lado derecho ni siquiera seria multiplo de 4, por lo tanto m < 2. Con

m =0 se tiene 2" =5 que es imposible y con m = 1 se obtiene n = 3, de donde b=4y a=7.

Por lo tanto las soluciones sona=2,b=0;a=5,b=3ya=7,b=4.

. 2 . . z .
Si 2" +1=m?, entonces 2" =m> —1=(m—1)(m+1). De aqui que m tiene que ser un nimero impar; sea

m=2r+1 entonces 2" = (2 r)(2r +2)=4r(r+ 1). Como ry r + 1 son dos nimeros consecutivos no pueden
ser ambos pares porque el producto tiene que ser una potencia de 2 por lo que r = 1, de donde m = n = 3.

10%* = 1000...000 o sea, un uno y 93 ceros. Entonces N —C(N):999...9907, es decir, 91 nueves, un
cero y un siete donde la suma de sus digitos es 91 - 9 + 7 = 826.

Como son todas diferentes y ninguna cero, entre las tres menores suma al menos 6, (1 + 2 + 3). Asi
pues, una posibilidad es 6 123 y todas las ordenaciones posibles con esas cuatro cifras, o sea,

24 numeros. Pero la suma 12 con todas diferentes no se da solamente en 1 + 2 + 3 + 6 sino también en
la suma 1 + 2 + 4 + 5. Asf pues, la cantidad total de nimeros con esa caracteristica serd 24 - 2 = 48.

Ningin nimero con 11 digitos o mas puede tener todas sus cifras diferentes por lo que si x° tiene todos
sus digitos diferentes, entonces x < 100, y los posibles valores de x son a, 2, 3, ..., 98, 99. Ademais,
cualquier multiplo de 10 tiene ceros repetidos cuando se eleva a la quinta potencia.

* n<90.

Tenemos que n” +7=(n+3)2 —6n—2=(n+3)2 —6(n+3)+16.
Entonces n + 3 divide a n* + 7 cuando n + 3 divide a 16 porloque n =1, n=50n = 13.
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56.

57.

S8.

59.

60.

El 4rea de un rombo es el semiproducto de las longitudes de sus diagonales. Denotemos por 2x y 2y las
longitudes de las diagonales. Luego,

25 Y 17 Y
P =22 222
(x+y) (2),16 y [2)

De estas dos igualdades se obtiene que 84=2xy.

Sean ¢, c,, h las longitudes de los catetos y la hipotenusa, respectivamente. Entonces las siguientes
ecuaciones nos dan la relacion entre ellos: ¢, +c¢, + h=132; C12 + c22 +h*=6050.

Se deduce que h =55, ¢, +¢, =77 y ¢, -c, =1452. Por consiguiente las medidas de los catetos pueden

obtenerse resolviendo la ecuacién de segundo grado x*> —77x+1452=0.

Observa que el tridngulo A’BC’ es equildtero. La longitud del lado del tridngulo A’BC’ puede obtenerse
en términos de su altura ya que al trazar la altura desde el vértice B hasta el lado determinado por los
puntos A’ y C’, se obtiene un tridngulo 30-60-90. Como el drea del circulo y la del tridngulo son

iguales, se deduce que la altura es igual a ./7./3 .

Sea el cuadrilatero ABCD (fig. 35), P es el punto donde se cortan A B

las diagonales AC y BD. Consideremos que AP = x, V
CP=10-x; BP =y, DP =7 —y, entonces el area del

cuadrilatero es D

Fig. 35
1 1 1 1 2
A=—xy+—y(10-x)+=(10-x)7-y)+-x(7-y)=35m
2 2 2 2
Otra via de solucién:
El 4rea del cuadrildtero se puede calcular de D C
acuerdo con la figura 36 de la siguiente manera:
P
Aspep = Anpp + Acpp + Aygp + Apcp » €5 decir, Fig. 36
1 1 1 1 A B
Aupcp = <AP-PD+ —DP-PC+ —AP-PB+ —BP-CP
2 2 2 2
= % AP (PD + PB)+ % CP(PD + PB)
=%(PD+ PB)(AP + CP)=%BD-AC
~110.7=t35m?
2 2
ZBAC = 180° — 2(40°) = 100° £
ZECA =20°
A
ZAEC = 180° — (100° + 20°) = 60°
- C Fig. 37
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65.
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67.

68.

69.
70.

Sea I el punto donde se cortan las dos bisectrices trazadas, se tiene que

ZACB = 54°
ZAIC =180° — (LIAB + ZIBA)=180° —;(180" —54°)=180°-63=117°

Como ZCAB = 60° y AC = AB, entonces el tridngulo ABC es equildtero y

ZABD = /DBE = ZEBC = 20° (fig. 38). c
En los tridngulos BDE y BFG tenemos: E

ZABD = Z/DBE; /BDE = ZGFB = 80°. D

Luego ABDE ~ ABFG y

DE:FG=BD:BG = DE-BG=FG-BD. i 3 > Fig. 38
El area del pentigono ABNOM esta formada por el drea del paralelogramo ABNM y el area del tridngulo
MNO (fig. 39).

El 4rea del paralelogramo es igual a la mitad del area

del paralelogramo ABCD, es decir, 12 cm?. D c
Como los tridngulos MNO y CDO son iguales, tienen M
igual drea y la altura relativa del lado MN es igual a la

cuarta parte de la altura del paralelogramo ABCD P A B Q
por lo que érea del tridngulo MNO es igual a la octava Fio. 39

parte del drea de ABCD. El area del pentigono ABNOM '8
es igual a 12 cm? + 3 cm? = 15 cm?

El cuadrilatero es un trapecio con AB//CD por ser AB 'y CD perpendiculares a una misma recta, calcu-
1
lemos la longitud de la paralela media E(AB +CD)=11cm vy el 4rea pedida es 11 - 5 = 55 cm?2.

Las longitudes de los lados del trapecio son PR = 8 cm, VT = 12 cm y RV = 6 cm entonces el area serd
1 1
E(PR +TV )RV :5(20)6=60 cm?

A =1 =400 = [ = 20 cm, entonces el radio mide 10 m.

Ay :A=(A—7rr2):A=i(4—7r)=l—iﬂ

1
Se tiene que a> +b> =c> =16, (a+b)2 —2ab=16; 18=2ab=16 y ab = 1, entonces A=§ab=0,5u2.

Enel AABC: BC=-/AB* - AC? =16¢cm

CD=BC—-BD=16—-BD (ver figura 27)

En el A CDA: AD* - AC* =(BD+8) =127 + (16— BD)’

BD? +16 BD + 64 =144+ 256 —32 BD + BD*> = 48BC =336 y BD =7 cm, CD =9 cm.
ZABC=72°.

El érea del tridngulo se puede calcular como el semiproducto de la hipotenusa por su altura; la hipotenusa
mide 65 cm y la altura se puede calcular utilizando el teorema de las alturas ya que CH es dicha altura

en el tridngulo dado, entonces CH? = AH - BH =28> por lo que CH = 28 cm.
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74.

75.

76.

77.

1
Entonces el drea del tridngulo es EAB -CH =910cm?

1
Como el tridngulo ACM es equildtero, entonces AC=CM =AM = EAB =3cm, entonces BC=3-/3 y

1
el drea del tridngulo ABC es 5'6'3\E=9\/§ cm”’,

Vamos a calcular el drea pedida hallando el drea del rectdngulo y restando las dreas ocupadas por las
figuras que estdn fuera del poligono, que son dos tridngulos rectdngulos de catetos 1 y 2, un tridngulo
rectangulo de catetos 1 y un trapecio de bases 1 y 3 y altura 1.

Las dreas de los tridngulos rectangulos de catetos 1y 2 es de 1 cm?, luego entre los dos tienen 2 cm? de

1
area. El drea del otro tridngulo es Ecm2 y el drea del trapecio es de 2 cm? por lo que el drea de la

1
poligonal es 24— (2 7 2)2 19,5cm”

Sean m y n las longitudes respectivas de los lados del cuadrado y del rectdngulo que tienen el mismo

1
perimetro, entonces 4m=3n, pero el drea del tridngulo es 2\6 n*=9-/3 , entonces n = 4 cm, y como,

entonces m = 3 cm. Por tanto, la diagonal del cuadrado es d = x/z m, es decir, 3\5 cm,

ZACB = 64° por adyacente,

ZOAC = 30° y ZACO = 32° por ser AO y CO bisectrices de los dngulos ACB y BAC, entonces
ZAOC = 180° — 62° = 118°

ZABO = %(180" —(62°+60°))

ZABO = 28°y ZAOB = 180° + (30° + 28°).

ZAOB = 122° luego £LCOB = 360° — (118° + 122°) = 120°.

Se tiene que LABC + ZBAC = 140° (fig. 40) por suma de angulos interiores

en el tridngulo ABC, pero ZABC + ZABN =180° y ZBAC + ZBAM =180° por ser adyacentes entonces

ZABN + ZBAM = 220°.
De esta forma ZDBA + ZBAD = 110° por ser BD y AD las bisectrices de los dngulos ABN y BAM
por lo que ZADB = 70°.

N

Fig. 40

c A M

Como el dngulo formado por los lados dados es un angulo obtuso, entonces el lado que se opone a ese
dngulo es el mayor de los tres lados del tridngulo, luego x > 11 y de acuerdo con la desigualdad

triangular x <7+11=18, luego 11 < x < 18.

a) De acuerdo con la figura 31 se tiene que ZKAM = ZKAB por ser KL bisectriz del ZMAB,
ZMAK = ZAKB por alternos entre paralelas luego ZKAB = ZAKB y el tridngulo KAB es isOsceles.
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

b) ZKLC = ZKAM por correspondientes y como £KAM = ZKAB = ZAKB se tiene que
ZKLC = ZAKB y el tridngulo KLC es isdsceles.

Sean a y b las longitudes de los lados del tridngulo isésceles con 2a + b = 36, entonces se cumple que

2
h* + (Eb) = a’ resolviendo el sistema de ecuaciones queda a = 13 cm, b = 10 cm y el drea del tridngu-

lo es %10 -12=60 cm,

Sea G el punto donde EF corta a AB con FG = xy, EF = 16 — x pero EF = AF = BF por lo que
AF=BF = 16 -x.

En el tridngulo isGsceles ABF se tiene FG*> + AG > =AF %, x> +8° = (16 —x )2 Resolviendo la ecuacién

) 1
se tiene x = 6, entonces FG = 6 cm y AABF —EAB'FG—480H1.

Al trazar PQ L MN se forman dos tridngulos rectingulos MQP de catetos PQ, MQ e hipotenusa PM y
NPQ de catetos NQ, PQ e hipotenusa PN.
Como PQ = PQ y MQ > NQ, entonces al aplicar el teorema de Pitdgoras se cumple que

PO*+MQ?*>PQ*+NQ? ycomo PQ* +MQ*=PM?*; PQ* +NQ?*=PN ?*; se cumple que PM > PN.

De acuerdo con la figura 41 se tiene que ¢
AR=AP=3,BQ=BP =7y CR = CQ = x. Por ser cada pareja
segmentos de tangentes trazadas desde un punto 0

exterior a la circunferencia, entonces (x +7) =10% + (x +3)

y resolviendo la ecuacién x = 7,5 es decir, CR = 7,5. A P B

Se tiene que ZQPN = ZPNS (fig. 42) por alternos

entre paralelas ZPSN = ZMPQ por correspondientes entre paralelas, P

pero ZQPN = ZQPM por ser PQ bisectriz del ZMPN,

entonces ZPSN = ZPNS y el tridngulo PNS es isdsceles. Fig. 42

M Q N

a) Como los tridngulos AMD y BNM son dos tridngulos rectdngulos de catetos de longitudes 1 y 2,
entonces DM = MN vy el tridngulo DMN es is6sceles.

b) Si consideramos un sistema de coordenadas de forma tal que el punto A es el origen de coordena-
das, entonces los puntos M (1;0) y D (0;2) determinan una recta de pendiente — 2 y los puntos

1
M (1;0) y N (3;1) determinan una recta de pendiente 5 Como el producto de las pendientes es —1,

entonces las rectas DM y MN son perpendiculares y ZDMN = 90°.
c) Como el tridngulo DMN es rectidngulo e isésceles entonces LDNM = ZMDN = 45°, pero

ZDNM = ZDNP + ZPNM y ZNMB = ZPNM por alternos entre paralelas, se tiene que la suma de los
angulos DNP y NMB es de 45°.

Los tridngulos MON’ y M’O’N son iguales por tener respectivamente N,
iguales dos lados que son los radios y el dngulo comprendido
entre ellos por ser opuestos por el vértice, luego por elementos
homélogos las cuerdas MN y M’N’ son iguales (fig. 43).
Como son tridngulos isdsceles y los dngulos

M M’N’ y M’MN son dos dngulos alternos iguales, N .
entonces las cuerdas MN y M’N’ son paralelas. Fig. 43
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Como el punto medio de la hipotenusa es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo rectin-
gulo y la hipotenusa es un didmetro, entonces al trazar la mediana relativa a la hipotenusa esta es un
radio de la circunferencia circunscrita por lo que la hipotenusa tiene el doble de la longitud de su
mediana correspondiente.

Prolonguemos CP a partir de P hasta Q un punto de AB (fig. 44),
entonces ZBPQ = 63° por ser adyacente al ZBPC,

ZCQA = 91° por ser exterior en el tridngulo BPQ.

En el tridngulo ACQ se tiene ZBAC =180°—(91°+19°)=70°
por ser dngulos interiores de un mismo tridngulo.

. Fig. 44
A Q B

Sean a, b y 5a las amplitudes de los dngulos interiores entonces 6a + b = 180°, por lo que b = 6(30° — a) .
Como a, b y 5S5a son dngulos agudos, cada uno de ellos es menor de 90° asi pues
6(30°—a)<90° = 30°—a<15° = a>15°, pero como 5a<90° = a<18° porloquea=16°0a=17°
Si a=16° = 5a=80° y b = 84° por lo que 5a no es el mayor.

Si a=17° = 5a=85° y b = 78° que cumple las condiciones del problema. Asi pues, los dngulos
mayores son el de 78° y el de 85° cuya suma es de 163°.

El paralelogramo inicial tenia de base b y altura h D c_c
y el trapecio al que hemos llegado tiene de bases Y

1 1 / ; ,

— _— & o 45 4090900 ee—— e e .. s Fig. 45
b+ 2b y b 4b y altura también & (fig. 45). A 5 B 8

1(3b 3b 9bh
Asi pues, el area del trapecio es A :E(?+T)h = 3 y como bh era el area
J

1
del paralelogramo, ésta ha aumentado en g, es decir, el 12,5 %.

Los tridngulos ABE y DCE son iguales por lo que LZAEB = DEC. Andlogamente los tridngulos ADF y
BCF tienen dos dngulos iguales y ZDAF = ZFBC. Entonces, tenemos que

ZEGB =180° - LBEG — ZGBE = ZDEC — ZLFBC = LAEB — ZDAF
=90° — ZBAE — ZDAF =20°

Si se traza AE se tiene que los tridngulos ABE y EDC son iguales por lo que LEAB = ZEDC.

Bastarfa demostrar que £LEAB = ZEFB.

Como ZAFE = ZABE = 90°, entonces el cuadrilatero ABCD es inscriptible, por lo tanto dichos dngulos
seran iguales por ser inscritos en la misma cuerda.

Sea el cuadrilatero ABCD (fig. 46), P es el punto donde se cortan las diagonales AC y BD. Considere-
mos que AP =x, CP=10—x; BP =y, DP =7 — y, entonces el area del cuadrilatero es

Azéxy +%y(10—x)+%(10—x)(7 - y)+%x(7 —y)=35m?
A B
c Fig 46
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92.

93.

Sea O el centro del hexdgono (fig. 47), observemos que ACDE = AEOC, de manera que sus areas

son iguales. Andlogamente pasa con los tridngulos ABC y AOC, y con la pareja EOA y EFA, por
1 E D

lo que AAEC ZEAABCFDEF .

Fig. 47
A B

Como OM es bisectriz del LAOB, entonces ZAOM = ZBOM por propiedad de la bisectriz
(1) ZMON = LAON — ZAOM
(2) £LMON = ZBOM — ZBON sumando miembro a miembro en (1) y (2)

2ZMON = ZAON — ZBON l.q.q.d.

94. Tenemos que:

9s.

96.

(1) ZABE=ZABC+ ZCBE como el tridngulo ABC es equilatero, entonces:
LABC = ZBAC = ZACB =60° (ver figura 33).

En el tridgngulo BED se tiene que: BE = ED, entonces el tridngulo es isésceles de base CD = BP
y como ZBED = 20°, entonces ZEBD = ZEDB (2) Pero ZEBD + ZEDB + ZBED = 180°
por suma de los dngulos interiores de un tridngulo por tanto ZEBD + ZEDB = 160° y 2 ZEBD =160°

sustituyendo por (2). Por tanto, ZEBD =80°, por otro lado se tiene ZABC + ZCBE + ZEBD = 180°
por formar un angulo llano y LABE = 180° — 80°, LABE = 100°.

Sea ABCD un paralelogramo (fig. 48) donde AE y DE son las bisectrices de los dngulos consecutivos BAD
y ADC las cuales se cortan formando el tridngulo ADE. Por propiedad de los paralelogramos sabemos que:

Z/BAC + ZADC =180° En el tridgngulo ADE se cumple que D ¢
ZADE + ZDAE + AED =180° por suma de angulos
interiores de un tridngulo de donde E
o (1 1
ZAED +180° — (LADE + £DAE) =180° - (2 ZADC + EZBAC )
A B Fig 48
1
=180° - [2 (£ADC + LBAC)] =180°-90°  LAED = 90°
El cuadrildtero LCMK es un paralelogramo (fig. 49), P

pues sus lados opuestos son paralelos, luego CL = KMy CM = KL.
Como KL = KM, resulta que CL = CM y el
tridngulo CML es isésceles de base LM.
En el tridngulo BPL tenemos

ZBPL=180°—- ZLBP — ZPLB .
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97.

98.

99.

100.

101.

102.

El 4dngulo LBP es suplementario del dngulo ABC, luego ZLBP =180°—-144°=36°.
ZPLB = ZCLM por opuestos por el vértice.

1 1
En el tridngulo is6sceles CML tenemos ZCLM = 2 (180° - ZLCM )= 5(1 80°— ZBCA), y en el tridngu-

1 1
lo isésceles ABC tenemos £BCA = 5 (180° — ZABC)=18° , luego £CLM = 5 (180°—18°)=81° es de-

cir, ZPLB = 81°, por lo que ZBPL=180°—-36°—-81°=63°.

1
Sea ZQRT = x, tenemos que LUTR= 5 (180° - x), ZQPR=90°-x,
1 1
ZPTS = 5 (180° - (90° — x))= 5 (90°+ x) (ver figura 34).

1 1
Por otra parte, ZUTR + £STU + ZPTS =180°, de donde £STU =180° — 5 (180° - x)— 5 (90° + x)=45°,

Al contar la cantidad de piezas bailadas hay 68 por lo que las 7 muchachas bailaron 34 y los 7 muchachos las
otras 34, pero al organizarlas tenemos que 4 muchachas y 4 muchachos bailaron cada uno 6 piezas y quedan
10 piezas para cada uno que no se pueden acomodar con cinco 3 y un 5 por lo que alguno de ellos se
equivoco.

Sean x—15=2y, 5(x—60)= y, resolviendo el sistema queda y = 25, x = 65 que es el nimero de
muchachos que habia al comenzar la fiesta.

Setiene que 1 + 2+ 3 + ... + 53 =1 431, y el promedio de esos nimeros es 27. Si se saca el 27, la suma
de los nimeros que quedan entre los dos grupos es 1 404 teniendo 702 para cada grupo y el prome-

dio de cada grupo es 702:26 = 27 y al cambiar el 27 para el grupo N el promedio sigue siendo el
mismo que es 27.

Las taquillas que quedan abiertas son las que son modificadas un nimero impar de veces, es decir,
aquellas cuyo nimero tiene un nimero impar de divisores, aquellos que sean cuadrados perfectos.
Asi pues, las taquillas que quedan abiertas son las de nimeros cuadrados perfectos menores que 100
y el mayor es el 961 = 312,

n: cantidad de reparticiones, n > 3 entonces n(p+g+r)=39 = n=3 on=13.

Si n =13, entonces p+g+r=3
s p=g=r jimposible!
Como B se qued6 con 10 y en su tltima ronda le tocé r, entonces r < 8.

Como A se qued6 con 20 y la dltima ronda no le tocd r debemos tener que r = 7.

p q r
1 4 8
2 3 8
1 5 7
2 4 7

Las posibilidades (2;3;8), (2:4;7) y (1;5;7) quedan descartadas pues ninguna combinacién da las 20
con las que se quedd A.
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103.

104.

105.

106.

107.

Luego:

n| A B C
1 8 1 4
2 8 1 4
3 4 8 1

- A C le tocé la tarjeta con el nimero g.

Sumemos todos los nimeros del tablero. Si sumamos primero los de cada fila y después sumamos
esos resultados obtenemos m. Si, por otra parte, sumamos primero los de cada columna y después
sumamos esos resultados obtenemos n. Por lo tanto, m = n.

Sea a la cantidad de horas que el estudiante estuvo leyendo durante el dia i =1, 2, 3, ..., 37 y
A =a +a,+...+a;,i=1,2,3, .., 37 es el nimero de horas que el estudiante leyé durante los
primeros i-dias. Debemos probar que existen enteros positivos k, m con k < m tal que

o tag,,+...+a,=13 & A —A =13 olo que es lo mismo A, =A, +13.

De acuerdo con la hipétesis del problema tenemos

1 <A <A, <. <A, <60 (1)

37 —
14<A, +13<A, +13<...<Ay; +13<73 (2)

por lo que tenemos 74 enteros entre 1 y 73, y de esta forma al menos dos de ellos son iguales. Dado
que cada dos nimeros de la relacion (1) son diferentes y también es verdad para los nimeros en la

relacion (2), concluimos que existen enteros kK y m tales que A, =A, +13.

Supongamos que Ernesto salié n dias. Llovié n — 6 mafanas y n — 5 tardes. Como en total llovié 7
dias y nunca la mafiana y la tarde del mismo dia, n—6+n—-5=7, asi que n = 9.

Es facil observar que el primer afio va a moverse entre los escalones 1 y 36. Este, el 36, lo alcanza el dia
31 de julio. El 31 de diciembre de ese afio, llegara al escalén 3. En general, si un 31 de diciembre esta
en el escalon n, el afio siguiente se mueve entre los escalones n + 1 y n + 36 y termina en el n + 3; si ese
afio siguiente no es bisiesto, o bien se mueve entre los escalones n + 1 yn + 35 y terminaen el n + 2 si
ese aflo siguiente es bisiesto.

Con unas cuentas sencillas, vemos que el 31 de diciembre de 2024 llegard al escalén 66, tras haber
pasado el 31 de julio de ese mismo afio por el escalén 99 como punto més elevado. A partir de ahi,
se observa lo siguiente respecto al afio 2 025: el 31 de enero termina en el escalén 97, el 28 de febrero
en el 69, y el 31 de marzo, por fin en el 100. Si la escalera hubiera tenido un peldafio menos, habria
quedado en libertad 8 meses antes, el 31 de julio de 2 024.

La respuesta es si, pueden celebrar las cuatro reuniones de modo que al final cada persona haya
estado sentada junto a otras dos diferentes cada vez. Para demostrarlo, consideramos las siguientes
cuatro formas de ordenar los nimeros del 1 al 9, que representan cuatro maneras de sentarse alrede-
dor de la mesa comenzando en un lugar y siguiendo el giro de las agujas del reloj:

Primera reunién: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9

Segunda reunién: 1, 3,5, 7,9, 4,6, 2, 8

Tercera reunidén: 1, 4, 7, 3, 8,5, 2,9, 6

Cuarta reunién: 1, 5, 9, 3,6, 8,4, 2, 7
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108.

109.

110.

111.

112.

113.

Region Soleados o lluviosos Inclasificables
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

Al suprimir una region, la suma de dias soleados o lluviosos de las restantes ha de ser multiplo de 4.
Esta suma vale para las seis regiones 1994 que dividido entre 4 da resto 2. El tnico dato de esta
columna que da resto 2 al dividirlo entre 4 es 330 correspondiente a la regién F. Suprimiendo esta
regién quedan entre las cinco restantes 416 dias lluviosos y 3 - 416 = 1 248 dias soleados.

Del 1 al 9 no hay ninguno, del 10 al 99 todos cumplen excepto los multiplos de 11 que sdlo
utilizan un digito. Por lo tanto, hay 81 ntimeros de la forma ab con a > 0y a # b. Del 100 al 999,
para que usen dos digitos, tienen que ser de la forma abb, aab, aba con a > 0y b # a. De cada
forma hay 81 ndmeros, por lo que entre 100 y 999 hay 81 - 3 = 243 ntimeros. Entre 1 000 y 1 999
deben ser de la forma lall, 11al, 111a, laal, lala, 11laa o laaa, para cierta a. En cada forma
hay 9 valores posibles para a, luego, hay 9 - 7 = 63 ndmeros. Por tltimo, entre 2 000 y 2 005, s6lo
existen dos nimeros. Por lo que entre 1 y 2 005 hay 81 + 243 + 63 + 2 = 389.

~.Sélo utilizan dos digitos diferentes al escribirlos 389 ndmeros.

No es posible, ya que ninguna de las operaciones cambia la paridad de la suma de los once nimeros.
Inicialmente es 11, asi que no podemos llegar a 110.

En la bolsa A hay 4 bolas blancas y 8 negras, hay una bola blanca por cada 2 bolas negras.
En la bolsa B hay 6 bolas blancas y 15 bolas negras, hay una bola blanca por cada 2,5 bolas negras.
En Ia bolsa C hay 7 bolas blancas y 20 bolas negras, hay una bola blanca por cada 2,86.

.. Es mas facil en la bolsa A .

El menor nimero de cuadrados aparecerd cuando estos sean lo mayor posible, es decir, de lado igual al
mcd (70,80) = 10. Asi pues, el drea 70 - 80 = 5 600 cm? la cubrimos con cuadrados de 10> = 100 cm? de
area, por lo que hacen falta 56.

Noten que si se sacan 20 bolas, podria ser que todas fueran de colores distintos, asi que s6lo podriamos
garantizar que hay dos bolas del mismo color si se sacan 21 bolas (aqui se aplicé el Principio de las
Casillas). De la misma manera, se necesitan 41 = (20 - 2 + 1) bolas para poder afirmar que con seguridad
hay 3 bolas (al menos) del mismo color, pues con 40 bolas podria ser que cada color apareciera exac-
tamente 2 veces. Con el mismo razonamiento que hemos seguido llegamos al resultado:

Se necesitan 20 - 99 + 1 = 1 981 bolas.
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Covcrnso Nactovar
Curso 2005-2004

TR0 comiy

Todos los asientos de un teatro que tiene 37 filas y en cada fila hay 25 butacas, estdn ocupados. En un
cierto momento se pide al publico presente que cambien de asiento, moviéndose un lugar, ya sea a la
izquierda, a la derecha, adelante o hacia atrds. ;Es posible hacerlo? Demuestra tu afirmacién.

Adriana ingres6 en la computadora las notas de cinco estudiantes, ordenadas al azar. Luego de ingresar
cada nota, la computadora calculaba el promedio de todas las notas ingresadas hasta ese momento.
Adriana observé que esos promedios eran siempre nimeros enteros. Si las notas de los cinco estudian-
tes, ordenadas de menor a mayor, fueron 71, 76, 80, 82 y 91, determinar en qué orden las ingresé
Adriana en la computadora. Dar todas las posibilidades.

Se colocan monedas en los vértices de un poligono regular. Dos jugadores retiran alternadamente una
o dos monedas. En este ultimo caso deben estar situadas en vértices consecutivos. Gana el que retira la
ultima moneda. ;Cudl de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora?
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SOLUCIONES

1. No es posible. Una manera de mostrarlo es tomar una cuadricula de 37 x 25 y pensar que las casillas
representan los lugares donde estdn las personas. Si coloreamos las casillas como un tablero de ajedrez
observamos que si una persona cambia de lugar entonces se muda a una casilla de otro color, pero en
esta cuadricula hay mas casillas de un color que de otro por lo que no todas las personas podran
acomodarse.

2. Sean a, b, ¢, d, e los nimeros escritos en el orden en que fueron ingresados, entonces a + b es miltiplo
de 2, a + b + c es multiplo de 3, a + b + ¢ + d es multiplo de 4.
Ademds,a+ b +c+d+eesigual a7l +76 + 80 + 82 + 91 = 400, que es miltiplo de 5.
Tenemos que a + b + ¢ + d = 400 — e es miiltiplo de 4 sélo si e = 76 0 e = 80.

Sie=76,entonces a+b+c+d=324ya+ b+ c=324—d. Los valores posibles de d son 71, 80, 82 y
91, para los cuales 324 — d es, respectivamente, 251, 244, 242, 233, y ninguno de ellos es mdltiplo de 3.

Por lo tanto el valor e = 76 es imposible y tenemos que e =80y a + b + ¢ + d = 320.

Luego, a + b + ¢ = 320 — d y los valores posibles de d son 71, 76, 82 y 91, que corresponden a 320 — d igual
a 249, 244, 238 y 229, respectivamente. El tnico valor de d para el cual 320 — d es muiltiplo de 3 es d = 71.

Entonces a + b + ¢ =249 y a + b = 249 — c. Este dltimo ndmero es par sélo si ¢ = 91.
Quedan para a y b los nimeros 76 y 82, que pueden ingresarse en cualquier orden.

3. La estrategia ganadora es que comience el contrario.
En un tridngulo, retire el adversario 1 6 2 monedas, se retira la dltima.

En un cuadrado, si el adversario retira 1, se retira la del vértice opuesto, de modo que ganas. Si retira
2 monedas, se retiran las otras 2 y gana.

En un pentdgono, si el adversario retira 2 monedas, se retira la del vértice central de las 3 que quedan
con moneda, asi vuelves a ganar. Si el adversario retira 1 moneda, se retiran las dos de los vértices que
forman el lado opuesto al vértice cuya moneda ha retirado el oponente y ganas.

De ahi en adelante el poligono dado puede ser dividido en los casos anteriores y siempre ganas.

La estrategia es que el otro empiece.
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Covcunso Nactovar
Ctrso 2005-2004

Séptimo grado: Preguntas 1, 2 y 3.

Octavo grado: Preguntas 4, 5 y 6.

Noveno grado: Preguntas 7, 8 y 9.

1. A un libro de 100 paginas numeradas del 1 al 200 se le desprendieron 25 hojas. Los nimeros de las

paginas desprendidas se suman, ;puede esta suma ser igual a 2 004?
P

. En la figura 50 que se muestra, los puntos
M y N son los puntos medios de los lados
PA y PB del tridngulo PAB. Si P se mueve
sobre una recta paralela al lado AB.

(Cuantas de las cantidades siguientes cambian?
Fig. 50

Justifica tu respuesta para cada caso: 2 B
a) La longitud del segmento MN.

b) El perimetro del tridngulo PAB.

c) El drea del tridngulo PAB.

d) El éarea del trapecio ABNM.

. En la suma ABCA + CAD = CDBC, cada una de las letras A, B, C y D representa un digito distinto.
Calcula la suma de todos los posibles valores del niimero de cuatro cifras.

. Tenemos un cuadrildtero que tiene sus cuatro lados diferentes, pero las diagonales son perpendiculares

y miden 10 y 7 m, respectivamente. Hallar el 4drea del cuadrilétero.

. En una competencia matemética, la suma de las puntuaciones de Guillermo y Ricardo fue la misma

que la suma de las puntuaciones de Ana y Carolina. Si se hubiesen intercambiado las puntuaciones
de Guillermo y Carolina, entonces la suma de las puntuaciones de Ana y Carolina habria excedido la
suma de las puntuaciones de los dos varones. Ademads, la puntuacién de Ricardo fue superior a la
suma de las puntuaciones de Guillermo y Carolina. Suponiendo todas las puntuaciones no negativas.
Demuestra que el orden de los concursantes segiin sus puntuaciones fue Ana, Ricardo, Guillermo y
Carolina.

n

non
. Pablo elige un entero positivo n y escribe en el pizarrén los 2n + 1 nimeros: ”’5’5’-“’ Tn+1 (los

denominadores van aumentando de 1 en 1). Laura elige dos nimeros escritos por Pablo, a y b, los borra
y escribe el nimero 2 ab — a — b + 1. Después de repetir este proceso 2n veces, en el pizarrén hay un
solo nimero escrito. Determinar los posibles valores de este inico ntimero.
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7. Sean a y b dos niimeros reales tales que:
i) a>b

i) a®>+b>=64y a*+b*=2066.
Hallar el valor de la expresion a* — b

8. Dado el paralelogramo ABCD. Sean E el punto medio del lado AD y F el pie de la perpendicular trazada
desde el punto B hasta la recta CE. Probar que el tridngulo ABF es isésceles.

9. Se colocan alrededor de una circunferencia 2 004 nimeros diferentes tal que la diferencia entre cuales-
quiera dos niimeros adyacentes es 2 ¢ 3. ;Cudl puede ser la diferencia mixima entre cualesquiera dos
de estos nimeros?
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SOLUCIONES

. En una hoja hay dos nimeros consecutivos, uno par y otro impar, la suma de estos es impar, luego
nunca podrd ser 2 004.

. Al moverse P como indica el problema, obtenemos tridngulos de base AB y altura la distancia de la recta
AB a la paralela que pasa por P.

I. La longitud del segmento MN paralela media, permanece constante porque AB es constante y la
longitud de MN es igual a la mitad de AB.
II. El perimetro del tridngulo PAB cambia porque cambian PA y PB.
III. EI 4rea del tridngulo PAB no cambia por no cambiar la base ni la altura.
IV. El érea del trapecio no cambia, pues sus bases y su altura se mantienen constantes.

~.Solamente cambia el perimetro del tridngulo PAB.
. La suma equivale a

(1000A +100B+10C+A)+(00C+10A+D)=1000C + 100 D + 10 B +C, es decir,
1011a+90B=891C+99D . De esa ecuacién concluimos que 1 0114 es multiplo de 9, por lo que A

debe ser mdltiplo de 3. Si A = 3a, tenemos que 337 a + 10 B =99 C + 11 D. Entonces 337 a + 10 B =
11 3la + B) — (4 a + B) es multiplo de 11, por lo que 4a + B debe ser multiplo de 11.

Ahora, como 3a = A £9, tenemos que a <3 yporlotanto 4A + B < 4-3 + 9 =21. Como 4a + B es
miltiplo de 11 y menor que 22, deducimos que 44 + B = 11y de 9C+11D=11(31a+ B)-(4a+ B)
obtenemos 9C+D=31la+B—1.

Considerando que a < 3, resolvamos 4a+ B=11. Si a = 0, obtenemos B = 11 que es imposible. Si
a = 3, obtenemos B = —1 que también es imposible. Las soluciones sona=1,B=7ya =2, B=3.

En el primer caso tenemos que 9C+ D =31a+ B—1=37. La unica solucién en la que C y D son digitos

es C =7, D = 1. Esto nos da la solucién 6 376 + 761 = 7 137 de la suma original. La respuesta al
problema es 4 174 + 7 137 = 11 311.

. Sea el cuadrilatero ABCD (ver figura 35), P es el punto donde se cortan las diagonales AC y BD.

Consideremos que AP =x, CP=10—x; BP =y, DP=7—y, entonces el drea del cuadrildtero es

Azixy+;y(IO—x)+;(IO—x)(7—y)+;x(7—y)=350m2

Sean A, G, C y R las puntuaciones de Ana, Guillermo, Carolina y Ricardo, respectivamente.
Entonces: A+ C=G+R(1) A+G>C+R 2) R>G+C(3)
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Sumando (1) y (2), se tiene 2A >2R por lo que A > R. Restando la (1) a la (2), resulta G-C>C -G,
por loque G > C. Porla (3), R>G yaque C=0.EnresumenA >R >G> C.

1 1 1
Observemos que si b=5, la expresién 2ab—a—b+1:2a5—a—5+1=5.

n 1

1
Inicialmente ) estd escrito en el pizarron, y si Laura borra 5 Y cualquier otro nimero, escribird 5

[\

1 1
Es decir, B siempre estard escrito en el pizarrén. Cuando haya solo un ndmero, este serd 5

(@> + b*)* = 4 096, entonces a*+ 2a’b*>+ b* = 4 096 y 2(a* + b*) = 4 132.

Restando las dos ecuaciones se tiene 2a*+ 2b*— (a* + 2a?b* + b*) = 36 y a*— 2a*h* + b* = 36 por lo que
(a*> - b*? = 36, de donde a*> — b* = 6.
D C

Prolonguemos el segmento CE a partir de E
y prolonguemos AB a partir de A. Sea L el punto E

donde se cortan CE y AB (fig. 51). E

En los tridngulos AEL y CDE tenemos:

AE = DE por ser E el punto medio de AD

ZAEL = ZCED por opuestos por el vértice Fig. 51
ZEAL = ZCDE por alternos entre paralelas. L A B

. Los tridngulos AEL y CDE son iguales y se tiene que AL = CD = AB.

Entonces en el tridngulo rectdngulo BFL, AF es la mediana relativa a la hipotenusa por lo que AF = AL = AB
por lo tanto el tridngulo ABF es isOsceles.

Podemos asumir que el mas pequefio de los 2 004 nimeros es 0. Entonces el mayor es, a lo sumo el
ndmero 1 002 - 3 = 3 006, si estd diametralmente opuesto a 0, y todas las diferencias entre los pares
adyacentes es de 3. Sin embargo, esto significa que los 2 003 nimeros no serdn diferentes. El mayor es
a lo sumo 3 003, y esto puede lograrse con 0, 3, 6, ..., 3 003, 3 005, 3 002, 2 999,..., 2.
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Covernso Nactovar
Ctrso 2004-2007
Tevwto comiy

1. Coloca en cada casilla un nimero entero entre 1 y 16, sin repetir, de manera que la suma de los nimeros
escritos en dos casillas vecinas sea siempre un cuadrado perfecto.

2. Un terreno tiene forma de cuadrildtero convexo y sus lados miden 140 m, 133 m, 210 m y 182 m. Se
desea colocar postes a lo largo del perimetro de manera que cada vértice tenga un poste, exista la misma
distancia entre postes consecutivos y esta sea el mayor entero posible. ;Cudntos postes se necesitan?

3. Encuentra 10 enteros positivos distintos tales que cada uno de ellos divide a la suma de los diez.
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1.

SOLUCIONES

Los cuadrados perfectos que se pueden obtener como suma de dos enteros entre 1 y 16 son 4, 9, 16 y
25. Observamos que 16 s6lo puede tener un vecino, 9, y que 8 solo puede tener un vecino, 1. Por lo
tanto 16 y 8 estdn en las casillas de los extremos y al lado de cada uno estan, respectivamente, 9 y 1. Si
ponemos 16 en el extremo izquierdo, tenemos:

16 |9 1 8

Los tnicos vecinos posibles de 9 son 16 y 7, luego debemos poner 7 a la derecha de 9 y asi vamos
obteniendo los Unicos nimeros que pueden ocupar las casillas vecinas quedando el tablero de la si-
guiente forma.

16 |9 7 2 14 |11 |5 4 12 |13 |3 6 10 |15 |1 8

Si los postes consecutivos estdn a la misma distancia y colocamos postes en los vértices del terreno, la
distancia entre cada par de postes debe ser un divisor comun de las longitudes de los lados. Ademads,
como se quiere que estén a la mayor distancia posible, debe ser el maximo comun divisor de dichas
longitudes. Tenemos que ese méaximo serd 7. Por lo que cada par de postes consecutivos deben estar
separados por una distancia de 7 m. Como el perimetro del terreno es 665 m, al dividirlo entre 7
tenemos 95 postes.

Construyamos una de las posibles colecciones de diez enteros. Iniciemos con los primeros dos enteros
positivos.

El siguiente elemento serd, 1 = 2 = 3; el cuarto elemento serd, 1 + 2 + 3 = 6; el quinto elemento serd,
1 +2+ 3+ 6 =12. Observemos que por construccién, en la ultima suma cada elemento del conjunto
divide a las sumas de todos los elementos. Continuamos con este procedimiento hasta obtener el déci-
mo elemento de la coleccidn, que serd 384. Cada uno de los elementos del conjunto divide a la suma
768. Por lo tanto, 1, 2, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384 es la coleccién construida. En general, para
construir colecciones de nimeros con el procedimiento descrito anteriormente, debemos iniciar con un
entero positivo a, y su doble 2a.
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Covernso Nictovar
Curso 2004-2005

Séptimo grado: Preguntas 1, 2 y 3.
Octavo grado: Preguntas 4, 5 y 6.
Noveno grado: Preguntas 6, 7 y 8.

1.

Sea un tridngulo POR rectingulo en Q, considere los puntos S, U y T sobre los lados PQ, OR y PR,
respectivamente de forma tal que PS=PT y RT =RU . Halla la amplitud de ZSTU.

Dos jarras idénticas estdn llenas de una mezcla de una sustancia A y una sustancia B en la proporcién de
2 :1, una de ellas y de 3 : 1 la otra. Si vaciamos ambas jarras en una grande, halla la proporcién de la
sustancia A y la sustancia B que hay en la mezcla.

Algunas quintas potencias de nimeros enteros tienen todas sus cifras distintas, por ejemplo 2° =32 y

3% =243; algunas tienen cifras repetidas, por ejemplo 10° =100000. Sea n el nimero de potencias

quintas perfectas que tienen todas sus cifras distintas, demuestra que n < 90.

Dos velas tienen diferente longitud y grosor. La mas larga dura 7 h ardiendo y la més corta 10 h. Si
después de 4 horas ardiendo, las dos velas tienen igual longitud, ;cudl es el cociente entre las longitu-
des de ambas?

Sea un dngulo recto de vértice A; sobre la bisectriz del dngulo A se elige un punto P, P # A. Por el punto

P se traza una recta L que corta a los lados del dngulo en los puntos By C. Sea AB=a y AC=b.

1 1
Demuestra que la suma — +Z no depende de la eleccién de la recta L.
a

. Determina las dos ultimas cifras del nimero 22%2.

La cantidad de habitantes de una ciudad era un cuadrado perfecto, es decir, un nimero entero al cua-
drado. Con 100 personas mds, la nueva cantidad de habitantes resulté ser un cuadrado perfecto mas
uno. Ahora, con otro aumento de 100 personas, la cantidad de habitantes es nuevamente un cuadrado
perfecto. ;Cudl era la cantidad de habitantes original de la ciudad?

Se tiene un tridngulo ABC acutangulo, sean M|, M, y M, los puntos medios de los lados AB, BC y AC,
respectivamente. De cada punto medio se trazan segmentos perpendiculares a cada uno de los otros dos
lados del triangulo; los puntos de interseccion de estos segmentos y los puntos M, M, y M, son los
vértices de un hexdgono.

Demuestra que el area del hexdgono es el doble del area del triangulo M M, M.

87



SOLUCIONES

. Sea ZQRT =x, tenemos que

4UTR=%(180°—x), ZOPR=90°—x, ZPTS=%(180°—(90°—x))=%(90°+x),

1 1
Por otra parte, ZUTR +ZSTU + ZPTS =180, de donde £5TU =180°~ (180° - x)- 5 (00° + x)=45°.

. Supongamos que en la primera hay 12 L, 8 serdn de A y 4 de B. Si en la segunda hay 12 L, 9 serdn de A
y 3 de B. Asi pues, en la mezcla de 24 L, 17 son de A 'y 7 de B por lo que la proporcion de Ay Bes 17 : 7.

. Ningtn nidmero con 11 digitos o més puede tener todas sus cifras diferentes por lo que si x° tiene todos
sus digitos diferentes, entonces x < 100, y los posibles valores de x son a, 2, 3, ..., 98, 99. Ademais,
cualquier multiplo de 10 tiene ceros repetidos cuando se eleva a la quinta potencia.

son < 90.

. Sea x la longitud de la vela larga, y, la longitud de la corta. Al cabo de 4 h se habrd consumido ?x en
. . 3
la primera y 0,4 y en la otra, por lo que las longitudes que quedaron son 7x, 0,6 y.

3
Como nos dicen que ?X =0,6y, entonces x:y=>5:7 que es la razén buscada.

. Llamémosle / a la distancia de P (fig. 52) a los lados del dngulo (ABC): (APB)+ (ACP) por lo que nos

ab
quedaria que: ab=ah+bh, entonces ab:h(a+b) quedando h:a+b por lo que
\C
P
A

B Fig. 52
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1 =4 +b l:l + 1 y como h es constante queda demostrado que la suma no depende de la elec-
b

=
h ab h a
cién de la recta (fig. 53).

. Si observamos las primeras potencias de 2, podemos encontrar una ley de formacidn.
Potencia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ultimos 02 04 08 16 32 64 28 56 12 24 48
dos digitos

Potencia 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Ultimos 96 92 84 68 36 72 44 88 76 52 04
dos digitos

Entre las potencias de 2 encontramos 20 diferentes parejas de dos digitos finales. Ademads, van apare-
ciendo ciclicamente cada veinte posiciones. Ahora 221 : 20 da cociente 11 y resto 1, por lo que las dos
dltimas cifras de 22> deben ser las mismas que las de 2? que es 04.

. Sean a, b y ¢ enteros no negativos tales que a es la poblacién original, b* + 1, la poblacién después del
primer aumento y c2, la poblacién después del segundo. Entonces tenemos que:

a*+ 100 = b* + 1

b* + 101 = ¢?

luego ¢* —a*> =200 = (c+a)(c—a)=200.

La descomposicion de 200 en factores primos es 200 = 2*- 52, Considerando entonces los divisores de
200 y que c+a=c—a tenemos que:

c+a=200 c-a=1 ¢ no es entero
c+a=100 c—-a=2 c=51y a=49
c+a=50 c—-a=4 c=27ya=23

¢ no es entero
¢ no es entero
c=15ya=5

c+a=40 c—a=5
c+a=25 c—a=38
c+a=20 c—a=10

L

Analicemos ahora los casos 2, 3y 6
El segundo caso cumple las otras condiciones del problema, a saber,

492 + 100 = 50% y 50> + 101 = 512

En el tercer caso, ¢ = 27 y a = 23 tenemos que 23> +100—1 no es un cuadrado perfecto. Igualmente, el

ultimo caso 25 + 100 — 1 no es un cuadrado perfecto. Por lo tanto la cantidad de habitantes original era
49 = 2 401.

Fig. 53
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Por M|, M, y M, se trazan las mediatrices (fig. 53), sea O el punto de interseccion de ellas, entonces M,Q
es paralela a OM,| por lo que ZOM M, = ZPM.M, por alternos entre paralelas. Andlogamente pasa con
los dngulos ZOM, M,y M, M R.

De aqui concluimos que APM3 M =A0M1 M 'y por tanto sus dreas son iguales.

Andlogamente pasa con las otras dos parejas de triangulos.
Por lo tanto el drea del tridngulo M M, M, es la mitad del édrea del hexdgono.

90



