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Preambulo

| presente libro de texto que ponemos en tus manos, elaborado para

el duodécimo grado, ha tenido como punto de partida el resultado

de muchos afios de trabajo de un grupo importante de especialistas
en la disciplina y en la metodologia para su ensefianza y aprendizaje, en-
cabezado en un primer momento por el Dr. C. Luis Campistrous Pérez y la
Dra. C. Celia Rizo Cabrera, posteriormente, por la Dra. C. Marta Alvarez
Pérez y liderado por el Dr. C. Aurelio Quintana Valdés. A lo largo de todo
el proceso de elaboracién permitié que sus autores contaran, no solo con
valiosos materiales de apoyo, sino con acertadas criticas, reflexiones, va-
loraciones y sugerencias, de los profesores que participaron en la etapa
experimental dedicados a la enseflanza de la matematica, y de otros espe-
cialistas de la ensefanza preuniversitaria y de las universidades, que siem-
pre realizaron observaciones oportunas y necesarias, en particular a los
del Proyecto de investigacién de la Universidad Marta Abreu: Alternativas
Metodoldgicas para el trabajo con los libros de textos en la Matematica de
la Educacion Media.

iA todos, nuestro infinito agradecimiento!
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ste libro lo hemos escrito para ti, para que puedas obtener los co-

nocimientos matematicos basicos de este grado, que completan los

saberes de la disciplina correspondientes al nivel medio superior, los
cuales te seran utiles ademas para comprender los contenidos que estu-
diaras en el nivel superior. En consecuencia, estos contenidos matematicos
no se presentan aislados, por lo que el libro tiene la intenciéon de reacti-
var los conocimientos anteriores, los cuales representan la base necesa-
ria para introducir los nuevos, que a su vez constituyen su ampliacién y
profundizacién.

El contenido de este libro estd estructurado en cuatro capitulos que se
corresponden con las unidades del programa de estudio que comprende
el curso escolar. Para organizar mejor el contenido, los capitulos estan di-
vididos en epigrafes y algunos de estos en subepigrafes.

Cada uno de los capitulos comienza con una introduccién que revela,
de manera breve, el surgimiento y evolucion a través del tiempo del con-
tenido fundamental que se estudia en el capitulo, las principales persona-
lidades que propiciaron su desarrollo y la importancia que tiene su estudio
para el mejoramiento humano, expuestos mediante algunas de sus apli-
caciones a diversas ramas de las ciencias, en relaciéon con el progreso cien-
tifico y tecnoldgico de la sociedad, por lo cual también permiten orientar
tus motivaciones profesionales. En cada capitulo se presentan, ademas,
situaciones problémicas, que pueden ser resueltas con los conocimientos
que adquieras en el desarrollo del capitulo o en el epigrafe en cuestién.

En cada epigrafe encontraras los contenidos del curso, algunos de ellos
destacados en recuadros, como es el caso de las definiciones, los teore-
mas y las propiedades; los ejemplos resueltos, que contienen ademas al-
gunas sugerencias, ilustran cdmo debes proceder para resolver ejercicios
importantes que corresponden a ese contenido. Al final de cada uno de los
epigrafes aparecen ejercicios propuestos para el trabajo independiente,
muchos de los cuales requieren del uso de asistentes matematicos y tienen
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el propdsito de obtener nuevos conocimientos que debes compartir con
tu profesor de matematica y companeros de tu grado. Al final de cada
capitulo encontraras otros ejercicios que integran los contenidos tratados.
Los ejercicios que aparecen sefialados con un asterisco (*) son lo que pre-
sentan un mayor grado de dificultad.

Para que puedas comprender mejor el contenido y establecer una co-
municacién mas amena con tu libro, este contiene algunas secciones tales
como:

Recuerda que...: presenta pequeios resimenes de contenidos que de-
bes saber para obtener otros nuevos.

¢Sabias que...?: es una seccion itinerante y variada, para expresar bre-
vemente informaciones relevantes en el tema: una noticia, un descubri-
miento o una aplicacién de la matematica.

Saber mas: trata aspectos relacionados con el contenido que no corres-
ponden al programa, es decir, una breve ampliacion del tema, que puedes
investigar utilizando los medios de comunicacién.

Reflexiona: presenta situaciones problémicas en las que debes pensar
porque tiene que ver con un concepto, una relaciéon o un procedimiento.

De la historia: en esta seccion se destacan aspectos de personalidades
vinculadas al descubrimiento, surgimiento de nuevos contenidos o al ori-
gen y desarrollo de aspectos de la matematica tratados.

jAtencion!: esta seccidén es una alerta en algunos aspectos para ser cui-
dadoso y no incurrir en errores. También destaca algunos elementos que se
van a considerar en la resolucién de las actividades o ejercicios propuestos.

Investiga y aprende: se proponen tareas para investigar y asi enrique-
cer el conocimiento con el aprendizaje de nuevos contenidos y procederes.

Aplica tus conocimientos: se trata de ejercicios que debes resolver, por-
que se refieren a contenidos anteriores que debes reactivar y obtener un
nuevo conocimiento.

Reflexiona sobre lo aprendido: se trata de un grupo de preguntas sim-
ples cuyas respuestas sintetizan los contenidos fundamentales del capitulo.

Comprueba tus conocimientos: se trata de una tarea de aprendizaje
que puede servirte como autoevaluacion.

Conéctate: es en el sitio www.cubaeduca.cu donde puedes consultar la
teoria y ejercicios resueltos, relacionado con los temas estudiados.

Ademas, incluye:
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Ejemplos: pueden ser ejercicios resueltos que muestran procedimientos
de trabajo.

Preguntas detonantes: estan identificadas con el simbolo #, y estan di-
rigidas a activar el razonamiento del tema que se trata.

Ejercicios: contiene los que se proponen para cada epigrafe.

Ejercicios del capitulo: agrupa los que integran los contenidos tratados
en todo el capitulo.

Autoevaluacion: aparece al final de cada capitulo estructurada en dos
tipos de test.

Respuesta a los ejercicios: contiene las soluciones de los ejercicios de
cada capitulo del libro

Ponemos en tus manos esta obra y confiamos que sabras aprovechar
el contenido que en ella se recoge, no solo para tu enriquecimiento per-
sonal, sino también para compartir los conocimientos que adquieras con
todos los que rodean.

Los autores
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CAPITULO1

Inducciéon completa.
Sucesiones numeéricas

uienestienen el privilegio de vivir en esta época-elsiglo xxi—les es

imposible concebir el progreso de la humanidad, sin relacionarlo

con el desarrollo cientifico-tecnolégico, expresado en la automa-
tizacion creciente de los procesos productivos, el desarrollo de la infor-
matica y de otras ciencias, que requieren de encontrar soluciones creativas
y sostenibles.

Para ello es necesario desarrollar la capacidad de hacer razonamientos
inductivos y deductivos para orientarse, juzgar la veracidad de una propo-
sicion o la validez de una conjetura, a partir de los hechos y las condiciones
de un contexto determinado, y que en no pocas ocasiones se explican o se
demuestran por modelos, procedimientos y métodos matematicos.

Entre las situaciones que se modelan o demuestran por métodos mate-
maticos se encuentran las que generan listas de numeros, como: la velo-
cidad de crecimiento bacteriano al transcurrir cierto tiempo; los ingresos
obtenidos por el interés financiero de una cuenta bancaria; la concentra-
cién en sangre de un medicamento; la frecuencia de las notas musicales
medidas en ciclos por segundos; la depreciacion del valor de un articulo en

uso, o la secuencia de alturas que alcanza el rebote de una pelota lanzada
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Altura en al aire (figura 1.1). En Matema-
metros A

tica estas listas de numeros se
T [laman sucesiones numéricas.

15 Al respecto, ;qué vas a apren-
AN der en este capitulo?

A Aprenderas a diferenciar entre

VvV TV Ve e razonamientos deductivos e in-
1 3 4 5 g Cantidad
derebotes ductivos y a comprender el valor

de estos para orientarte en cual-
quier situacién o contexto, a hacer predicciones y juzgar la veracidad del
contenido de una declaracién, o la validez de un determinado juicio a partir
de los hechos disponibles.

Profundizaras en los métodos inductivos que te permitiran demostrar
propiedades de los nUmeros naturales. Ampliaras tus conocimientos sobre
las sucesiones numéricas, a partir de los cuales aplicaras procedimientos y
métodos inductivos para la demostracion de propiedades, que luego po-
dras transferir a diversas situaciones de la realidad y a otras disciplinas

durante tus estudios superiores.

1.1 Induccion completa

Un llamado a razonar es la invitacion que con frecuencia nos hacemos
unos a los otros en la vida cotidiana. Lo hacemos de forma natural, con
razonamientos inductivos o deductivos, por ser una capacidad inherente
al hombre. En varias asignaturas la utilizaste, para obtener las leyes de
gravitaciéon universal, la ley de Ohm, la ley de Hoocke o la demostracion
del caracter conservativo de ciertos sistemas, entre otros ejemplos.

En Matematica, para identificar las propiedades conmutativa, asociati-
va y distributiva de las operaciones con niumeros naturales (figura 1.2), en-
tre otros ejemplos, hiciste uso de razonamientos inductivos y deductivos.

Ahora se trata de comprender la utilidad de los métodos definidos

por estos razonamientos, para demostrar proposiciones en los numeros
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naturales, en las que cualquier sustitucion de la variable las transforma en
propiedades con validez universal.

)
//”c/L'Lu/uc/L-’; <Z(:: Zuv nomeros natorales

; Cr@[u‘(:wyﬂ /7211[[9/’)0} ac /J,’/Z
*Q’/?c’/b[uhluﬂx a+h = bia Qnb = bed
SN é}t‘/}’r/)&’/ 74302347 96 =44=67

Ed-ﬁUtz;CL&LL'Y{_,. (@a+bB+c =a+(bie) (@Hcza-(be)
& 878)77/)&/ (5+e)+3=19=5+(6+3) B4)-2:29=3 (4:2)
;@[;ﬁtl‘&/ﬂ’ﬂ}/&~ d-(br&)=a-brac

%‘QW/)ZU :

Fig. 1.2

¢ Cuando un razonamiento es deductivo o inductivo?

¢ Como inciden los razonamientos deductivos e inductivos en la deter-
minacion de métodos matematicos?

¢Sera necesario demostrar que una proposicion es una propiedad, pro-
bando que se cumple para cada numero natural?

¢ Como demostrar la validez universal de una proposicion matematica?

Razonamientos deductivos e inductivos

Para comprender la diferencia entre un razonamiento deductivo y uno
inductivo, es conveniente que te detengas en una situacién de la vida co-
tidiana como la siguiente:

e Si tienes conocimiento del horario de una ruta de 6mnibus se puede
saber a qué hora pasara por cierto lugar: razonamiento deductivo.

e Si observas durante varios dias, que una ruta de 6mnibus pasa entre
las 7:20 a.m. y las 7:25 a.m. por ese lugar, se puede afirmar con cierta
seguridad que siempre pasa en ese intervalo de tiempo por el referido
lugar: razonamiento inductivo.
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Observa que del razonamiento inductivo anterior, también, se pueden
diferenciar proposiciones particulares y generales.

La proposicién: el 6mnibus paso el lunes a las 7:25 a.m. por ese lugar,
tiene menor nivel de generalidad, que la proposicion: e/l 6mnibus pasa to-
dos los dias entre las 7:20 a.m. y las 7:25 a.m. por ese lugar. Esta, resulta a
su vez particular, con respecto a: e/ 80 % de los dmnibus de esa ruta pasan
todos los dias entre las 7:20 a.m. y las 7:25 a.m. por ese lugar.

Del andlisis anterior se infiere que lo general y lo particular son concep-
tos relativos.

Ejemplo 1.1

La tabla 1.1 de frecuencia recoge, en datos agrupados, los resultados
de las mediciones de la presion arterial maxima (sistélica), en una muestra

de pacientes con edades de 16 aifos a 18 anos.

Tabla 1.1
Presion Marca . . Frecuencia @ Frecuencia
. Frecuencia Frecuencia .
arterial de . absoluta relativa
. - absoluta relativa

maxima clase acumulada  acumulada
[80;100) 20 40 0,16 40 259 0,16 1,0
[100;120) 110 120 0,46 160 219 0,62 @ 0,84
[120;140) 130 65 0,25 225 99 0,87 | 0,38
[140;160) 150 22 0,084 247 34 0,954 0,130
[160;180) 170 7 0,028 254 12 0,982 ' 0,046
[180;200) 190 5 0,018 259 5 1,0 0,018

Se conoce que la presién arterial maxima a partir de 139 es considerada
delicada y mas de 150 grave, entonces se pueden hacer los razonamientos

siguientes:

a) Mas del 50 % de la muestra tiene la presién arterial maxima normal.

b) 65 jovenes estan en una situacién de riesgo.

¢) Hay 34 jévenes en situacion grave, con respecto a su presion arterial
maxima.
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Clasificar y fundamentar, en deductivo o inductivo, particular o general
al tipo de razonamiento utilizado para el andlisis de la situacion dada.

Resolucion
Tipo de razonamiento Fundamentacién
a) deductivo particular 160 jovenes estan entre 80 a 120
b) inductivo  general En cada caso se generaliza, al considerar
la marca de clase.
¢) inductivo  general Si los datos fueran simples el analisis seria
otro.

En general se puede concluir que:

e Mediante el razonamiento deductivo se obtienen proposiciones verda-
deras a partir de premisas verdaderas, con ayuda de reglas de inferen-
cias deductivas.

e Mediante el razonamiento inductivo, se pasa de una proposicién par-
ticular a otra de mayor generalidad. Este tipo de razonamiento no con-
duce necesariamente a conclusiones verdaderas a partir de premisas

verdaderas.

@ Conéctate

Accede al sitio www.cubaeduca.cu en la seccion curricular, busca en Matematica
duodécimo grado la leccion Induccién completa y responde la interrogante que
se da a continuacién:

¢Por qué el razonamiento deductivo es una herramienta fundamental en la en-

sefanza de las matematicas?
Métodos deductivos e inductivos

A ;Cémo demostrar verdades infinitas?

Piensa en ejemplos de la vida en los que se han utilizado los razo-
namientos inductivos y deductivos. Debes saber que como métodos
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permiten comprender y modelar fenémenos y procesos del mundo que
nos rodea. En particular, el método inductivo es util para generar nuevas
ideas y teorias, y el método deductivo para probarlas. Estos métodos son
muy utilizados en la demostracién de proposiciones matematicas y en
otras ciencias.

Q Investiga y aprende

Investiga y socializa con tus compafieros cdmo se complementan los métodos
inductivo y deductivo en la produccién de conocimientos en un area de tu
interés.

Por ejemplo, una afirmacién sobre nimeros naturales es una propie-
dad en el conjunto de los niUmeros naturales, en la cual al sustituir la varia-
ble n por un numero natural dado obtenemos una proposicién verdadera
o falsa. Es decir, la propiedad puede cumplirse para todos los niumeros
naturales, para algunos o para ninguno.

’, Reflexiona

¢Cémo utilizarias el método inductivo y el deductivo en la demostracion de pro-
piedades de numeros naturales?

Ejemplo 1.2

Sean A, By C proposiciones sobre los niumeros naturales, tal que:

A: El producto de dos nimeros naturales consecutivos es par.

B: Un nimero natural es par.

C: El producto de un nimero natural distinto de cero, por cero es el

mismo numero.

a) Representar simbolicamente las propiedades dadas, con la variable n.
b) Analizar si es verdadera o falsa. Justificar y ejemplificar para un valor
de n.
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Resolucion:

A(n): n(n+1) es par, Es verdadera, porque de dos nimeros naturales cua-
o lesquiera, si uno es par el producto siempre es par.
n(n+1)=k; keN Ejemplos: A(4): 4 (4 + 1) =20, es par.
A(7): 7(7+1)=56, es par.

B(n): n es par Es verdadera, para los pares. Ejemplo: B(6): 6, es par.
No se cumple para los impares. Ejemplo: B(11):11,
es impar.

Cn):n-0=n;n=0 Es falsa, porque la multiplicacién de cualquier nu-

mero natural por cero siempre es cero.
Ejemplo: C(13):13-0=0 y 13%0. ¢
Para la Matematica son especialmente importantes aquellas proposi-

ciones en las que, para cualquier sustitucion de la variable n por un name-
ro natural, se obtienen proposiciones que siempre se cumplen.

Ejemplo 1.3

Probar que A(n): n(n+1) es par, para todo n.

Resolucion:

Sean €N, en ese caso hay dos posibilidades

Primera: n es par, luego n=2ky(n+1)=2k+1; k €Ny se tiene que
n(n+1)=2k(2k +1)

Segunda: n es impar, luegon =2k +1y (n+1)=2k+2 =2(k+1); KEN

y se tiene que n(n+1)=(2k+1)-2(k+1)

Luego, en cualquiera de las dos posibilidades n(n+1), es par. 4

En realidad, las demostraciones de este tipo no siempre son tan evi-
dentes. Para comprobar que una propiedad se cumple para todos los nu-
meros naturales es necesario realizar una demostracién, que puede ser
deductiva, como las ejemplificadas anteriormente, o mediante métodos
inductivos.

En particular es muy efectivo el lamado método de induccion completa.
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Definiciéon 1.1
La induccion completa es el razonamiento que conduce a una conclusion
general, a partir del estudio de todos los casos del fendmeno observado

y tiene su validez garantizada. Un caso particular de ella es la induccién

matematica.

En este método se parte de probar que la propiedad se cumple en dos
casos bajo ciertas condiciones, lo que permite generalizarla para todos los
numeros naturales.

Ejemplo 1.4

Demostrar que el producto de n niumeros impares, es impar.

Resolucion:
Sean a,;a,;a,;...;a, humeros impares cualesquiera tales que:
a,=2k+LkeN ya =2r+1 relN.

Luego, para n = 2 se tiene que: a,-a, =(2k +1)(2r +1)
=4kr+2(k+r)+1
=2(2kr +k+r)+1, esimpar

Para n = 3 se tiene que: a,-a,-a; =(a,-a,)-a, = b, - a;

Como b, =(a,-a,) es impar, entonces b,-a, es impar, luego a,-a,-a, es
impar. Podemos repetir este procedimiento para n =4y asi sucesivamente.
Luego, a,-a,-a,-...- a, , es impar para todo n. ¢

Observa que en este caso comenzamos por demostrar la propiedad

para n =2y hemos “inducido” su validez general.

’, Reflexiona

¢Qué significado tienen los tres puntos suspensivos entre dos términos?

Aunque la demostracion del ejemplo anterior parece convincente, al
incluir la expresion “asi sucesivamente”, no explicita a todos los elementos
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que se consideran en la propiedad que se va a demostrar, esto puede dar
lugar a imprecisiones que conducen una induccién incompleta o empirica.

1
~ ’

Q Saber mas

La induccién incompleta o empirica es el razonamiento del cual se llega a inferir
una conclusién o ley general, a partir de observaciones de casos particulares
del fenédmeno estudiado; puede dar lugar a conclusiones verdaderas o falsas. Es
utilizada en las ciencias experimentales, pero las conclusiones que se obtienen
solo poseen cierto nivel de plausibilidad, que depende, entre otras cosas, del
numero de observaciones realizadas y su posterior comprobacién; por tanto,
siempre estan sujetas a las modificaciones que los nuevos datos puedan aportar.
En Matematica es Util para el descubrimiento de nuevas propiedades, pero no
garantiza su validez.

Un ejemplo matematico de induccion incompleta que conduce a una
conclusion falsa es el siguiente:

Ejemplo 1.5
Demostrar si es posible la validez universal de la proposicién
P(n): n> —n+ 41, es primo.

Resolucion:

Al sustituir n por un nimero natural, obtenemos sucesivamente:
P(0): 0°-0 + 41 =41, es primo. Verdadero
P(1): 12 =1+ 41 =41, es primo. Verdadero

P(2): 22 -2 + 41 = 43, es primo. Verdadero
P(3): 32 =3 + 41 =47, es primo. Verdadero

Pareciera que la proposicion es verdadera para todo n€NN, sin

embargo:

P(21): 212 —=41 + 41 =1 681, no es primo. Es divisible por 41.
Luego, la proposicién no se cumple para todo nimero natural. ¢
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El ejemplo anterior ilustra que, no siempre se puede asegurar el valor
de verdad de una conjetura, sin considerar cuantos casos particulares se
verifiquen. Se necesita una demostracion para determinar la verdad de la
proposicion.

K De la historia

En el siglo xvi el matematico aleman Godofredo Wilhelm Leibniz (1646-1716)
demostré que cualquiera sea el entero positivo n:

’ 3 P
el nUmero n” —n es divisible por 3,
el nimero N’ —n es divisible por 5;

el nimero n’ —n es divisible por 7.

De aqui supuso que para todo k impar y cualquier natural n“-n era divisible
por k.

Sin embargo, pronto observé que 2°-2=510 no es divisible por 9.
También el jurista y matematico francés Pierre de Fernant (1607-1665) supuso

’ o ’ . ,
que el nimero 2° +1 era un nimero primo para todo niimero natural n, des-
7 0
pués de haber probado que para: n=0, 2% +1=3

n=1 27+1=5
n=2, 2% +1=17
n=3, 2¥ +1=257
n=4, 2* +1=65 537

Sin embargo, el matematico fisico suizo Leonhard Euler (1707-1783) refuto esta
suposicion cuando demostré que paran=5, 22 +1= 4294967297
es divisible por 641.

Principio de induccion completa

La importancia del método de induccién completa, radica en que ga-
rantiza la validez de una proposicién, sin necesidad de probar para cada
numero natural.

La validez de sus resultados se garantiza en virtud del teorema siguiente:

10
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Teorema 1.1 Principio de induccion completa

Si para una propiedad P(n), sobre el conjunto de los naturales se cumple:
I) P(a) es verdadera, a € N

Il) Para todo nimero natural K, de P(K) se deduce P(K+1)

Entonces P(n) es verdadera para todo n>a.
Este teorema lo aceptamos como verdadero y lo aplicaremos a la de-
mostracién de propiedades que dependen de un nimero natural.

é? iSabias que...?

La esencia del método de induccion completa se puede representar con las fi-

chas de un juego de domindé. Imagina las fichas colocadas verticalmente, ;cémo
tumbarlas todas?

i Un método seria tumbar las fichas Esto es analogo a demostrar
’; una a una (figura 1.3). que la propiedad se cumple
"‘ para cada numero natural
'; probando uno a uno.

:o:l..:

-

o

Fig. 1.3

Otro método seria, colocar las fichas en una fila Esto es analogo a las dos
de manera que la distancia entre ellas sea siempre condiciones del principio de
menor que su altura (figura 1.4 a). Al tumbar la induccion completa.
primera caen todas sucesivamente (figura 1.4 b). ® Probar que la propiedad
se cumple para un primer
numero natural.

Probar que, si la propie-
F dad se cumple para otro

_
aels
.U
°

“

.’

gt @
"

- numero cualquiera, en-
for tonces siempre se cumple
‘S e
) para su sucesor.
‘e ®
‘ mm——
e o
® o .
e Fig. 1.4
a b

1
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Al aplicar el principio de induccién completa podemos proceder aso-
ciando sus condiciones al siguiente procedimiento:

¢ Inicio o base de induccion. Garantizar que la propiedad se cumple
para un primer numero natural.

¢ Hipotesis de inducciéon. Suponer que la propiedad se cumple para
un numero natural k cualquiera: P(k).

¢ Tesis de induccion. De la suposiciéon (hipotesis) se deduce que la pro-
piedad también se cumple para el sucesor k +1, de k: P(k +1)

* Demostracion de la tesis de induccion. Refiere a deducir P(k + 1) de
P(k).

Ejemplo 1.6

Demostrar por induccion completa que para todos los nUmeros natura-
les se cumple la propiedad P(n):n* — n+3, es multiplo de 3.

Resolucion:

Inicio o base de induccidn: verifiquemos que la propiedad se cumple
para un primer numero natural, probemos para el primer niamero natural
n =0, luego: P(0):0° - 0+3=3; 3 es multiplo de 3; es verdadera.

Hipotesis de induccion: supongamos que la propiedad se cumple para
un numero natural k cualquiera.
P (k): k* -k + 3 =3q; geEN

Tesis de induccion: de la hipétesis se deduce que su sucesor k +1tam-
bién se cumple:

P(k+1):(k+1)3-(k+1)+3=3q9, g€EN

Demostracion de la tesis de induccion: para deducir P (k+ 1) de P(k),
desarrollamos el miembro izquierdo de la tesis para identificar el término

12
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(k + 1), que se debe adicionar en ambos miembros de la hipotesis, para
deducir 3q.

(k+1° —(k+1)+3=k>+3k*>+3k +1-k-1+3
=k>+3k*+3k-k+3
Como k’ —k +3 = 3q, entonces el término (k + 1) es 3k* + 3k por lo que
=3q+3k*+3k
:3(‘7”(2 +k), es multiplo de 3.

Luego, la propiedad n* —-n+3 =3 es multiplo de 3 paratodon€N. ¢

A Atencion

Observa que en la demostracién se debe llegar al miembro derecho de la tesis.

El principio de induccidon completa también se aplica en la demostra-
cion de desigualdades.

Ejemplo 1.7

Demostrar por inducciéon completa que P(n):3" >n, paran>1.

Resolucion:

Inicio de induccidn: probemos que se cumple para el primer numero
natural que se indica en la condicién de la propiedad, es decir; paran=1,

P(1):3'>1 3>1,la propiedad se cumple.

Hipotesis de induccion: supongamos que se cumple para un numero
natural k cualquiera.

P(k):3“>k

13
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Tesis de induccidn: se deduce que se cumple para su sucesor (k +1), se
tiene que:
P(k+1):3"" > k+1

3.3>k+1

Demostracion de la tesis de induccion: luego para deducir P(k +1) de
P(k):
Se multiplica por tres, ambos miembros de P(k) y se desarrolla el miem-
bro izquierdo3*-3> k-3
341> 3k
3 Sk+k+k
Al ser k >1, se cumple que k + k + k > k +1, luego
3" >k+k+k>k+1,y, por lo tanto

3" >k +1, lo cual significa queP(k+1) es verdadera.

En virtud del principio de induccién, P(n) es verdadera para todo
neEN:n>1. ¢

’, Reflexiona sobre lo aprendido

1. A partir de la informacion que te ofrece el ejemplo 1.1, di qué analisis
harias en cuanto al siguiente razonamiento:

e Aproximadamente el 38 % de los jévenes de la muestra aparentan tener
una causa de riesgo para padecer de tension arterial alta.

2. Elabora y socializa, en tu grupo, ejemplos de al menos dos situaciones de
la vida cotidiana y (o) de la matematica, en las cuales se evidencie que:
mediante el razonamiento inductivo se pasa de una proposicion particular
a otra de mayor generalidad, que no siempre conducen necesariamente a
conclusiones verdaderas a partir de premisas verdaderas.

3. Explica cdmo el razonamiento deductivo se utiliza para verificar las hipéte-
sis generadas por el razonamiento inductivo.

14
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4. Es de vital importancia en el método inductivo la observacion y la recopi-
lacion de datos empiricos. ;COmo puedes aplicar este principio a tu vida
diaria para tomar decisiones mas objetivas? Escoge una situacién personal
o social en la que debas tomar una decision, ¢ qué tipo de informacion reco-
pilas y cémo la utilizas en tu decisiéon?

5. ¢Como demostrar por el principio de induccion completa que, cualquier
numero entero de pesos mayor que 7, puede pagarse con billetes de 3 y
5 pesos, sin necesidad de cambio?

6. En Geometria, también existen propiedades que son verdaderas para cual-
quier numero natural n.

7. Comprueba con el uso de GeoGebra, que por n puntos del plano de los

. n(n-1 ,
cuales no hay tres alineados, pasan % rectas. {Co6mo demostrar por el

principio de induccion completa esta propiedad geométrica?

Ejercicios del epigrafe 1.1

1. Analiza, para socializar con tus compaferos, la proposicién que consi-
deres correcta.
1.1 ;Qué papel juega el razonamiento inductivo en el proceso de des-
cubrimiento matematico?
a) El razonamiento inductivo se utiliza para probar y verificar las
hipétesis existentes.
b) El razonamiento inductivo se utiliza para encontrar patrones y
regularidades en los objetos matematicos.
¢) El razonamiento inductivo se utiliza para ensefiar matematicas a
los estudiantes.
d) El razonamiento inductivo se utiliza para llegar a conclusiones
definitivas.

1.2 ;Cual es la diferencia fundamental entre el razonamiento inductivo

y el deductivo?

a) El razonamiento inductivo se basa en la observacién, ya que el
deductivo se basa en la I6gica formal.

15
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b) El razonamiento inductivo parte de conclusiones especificas, ya
que el deductivo parte de principios generales.

¢) El razonamiento inductivo es utilizado en las ciencias naturales y
formales, ya que el deductivo es utilizado en las ciencias sociales.

d) El razonamiento inductivo es mas complejo que el deductivo.

Demuestra por induccién completa que para todo n €N, se cumplen las
propiedades siguientes.

a) 5" —1es divisible por 4. b) 3" —1es divisible por 2.
A n(n+1)(n+2)es multiplode 3. d) 4" +15n—1es divisible por 9.

e) 7" -3" es multiplo de 4. f) 2" +3°"*! es divisible por 7.

Demuestra por induccion completa las desigualdades siguientes.

a) 2">n e) (1+n)2>1+n2

b) n+n>2n-1 fy 2">n?

o 3n>n+1 9) (n+1)2 <2n?

d n+1>n h) (1+a)" >1+na (a=0,a>-1)

Demuestra por el principio de induccion matemaética que n*> —n+41,
siempre es un numero natural impar.

Demuestra que 8" — 3" es divisible por 5 para todos los nUmeros natura-
les n.

Demuestra que 3°" —1es divisible por 8 para todos los numeros natura-
les n.

. Sean b,,=3b, y b, =5. Demuestra que b, =5-3"", para todo numero

natural n.

Demuestra que la suma de los dngulos interiores de un poligono con-
vexo de n lados es (n—-2)m.

. Determinar todos los niumeros naturales para los cuales1-2-3-...-n>2".
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10. Demuestra que para todo numero natural n > 1se cumple que

1 1 1
T4 —+—+..+—>/n.
V2 3 Jn

@ Conéctate

11. Accede a https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=2088&type

=theme
Encontraras la leccién correspondiente a ejercicios sobre el método de de-

mostracion por induccion completa, realizalos para que amplies y verifi-
ques los conocimientos adquiridos en este epigrafe.

1.2 Sucesiones numeéricas

Estructura légica y término general de una sucesion numérica

Nuestra vida cotidiana es diversa en situaciones que suceden siguiendo

un orden, una caracteristica o un patrén (figura 1.5).

Fig. 1.5

El transcurso de los dias de una semana y los meses de un afo, asi como
la estatura que una persona alcanza durante un periodo de su vida, o el
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crecimiento de una poblacién bacteriana, son situaciones que, medidas
con las magnitudes correspondientes, constituyen ejemplos de sucesiones
que pasan inadvertidas, pero que, sin embargo, demuestran su natural
presencia en la cotidianidad.

En general, las sucesiones son el objeto matematico que permite ex-
plicar o modelar dichos patrones, a partir de sus aplicaciones en diversos
campos de las ciencias y la propia Matematica.

La expresidn sucesion numérica la utilizas desde los primeros grados,
con la cual aprendiste, por ejemplo, sobre la sucesién de los nimeros natu-
rales {0; 1; 2; 3; 4; 5; 7; ...} o la sucesion de sus cuadrados perfectos {1; 4; 9;
16; 25;...}. Sin embargo, profundizar en su estudio es de gran importancia
por cuanto contribuira al desarrollo de tu cultura matematica y en varia-
dos aspectos que pueden orientar tu futura vida profesional.

En este epigrafe encontraras respuestas a las interrogantes siguientes:

¢ Qué es una sucesién numérica? ;Cudles son los elementos que distin-
guen a una sucesion numérica? ; Como generar una sucesion o identificar
el patron que la genera? ; COmo obtener sumas parciales de los términos
de una sucesion numérica? ; Cudles tipos de sucesiones numéricas se pue-
den identificar?

Algunas sucesiones son particularmente numéricas, debido a que sus
elementos estan en una correspondencia biunivoca con los niumeros na-
turales. En tales casos es posible hacer la representacién geométrica de
algunos de sus elementos de dos maneras: en una recta numérica o en un
sistema de coordenadas rectangulares.

Por ejemplo, la representacién geométrica de la sucesién
{1,4,7;10;13;16;...}, en la recta numérica se muestra en la figura 1.6.

a1 a2 a3 a4 aS aG
-ttt ettt t——t—t—e0—>
1 4 7 10 13 16
Fig. 1.6

18
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Cuando se utiliza el sistema de ejes coordenados rectangulares se ob-
tienen puntos aislados como se muestra en la figura 1.7.

10 o4
7 o 23!
4 +%2
1 -al
1 2 3 4 n
Fig. 1.7

@ Recuerda que...

Una funcién f: de A en B es una correspondencia en la que a cada elemento del
conjunto A se le asocia un Unico elemento del conjunto B.

También una funcién f: X — Y es un conjunto de pares ordenados (x; y); tal que
cada x € X, aparece como primera componente de un solo par ordenado.

De lo anterior se deduce que toda sucesién se puede representar
geométricamente como una correspondencia entre los nimeros naturales
y el conjunto de los niUmeros reales, es decir, que es una funciéon que a cada
n €N, le hace corresponder un a, € Ry, en consecuencia, la grafica consis-
te en puntos de la forma (n;a,) que debido a la naturaleza discreta del
dominio no forman una curva continua, ni una poligonal.

Observa que cada término se obtuvo de hacer corresponder a cada nu-
mero natural n, un nimero real a, mediante una funcion. En estos casos el
conjunto de numeros reales o imagenes ordenados {a,;a,;a;;...;a,;...} cons-

tituye una sucesion numérica.

19
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Luego, podemos establecer la siguiente definicién.

Definicion 1.2

Una sucesién numérica es una funcién de n — f(n) cuyo dominio es un sub-
conjunto de los niUmeros naturales y cuyas imagenes son numeros reales.

Los elementos f(n) se llaman términos de la sucesion y se denotan como a,.

Segun el dominio de la sucesion esta puede ser finita (tiene cardinal) o

infinita (no tiene cardinal) y se denota de las formas siguientes: a,;a,;a;;...

0a,;8,;a,;...;a,;... asi como por {a,}, (a,). Por ejemplo:

La sucesién de los digitos que se utilizan en nuestro sistema de posicion
decimal{a,} ={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}, es una sucesion finita, se compo-
ne de diez términos, es decir; su cardinal es diez (#{an} =10), de donde
a,=0ya,=09.

La sucesion de los nUmeros naturales (an)= {0; 1; 2; 3; 4, 5,6, 7; 8, 9;
10; 11; ... ; a,;..}, €s una sucesion infinita, no se puede determinar su
cardinal.

{a,} = {1, 0; 0; 1; 0; 1; 0; 0}, es una sucesion finita de ocho elementos
y muestra que sus elementos pueden repetirse, su cardinal es ocho
(#{a,} =9).

Observa que, en el Ultimo de los ejemplos anteriores, es imposible iden-

tificar la forma de obtener los términos de la sucesién a partir del orden

que ocupan en esta (ordinal de un término), no obstante, es importante

destacar que algunas sucesiones con estas caracteristicas tienen una am-

plia aplicacion en otras ciencias.

é? iSabias que...?

En informatica y telecomunicaciones un bit (abreviatura de digito binario) es la
unidad basica de informacion digital que solo puede tomar dos valores: 0 o 1. De
manera que la sucesion {1; 0; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0} puede representar una cadena

de bits, mediante la cual los datos numéricos se traducen en un nimero.

20
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Por ejemplo, una cadena consecutiva de pulsos de luz representa la informacion
digital que se transmite a través de un enlace de fibra optica. El estado “On”
representa un bit con valor 1y el estado “Off” representa un bit con valor 0.

Ranura de bit
— [t—
Estado alto (ON) 1 1 1 1 1
Estado bajo (OFF) 0| o0 0 0 0
Fig. 1.8

Modelar el comportamiento de los términos de las sucesiones es unas
de las tareas mas importantes de la Matematica.

Existen sucesiones en las cuales se hace mas evidente el comportamien-
to de sus términos, como en los siguientes:
e {0;2;4;6;8;,10; 12; ...; a,; ...}; es una sucesién infinita, donde a, = 2n.

Es la sucesion de los nUmeros naturales pares. Podemos afirmar que el

ordinal del término 12 es 7.

111 o B
e L=;=;—;...a,...r, €s unasucesion infinita, donde a, =n";(n>1). Es la
234

sucesion del reciproco de los niumeros naturales distintos de cero.

La ecuaciéon de la funcién que permite obtener los términos de una
sucesion numérica se denomina ley de formacion explicita de la sucesion.

Al término a, se le llama término general de la sucesion a partir del
numero natural n o término n-ésimo de la sucesion.

Ejemplo 1.8

Hallar los seis primeros términos de las sucesiones generadas por las

leyes de formacién siguientes:

2 [0 s oy oft2)

n n+1
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Resolucion:

I 1 I 1 1

) {4_9_16_25_36_49}

A Atencion

Observa que segun la ley de formacion la sucesiéon puede ser creciente o decre-
ciente, asi como tener signos alternos.

é? iSabias que...?

No en todas las sucesiones se puede definir la ley de formacion, para obtener
su término n-ésimo. Es conocido el caso de la sucesion de los niUmeros primos
{2;3;5;7; 11; ..; a,; ...} para la cual aun no se ha podido encontrar las condiciones
que modelan su formacién.

Con frecuencia aparecen sucesiones en las que sus términos se definen
por un conjunto de indicaciones de manera que cada uno se obtiene, a
partir de los términos precedentes, asi, por ejemplo, la famosa sucesién de
Fibonacci: F, ={1; 1;2; 3;5; 8; 13;...}, que es una sucesion infinita en la que

cada término a partir del tercero, se obtiene de adicionar los dos anterio-
res, tiene como ley de formacion explicita la siguiente:

a=a,=1y a,,=a,+a,, ;n>2

Siempre que el término n-ésimo de una sucesién dependa de algunos o
de todos los términos precedentes, se dice que es una sucesion recursiva o
que son sucesiones definidas recursivamente.
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X De la historia

Se considera que la sucesion F ={1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ..}
fue propuesta por el matematico italiano, Leonar-
do Fibonacci, también llamado Leonardo de Pisa
(1175-1240), figura 1.9. Resulté de resolver el fa-
moso problema sobre ;cuanto crece una colonia
de conejos a partir de una pareja adulta?, supo-
niendo que cada mes, el par produce uno nuevo,
el cual a su vez empieza a reproducirse al cabo de
dos meses.

Fig. 1.9

Esta sucesion aparece también en la ramifica-
cién de las plantas, en la estructura de algu-
nas flores y en formas espirales que se pueden
apreciar en la naturaleza (figura 1.10).

Fig. 1.10

@ Conéctate

Utiliza alguna de las aplicaciones de inteligencia artificial reconocidas por tu
grupo y tus profesores e investiga sobre la serie de Fibonacci y la relacion que
existe en algunos fenémenos de la naturaleza y su forma.

Ejemplo 1.9

Hallar los seis primeros términos de las sucesiones generadas por las
condiciones siguientes:

a) Los dos primeros términos son 1y 2, cada término a partir del tercero
es el producto de los dos precedentes.
b) a,=11ya, =2(a,,+3)
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Resolucion:

a) Como es una sucesion recursiva de la cual se conocen los dos primeros
términos al calcular los siguientes cuatro términos se obtiene:
a,=1la,=2a=2-1=2ya,=2-2=4,a,=4-2=8ya,=8-4=32
Luego, los primeros seis primeros términos de la sucesion son
{1,2;2;4,8;32}.

b) Puesto que se trata de una sucesion recursiva de la cual se conoce el
primer término.

a, =1, se puede continuar como sigue:
=2(1+3)=8

2(8+3)=2

2(50+3)=106

(

(
2(22+3)=5

(
~2(106+3)=218

Luego, los seis primeros términos de la sucesidon son

{1, 8; 22;50; 106; 218}. ¢

Ejemplo 1.10

Identificar la ley de formacién explicita de los términos de las sucesio-
nes siguientes:

a) {1,2;510;17;...;a,; ...} b){ ;

7
C T TTT: I
){ 8 }

Resolucion:

I

mlm

3.
‘4

NIA

a) Puede ser caracterizada por la ley de formacion explicita a, =n” +1
conn €.
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También se puede expresar como {a,}={n’+1} para n€EN o
a,=n"-2n+2conneN".

1 1 .
b) Se puede expresar comoa,=—; n=0 ocomo{a,} :{—},n EN.
n n

¢) Como en cada término el numerador es un numero impar, se expresa

como (2n - 1) y el denominador como 2n por representar nimeros pa-

conneN:n>0. ¢

2n
res; luego a, =

A Atencion

Observa que la ley de formacién explicita de una sucesién puede ser no Unica
para una determinada sucesién como el inciso a, del ejemplo 1.10.

Aplica tus conocimientos

¢Cual es la ley de formacion con la que puedes listar la cantidad de ancestros
que tienes, a partir de considerar que perteneces a la quinta generaciéon de
descendientes?

Sumas parciales de una sucesion

Trabajar con las sumas parciales de una sucesién numérica tiene gran
importancia por su amplia aplicacion en diversas situaciones cotidianas, de
las ciencias y de la propia matematica. Te permiten conocer el monto de
una cuenta de ahorro o de un interés financiero pasado cierto tiempo, asi
como, la depreciacién del valor de una maquinaria en explotacién pasados
n afos, entre otros ejemplos.

Para realizar sumas parciales de los términos de una sucesidn
{a;; a,; @3;...; @,; ...} es conveniente establecer que:

S, =a, esla primera suma parcial.
S, =a, +a, es la segunda suma parcial o suma hasta el segundo término.

S, =a,+a, +a; es la tercera suma parcial o suma hasta el tercer término.
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S, =a,+a, +a, +a, cuarta suma parcial o suma hasta el cuarto término.

S,=a,+a, +a, +...+a, es la n-ésima suma parcial o suma hasta el n-ési-
mo término.

La sucesion S,; S,; S;; ...; S, es la sucesidon de las sumas parciales.

Siempre que conoces una sucesiéon y la ecuaciéon S, =a,+a, +a, +...+a,
de las sumas parciales de sus términos, es posible calcular la suma hasta un

término n-ésimo determinado.

Ejemplo 1.11

Sea$S, =1-—— laecuacién de la suma n-ésima de la sucesion que tiene

n-1

s Lo 1
como ley de formacién de sus términos aa, = —.

n

a) Determinar los primeros cinco términos de la sucesién.
b) Calcular la suma hasta el término que ocupa el lugar diez en la sucesién.

Resolucion:
a) Como n =0, no indefine el denominador de a, , entonces los términos
., 1T 1 1 1
de la sucesion, buscados son: 1, —; —; —; —.
2 4 8 16

b) Como, en este caso, el primer término de la sucesion es n = 0, el térmi-
no que ocupa el lugar diez, esn—-1=10-1=9, luego al sustituir en la

ecuacion de la suma n-ésima, se obtiene:

1 1 311
So=1-—=1-——=>"",
10 2° 312 312

Luego, la suma hasta el término que ocupa el lugar diez en la sucesidon
311

es —
312

Aplica tus conocimientos

¢Como proceder para determinar las primeras cuatro sumas parciales de la

., L. . ., 1 1
sucecion cuyos términos tienen como ley de formacién a, = 7—71?
n n+

Encuentra la formula de la suma S, hasta el término n-ésimo de la sucecion.

(Ver la nota 1 al capitulo 1 en los anexos)
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CAPITULO 1
Sucesiones aritméticas

Como parte de un proyecto de restauracién, en una ciudad se rescata
un inmueble con valor patrimonial, en el cual se destina una pieza para
una sala de teatro. Si fueras miembro del equipo de disefiadores y arqui-
tectos puedes ofrecer tus criterios y puntos de vista sobre la cantidad de
asientos que se deben ubicar y la mejor manera de distribuirlos, atendien-
do al modelo seleccionado y que se representa en la figura 1.11.

Fig. 1.11

¢ Cudntos asientos se pueden ubicar en cada fila?

¢ Cuantas filas pueden tener cada seccion de la sala, si para cada una de
ellas se dispone de un nimero determinado de asientos?

¢ Cuantos asientos se pueden ubicar en la sala?

Observa que la situacién planteada, te lleva a generar listas de nume-
ros, por lo que, para dar una sugerencia acertada al respecto, debes tener
conocimientos elementales sobre las sucesiones aritméticas.

Definicién 1.3

Una sucesion numeérica a,; a,; a,; ...; a,;... €5 Una sucesion aritmética, si existe
un ndmero dtal que a, =a, , +d, con n > 1.donde d siempre es la diferencia

entre dos términos consecutivos de la sucesion.
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Ejemplo 1.12

Determina los cinco primeros términos de la sucesién aritmética que
tienen como primer término a, =5 y la diferencia comun d = 3.

Resolucion:

Si tomando a, =5 y se adiciona sucesivamente d = 3, se obtiene

a,=5+3=8

a,=8+3=11
a,=11+3=14
a =14+3=17

Luego, la sucesidon aritmética con sus cinco primeros términos es
(5;8;11,14;17;...;a,;...},donde a, =a, , +3. ¢

Cuando se conocen los dos primeros términos de una sucesién aritméti-
ca, se puede calcular el término n-ésimo por la ecuacién: a, = a, +(n—1)d,
donde a, es el primer término y d la diferencia comun de la sucesién para
nelN:nx>1

Ejemplo 1.13

Completar los cinco primeros términos y determinar el término 250 de
la sucesidon aritmética cuyos dos primeros términos son:

a) 6y 10 b)8y3

Resolucion:

a) Sia,=6ya, =10, entonces d =4, y se aplica la definicién para comple-
tar los restantes tres términos pedidos, estos son: a; =14, a,=18y
a, =22
Para determinar el término 250, se sustituye en a, =a, +(n—1)d
Se tiene que a,,, =6+249-4=1002
Luego, la sucesidon aritmética es {6; 10; 14; 18; 22; ...; 1 002; ...; a,; ...}

b) Como a, =8y a, =3, entonces d =-5 luego los restantes tres térmi-
nos pedidos son:a, =-2, a,=-7 ya, =-12
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Para determinar el término 250, se sustituye en a, =a, +(n—1)d
Luego a,;, =8+249-(-5)=-1237

Luego, la sucesion aritméticaes {8; 3; - 2; -7; -12; ...; -1 237; ...; a,; ...}. ¢

’, Reflexiona

Representa en GeoGebra los graficos de los términos de las sucesiones aritméti-
cas del ejemplo 1.13.

¢Qué relacion existe entre el valor d y la monotonia de la sucesion, y entre las
sucesiones aritméticas y las funciones lineales?

Ejemplo 1.14
Seana,, =26 y a,, =46 términos de una sucesidn aritmética.

Calcular el término o

Resolucion:
Se requiere encontrar el primer término a, y la diferencia comun d, lue-
go al sustituir a,, =26, y a,, =46 en a, =a,+(n—1)d, se obtiene:

26=a,+(11-1)d =a,+10d

46=a,+(19-1)d=a,+18d
El primer término a, y la diferencia comun d se obtienen de resolver el

sistema de ecuaciones:

26 =a,+10d

46 = a, +18d

De donde resulta que, a,=1yd =2,5

Al sustituir en a, = a, + (n—1)d se tiene:
a0, =1+(101-1)-2,5
a,,, =1+100-2,5
a,, =251

Luego, el término a,y, es 251. ¢
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Aplica tus conocimientos

Verifica el resultado por cualquiera de los métodos conocidos para resolver siste-
mas de dos ecuaciones lineales con dos variables.

,, Reflexiona

¢Como determinar el término n-ésimo de la sucesion aritmética si el primer tér-
mino se obtiene para el primer nimero natural?

Sumas parciales de una sucesion aritmética

Para determinar las sumas parciales de una sucesion aritmética, es
conveniente establecer que la n-ésima suma parcial de los términos
a,+a, +a;+...+a, +.., delasucesion donde a, = a, +(n—1)d, esta dada por
una de las férmulas siguientes:

s(n):g[2a1+(n—1)d] o 5(”):”(%j

Donde a, es el primer término de la sucesién y d la diferencia comun.

Ejemplo 1.15

Los sacos de arroz recibidos en un almacén se organizan en 12 hileras
sobre palés que los levantan del piso. En una primera fila se colocan 25 sa-
cos, en la segunda 24, en la tercera 23 y asi sucesivamente. ; Cuantos sacos
de arroz se recibieron en el almacén?

Resolucion:

Como a, =25 y d =-1 porque en este caso la sucesion es decreciente,
luego al sustituir en S(n) = §[2a1 +(n-1)d |se obtiene que:

5(12)=2[2:25+(12-1)-(-1)]

5(12)=6[50-11]=6-39 = 234

Luego, en el almacén se recibieron 234 sacos de arroz. ¢
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Ejemplo 1.16

La seccion A de la platea de un teatro tiene 663 asientos distribui-
dos en filas, tal que, en las dos primeras tiene 15y 18 asientos res-
pectivamente, de manera que la diferencia de asientos entre dos filas
consecutivas es constante. ; Cuantas filas de asientos tiene la seccion A
del teatro?

Resolucion:
Comoa, =15 ya, =18, luego d =3, y S =663, al sustituir en:

S(n)= g[Za1 +(n-1)d] se tiene que
663 =g[2~15+(n—1)-3] :g[z7+3n]

2
0= 127" 663 (zj
2 2 3

0=n®+9n-442
0=(n-17)(n+26), de donden=17 0o n=-26
Respuesta: la seccién A del teatro tiene 17 filas de asientos. 4

(Ver la nota 2 al capitulo 1 en los anexos)

Q Investiga y aprende

¢Como calcular la suma de los cien primeros numeros naturales, sin necesidad
de adicionarlos uno a uno? ;Se puede generalizar una féormula para la suma
n-ésima de todos los nUmeros naturales?

Aplica tus conocimientos

1. Respecto a la restauracion de la sala de teatro de la situacion inicial,
determina:

a) ¢Cuantos asientos pueden tener las seis primeras filas, si en la primera 'y
la segunda se ubican 12y 15, respectivamente, y la diferencia de asien-
tos entre dos filas consecutivas es constante?

b) ¢ Cuantas filas puede tener cada seccién de la sala, segun el modelo, si
para cada una se dispone de 240 asientos?

2. ;Como determinar la suma de los n primeros términos de una sucesion
aritmética que esta definida para los nUmeros naturales?
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@ Conéctate

Accede al sitio www.cubaeduca.cu en la seccion curricular, busca en Matematica
duodécimo grado en Actividades de aprendizaje. Repaso sobre funciones, y rea-
liza los ejercicios propuestos.

Sucesiones geomeétricas

En microbiologia, se realizan estudios para determinar la concentracién
de bacterias en una muestra. Partiendo del supuesto de que una bacteria
es capaz de formar una colonia (figura 1.12), se trabaja con una medida
denominada Unidades formadoras de colonias (UFC) por mililitros (mL).
Imagina que eres miembro de un equipo de microbiélogos que realiza un
estudio para determinar la concentracién bacteriana en un cultivo que,
tiene 2 500 UFC/mL y observaron que estas aumentan su concentracion en
un 5 % cada hora.

¢Como puedes determinar las UFC que tiene el cultivo al transcurrir n
horas? ; Cual es la férmula que modela la velocidad de crecimiento bacte-

riano en ese cultivo?

La situaciéon planteada, se distingue por generar una lista de nume-
ros, cuyas caracteristicas te permitirdn conocer sobre otro tipo de sucesién
numeérica, que se obtiene cuando a partir de un namero a, multiplicamos
repetidamente por una constante q #0, es de las Ilamadas sucesiones
geométricas que se presentan con bastante frecuencia en diversas situa-
ciones de la cotidianidad, o de las ciencias.
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Definicion 1.4
Una sucesion numéricaa,; a,; a,; ...; @ ;... esuna sucesion geomeétrica, si exis-

te un numero g tal que, a, =q-a, ,, conn =1, donde q es la razén entre dos

términos consecutivos cualesquiera de la sucesion.

Ejemplo 1.17

Determinar los cinco primeros términos de una sucesion geométrica
que tiene:

a, =2 y g=3,yencuentra la ecuacién de su término n-ésimo.

Resolucion:

Como a, = 2 se multiplica sucesivamente por q =3 cada producto obte-
nido, por lo que: a, =2-3=6;

a,=6-3=18;
a, =18-3=54;
a, =54-3=162
Luego, la sucesion geomeétrica es {2; 6; 18; 54; 162; ... ; a ; ...} donde la

L 4

ecuacion de su término n-ésimo es a, = 3a

n-1

A partir del conocer el primer término de una sucesion geométrica, y
la razén comun g entre sus términos, se puede calcular el término n-ésimo
por la ecuacién:

n-1

a,=4a,-q

Ejemplo 1.18
Dadosa, =5y g=-3

a) ¢Cual es la ley de formacién de los términos de la sucesion geométrica
que ellos generan?

b) ;Cuales son los primeros cinco términos de la sucesidn geométrica?
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Resolucion:

a) Como a, =5y q=-3, al sustituir ena, = a,-q"'se obtiene la ley de for-
macion de los términos de la sucesion geométrica que genera:
-1
a,=a;(-3)" ;nx1

Respuesta: la ley de formacion de los términos de la sucesion geométri-
caquegenerana, =5y q=-3 esa, =a, (—3)"71 ;n>1.

b) Como a, =5, sustituyendo en la ley de formacién encontrada se tiene

que:
=5(-3)""'=5.(-3)=-15
=5( -3 =5.9=45
a, =5(-3)" ' =5-(-27)=-135
a; =5(-3) ' =5-81=405

Respuesta: los primeros cinco términos de la sucesion geométrica es
{5; 15; 45; 135; 405}. ¢

Ejemplo 1.19

Dada la sucesién geométrica {1 - } encontrar la ley

L
248" 16’
de formacién de los términos n-ésimos que la genera.

Resolucion:

Se tienen que el primer término es a, =1, como se conoce que la suce-
sion es geométrica, para encontrar la razén comun g, se divide un térmi-
no cualquiera por el término anterior. En tal caso se pueden seleccionar:

i-l_ié—l— se tieneque g =1 "
68 161 2 & = 2)

Luego, la ley de formacién de los términos n-ésimos que genera la su-
n-1
ce5|0n{1 1. l;l;i;an}, esag =1 l K
2'4"8" 16 n 2

(Ver la nota 3 al capitulo 1 en los anexos)
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,. Reflexiona

1. Representa en un grafico de GeoGebra los términos de las sucesiones

geométricas de los ejemplos 1.17 y 1.18.

a) {Qué relacién existe entre el signo del valor g y el signo de los térmi-
nos de la sucesién? ; Qué razonamientos puedes hacer con respecto a su
monotonia?

2. ;{Como determinar el término n-ésimo de las sucesién geométrica si el pri-
mer término se obtiene para el primer numero natural?

Sumas parciales de una sucesion geométrica

Para determinar las sumas parciales de una sucesiéon geométrica,
es conveniente establecer que la n-ésima suma parcial de los términos

a,+a, +a,+...+a, + -, de lasucesion cona, =a,-q"',q =0 es:
n

S(n)=a,- Z conne€lN:n>1

Donde a, es el primer término de la sucesién y q la razén comun.

Ejemplo 1.20

Determinar los cinco primeros términos y la suma parcial hasta el déci-
mo término de la sucesion geométrica dondea, =2 yg=-2.

Resolucion:

a) Para determinar los cinco primeros términos de la sucesidon geométrica
se sustituyen los valores a,=2yq=-2,ena, =a,-q"" de donde se ob-
tiene que:

a, =2-(-2)""; n>1luego

a,=2-(-2) =—4
a,=2-(-2)" =8
a, :2'(—2)3=—16
s =2-(-2)" =32
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Para hallar la suma parcial hasta el décimo término, se sustituyen los

valores de .,
a=2,q=-2y n=10, en S(n):a1-1_q , luego se tiene que:
1-(=2)"° -
S(10)=2. (27 _,.1-1024 ooy

1+2 3

Luego, la sucesiéon geométrica es {2; — 4; 8- 16; 32; ...; a,;...} y la suma
parcial hasta el décimo término es —682. ¢

(Ver la nota 4 al capitulo 1 en los anexos)

,, Reflexiona sobre lo aprendido

1. ¢Como determinar la suma de los n primeros términos de una sucesién
geomeétrica si esta definida para los niUmeros naturales?

2. Segun la informacién que tiene el centro de costo de una entidad laboral el
precio de un televisor asignado a una oficina, es de 11 125 CUP, y su depre-
ciacion anual es de un 10 % con respecto a su valor original. El estado de la
tarjeta de depreciacion del valor anual del televisor, se muestra en la tabla

siguiente:
Valor & 2.8 3.er 4.° Hic 6.° 7.° 8.°
inicial ano ano ano ano afo ano ano ano
11125 8 900 6 675 4450 3337,5

a) Analiza la informacién anterior y socializa en tu grupo la via que utilizarias
para calcular en cuanto decrece el valor del televisor cada afo.

b) Completa la tarjeta en tu cuaderno de trabajo con el valor anual del televisor
en cada afo.

3. Los asientos de una sala de cine que se construye para una comunidad del
Plan Turquino, se disponen de manera que en cada una de las filas después
de la primera, hay dos asientos mas que en la fila anterior. Se sabe que en la
ultima fila hay 35 asientos.

a) ;Cuantos asientos hay en la primera fila?
b) ¢ Cuantas filas hay en la sala del cine?
¢) ¢Cuantos asientos tiene en total la sala del cine?
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4. De la situacion inicial planteada respecto al estudio realizado por el equipo
de microbidlogos, di cuantas unidades formadoras de colonias (UFC) habra
en el cultivo pasadas 3 h.

5. Los términos n-ésimos de una sucesion geométrica se generan por la ley de

., 1 .
formacion a,,:g-z !

a) Representa los cinco primeros términos en un grafico de GeoGebra e iden-
tifica la funcion real de la cual son imagenes.
b) Analiza el comportamiento de la funciénsi 0<qg <1 -
¢) ¢{Qué pasariasiq=1?
d) Calcula la suma hasta un término n-ésimo cualquiera.
6. Investiga sobre los procesos de reproduccién celular de los organismos por
Mitosis y por Meiosis. ; Cual de ellos puede ser modelado mediante una suce-

sion aritmética o por una geométrica? Socializa en el grupo tu razonamiento.

7. ¢Como se obtiene el antecesor y el sucesor del término general de una

sucesion?

Demostracion de férmulas de términos y sumas n-ésimas de una sucesion
por Principio de induccion completa

Consideremos que la relacién matematica entre descubrimiento y de-
mostracién tiene gran importancia, ya que solo podemos atribuir valor de
verdad a un descubrimiento después que se ha demostrado. En tal senti-
do, la induccién matematica que estudiaste en el primer epigrafe de este
capitulo resulta un poderoso método para demostrar la propiedad que
cumplen los términos de una sucesién numérica y sus sumas parciales.

Ejemplo 1.21

Sea S(n)=0+2+4+...+2n, la adiciéon de los términos de una sucesion
aritmética.

a) Demostrar que S(n)=n(n+1), se cumple, para todo n € IN.
b) Determinar el sumando que ocupa el lugar 58.

¢) Calcular la suma hasta el término 102.
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Resolucion:

a)

b)

o)

Inicio o base de induccidn: probar que S(n) se cumple paran =0, luego:
5(0)=0(0+1)=0,4a,=0; 0=0, la propiedad es verdadera paran = 0.

Hipdtesis de induccion: supongamos que la propiedad se cumple para
un numero natural k cualquiera.

S(k)=0+2+4+...+2k =k(k+1)

Tesis de induccion: de S(k) se debe deducir que su sucesor k +1también

cumple la propiedad, es decir;
S(k+1)=0+2+4+...+2(k+1)=(k+1)(k+2)

Demostracion de la tesis de induccidn: para deducir S(k+1) de S(k),
basta adicionar el término 2(k + 1)obtenido en el miembro derecho de
S(k +1), en ambos miembros de S(k) ; resulta que:

S(k)=O+2+4+...+2k+[2(k+1)]=k(k+1)+2(k+1) (como los miem-
bros izquiedos de la tesis y de la demostracién son iguales, probemos
gue los miembros derechos, también son iguales)

=k*>+3k+2
=(k+1)(k+2)
Luego, se puede afirmar que S(n)=n(n+1), paratodon€N.
Como la ley de formacién del término es a, = 2n y el primer término se
obtiene para n =0, se sustituye paran=57.
agz =2-57=114
Respuesta: el sumando que ocupa el lugar 58 en la propiedad es 114.

En este caso, como el término es 102 y ley de formacién del término
es a, =2n, entonces el término 102 ocupa la posicion 51 y se obtie-
ne para n =50 para calcular la suma hasta el término 102, se sustituye
n=51-1

n =50, pues el primer término se obtiene paran=0.
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S(n)=n(n+1),
50(50 +1) =2 550

Respuesta: la suma hasta el término 102 es 2 550. ¢

Ejemplo 1.22

Sea 5(n) la suma n-ésima de la sucesion aritmética:
{5:8;1%,14;17; ...;(3n+2); .. |

Demostrar por inducciéon completa que: S(n)=5n +§n(n—1)

Resolucion:

Inicio o base de induccion:

Debemos garantizar que la propiedad se cumple para un primer nUme-

ro natural.

Probemos paran=0 S(O):5-0+;0(0—1):0;0¢5; no se cumple

paran=1 5(1):5-1+;1(1—1):5; a, =5 y5=5; se cumple.

Hipotesis de induccion: supongamos que se cumple para un numero

natural k cualquiera.

S(k) =5k +§k(k )

3

S(k):§k2+%k

Tesis de induccidn: de la suposicion se debe deducir que para su sucesor
k +1también se cumple, de donde resulta que:
S(k+1) :5(k+1)+%(k+1)(k+1—1),

S(k+1):§k2+?k+5
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Demostracion de la tesis de induccion: debemos demostrar que la tesis
S(k +1)es verdadera, partiendo de la hipétesis S(k), para ello adicionemos
el término [3k +5], en ambos miembros de S(k) y desarrollemos el miem-
bro derecho.

S(k)+(3k+5):§k2 +%k+[3k+5]

3
2
3 13

=—k*>+—k+5
2 2

k2+%k+3k+5

Luego, se cumple que S(n)=5n +§n(n—1) para todo n natural con
n>1 permite determinar la suma n-ésima de la sucesién aritmética
{5:8:11,14,17;...;(3n+2);...}. *

(Ver la nota 5 al capitulo 1 en los anexos)

Ejemplo 1.23
Sea la sucesion geométrica {3;6;12;24;...;3-2"'} y §(n), la suma n-ésima
de sus términos.
a) Demostrar por induccién completa que: S(n) = 3(2” —1), para todo n na-
tural conn>1.

b) Determinar cuantos de los primeros términos se deben adicionar para
obtener como suma parcial 381.

Resolucion:

a)
Inicio de induccién: garantizar que S(n) se cumple para el primer nu-
mero natural que se indica, es decir; paran =1.

a,=3 S(n)=3(2"-1), S(1)=3(2'-1)=3(2-1)=3-1=3 3=3;se cumple.

Hipdtesis de induccion: suponer que S(n) se cumple para un numero
natural kcualquiera:

3+6+12+24+...+(3-2“):3(2k —1)
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CAPITULO 1

Tesis de induccion: de la suposicion debe deducirse que el sucesor k +1
también cumple la propiedad, es decir:

3+6+12+24+...+[3-2k]:3(2“‘—1),

Demostracion de la tesis de induccion: deducir S(k +1) partiendo de

S(k), adicionar el término [3-2k ] en ambos miembros de S(k).
3+6+12+24+...+(3-2")+[3-2° [=3(2" -1)+[3-2" ]

Como el miembro izquierdo de la tesis es igual al miembro izquierdo
de la demostracion, nos quedaria desarrollar el miembro derecho de la
demostracion hasta obtener el miembro derecho de Ia tesis:

= (3.2k)—3+3.2k

=2.(3.2k)-3
=3.2¢"1_3
=3(2k+1_1)

Luego, se cumple que S(n) =3(2" - 1), para todo n natural con n > 1; per-
mite determinar las sumas parciales de los n-ésimos términos de la su-

cesion geométrica {3;6;12,'24;...;32""}.

b) S(n)=3(2"-1)=381
3(2"-1)=381
2" -1=127
2" =128

2" =2’

n=7

Para obtener la suma parcial 381 se deben adicionar los siete primeros
términos de la sucesion.
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@ Conéctate

Busca una herramienta de inteligencia artificial (I1A) y:
a) Demuestra que la cantidad de diagonales de un poligono de n lados, es

n(n-3)
2
b) Valora el procedimiento seguido por la IA.

Ejemplifica la demostracion, con ayuda del GeoGebra.

Ejercicios del epigrafe 1.2
Sucesiones numéricas

1. Identifica, en tu cuaderno de trabajo, cudl de los conjuntos de pares
ordenados no constituye una sucesion. Justifica en cada inciso.

a) A={(0;0);(1,5);(2:10);(3:15);(4:20)}.

b) B= a—2n —3n€]N}

(n;a
(1:0):(2:1):(3:1):(4:2)3(5:3)}
(

d) D= {(1:-2);(2 1)(30)( )

(
&) E {(1%) ;j;(4,2)}.

) F

—

n;a,)

n

{
q C={
{

:a,=3n+1,nE€L}.
9) G ={(10,5);(2:15);(3:2,5):(4:3.5)}.

1.1 De las que son sucesiones, diga cudles son aritméticas y cudles
geomeétricas.
2. Calcula los primeros cinco términos de las sucesiones que tienen la ley
de formacién siguiente.

a) a,=3n-1

b) a,=n>-2

C) a n
n+2

42



CAPITULO 1
_3”
2!1
e) a,=4n+3

d) a,=

f) a,=2a,,+1y a=1;,n>2

9) a,=2(a,,-2)ya=3;n22

2.1 Representa en un sistema de coordenadas cartesianas utilizando
GeoGebra, los cuatro primeros términos encontrados de cada suce-
sion y analiza su monotonia.

. Determina una ley de formacion explicita para calcular el n-ésimo tér-
mino de las sucesiones siguientes:
a) 1,4;7;10; ... c) 5;-25;125;-625; ...

l 9. d) 2;6;2;6;.
"16" 25’

kO|U1

3.1 Calcula en cada caso el término duodécimo de la sucesion.

. Calcula los primeros cuatro términos y la suma hasta el término indica-

do de las sucesiones dadas:

a) a,,:i y S(n):1—i para n=6

n n

b) an:l—i yS(n):1—L para n=10
n n+1 n+1

. Dada la sucesion de pares ordenados de nimeros racionales

{(1;2);(2 ) (2;4); (1 1] (3 8),(1 1) (4; 16)}. el par ordenado siguiente es:

4’2 8'3

11 1 1.1 _
3) (E'Zj b)(16 4) C)(Z'wj d(5:32)
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MATEMATICA

6. Los cinco primeros términos de una sucesién de trios ordenados de nu-
meros naturales son:
{(1;2;3);(2;—3;4);(3;4;5);(4;—5;6);(5;6;7)}.

Entonces el cuadragésimo término es:
a) (39;,-40;41) b) (40;-41;42) ) (40;41;42) d)(41,42;43)

7. ;Cudl de los numeros dados falta en la sucesion formada por
0;1;8;27;125;..2

a) 64 b) 49 c) 169 d) 144

8. Los cinco primeros términos de una sucesién de polinomios son

2 4
X X _
1;2x;—;8x3;ﬁ. Entonces el noveno término es:

X8

9
a)512x° b) X _ o X d) 512x°
256 256

9. En el aino 2024 se inaugura un nuevo reparto residencial, con una po-
blaciéon de 3 500 habitantes. A partir de la eficiencia que tiene la empre-
sa constructora, para generar nuevos fondos habitacionales, se estima
que la poblacion aumente anualmente en una tasa de 2 %. Ademas,
se prevé que n afos después, a partir de 2024, la tasa de crecimiento
poblacional se represente mediante la férmula P(n)=3 500-(1,02)".

a) Calcula los primeros cinco términos de la sucesion que genera.

b) ;Cudl debe ser la poblacién actual del reparto residencial segun la
férmula de tasa de crecimiento poblacional estimada?

10. En una cooperativa pesquera deciden ampliar sus producciones, con
un nuevo embalse en el que inician un cultivo de 5 000 tilapias. Se
conoce que la cantidad aumenta un 8 % cada mes y se cosechan
300 tilapias todos los meses, para una industria local. ;Cual es la ley
de formacién, que permite calcular la cantidad de tilapias que hay en
el embalse pasado n meses? ; Cuantas tilapias se pueden contar en el

embalse cumplido el primer afio?
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11.

12.

13.

14.

15.

CAPITULO 1

Determina los cinco primeros términos de la sucesién aritmética y la
suma parcial de los n-ésimos términos que se indican, dados el primer
término a, y la diferencia comun d.

a)a,=5,d=3y S, b)a,=2 y d=-2 vy §,

3
a,=3yd=4yS5S, da, =1y d:Z y S,
11.1 Selecciona para a, y d dos valores cualesquiera.

a) Escribe los seis primeros términos de la sucesion aritmética que

generan.

b) Calcula la suma n-énsima hasta un valor de n, determinado.
Dados los dos primeros términos de una sucesiéon aritmética:

2610  b)8&3  )-15-13 d)1;%
a) Determina el término 78 de la sucesion aritmética que generan
cada caso.

b) Calcula la suma hasta el término 23.
Dados los términos a,, =16 y a,, = 86 de una sucesion aritmética.

a) Calcula el término a,. b) Calcula S,,.

Calcula la suma de los términos de las sucesiones aritméticas siguien-
tes hasta el término indicado.

a)6+10+14+...+202
b)15+17+19+...+213
¢)5+5,5+6+6,5+...+100C

d)31+35+39+...+319

Determina los cinco primeros términos de una sucesion geométrica
que tiene:
1
a)a,=2yq=-2 b)a1:—1yq:—§
Qa =3 q——l d)a, =-15 q—1
h y a h y 5
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MATEMATICA
16. Calcula en cada caso del ejercicio anterior, la suma n-ésima para un

valor: 0 <n<100.

17. Expresa una ley de formacion explicita de cada una de las sucesiones
geomeétricas siguientes:

a) {3;30;300;-} b) {2;-10;50;-250;...}

171 1 5 7
A== —:... d){3;33;33;27;...
3 9 27

18. Calcula la suma de los términos de las sucesiones geométricas siguien-
tes hasta el término indicado.

a)2+6+18+54+...+1458.

b)4+2+1+%+...+i

256
)2-4+8-6+32—-...+8 192.

d)48+96+192+...+24 576.

19. Un estudiante de 12.° grado se prepara para los examenes de ingreso
a la Educacion Superior, se propone estudiar Geometria Plana, desde
el 6 de septiembre, y resolver dos problemas geométricos cada dia.

a) Siel estudiante pretende dar solucién a 30 problemas geométricos
y estudia todos los dias hasta lograrlo, ; Qué parte del total de pro-
blemas geométricos que se propuso resolver, le faltara por resolver
al concluir el dia 10 de septiembre?

b) ¢En qué dia de septiembre el estudiante debe terminar con la re-
solucion de todos los problemas geométricos propuestos?
20.

@ Conéctate

Accede al sitio www.cubaeduca.cu en la seccién curricular, busca en Matemati-
ca duodécimo grado la leccion Sucesiones numeéricas y realiza los ejercicios de
autoevalucion.
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CAPITULO 1

Demostracion de formulas de términos y sumas n-ésimas
de sucesiones por el Principio de induccion completa
21. Demuestra por induccion completa que para todon €N se cumple:

a) 0+3+6+...+3n:§n(n+1)
b) 5+7+9+...+(2n+5)=(n+1)(n+5)

Q) 11+13+15+...+(2n+11) =(n+1)(n+11)

(n+1)(5n+4)

d) 2+7+12+...+(5n+2) = 5

e) 1+2+4+..+2"=2""-1

f) 7+46-7+6-7°+...+6-7"=7""

21.1 Selecciona al menos tres de las propiedades dadas:
a) Determina el término que ocupa el lugar a, ..

b) Calcula la suma hasta el término determinado.

22. Demuestra por induccion completa que para todo n€N:n>1 se
cumple:
a) 6+12+18+...+6n=3n(n+1)

b) 7+9+11+...+(2n+5)=n(n+6)

A 3+7+11+...+(4n-1)=n(2n+1)

d) 7+13+19+...+(6n+1)=n(3n+4)

n(n+1)(2n+1)
6

f) ?+3%+5° +...+(2n—1)2 :%n(4n2 —1)

e) P+2°+3*+..+n° =

g) P+3*+5° +...+(2n—1)3 =n2(2n2 —1)
n(n+1)(n+2)
3
22.1 Selecciona al menos cinco de las propiedades anteriores:

h) 1.2+2-3+3-4+...+n(n+1)=

a) Determina el sumando que ocupa el lugar a, ..

b) Calcula la suma hasta el sumando determinado.
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MATEMATICA

Demuestra por induccién completa que para una sucesion aritmética
a,;a,;3;; ++,a, ;... se cumple:
a,=a+(n-1d

(n=1)n
a,+ a,+ay+---+a, =na +———d
2

24. Demuestra por induccion completa que en la sucesion geométrica

25.

26.

27.

28.

a,; a,; a; - a,;.... se cumple:
a,=a-q""
g
qg-1
Observa que 1=1, 1+3=4, 1+3+5=9, 1+3+5+7=16. ;Cudl es la
férmula para determinar la suma de los primeros n niameros impares?

a+a,+a,+--+a,=4a

n

Demuestra que se cumple para todos los nUmeros naturales.
1 7 1 -
3 ...+(6n 5j:S(n)l

Sea la igualdad _+§+_+
a) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que para todo

2

n(3n-2
n€WN:n>1se cumple que S(n)= %
b) Calcula la suma de los 20 primeros términos de la igualdad.
Dada la sucesion {a,} = {§§g3_n} conn€lN:n>1:
555 5

a) Determina la posicion que ocupa el término 2 025 en la sucesion.

b) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que
36 9 +3_n_3n(n+1)

para todos los valoresdeneIN:n>1.
55 5 5 10

@ Conéctate

Accede al sitio www.cubaeduca.cu en la seccion curricular, busca en Matema-
tica duodécimo grado la leccion Induccion completa y realiza los ejercicios que
aparecen.
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CAPITULO 1

Ejercicios del capitulo

1. Determina si las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas. En los
casos en que consideres que son verdaderas demuéstralo. Si consideras

alguna falsa, escribe un contraejemplo que lo confirme.
a) P(n :n® —n, es divisible por 3 para todo n € IN.

b) P(n):3*" +7 es divisible por 8 para todo n € IN.
¢) P(n):3* —1esdivisible por 15 para todo n € N.

4n < 2" para todo n >5.

)
(n):
(n):

d) P(n):

e) P(n):(n+‘l)2 <n® paratodon=>2.

f) P(n):3%" +7 es divisible por 8 n € IN.

2. Demuestra por induccion completa que 2*""+3*"" es divisible por 5
para todos los nUmeros naturales n.

3. Demuestra por induccion completa que 100n<n’, para todo
neN: n>100.

4. Demuestra aplicando el principio de induccién matematica que 8" -3,
es divisible por 5 para todo n € N.

5. Halla los siete primeros términos de las sucesiones siguientes:

a){g} b){2-3""} O {4+2(n-1)} d){ﬁ} e) {3n* —n|

f) Los términos de orden impar son sucesivamente los cuadrados perfec-
tos enteros y los términos de orden par son los sucesivos multiplos
de 3.

6. El lunes, Camila inicié su nuevo trabajo (torcido de tabaco). Ese dia
prepard 105 tabacos. Su jefa espera que con la experiencia que vaya
adquiriendo sea mas productiva y que cada dia de esta primera semana
(de lunes a sabado), se espera que ella prepare 10 tabacos mas que el
total del dia anterior.
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a)

b)

o)

d)

MATEMATICA

¢Cuantos tabacos se espera que prepare Camila al tercer dia de
trabajo?

Determina una expresién algebraica que permita obtener la can-
tidad de Tabaco torcido por Camila en cada uno de los dias de la
primera semana de trabajo. Compruébala.

Determina una expresion algebraica que permita obtener la can-
tidad total de tabaco torcido por Camila en la primera semana de
trabajo. ; Cuantos tabacos se espera que prepare Camila en sus pri-
meros seis dias de trabajo?

Investiga cuantos tabacos como promedio puede torcer una perso-
na. Elabora una situacion que refleje la cantidad de tabacos que
puede torcer Camila en la segunda semana de trabajo, a partir de
los datos obtenidos en los incisos anteriores.

7. Demuestra por induccién completa que para todon €N, se cumple:

1+43+3%+...+43" =

3n+1 _ 1

8. Demuestra porinducciéon completa que paratodon €IN:n > 1se cumple:

a)

b)

2:5+5:8+8-11+--+(3n=1)(3n+2) =n(3n* +6n +1)

1 1 1 n
+ .+ =
2-3 3.5 n(n+1) n+1

1
—+
1-2

1 1 1 1 n
— e —— 4.+ =
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(2n+1) 2n+1

9. Prueba que para todo nimero natural n>1se cumple:

P+22+3+..+0° =(142+3+-+ n)2

10. Dada la sucesion numérica a, ={3;6;9;12;...}:

a) Identifica si la sucesidon es aritmética o geométrica.

b) Determina la ley de formacion explicita de la sucesion.

¢) Calcula el término de orden 100.

d) ¢Qué lugar ocupa el término 801?

50



11.

12.

13.

CAPITULO 1

e) Determina la propiedad que permite adicionar los términos n-ési-
mos de la sucesion.

f) Calcula s(19).

g) Calcula3+6+9+12+ ... +900.

h) Demuestra aplicando el principio de induccion completa que la
propiedad obtenida se cumple paratodon&€N:n >1.

Dada la sucesion {4;14;30;...;n(3n+1);...; paran€N:n>1:

a) Determina el decimotercer término de la sucesion.

b) Verifica si el término 1 220 ocupa la posiciéon 20 en la sucesion
anterior.

¢) Demuestra aplicando el principio de induccion completa que las
sumas parciales de los términos de la sucesion anterior se obtienen
7 2
por la formulan(n+1) paran€N:n>1.

d) Calcula la suma de los 10 primeros términos.

Seaa, = {3n+2} conn€N:n>1, el término n-ésimo de una sucesion
aritmética.

a) Calcula el término que ocupa el lugar 100.

b) Determina el ordinal del término 152 en la sucesion.

¢) Demuestra por induccién completa que la suma hasta el n-ési-
mo término de la sucesion se puede calcular por la férmula

3n+7
S(n)= M para todos los valoresdeneN:n>1.

d) Determina la posicion del término para el cual se obtuvo la suma
185.

Sea la sucesion {a,} ={2;7;12;...;(5n + 2);...}:

a) Determina el término que ocupa la posicién 31.
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b) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que la

suma hasta el término n-ésimo en la sucesion dada se puede calcu-

1)(5n+4
lar por la férmula S(n) = w

14. Dada laigualdad9+11+13+...+(2n+7)=n(n+8)paratodon EN:n > 1:
a) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que la

igualdad anterior es verdadera.
b) Determina el trigésimo quinto sumando.

) Verifica si el término 602 ocupa la posicion 298 en el miembro iz-
quierdo de la igualdad.

d) Calcula la suma de los primeros 50 términos.
e) Calcula aq, -
f) Calcula 5(62).
15. Dada la sucesion {a,} = {4;7;10;...;(3n +4);...} paran €.
a) Determina el decimotercer término de la sucesion.
b) ¢Qué posicidon ocupa el término 94 en la sucesién?

¢) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que
las sumas parciales de sus términos se calculan por la férmula

S(n) - (n+1)(23n+ 8)

d) Calcula §(29).

para todos los niumeros naturales.

16. Demuestra que la inecuacién siguiente es valida para n > 1.
1 1 1 13

—_— —_— _>_

n+1 n+2 ~ 2n 14
17. Demuestra por induccién completa que para todo nimero natural se
cumple que:

n+1

x+(x=Nx+(x-1)x*+...+(x-1)x" =x

a) Formula al menos dos sucesiones que cumplan la condicién

anterior.
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CAPITULO 1

b) Determina un término n-ésimo de las sucesiones encontradas y la
suma parcial hasta el término determinado.

¢) Demuestra por induccion completa la validez de las sumas n-ési-
mas de los casos particulares encontrados.

18. Demuestra por induccién completa que para todo nimero natural se

an+1_1
2 n
cumple que 1+a+a” +...+a" =

a-1"~
a) Plantea al menos dos sucesiones que cumplan la condicién anterior.

b) Determina un término n-ésimo de las sucesiones encontradas y la
suma parcial hasta el término determinado.

¢) Demuestra por induccion completa la validez de las sumas n-ési-
mas de los casos particulares encontrados.

Autoevaluacion

Determina el término general de las sucesiones siguientes:

a){8;5;2;-1,-4;...} b){4;6;8;10;12;...} o){5:11,14;17;...}
d){0;2;4;6;8;...} e){5:2;-1,-4;-7;...} ){1,6;11,16;21;26;...}
9){2;-3;-8;-13;-18;...} h){50;51,52;53;54;...} ){lllll }
357911
-){Z-E-ﬂ-i-i- } ){1 2345 } ){E-E-E 134 }
5'7'9'11"13"" '3'5'7°9’ 577911

m){5;10;19;32;49;70;95;...} n){6;15;28;45;66,91;...}
f) {1,10;25;46;73;...}
1.1 Calcula la suma de los 20 primeros términos de las sucesiones de

los incisos b, cy f.

ﬁ Comenta algun ejemplo de la vida practica en el que hayas utilizado
una funciéon o un patrén para resolver un problema o tomar una de-
cision. ;Como te ayuda el concepto de funcion a comprender mejor el
mundo que te rodea?
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MATEMATICA

i Elabora una proposicién verdadera sobre los conceptos asociados a

las sucesiones numéricas, atendiendo a la condiciéon de que aparezcan

en cada caso las palabras siguientes:

a) funcién, dominio y conjunto imagen. b) recursiva.
) aritmética. d) razén comun.
e) n-ésimo término. f) suma parcial.

* Demuestra por inducciéon completa las proposiciones siguientes sobre

numeros naturales.

a) 3°" -1, es divisible por 8.
b) n* +n, es divisible por 2.
<) 1+2n<3".

d) 3" >(n+ 1)2.

i Verifica por induccién completa que las propiedades que aparecen a

continuacién, son verdaderas.
a) 4+4-5+4.5° +...+4.5" =5"" 1,
b) 4+14+30+...+n(3n+1):n(n+1)2 paran=>1

5.1 Determina en cada sucesién el término que ocupa el lugar a, .y
calcula la suma hasta ese término.

ﬂ Copia en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada caso.
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La figura 1.13 esta formada por cuadraditos que se van comportando
de una forma regular. Segun la cantidad de cuadraditos en cada una
de las posiciones (1, 2y 3):

[]

1 2 3

Fig. 1.13



CAPITULO 1

6.1 En la posicién n-ésima, la cantidad de cuadraditos sera de:
a)3n-2 b) n* +1 c)2n-1 d) 4n-3

6.2 Se puede afirmar que hasta la posicién 20 la cantidad de cuadra-
ditos total es de:

a) 77 b) 761 ) 800 d) 58

5n° +n
5
a) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que la

i Dada la propiedad 3+8+13+...+(5n-2) =

propiedad se cumple para todo namero n distinto de cero.
b) Determina el ordinal del sumando 498.

¢) ¢Cudantos de los primeros términos se deben adicionar para obte-
ner la suma parcial 1 010?

ﬁ Dada la igualdad 2+4+8+...+2""=5(n):
a) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que para
todo n € N, se cumple que S(n) = 2(2~2” —1).
b) Determina el sumando que ocupa la quinta posicién.
¢) Determina hasta qué término se obtiene la suma parcial 1 022.
py Sea laigualdad 3+12+21+...+(9n-6) = S(n):
a) Demuestra aplicando el principio de induccién completa que

S(n) - 3n(3n-1)

b) Determina el término que ocupa la cuadragésima posicién.

se cumple paratodoneN:n>1.

¢) Verifica si la suma de los diez primeros términos es 436.

55



CAPITULO 2

Estadistica y probabilidades. Combinatoria

urante tus estudios sobre las dife-
rentes areas de las matematicas
has comprobado que estas tienen
un importante papel en el desarrollo de las
ciencias, la tecnologia y la interpretacion
de la vida cotidiana. Al respecto Einstein
(1879-1955) (figura 2.1), decia: “estoy con-
vencido de que mediante construcciones
puramente matemadticas se pueden descu-
brir los conceptos y las leyes que los conec-
ten entre si, que son los elementos que nos
ofrecen la clave para la comprension de los
fendmenos naturales”’.
En ese sentido, requerirds conocimien-

Fig. 2.1

tos sobre estadistica, probabilidades y combinatoria, por ser areas mate-

maticas que van de la mano, en el analisis de hechos y fendmenos que

ocurren tanto en la naturaleza como en la sociedad y que tienen influen-

cia en todas las ciencias.

Respecto a ;qué vas a aprender en este capitulo?

' A. Einstein: Mi credo humanista, p. 95.
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Sistematizaras tus conocimientos sobre Estadistica Descriptiva mediante
la resolucién de problemas y la interpretacion de situaciones en diferentes
campos de aplicacién. Los ampliaras al adquirir nociones de la Teoria de las
probabilidades y la Combinatoria. Estos conocimientos te permitiran com-
prender fendbmenos y procesos que se manifiestan en otras disciplinas, que
formaran parte de tus estudios superiores o de tu futura vida profesional.

2.1 Procesamiento estadistico de datos

La Estadistica, estd muy difundida en la actualidad, debido a que sus
métodos, proporcionan la base necesaria para tomar decisiones acerta-
das, en cuanto a la planificacion de estrategias, cumplimiento de metas y
objetivos en diversos campos de aplicacién (figura 2.2), que requieren del
trabajo con grandes masas de datos.

En particular la estadistica descriptiva que estudias, desde grados an-
teriores, tiene como objetivo describir las caracteristicas principales de fe-
némenos, procesos, problemas o situaciones de diversos contextos, que



MATEMATICA

requieran, la aplicacién y el andlisis de las medidas de tendencia central,
de posicion y de dispersién.

Considera que administras una cooperativa y que requieres realizar un es-
tudio de la experiencia laboral (en meses trabajados) de sus miembros hom-
bres y mujeres, para lo cual empleas determinados métodos estadisticos que
al ser aplicados ofrecieron los resultados que se presentan en la tabla 2.1.

Tabla 2.1

Experiencia Laboral (en meses)

Mujeres Hombres

Media 98,8095238 | Media 95,3441558
Mediana 48 | Mediana 68,5
Moda 0  Moda 0
Cuartil1 (Q1) 12 | Cuartil 1 (Q1) 20
Cuartil 3 (Q3) 149,5 | Cuartil 3 (Q3) 136,75
Desviacion 120,422733 Desviacion 94,1206554
estandar estandar

Rango 476 | Rango 408
Minimo 0  Minimo 0
Maximo 476 | Maximo 408

Una vez calculadas las medidas de posicion y de dispersion, ;cémo ca-
racterizar la experiencia laboral de los hombres y las mujeres de la coo-
perativa? ;Cudles de los estadigrafos permiten una interpretacién mas
objetiva de los resultados?

@ Recuerda que...

En un analisis estadistico de datos un estadigrafo es una funcién numérica, eva-
luada por los datos de una distribuciéon que actia como estimador, por ejemplo,
la media, la varianza y la desviacién tipica. También es usual que se identifiquen
como indicadores o estadisticos.

Las interrogantes del estudio anterior indican la necesidad de com-
prender el significado de cada estadigrafo y su utilidad para caracterizar

el fendbmeno que se investiga a partir del comportamiento de los datos,
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debido a que existen situaciones en las cuales unos estadigrafos determi-
nan o influyen mas que otros en la interpretacién y la toma de decisiones.
Ejemplo 2.1

Para seleccionar el equipo de mejores resultados en un concurso de
conocimientos de Matematica, se analizaron las calificaciones obteni-
das en el examen que les fue aplicado (calificado sobre 100 puntos) a los
10 integrantes de cada uno de los equipos A y B como se muestra en la
tabla siguiente.

Tabla 2.2
Calificacion de los estudiantes

EquipoA 100 75 66 50 70 54 60 20 45 60
Equipo B 62 61 |65 60 63 59 60 |55 58 |57

¢ Cual de los equipos obtuvo mejores resultados?

Resolucion:

Para decidir se parte de calcular estadigrafos de posicién y dispersion.

Tabla 2.3

Medidas de tendencia central Como las medidas de tendencia central al-
media | moda mediana ¢anzan los mismos valores en ambos equi-

n . ~ pos, no aportan elementos en el andlisis
X, =60 |(m,), =60 |(m,),=60 para determinar cual de los dos equipos ob-
x,=60 ' (m,), =60 | (m),=60 | tuvo mejores resultados.

Se hace necesario analizar el comportamiento de los estadigrafos de

dispersion.
Tabla 2.4
Medidas de dispersion
Rango R,=80 R,=10
Desviacion tipica 5,=19,8 5,=2,8
Varianza §,=392,2 $,=178
Desviacion media Dx4=20,9 Dxs=2,8
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Al analizar los resultados expuestos se puede apreciar que:

e Las calificaciones en el equipo A estan mas dispersas que en el equipo
B, por lo que los resultados del equipo B son mas homogéneos que los
del equipo A.

e La desviaciéon media de los resultados del equipo B es mucho menor
que la del grupo A, por tanto, tuvieron un rendimiento mas homogé-
neo entre si que los del equipo A.

e Lavarianza de los resultados del equipo B es menor que la varianza de
los resultados del equipo Ay, por tanto, las calificaciones son mas ho-
mogéneas dado que hay menor variabilidad en las calificaciones.

e Ladesviacion tipica o estandar del equipo B es menor que la del equipo
A, lo que demuestra que los resultados del equipo B son mas homogé-
neos y estan mejor distribuidos alrededor de la media.

Conclusion:

Los resultados muestran que el equipo B obtuvo globalmente mejores
resultados que el equipo A, dado que estan mejor distribuidos alrededor
de la media. ¢

Aplica tus conocimientos

Busca en periédicos locales o nacionales, dos noticias en las que se muestre la
aplicacion de la estadistica a situaciones de la vida cotidiana; estudialas y haz un
comentario acerca de la informacién obtenida.

Identifica: el objetivo de la situacion descrita, la poblacion, la muestra, las va-
riables, la unidad estadistica y los indicadores que consideres mas pertinentes.

Ejemplo 2.2

Con la finalidad de perfeccionar el proceso de instalacién de paneles
solares en las zonas del Plan Turquino, se probé la aplicacién de dos méto-
dos Ay B con la intencién de identificar el mas adecuado y generalizarlo.
Se seleccionaron al azar cien especialistas que aplicaron ambos métodos
y se les determiné el coeficiente de destreza (en una escala de 1 a 15) de-
mostrado en la actividad. Los resultados se muestran a continuacién.
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Tabla 2.5
Coeficiente de destreza | 7 8 9 10 11 12 13
Frecuencia (Método A) 10 15 40 25 10 0 0
Frecuencia (Método B) 0 0 10 15 40 25 10

Determinar cudl de los dos métodos de instalaciéon de paneles solares se

consideré mas adecuado para su posterior generalizacion.

Resolucion:

Al calcular las medidas de tendencia central (media, moda y mediana)

se obtuvo:
Tabla 2.6
Media Mediana Moda
x,=9,1 (md)A=9 (mo)A=9

x,=11,1 (md)5=11 (mo)B=1’|

Al calcular las medidas de dispersién se obtuvo:

Tabla 2.7
Rango R,=4 R,=4
Varianza $,=1,184 §$?,=1,19
Desviacion estandar S,=11,1 S,=11,1

En los resultados de las medidas de tendencia central se observan va-
lores diferentes en el comportamiento de la media, moda y mediana. Sin
embargo, al analizar las medidas de dispersién se aprecia, en ambos mé-
todos, valores similares lo que demuestra igual nivel de homogeneidad en
la dispersién de los datos. En este caso la decisién se toma a partir de los
resultados de las medidas de tendencia central y no de dispersién, dado

que estas no aportan al analisis que se realiza.
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Conclusion:

Como los valores de la media, la moda y la mediana del Método B estan
por encima de los valores obtenidos al aplicar el método A, evidencia que
el coeficiente de destreza demostrado por los obreros en la aplicacion del
método B es superior con respecto al método A. Luego el método B es el
mas adecuado para su generalizaciéon. ¢

@ Conéctate

Accede al sitio www.cubaeduca.cu en la seccién curricular, busca en Matema-
tica duodécimo y resuelve los ejercicios que aparecen en el tema Estadistica
Descriptiva.

Ejemplo 2.3

El grupo de desarrollo de software de una empresa Informatica debe
analizar su eficiencia, respecto a su capacidad de respuesta a nuevos re-
querimientos (NR) a los productos, que solicitaron sus clientes durante el
afo pasado. Se conoce que en ese periodo recibieron 552 solicitudes de
NR. Al ingresar los datos en una hoja de calculo, determinaron los valores
de los estadigrafos que se muestran en la tabla 2.8.

Tabla 2.8
Rango Media Moda Mediana
34 dias 5,94 dias 1 dia 2 dias

¢ Cudl es el estadigrafo que mejor caracteriza la eficiencia del grupo de
desarrollo?
Resolucion:

A partir de esos resultados se considerd, que la mediana es el esta-
distico que mejor caracteriza la eficiencia del grupo de desarrollo de la
empresa. ¢
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’, Reflexiona

En el estudio del ejemplo 2.3 se consideraron las 522 solicitudes recibidas. ;En tu

opinién qué pudo estar determinando esa decisiéon?

¢Por qué se puede considerar que es la mediana el estadigrafo que mejor expli-

ca la capacidad de respuesta a los NR del grupo de desarrollo de software de la

empresa de informatica?

¢Coémo intervienen el rango, la moda y la media?

¢ Cuadl de los estadisticos de dispersién te hubiera aportado mayor objetividad en

el analisis? Explica tu razonamiento.

Se reconoce que, el desarrollo de la informatica y las comunicaciones

han determinado en el auge actual de la estadistica, por cuanto permiten

acceder a multiples datos de alcance nacional o mundial, relacionados con

sus campos de aplicacion.

é? iSabias que...?

La utilizacién de la Estadistica es tan extensa que se aplica en diversos campos de
investigacion. Entre los que se encuentran la:

Estadistica en la economia, en la salud y en la industria.
Geoestadistica, Bioestadistica, Fisica Estadistica.

Estadistica en agronomia, Estadistica en planificacion, Cienciometria.
Estadistica en la comercializacién o mercadotecnia, Econometria.
Estadistica del medio ambiente.

Estadistica Computacional.

Estadistica en la planificacion de obras civiles.

Estadisticas de negocios y mercadeo.

Estadistica en Psicometria y Ergonomia Laboral.

Estadistica en los controles de Calidad y Productividad.
Estadistica en Técnicas de Muestreo y Control.

Estadistica en el andlisis de procesos y quimiometria (para andlisis de datos en
quimica analitica e ingenieria quimica).
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Entre los estadigrafos de posicion que ya conoces, ademas de los cuarti-
les, también son utilizados los percentiles, conocidos también como cuan-
tiles, estos se relacionan con las frecuencias acumuladas y son equivalentes
a porcentajes acumulados.

Definicion 2.1

El percentil de orden P de la variable X es el puntaje X, tal que por debajo
de él se halla el P % de la distribucion de X'y por encima de él se halla el
(100 - P) % de esa distribucion.

Ejemplo 2.4

El percentil de orden 80 de los puntos de la distribucién del segmento
de la figura 2.3 comprendido entre los nimeros reales 0 y 5, es el punto
correspondiente al nimero 4, por debajo de él se haya el 80 % de los pun-
tos del segmento y por encima, el 20 %.

0 1 2 3 4 5

Fig. 2.3

¢Cual es la posicion de los percentiles de 6rdenes 0,50; 0,90 y 0,25 de los
puntos del segmento de recta dada?

Resolucion:

Como se muestra en la figura 2.4 los percentiles:

Fig. 2.4

X,=25,; Xo=45; X,.=125 &

50
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é? iSabias que...?

Los percentiles se utilizan en la valoracion del desarrollo fisico de las ninas y
ninos a través de indicadores somatométricos, como la talla, el peso (masa cor-
poral), la circunferencia cefalica y del brazo, entre otros.

Ejemplo 2.5

Para evaluar las influencias de algunas condiciones maternas, como la
diabetes gestacional en el crecimiento fetal, se toman los datos de la cir-
cunferencia abdominal (CA), en milimetros, de un grupo de 12 fetos en el
séptimo mes de embarazo.

Tabla 2.9

Feto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1 12
CA 280 1301 305 305 310 325 332 335 340 | 345 348 350

Interpretar el significado del percentil 75 de la circunferencia abdomi-
nal del grupo de fetos.

Resolucion:
Procedimiento para calcular el percentil:

1. Ordenar de menor a mayor el Como los datos se presentan en la

conjunto de datos. tabla ordenados se procede a calcu-
lar Xp.
2. Identificar el lugar que ocupa el ; =£‘(12+1)
percentil buscado con la férmula 100
Xp:L(n+1) =0,75-13=9,75
100 Significa que el percentil 75 se en-

cuentra entre la novena y la déci-
ma posicion en los datos ordenados
que son 340y 345, respectivamente.
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3. Calcular el percentil buscado con
la formula:
Xos =n; +(”(i+1) +ni>(Xk —i)

Donde:

- n; es el valor en la posicion i.

- n,,, es el valor en la siguiente
posicion.

MATEMATICA

X5 =340+ (345 +340)(9,75-9)
X,, =340+5-0,75

X,s =340+3,75

X,s =343,75

El percentil 75 es 343,75 mm

Significa que el 75 % de los fetos, del grupo en estudio en el séptimo

mes de embarazo, presentan una circunferencia abdominal menor o igual

a 343,75 mm, mientras que el 25 % la tienen mayor que 343,45 mm. ¢

Q Investiga y aprende

1. Investiga si una circunferencia abdominal de 343,75 mm es normal con res-
pecto a los valores establecidos para un feto en el séptimo mes de embarazo.
¢Cuales son las posibles interpretaciones de ese resultado para fetos de entre

28 y 32 semanas de gestacion?

2. Indaga, en diferentes fuentes de informacion, acerca de la importancia de los
percentiles en el andlisis de datos y plantea ejemplos de su aplicacién.

Ejemplo 2.6

Con la intencién de reorientar las estrategias de publicidad de un hotel

se hace un estudio sobre: la procedencia y cantidad de dias que perma-

necen hospedados sus clientes. Para ello, se registré la procedencia y la

cantidad de dias hospedados (indicado entre paréntesis) por cada cliente

durante una semana como se muestra a continuacién donde: A es Argen-

tina, B es Brasil, C es Canada, E es Ecuador, P es Peri y V es Venezuela.

BB) B() B(3) EQ) C((7) )
P(1) P(1) C(@) C2) C@ c()
E(7) B B(2) B(2) B() B(Q)
C(? AR AQ AB) 7y c@
V(5) V() V() P(1) P(1) V(5
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C3) CB) PB) A A@Q) AQR) AB) AB) C(() EQ@) 2 AQG)
v(7) V(@) V@) v(@) V(@) v(@) C() A@d) A@) A@4) C3) 1)
P(1) P(1) C() <) c((1) BB) P(1) EBG) EOB) PO P P(1)
B(3) B(3) E(2) E(R) E@2) E2) VEB) V(3 VB VEB) V3 V@3
C(@) C((@7) C(@ 7)) C(@ C(@ Vv@B) A(1) B() B() A(1) V(@3
B(2) B(2) B(2) E@) C(5) <5 VEB) VB A CB) P@ V(o)
P) P(2) C(@) C(B) C(3) C(3) C@B CB BB V@ V@ CB)
V@) Vv@B) V() PQ2) P(2) V(5 V() B@4) B@) E@2) EQ2) V()

a) Explicar el procedimiento que se va a seguir para realizar el estudio.

b) Determinar los indicadores mas pertinentes, con el uso de recursos in-

formaticos disponibles.
¢) Representar graficamente la informacion.

d) Elaborar un informe con los resultados del estudio realizado.

Resolucion:

a) Procedimiento para el estudio: a partir de seleccionar de manera alea-
toria varias semanas dentro de un periodo prudencial de tiempo, se
determina la tendencia en cada semana y la variabilidad (dispersién)
de la cantidad de dias hospedados en cada semana con el propésito de
compararlas y tomar algunas decisiones en cuanto a los momentos de
mayor demanda por los clientes y el pais de procedencia.

b) Para realizar el procesamiento estadistico de los datos, se puede utilizar
paquetes estadisticos profesionales como el SPSS o el STATGRAPHICS,
también el Microsoft Excel, el GeoGebra (version 6.0 o superior), o de

otros softwares mds avanzados.

Para determinar los indicadores mas pertinentes hay que considerar
que se estudia la relacion entre dos tipos de variables: procedencia de
los clientes y cantidad de dias que se hospedan los clientes durante una

semana.
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A Atencion

Como la variable procedencia de los clientes es cualitativa, le corresponde una
escala nominal y al introducir los datos en la hoja de calculo del software de
deben recodificar. Por ejemplo: A = 1, B = 2 y asi sucesivamente. Se debe tener
presente que son c6digos numéricos establecidos para representar a cada cate-
goria de la variable que se estudia.

Resultados de procesar la primera variable:

Tabla 2.10

Variable cualitativa
Procedencia de los clientes

Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa
Argentina 16 10,3
Brasil 24 15,4
Canada 41 26,3
Valido Ecuador 14 9,0
Peru 22 14,1
Venezuela 39 25,0
Total 156 100,0

Al ser una variable cualitativa, el Unico indicador o estadistico que ca-
racteriza su comportamiento es la moda. Significa que la mayor proceden-
cia de clientes al hotel es de Canada.

Resultados de procesar la segunda variable.

68



CAPITULO 2
Tabla 2.11

Variable cuantitativa discreta
Cantidad de dias que se hospedaron los clientes durante la semana

Frecuencia Frecuencia Frecuencia relativa
absoluta relativa acumulada
1 24 15,4 15,4
2 38 24,4 39,7
3 41 26,3 66,0
4 8 5,1 71,2
Valido
5 24 15,4 86,5
6 2 1.3 87,8
7 19 12,2 100,0
Total 156 100,0
Estadigrafos
Valido 156
Perdidos 0
Media 3,33
Varianza 3,501
Desviacion estandar 1,871
Minimo 1
Maximo 7
25 2
Percentiles 50 (Mediana) 3
75 5

Como es una variable cuantitativa discreta en escala de razon, la media
(en este caso 3,33) es el indicador o estadistico que caracteriza el compor-
tamiento de este tipo de variable estadistica.
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También se determind la mediana (en este caso 3) la cual coincide con
el segundo cuartil Q, Como la media y la mediana en este ejemplo no di-
fieren mucho, puede decirse que la distribucion es algo simétrica.

Al determinar la varianza y la desviacion tipica (o estandar), se observa
que los valores hallados de estas medidas de dispersién son un tanto me-
nor, lo que indica que la distribucién es bastante homogénea a la media.

¢) Para comparar la procedencia de los clientes se puede utilizar el grafico
de barras (figura 2.5), también se puede utilizar el gréfico circular o de
pastel (figura 2.6) con la finalidad de representar el porcentaje de clien-
tes por paises que se hospedaron del total de hospedados en la semana.

Procedencia de los clientes

41 39

Argentina
Brasil
Canada
Ecuador
Peru
Venezuela

Fig. 2.5

Procedencia de los clientes

9%

= Argentina =Brasil =Canada

Ecuador mPeri m=Venezuela

Fig. 2.6
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Para representar la cantidad de dias que se hospedaron los clientes du-
rante la semana se utilizé el grafico de barras, como se muestra en la figu-
ra 2.7, y para representar la cantidad de clientes hospedados por cada dia
durante una semana, se utiliz6 el grafico de cajas (figura 2.8) en el que se
aprecia que la mediana estd muy proxima a la media.

45

40 38 =
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Cantidad de dias hospedados
Fig. 2.7
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durante la semana

Fig. 2.8




MATEMATICA

d) Para la elaboracién del informe se consideran los resultados de los in-

dicadores y su interpretacién en correspondencia con el significado del
estadistico calculado.

Informe

Los resultados del estudio realizado sobre la procedencia y cantidad de

dias que permanecen hospedados los clientes en el hotel, evidencian que:

El pais de mayor procedencia de clientes es Canada con 41 (26,3 %) de
los 153 clientes hospedados durante la semana, sequido de Venezuelay
Brasil y, los de menor frecuencia en ese orden son Ecuador, Argentina
y Perd, por lo que se deben analizar las estrategias publicitarias para
estos ultimos, a fin de lograr mayor afluencia de turistas (significado de

la moda).

El promedio de permanencia de los 153 clientes hospedados en una se-
mana es de 3 dias aproximadamente (significado de la media) y el 50 %
de los clientes que se mantienen hospedados durante una cantidad de
dias mayor o igual a 3 (significado de la mediana que coincide con el
segundo cuartil).

Ademas, se observa poca variabilidad en la distribucién del tiempo de
hospedaje de los clientes por cantidad de dias, lo que ofrece mayor
homogeneidad en el tiempo de permanecia de los clientes en el hotel
(significado de la varianza y la desviacion tipica).

Se recomienda a la gerencia del hotel valorar los resultados obtenidos

y reanalizar las estrategias de publicidad para su perfeccionamiento, fun-

damentalmente en los paises de menos afluencia. ¢

’, Reflexiona

¢Cémo analizar el estado de permanencia de los clientes por paises?
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é? iSabias que...?

Las terminologias:

Mineria de datos: revela los nexos cada vez mas estrechos entre la Estadistica y
la Informatica determinando, entre otros aspectos, la posibilidad de trabajar con
toda la poblacién en un estudio estadistico. En ese sentido, disponer de eficaces
sistemas de procesamiento electrénicos, y asistentes matematicos, permiten
optimizar el procesamiento de los datos, la interpretacién de sus resultados, ya
sea para comprender el entorno socio cultural y econémico, como para tomar
decisiones a nivel laboral ante situaciones de incertidumbre.

Sesgo: significa errores que se comenten en la investigacién, no debido al azar,
que hacen que el resultado del muestreo difiera del verdadero. Generalmente
no son cuantificables y se pueden prevenir con medidas que se deben tomar
al realizar la recopilaciéon de la informacion. Estos pueden ocurrir entre otras
causas: al no considerar todas las unidades de observacion, a la incorrecta enu-
meracion de los elementos, por un inadecuado tipo de muestreo, al no controlar
la mayor cantidad de variables que intervienen en el objeto que se investiga, asi
como por errores de calculo.

{Qf' Saber mas

Férmula para calcular los percentiles de un conjunto de datos agrupados en
intervalos de clases

k{1g) -
Po=L+———"r .|
F.

I

Donde: k =1,2,3,...,99

Li: limite inferior real de la clase del percentil k.
n: tamafo de la muestra.

F.i1: frecuencia absoluta acumulada (Fai Jr) de la clase que antecede a la clase
del percentil k.

Fi: frecuencia absoluta de la clase del percentil k.

I: amplitud de la clase del percentil k.
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Aplica tus conocimientos

1. Una microempresa ha tenido durante los ultimos ocho afios los siguientes
rendimientos: ganancias del 11 %, 15 %, 18 %, 12 %, 11 % y 5 % y pérdidas
del4 %y 9 %.

a) Representa la informacién graficamente.
b) {Podrias determinar el rendimiento promedio de esta microempresa? Fun-
damenta tu respuesta.

2. El inspector del drea de recursos humanos de una empresa dedicada a la re-
cuperacién de materia prima, argumenta que los trabajadores vinculados a la
produccién realizan un menor numero de tareas por dia, que los de oficina.
Para comprobarlo se registré la cantidad de tareas realizadas durante diez
dias por los trabajadores de cada grupo y se obtuvo la siguiente informacion:

Cantidad de tareas realizadas por los trabajadores vinculados a la produccién:
12,18, 19, 15, 18, 16, 15, 18, 19, 18

Cantidad de tareas realizadas por los trabajadores vinculados a la oficina:

15, 18, 17, 16, 18, 15, 19, 19, 18, 19

Determina los indicadores que consideres mas pertinentes para comparar es-
tos dos grupos en cuanto a la cantidad de tareas realizadas. Segun los resulta-
dos, ;qué le dirias al inspector?

3. Selecciona, junto a tu equipo de estudio, uno de los campos de aplicacién de
la estadistica, que se relacione con alguno de los temas siguientes:

e Historia de la localidad

e Cultura ciudadanay juridica

e Saludy sexualidad

e Culturay tradiciones

e Tarea Vida

e La ciencia y tecnologia

e Desarrollo econémico y sostenible
e La FEEM en las redes sociales

a) Indaguen sobre los resultados de esos campos de la estadistica en Cuba.

b) Formulen un problema para resolver a nivel de escuela, comunidad, pro-
vincia o nacion, y desarrollen el ciclo investigativo del procesamiento
estadistico de datos estudiado en 10.° grado.

) Socialicen los resultados en el grupo y decidan sobre su presentacién en
una jornada cientifica estudiantil.

(Ver la nota 1 al capitulo 2 en los anexos)
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Ejercicios del epigrafe 2.1

1. Decide sobre la veracidad de las proposiciones siguientes. Justifica en
cada caso tu decision.

a) La Estadistica estudia las reqgularidades de fendmenos aleatorios no
deterministas.

b) La Estadistica Descriptiva se ocupa de caracterizar conjuntos de da-
tos, hacer generalizaciones y posteriormente tomar decisiones en
base a estos.

) La poblacién es cualquier conjunto de individuos sean: objetos, suce-
SOS O Procesos.

d) En las investigaciones, una variable estadistica es considerada como
cualquier caracteristica medible de un fenémeno o proceso.

e) La unidad estadistica es el objeto o elemento sobre el cual se observa
o mide una caracteristica en una investigacion estadistica.

f) Las variables estadisticas cualitativas son aquellas que estan dadas
por mediciones y observaciones numéricas en los objetos de interés.

g) Las escalas de medicion de las variables estadisticas se clasifican en
nominal, ordinal, de intervalo y de razones.

h) La escala nominal se refiere a la clasificacion de variables cuando
se utilizan cualidades para designar categorias que no generan un
orden explicito.

i) Los estadigrafos de tendencia central (media, moda y mediana) son
medidas de posicion.

j) La media de una muestra divide siempre a los datos en dos partes, la
mitad con valores mayores y la otra con valores menores que esta.

k) La moda puede ser utilizada para cualquier tipo de datos y escala.

I) La mediana siempre existe y puede no ser Unica.

m) El sequndo cuartil Q,equivale al 50 % de los datos y es el valor equi-
valente a la mediana.

n) Los estadigrafos de dispersion son aquellas medidas que indican la
variabilidad o dispersion de los datos de una distribucién alrededor

de un valor central.
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Son medidas de dispersién el recorrido o rango, la desviacién media,
la varianza y la desviacion tipica o estandar.

La varianza mide la variabilidad de una muestra y puede tomar cual-
quier valor real.

La desviacion tipica o estandar mide cudnto se desvian los datos con
respecto a la media, es la de mayor confiabilidad y la mas utilizada
por los investigadores

2. Gestiona en CubaEduca y en otras fuentes de informacion digitales los

contenidos relacionados con la Estadistica Descriptiva, e indaga sobre:

a)
b)
o)

d)

e)
f)
Q)

h)

)

k)
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iPor qué consideras importante la estadistica? Menciona situaciones
de tu entorno en que sea necesario utilizar la estadistica.

¢Qué significado tiene para ti planear y recopilar datos, analizarlos
e interpretarlos? ; Qué diferencias existe entre estas acciones?
¢Para qué se utiliza la tabla de frecuencias?

i Qué significa y cdmo se interpreta la frecuencia absoluta y la
frecuencia relativa? ; Qué significay como se interpreta la frecuencia
absoluta acumulada y la frecuencia relativa acumulada?

¢ Cudando se debe utilizar la marca de clase? ;En qué consiste?

¢ Qué entiendes por datos agrupados? ;Por qué se utilizan?

¢Con qué finalidad se utilizan los graficos? ; Qué tipos de graficos
conoces? ¢Se utilizan de igual forma en todos los casos?

i Quédiferencia existe entre un estadigrafo de tendencia central, uno
de variabilidad y uno de posiciéon no central? ; Cuando es pertinente
utilizar cada uno de los indicadores de tendencia central? ¢ El tipo de
variable incide en la pertinencia del estadigrafo? ;La escala puede
incidir en la pertinencia?

iQué es la moda? ;Como se representa y se calcula? ;Varia el
procedimiento para calcularla segun las caracteristicas de sus datos?
iQué es la mediana? ;Cémo se representa y se calcula? ¢Varia el
procedimiento para calcularla segun las caracteristicas de sus datos?
i{Qué es la media? ;Como se representa y se calcula? ;Varia el
procedimiento para calcularla segun las caracteristicas de sus datos?
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I) iQué es el percentil? ;Como se representa y se calcula? ;Cambia la

forma de hallarlo segun la forma de sus datos? ; Qué es un cuartil,
como se representa y se calcula? ;Varia el procedimiento para
calcularlo segun las caracteristicas de sus datos?

m) ; Qué significa que haya sesgo?

2.1 Elabora un cuadro resumen en el que sistematices los conceptos

y las propiedades de la Estadistica Descriptiva: poblacion, muestra,
variable (su clasificacion), tipos de escalas (su clasificacion), distribu-
cion de frecuencias (su clasificacion), clase, marca de clase, limite y
amplitud de clase, rango o recorrido de la variable, frecuencia abso-
luta y relativa y acumulativa, tipos de graficos y su utilizacién, me-
didas de tendencia central, de dispersiéon y de posicién no central.

3. Clasifica cada una de las variables siguientes, segun sean cualitativas o

cuantitativas (discretas o continuas) y segun la escala de medicién, ade-

mas, determina en cada caso cual es la poblacién.

a)

b)

)

d)

e)

f)

9)
h)

Cantidad de botellas de refresco envasadas en un dia, por la corpo-
racion Los Portales S.A.

indice de mortalidad infantil por cada mil nacidos vivos en Cuba el
ano pasado.

Tipos de defectos observados por dia en la produccién de accesorios
para computadores DGM.

Motivacion que sienten los estudiantes de una escuela por el estudio
de la matematica.

Respuesta al cliente por cada pedido que se hace por teléfono en
una de las oficinas de Transtur S.A.

Cantidad de hojas de papel desechadas por dia en una imprenta.
Cantidad de pacientes infantiles que asisten a una consulta médica.
Nivel de aceptacion de cada uno de los clientes del servicio de man-
tenimiento que ofrecen los trabajadores del taller de reparacion de
televisores.

Resultados por categorias del test de conocimientos aplicado a los
aspirantes al cargo de inspector de transporte.
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j) Cantidad de estudiantes que optan por carreras pedagoégicas en un
preuniversitario.

4. Clasifica en tu cuaderno de trabajo las proposiciones o planteamientos
siguientes en verdaderos o falsos y justifica tu respuesta.

a) En una tabla de frecuencias absolutas, si una de las frecuencias se
triplica, la media aritmética del conjunto de datos no variara.

b) Si a cada una de las frecuencias de los intervalos de clase de una tabla
se le agregan dos datos, la moda cambia.

¢) Si a cada una de las frecuencias de los intervalos de la clase en una
tabla, le disminuyen dos datos, la mediana no cambia.

d) Si a cada una de las frecuencias de los intervalos de la clase de una
tabla se le adiciona dos, la media aritmética varia.

e) Si a cada uno de los datos de una muestra se le incrementan tres
unidades su desviacién tipica aumenta en tres unidades.

f) Después de calcular la media de los salarios mensuales en una coo-
perativa de transporte, el departamento de personal informa que
todos los salarios deben ajustarse multiplicAndolos por un factor
igual a 1,10. De acuerdo con lo anterior se puede decir que el salario
promedio de cada trabajador aumenté en 10 pesos.

5. El director de una cooperativa agropecuaria, dedicada a la produccién
porcina, desea evaluar las caracteristicas de las razas que mejor respon-
den a las necesidades del mercado actual en el territorio (municipal,
provincial, nacional o internacional) en el que pretenden insertar a la
empresa y presupuestar su desarrollo acorde con las caracteristicas que
requieren.

5.1Investiga sobre las razas que mas abundan en nuestro pais o tu
territorio, y sus caracteristicas.
5.2 Identifica en la situacion planteada:

a) El problema que se va a estudiar.

b) Los objetivos.

¢) Las variables y clasificalas.

d) Las escalas de medicién de las variables identificadas.
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5.3 Elabora el instrumento para recoger la informacion.
5.4 ;Cémo codificaria la informacién para usar una hoja de calculo?

. El departamento de planificacion del Municipio de Educacién en coor-
dinacion con el Programa Educa a tu Hijo de un consejo popular o de-
marcacién, tomé una muestra del niumero de nifias y niflos que cumplen
5 afios de edad antes de finalizar el mes de diciembre, con el propésito
de estimar la posible matricula de Preescolar en la escuela primaria de

la circunscripcién. Esta arrojoé los siguientes resultados por cuadra:

2 0 1 2 1 3 0 2 1 2 1 3

0 0 1 0 2 3 0 1 2 2 1
4 3 2 1 0 0 1 1 2 0 1 0
2 1 1 2 2 1 0 1 2 1 1 2
0 1 1 0 2 1 2 1 3 1 1 0
1 0 2 3 0 1 2 2 1 0 1 2
1 0 2 0 1 0 0 1 0 2 2 0
1 1 1 2 1 2 1 2 1 0

a) Determina los indicadores que consideres mas pertinentes. Funda-
menta el porqué de la seleccion.
b) Haz unainterpretacionde lainformacion con base en los indicadores.

. El gerente de la Empresa CUBACONS aplicé una encuesta de opinion, a
varios clientes, sobre la calidad de atencion del servicio, con los siguien-
tes resultados (Donde: 1 es muy insatisfecho, 2 insatisfecho, 3 satisfecho

y 4 muy satisfecho).

1 2 1 2 1 4 4 3 3 3 4 4
4 3 3 3 3 2 2 3 2 2 2 2
3 3 1 3 2 4 2 3 4 3 2 1
1 4 4 3 2 1 3 2 4 1 2 3
1 2 1 2 1 4 4 3 3 3 4 4
4 3 3 3 3 2 2 3 2 2 2 2
3 3 1 3 2 4 2 3 4 3 2 1
1 4 4 3 2 1 3 2 4 3 4 2
1 2 2 3
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a) Calcula los indicadores mas pertinentes.
b) Elabora el grafico que consideres méas adecuado para esta
informacion.

¢) Hazunainterpretacién de lainformacion con base en losindicadores.

8. Para incrementar el niumero de comidas vendidas por el restaurante El
Cochinito se inicié un proyecto, para el cual se registraron datos de 50
observaciones sobre la cantidad de almuerzos vendidos por dia, cuyos
resultados son:

53 47 75 44 96 51 83 21 56 58
55 92 49 97 39 82 53 32 68 37
58 72 81 57 74 23 85 85 73 80
63 57 37 35 80 81 29 47 80 81
54 67 43 72 81 31 69 57 81 82

a) Utilizando los recursos informaticos que posees, representa en una
tabla de frecuencias la informacién anterior y elabora el grafico que
consideres mas adecuado para esta informacion.

b) Calcula los indicadores que consideres mas adecuado. Fundamenta
tu seleccion.

¢) Hazunainterpretacion de lainformacién con base en losindicadores.

9. El director de una prestigiosa institucién educativa, desea implementar
una reforma curricular que permita a los egresados de la institucion,
un desempefio eficiente en su continuidad de estudio y, que al mismo
tiempo, estimule las capacidades intelectuales de los estudiantes desde
el primer afio de entrada a la institucion. Para desarrollar el estudio se-
leccion6 una muestra de estudiantes del primer afio, a los que les aplico
una prueba para medir el coeficiente intelectual. La prueba puntua
entre 12y 71 puntos (valores enteros) en una escala directamente pro-
porcional. La informacién sobre la medicién del coeficiente intelectual
de los estudiantes se muestra a continuacion:
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Tabla 2.12

Intervalo de @ Marca de Frec. Frec. AL Fre.c.

. absoluta relativa
clase clase absoluta relativa

acum. acum.

(11,5; 21,5] 16 5 0,05 5 0,05

(21,5;31,5] 26 15 0,15 20 0,20

(31,5;41,5] 36 25 0,25 45 0,45

(41,5;51,5] 46 30 0,30 75 0,75

(51,5;61,5] 56 15 0,15 90 0,90

(61,5;71,5] 66 10 0,10 100 1,00

TOTAL 100 1,00

De acuerdo con la informacién de la tabla, di si estds o no de acuerdo
con las afirmaciones siguientes. Fundamenta en cada una de ellas:

a) El coeficiente intelectual es homogéneo.

b) Para el puntaje del coeficiente intelectual de los estudiantes selec-
cionados, la mediana seria 41,5, puesto que es el valor que esta en la
mitad de los valores desde 11,5 hasta 71,5.

¢) La mayoria de estudiantes poseen un coeficiente intelectual entre
41,5y 51,5 puntos.

(Ver la nota 2 al capitulo 2 en los anexos)

2.2 Probabilidades

A ;Cémo predecir las ocurrencias de fenémenos?

Hasta ahora la matematica que has estudiado es adecuada para la des-
cripcién causal de fenémenos; este tipo de descripcion nos permite cono-
cer con seguridad las consecuencias si se conocen las causas. Por ejemplo:
“si se deja caer una pelota en el aire” podemos asegurar que caerd atraida
por la fuerza de gravedad de la tierra y, si conocemos la altura, podemos
calcular la velocidad con que choca con el suelo.

Ademas, de los fendbmenos que pueden ser modelados mediante una
descripcion causal, existen fendmenos para los que no es posible una
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descripcidn de ese tipo en el estado actual de nuestros conocimientos o no
hay recursos para realizar los calculos que estos requeririan.

En estos casos, se habla de fendmenos sujetos a influjos casuales o
fendmenos aleatorios que se dan en la naturaleza y la sociedad y que pue-
den ser comprendidos mediante la aplicacion de métodos tedrico-probabi-
listicos los que constituyen objeto de estudio en este epigrafe.

Si lanzamos al aire una moneda de ——

AN
un peso (figura 2.9) esperamos que el XN

b Y

hecho de que muestre hacia arriba la
cara que representa la estrella y el hecho
de que muestre hacia arriba la cara del
escudo sean igualmente probables.
¢Cual es la probabilidad de que sea

estrella?

Si se lanza una moneda 5 000 veces, Fig. 2.9

;debera resultar la estrella aproximadamente el mismo numero de veces
que el escudo? ;Cudntas veces saldria estrella y cuantas veces escudo?

¢ Como se expresa la probabilidad de un suceso? ; Qué relacion existe
entre la estadistica y las probabilidades? ; Cudles son las propiedades que
se cumplen en la probabilidad de ocurrencia de un suceso o fendmeno?

En fendmenos aleatorios o casuales como el comentado anteriormente
no se puede predecir con exactitud qué ocurrird, aunque se puede esperar
la ocurrencia de un suceso dado, con una frecuencia relativa o probabili-
dad determinada. Estudiarlos nos permite hacer predicciones con cierto
margen de seguridad, como por ejemplo sobre:

— Eltiempo de vida de un equipo eléctrico.

— La esperanza de vida de las personas en una region o pais.

— La cantidad de personas que llegan a una estaciéon para abordar un
tren.

— El sexo de un nifio antes de formarse el embrién.

La Teoria de las probabilidades proporciona modelos matematicos
para la descripcion de fendmenos sujetos a influjos casuales y tiene como
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objetivo esencial la comprensién matematica de la regularidad de los fe-

némenos aleatorios. Por su parte la Estadistica proporciona sobre la base

de la teoria de las probabilidades métodos mediante los cuales se puede

obtener informacion de las distintas poblaciones que se van a investigar

utilizando datos muestrales aleatorios sobre la base de datos concretos.

K De la historia

La primera vez que la palabra probabilidad aparece en la historia occidental

de las matematicas es en un comentario, en 1477, sobre la Divina Comedia de

Dante, aunque la mayoria de los historiadores afirman que se originé en una

partida de dados.

El matematico francés Blaise Pascal (1623-1665) (fi-
gura 2.10) recibié una carta de su amigo el Chavalier
de Meré, un jugador profesional, quien le pregunto
como dividir las apuestas si dos jugadores comenza-
ban, pero no terminaban un juego constituido por
cinco encuentros en que el triunfador es el que gana
tres de los cinco encuentros.

Los jugadores decidieron dividir las apuestas de
acuerdo con sus probabilidades de ganar el juego.
Pascal compartié el problema con Pierret Fermat
(1601-1665), y juntos lo resolvieron, iniciandose asi el
desarrollo de las probabilidades.

Posteriormente el astronomo y matematico francés
Pierre Simén Laplace (1749-1827) (figura 2.11) entre
sus multiples trabajos destaca el de la Teoria analitica
de las probabilidades, en 1812.

Fig. 2.11

Las probabilidades son razones expresadas como fracciones decimales

o porcentajes determinadas al considerar los resultados o consecuencias

de experimentos, que se realizan como una actividad cuyos resultados

pueden observarse y registrarse.
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Si por ejemplo en 1000 lanzamientos de una moneda salen 600 estrellas,

la frecuencia relativa de las estrellas es % 3 0,6 lo que se puede in-

5
terpretar como que de cada 5 lanzamientos en 3 sale estrella de ahi que la

probabilidad de que al lanzar la moneda sea estrella es de un 60 %.

Como puedes apreciar el concepto de frecuencia relativa en estadistica
estd relacionado con el concepto de probabilidad de un suceso aleatorio,
de ahi que en la Teoria de las probabilidades y de la Estadistica estén fuer-
temente ligadas y te encuentres con la definicién de Frecuencia relativa
de probabilidad.

En este epigrafe, incursionards en los llamados sucesos aleatorios, los
cuales son considerados como aquellos que pueden presentarse bajo de-

terminadas condiciones, pero no de forma obligatoria. Por ejemplo:

— Al tirar dos dados la suma de los nUmeros es siempre menor e igual
que 12.
— Al escoger una vocal de la palabra “solidaridad” puede ser escogida

una de las tres vocales: a, i, o.

El concepto de probabilidad que estudiaras en este grado es el cldsi-
co, que se atribuye a Laplace, el cual se sustenta en el concepto de casos
igualmente posibles, es decir, que no se diferencian en relacién con el gra-
do de indeterminaciéon de la ocurrencia en el marco de un experimento
aleatorio, considerado este, como aquel cuyo resultado es incierto en el
marco de distintas posibilidades y se puede repetir un niamero de veces
arbitrario (al menos mentalmente), manteniendo las mismas condiciones

exteriores. Por ejemplo:

— El lanzamiento de una moneda.
— Latirada Unica de un dado después de ser agitado en un cubilete.
— La extracciéon al azar de una muestra de n objetos en una poblacién.

— Toda medicién que se realice.
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Definicion 2.2

Si un suceso A puede ocurrir en n, casos de ncasos posibles e igualmente
probables, se define la probabilidad de A y se denota p(A) al cociente:

Na

P(A)=7

Ejemplo 2.7

Si se escoge al azar una letra de la palabra “prisma”:
a) ¢Cual es la probabilidad de que sea la letra “s"”?

b) ¢Cual es la probabilidad de que sea una vocal?

Resolucion:

— Primero se determinan los sucesos en correspondencia con lo que se
pide. En este caso se consideran dos sucesos A y B, dados por:

a) Suceso A: escoger la letra “s”.
b) Suceso B: escoger una vocal.

- Luego se identifican los casos posibles (n), para cada uno de los sucesos
Ay B. Para ambos sucesos es 6, dado que la palabra “prisma” tiene seis
letras.

— Posteriormente se determinan los casos favorables (n,). En el caso del
suceso A es un caso favorable dado que en la palabra “prisma” aparece
solo una vez la letra “s” y en el caso del suceso B son dos, dado que

existen en la palabra dos vocales.

— Finalmente se sustituye en la férmula y se calcula la probabilidad del

suceso como se muestra a continuacion.

n, 1

a)n=6 ; n,=1entonces p(A):—:€z0,17
n

1~0,3
3

N

b)n=6 ; n,=2 entonces p(B)="¢ =
n
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Respuesta:

a) La probabilidad de que se escoja al azar la letra “s” es aproximada-
mente igual al 17 %.

b) La probabilidad de que se escoja al azar una vocal es aproximada-

mente igual al 33 %. ¢

Ejemplo 2.8

En una fabrica dedicada a la produccion de dispositivos electrénicos, se
realiza al azar un muestreo de calidad. Para realizarlo se seleccioné al azar
una caja con 68 dispositivos electréonicos en la que se detecté la existencia
de 17 defectuosos. ¢Cual es la probabilidad, de que al extraer aleatoria-

mente uno de estos dispositivos no sea defectuoso?

Resolucion:
Suceso A: extraer un dispositivo no defectuoso.

Casos posibles: n = 68, porque extraer uno cualquiera de estos disposi-
tivos debe ser igualmente posible.

Casos favorables: n, =68 -17 =51, porque en la caja hay 17 dispositivos
defectuosos.
Entonces la probabilidad de extraer un dispositivo electrénico no de-

fectuoso es:

n, 51 3

Luego, la probabilidad de extraer un dispositivo electrénico no defec-
tuoso esdeun 75 %. ¢
El ejemplo anterior, también permite hacer las observaciones siguientes:

- Silos 68 dispositivos de la caja son no defectuosos, entonces

68
p(A) = & = 1

Este caso A es llamado suceso seguro. Es el que siempre se verifica al
realizar el experimento y su probabilidad es igual a uno.
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— Si los 68 dispositivos de la caja son defectuosos, entonces

_0_
68

En este caso A es un suceso imposible. Es el que nunca se verifica y su

p(A) 0.

probabilidad es igual a cero.

Otra manera de resolver el problema del ejemplo 2.8 es determinando
la probabilidad de que al extraer aleatoriamente uno de estos dispositivos
sea defectuoso, en este caso:

Suceso A: extraer un dispositivo no defectuoso.

Casos posibles: n = 68, porque extraer uno cualquiera de estos disposi-
tivos debe ser igualmente posible.

Casos favorables: n, = 17, porque en la caja hay 17 dispositivos defec-
tuosos.

Entonces la probabilidad de extraer un dispositivo electronico defec-

tuoso es:
My 171 0,25

p(A): n _§ 4

Y al sustraer el proceso seguro de que ocurra con el suceso de que no
ocurra tenemos;

1-0,25=0,75

Luego, la probabilidad de extraer un dispositivo electrénico no defec-
tuoso es de un 75 %. ¢

Teorema 2.1

La probabilidad satisface las propiedades
a) Paratodosuceso A, 0<p(A)<1.

b) Si Ay B son dos sucesos excluyentes (es decir, no pueden ocurrir simul-
taneamente) entonces: p(AoB)=p(A)+p(B).

Q) p(noA)=1-p(A)
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Demostracion
a) Si n, representa los casos favorables y n los casos posibles, se cumple
que:

0<n, <nluego, 0 DD 1, significa que 0 < p(A) <1 como se queria
n n

demostrar.

b) Como Ay B no pueden ocurrir simultaneamente, si n, es el nUmero de
veces que ocurre Ay n, el nUmero de veces que ocurre B, el niUmero de
veces que ocurre A o B es la suma de n, +n, luego:

n,+n, n, n,
Th T TPARE)

¢) Sin,es el nimero de veces que ocurre A, entonces, no ocurre enn-n,

p(AoB)=

casos, luego:

p(noA):u:Q—n—A:Fp(A) . ¢

Este teorema es muy util para calcular la probabilidad de un suceso.

Ejemplo 2.9

Como parte de las actividades recreativas que se desarrollan en un ins-
tituto preuniversitario, los estudiantes realizan diferentes juegos de mesa.
Uno de los juegos utilizados contiene 25 fichas, de las cuales hay 6 de color
rojo, 8 azules y el resto de otros colores. Si se selecciona una ficha al azar,
icudl es la probabilidad de que esta sea roja o azul?

Resolucion:

Sean los sucesos:

A: seleccionar una ficha azul.

B: seleccionar una ficha roja.

C: seleccionar una ficha que sea roja o azul. En este caso la ocurrencia
de A no depende de la ocurrencia de B (y viceversa), es decir los dos suce-
sos pueden ocurrir independientemente uno del otro, por tanto la unién
de ellos es el suceso C, es decir:

C=Ao0B.
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Primera via de solucion:

n=25yn.=14asi: p(C)= % =0,56 es la probabilidad de extraer una

ficha que sea roja o azul.

Segunda via de solucién:

p(A)= % =0,32 es la probabilidad de extraer una ficha azul y

p(B)= 235 =0,24, es la probabilidad de extraer una ficha roja

De esta forma, p(A)+p(B)= %4—% =0,56 =p(Ao0B)

Tercera via de solucion:

no C: Extraer una ficha que no sea ni azul, ni roja.

p(no C)+p(C)=1entonces p(C)=1-p(no C):1—% = % =0,56
Luego, la probabilidad de seleccionar al azar una ficha roja o azul es

del 56 %. @

Ejemplo 2.10

Considera tres urnas (figura 2.12) con la siguiente composicién: la urna |
contiene 2 bolas blancas y 4 bolas rojas, la Il contiene 1 bola blanca y
3 bolas rojas y la urna lll contiene 3 bolas blancas y 3 bolas rojas. Una bola
es seleccionada de cada urna. Determina la probabilidad de que:

a) Lastres bolas que se escojan sean [ I 1]

blancas, 2B 1B 3B
b) Se escojan exactamente dos bo-
4R 3R 3R
las blancas,
¢) Al menos una de las tres bolas Fig. 2.12

sea roja.
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Resolucion:

a)

b)

o)

Experimento: seleccionar una bola de cada urna.

n=6-4-6 =144 posibilidades en total.

Suceso A: se seleccionan tres bolas blancas
6 1
n,=2-13=6, A)=——=—~0,04.
A P(A) 144 24

Respuesta: la probabilidad de seleccionar las tres bolas del mismo color
es aproximadamente igual a 0,04.

Suceso B: se escogen exactamente dos bolas blancas. Para este suceso se
pueden analizar tres casos:

Tabla 2.13
Caso 1 Caso 2 Caso 3
(blanca; blanca; roja) (blanca; roja; blanca) | (roja; blanca; blanca)
2-1.3=6 2-3-3=18 4.1-3=12

36

n =6+18+12=36 B)=—"-=—-=0,25
8 p(B) 144

1
4
Respuesta: la probabilidad de seleccionar exactamente dos bolas blan-
cas es 0,25.

Suceso C: se selecciona al menos una bola roja.
Suceso no C: ninguna bola seleccionada es roja (suceso A)
1 23

C)=1- C)=1-—=—~0,96.
p(C) p(no C) 24 24

Respuesta: la probabilidad de seleccionar al menos una bola roja es
aproximadamente igual a 0,96. 4

Ejemplo 2.11

Se tienen dos cajas (I y Il). En la caja | hay 6 lapices azules y en la caja ll

hay 2 lapices azules y 5 lapices rojos. Si se escoge al azar un lapiz de cada

caja. Calcula la probabilidad de los sucesos.

Suceso A: los dos lapices son rojos,
Suceso B: uno de los lapices es rojo y el otro azul,
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Suceso C: los dos lapices son azules,
Suceso D: al menos uno de los lapices es azul.

Resolucion:

Caja I: lapices azules: 6 y lapices rojos: 0
Caja Il: lapices azules: 2 y lapices rojos: 5
Experimento: extraer un lapiz de cada caja.

Dado que el total de lapices que existen en la caja | es 6, y el total

de lapices que existen en la caja Il es 7, para todos los sucesos existen

n =6 -7=42 posibilidades de extraer un lapiz de cada caja.

a)

b)

o)

d)

Suceso A: los dos lapices son rojos.

Como en la caja 1 no hay lapices rojosn,=0-5=0 p(A)= % = % =

Respuesta: la probabilidad de seleccionar un lapiz de cada caja y que
los dos lapices sean rojos es 0. Luego, es un suceso imposible de que

ocurra

Suceso B: uno de los lapices es rojo y el otro es azul.
Como se extrae un lapiz de cada caja y en la caja | no hay lapices rojos

obligatoriamente el rojo se tiene que extraer de la caja | y el azul de la
30 5

caja Il luego, n,=5 - 6 = 30 por tanto p(B) 157" 0,71.
Respuesta: la probabilidad de seleccionar un lapiz de cada caja y que
estos sean uno rojo y el otro azul es 0,71.

Suceso C: los dos lapices son azules.
En este caso como los dos son azules y se extrae un lapiz de cada caja

entonces

12 2
=6-2=12 C)=—==~0,23.
e v plQ) 42 7
Respuesta: la probabilidad de seleccionar un lapiz de cada caja y que

ambos sean azules es 0,23.

Suceso D: al menos uno de los lapices es azul entonces
Suceso no D: Ninguno es azul (o sea los dos son rojos).
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En este casonoD=Ay p(D)=1-p(no D) =1-0= 1. Es decir, extraer al
menos un lapiz azul, es un suceso seguro.

Respuesta: la probabilidad de seleccionar un lapiz de cada caja y que al

menos uno de los lapices sea azules 1. ¢

N ’

‘@ saber mas

Las probabilidades y la Estadistica constituyen la base de la teoria de colas. Esta
teoria permite analizar y mejorar la eficiencia en el manejo del tiempo de espera
y del uso de recursos. Al modelar los sistemas y predecir comportamientos, se
pueden tomar decisiones para optimizar la espera del cliente y mejorar la pro-
ductividad. La teoria de colas utiliza modelos que se basan en procesos aleato-
rios. Esto implica que tanto las llegadas de clientes como los tiempos de servicio
son variables aleatorias, en el que las distribuciones de probabilidad juegan un
papel crucial.

Constituye un marco poderoso para analizar y optimizar sistemas en los que
ocurre la espera. Al aplicar métodos estadisticos y probabilisticos, permiten pre-
decir comportamientos futuros y tomar decisiones sobre como mejorar la efi-
ciencia del servicio.

Ejemplo 2.12

En una caja se encuentran diez breakers entre los cuales hay 4 de
40 amperes. Se extraen sucesivamente dos breakers no reponiéndose el
tomado al inicio antes de haber extraido el sequndo. Cada breaker tiene
la misma probabilidad de ser tomado. Calcula la probabilidad de que los

breakers extraidos tengan un amperaje diferente de 40.

Resolucion:

Suceso A: extraer dos breakers con amperaje diferente a 40.

En este caso se analizan dos subprocesos:

A,: extraer un breaker con amperaje diferente a 40 la primera vez.

A,: extraer un breaker con amperaje diferente a 40 la segunda vez.

Si son 10 breakers y 4 son de 40 amperes, entonces 6 tienen un ampe-
raje diferente de 40.
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Utilizando la definicién clasica de probabilidad se obtiene que:
6 3
n= 1OynA1 =6 luego p(A1):E:§
n=9y Ny, = 5 luego p(A) = g (es 9y 5 dado que ya fue extraido la
primera vez un breaker).

A Atencion

Si Ay B son dos sucesos independientes, p(AyB)=p(A)-p(B)

Por tanto, para determinar la probabilidad de que los dos breakers ex-
traidos tengan amperaje diferente de 40 basta determinar
35 15 1
P 59 45 3

Respuesta: La probabilidad de que los Breakers extraidos tengan un

amperaje diferente de 40 es% . ¢

@ Conéctate

Accede al sitio:
Inicio a la combinatoria. Formas de conteo. Resuelve los ejercicios que aparecen.
https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=2758&type=theme

Ejercicios del epigrafe 2.2

1. Al lanzar un dado (homogéneo), ;cuadl es la probabilidad de obtener
una cara que tenga tres puntos?

2. iCudl es la probabilidad de que se muestre una cara que tenga dos o
tres puntos con el lanzamiento de un dado (homogéneo)?

3. (Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados (homogéneos) la
suma de los puntos sea 14?

4. En un grupo de 35 estudiantes de 12.°grado en el cual todos optan
por carreras universitarias, hay 14 que optan por Ciencias médicas. Si
se selecciona un estudiante al azar, ;cudl es la probabilidad de que
opte por otras carreras?
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. Se tiene un juego de domind de 28 fichas (desde el doble blanco hasta

el doble seis). { Qué probabilidad hay de que al escoger una ficha haya
en esta exactamente cuatro puntos?

En una caja hay 30 tornillos de los cuales 6 estan oxidados. Si se extrae
un tornillo al azar ;cudl es la probabilidad de que no esté oxidado?

. Si se escoge al azar una letra de la palabra “humanismo” ;cual es la

probabilidad de que sea la letra “s"? ;Cual es la probabilidad de que
sea una vocal?

. Se lanzan dos dados (homogéneos), icual es la probabilidad de que Ia

suma de los puntos sea 7?

. Se lanzan dos dados (homogéneos), uno es rojo y otro es blanco.

Calcula la probabilidad de que el dado rojo muestre un nimero ma-
yor que el dado blanco.

Calcula la probabilidad de que al lanzar dos dados (homogéneos), se
obtenga el nimero cinco en la primera tirada y sea un niumero par en
la segunda tirada.

Calcula la probabilidad de obtener “estrella y un nimero mayor que
4" al lanzar una moneda y un dado (homogéneo).

Se lanzan dos dados (homogéneos), calcula la probabilidad de que la
suma de los puntos obtenidos:

a) Sea mayor que 9.
b) Sea multiplo de 3.

Calcula la probabilidad de que al lanzar un dado (homogéneo) se
obtenga un nimero multiplo de 7.

Al lanzar tres dados (homogéneos), ;Qué es mas probable; obtener
en total diez puntos o alcanzar solo nueve puntos?

Se tiene una urna que contiene 4 bolas blancas, 5 azules y 1 roja.
Calcula la probabilidad de que al seleccionar al azar 3 bolas sean:

a) Las tres del mismo color.
b) Dos sean blancas y la otra azul o roja.
¢) Una de cada color.
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16. Un examen clinico tiene una sensibilidad del 95 % (detecta correcta-

17.

18.

mente a los enfermos) y una especificidad del 95 % (identifica correc-
tamente a los sanos).

a) Si una persona esta enferma, ¢cual es la probabilidad de que el
examen sea positivo?

b) Si la prevalencia de la enfermedad en la poblacién es del 2 %, ¢cual
es la probabilidad de que un paciente sano obtenga un resultado
positivo (falso positivo)?

En una ciudad, la probabilidad de lluvia en un dia cualquiera es del 30 %.

a) ¢Cual es la probabilidad de que llueva hoy?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que no llueva ni hoy ni mafana?

En la tabla 2.14 se registré las alturas en centimetros de 50 plantas y

se agruparon en intervalos de clases:

Tabla 2.14
a) Determina la altura media aproximada Clases —
de las plantas. [10; 20) 3
b) ¢Cual es la probabilidad de que al es- [20; 30) 15
coger al azar una de las plantas, esta [30;40) 20
tenga una altura de [30;40) cm? [40; 50) 7

2.3 Combinatoria

Con frecuencia realizas operaciones basicas de conteo y acciones en las

gue tienes que organizar, seleccionar y combinar elementos de conjuntos

para lo cual los colocas en correspondencia con la sucesion de los nUmeros

naturales.

Por ejemplo, para conformar y asignar el numero de identidad de los

ciudadanos, los cddigos de las tarjetas de recarga de la telefonia mévil o

de

una cuenta bancaria, entre otros casos, se necesitan de técnicas mucho

mads elaboradas. ; Como determinar la cantidad de combinaciones posibles

de

8 digitos, para formar los numeros de los celulares de los usuarios en

Cuba?
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En este epigrafe estudiards algunas técnicas
de conteo que corresponden a una rama de las
matematicas que se conoce como Teoria combina-
toria, y que son muy Utiles en la resolucion de diver-
sos problemas en los que son necesarios ordenar de
formas diferentes los elementos de un conjunto o
seleccionar de diferentes formas un subconjunto de
elementos de un conjunto mayor. Incluye entre sus
temas, ademas, el Principio de inclusién-exclusion,
grafos y redes, sobre los cuales conoceras en tus es-

tudios superiores.

X De la historia

El andlisis combinatorio desde su propio origen esta es-
trechamente vinculado con la teoria de las probabilida-
des. Esto puede afirmarse ya que, tanto Pierre Fermat
(1601-1665) como Blas Pascal (1623-1662) al intentar re-
solver ciertos problemas relacionados con los juegos al
azar se vieron obligados a analizar y numerar las com-
binaciones que brindaban los datos de estos problemas.

Mas como disciplina cientifica la Teoria combinatoria
aparece por primera vez en los trabajos de G.W. Leibniz

(figura 2.14) en su obra Razonamientos sobre el arte
combinatorio.
Principios basicos de la teoria combinatoria

A ;De qué forma optimizar recursos en la vida?

Existen variadas técnicas de conteo que permiten dar soluciéon a situa-
ciones, en las cuales es necesario determinar primero los conjuntos que se

van a tener presente en el conteo.
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Ejemplo 2.13

Suponiendo que tienes que registrar en una tabla de frecuencia el gru-
po sanguineo (GS) de las personas que ingresan en una instalacion de sa-
lud. ;Cuantas caracteristicas de la variable GS debes identificar en la tabla

de frecuencia?

Resolucion:

En este caso es necesario tener en cuenta que el GS se identifica pri-
mero por la presencia o no, de los tipos de aglutinégenos y sus combina-
ciones (A, B, AB y O) y en segundo lugar la presencia o no del factor RH,
positivo (+) o negativo (). Podemos modelar la situaciéon en un diagrama
como el de la figura 2.15.

GS

ANANTANA
+ - £ F -+ -

@ Recuerda que...

Este tipo de diagrama recibe el nombre de diagrama de arbol, porque cada
punto se ramifica de la misma forma que lo hace un arbol. Es muy utilizado en
la programacion y para modelar procesos.

En este diagrama cada flecha representa la clasificacion de un grupo
sanguineo a partir de los tipos de aglutindgenos y sus combinaciones. Para
completar la clasificacién es necesario seleccionar dos flechas sucesivas;
en el diagrama se aprecia que hay tantos grupos sanguineos como fle-
chas entre los aglutindgenos y el factor RH, es decir existen ocho grupos
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sanguineos, luego en la tabla de frecuencia la variable debe tener los va-
lores siguientes:

A+, A-, B+, B-, AB+, AB—-, O+ y O-.

Observa que en la situacion ocurren dos sucesos, uno después de otro,
y el total de clasificaciones se obtuvo multiplicando 4-2=8 4

Este resultado se fundamenta en el principio de multiplicaciéon o princi-
pio fundamental de conteo.

Teorema 2.2 (Principio de multiplicacion)

Si un suceso cualquiera puede ocurrir de n maneras diferentes y, después
que ha ocurrido de una cualquiera de esas maneras, un segundo suceso
puede ocurrir de p maneras diferentes, entonces los dos sucesos, en ese
orden, pueden ocurrir de n - p maneras.

é? iSabias que...?

El teorema anterior recibe el nombre de principio de multiplicacion pues afir-
ma que si dos sucesos ocurren uno después del otro, el total de formas en que
pueden ocurrir se obtiene multiplicando el nimero de formas del primero por el
numero de formas del segundo.

Ejemplo 2.14

Para viajar del municipio Pinar del Rio hasta la ciudad de Santiago de
Cuba, con escala en La Habana, existen 11 salidas de émnibus en dife-
rentes horarios. El viaje desde La Habana hasta al destino final, se puede
hacer por dos vias, en un émnibus con ruta La Habana-Santiago de Cuba
o La Habana-Guantdnamo. ;De cuantas formas diferentes se puede llegar
del municipio Pinar del Rio a la ciudad de Santiago de Cuba?

Resolucion:

El primer suceso es la selecciéon de una de las 11 salidas de 6mnibus de
Pinar del Rio a La Habana y el segundo la selecciéon de una de las dos rutas
posibles hacia Santiago (La Habana-Santiago o La Habana-Guantanamo).
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En total se puede llegar de 11 - 2 = 22 formas diferentes, segun los
horarios establecidos. ¢

Ejemplo 2.15
En un cruzamiento entre dos plantas de guisantes de semillas amarillas
y de textura lisa Aa, se obtuvo en la descendencia, individuos de diferentes
fenotipos.
a) ¢(Cuantas combinaciones se obtuvieron en los genotipos de los
descendientes?
b) Si el caracter dominante (semillas amarillas) estd determinado por el
alelo dominante A, ;cual es la probabilidad de que se manifieste el

caracter dominante en la descendencia?

Resolucion:
progenitores a) El primer suceso es la separacién de los
Aa x Aa | dos genes alelos de los progenitores, y el
/ 1\ / \
/ \ / \ segundo es la combinacion de los alelos
OO ») () de un progenitor, con los del otro. Se ob-
> tuvieron 2 - 2 = 4 genotipos de tres com-

binaciones en los descendientes

(AA o Aa o aa)

Genotipos descendientes

Fig. 2.16 b) p(AAoZAa):p(AA)+2p(Aa):%+%:%

dado que la ocurrencia de los sucesos
AA o Aa son mutuamente excluyentes.

Luego, p(A) :% .

En la practica no se requiere usar siempre los diagramas de arbol, sin
embargo, constituyen un recurso esencial para comprender problemas de
mayor nivel de complejidad.

Para aplicar el Teorema 2.2 no es necesario que los sucesos se continden
en el tiempo; lo esencial es que se distinga cual es el primero y cual es el
segundo.
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Ejemplo 2.16

¢Cuantas silabas de dos letras, que comienzan por una consonante,

existen en el idioma espafol?

Resolucion:

Este es un caso en que el conteo directo se hace mas dificil por el niUme-
ro de posibilidades. El primer suceso es la selecciéon de la primera letra (una
consonante) y el segundo la seleccidon de la segunda letra (una vocal).

Como en el espafiol hay 22 consonantes, el primer suceso puede ocurrir
de 22 formas y como hay 5 vocales, el segundo puede ocurrir de 5 formas.
Entonces en total se pueden obtener 22 -5 =110 silabas. ¢

El principio de multiplicaciéon puede extenderse también a mas de dos

sucesos.

Ejemplo 2.17

¢Cuantos numeros de cuatro cifras son multiplos de dos?

Resolucion:

En este caso tenemos cuatro sucesos. Consideremos las cifras de izquier-
da a derecha.
e Primero seleccionar las cifras de la unidad de millar: puede ocurrir
9 veces porque no puede ser cero.
e Segundo seleccionar las cifras de las centenas: puede ocurrir 10 veces.
e Tercero en seleccionar las cifras de las decenas: puede ocurrir 10 veces
e Cuarto seleccionar las cifras de las unidades: puede ocurrir cinco veces,

porque los multiplos de dos terminan en 0; 2; 4; 6y 8.

Luego, aplicando el principio de multiplicacién encontramos que existen:
9.10-10-5 = 4 500, nimeros de cuatro cifras que son multiplos de dos. ¢

’, Reflexiona

¢Cuantos teléfonos celulares, que inician con el nimero 52 pueden existir en
Cuba?
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Existen otros problemas de conteo, para lo cual se requieren otros re-
cursos o procedimientos, como los diagramas conjuntistas.

Ejemplo 2.18

En una jornada cientifica, de los 30 estudiantes de un grupo 16 se pre-
sentan con un proyecto de Historia de la localidad (H); 14, en Ciencias
para todos (C); y 16, con resultados de la Tarea Vida (V). Si 3 estudiantes
participaron en los tres resultados, 8 en Ciencias para todos y la Tarea Vida,
3 solamente en la tarea Vida y 4 solamente en Historia de la localidad.

a) ¢Cuantos estudiantes participaron en los proyectos de Historia de la
localidad y de Ciencias para todos?
b) ¢Cuantos participaron solamente en Ciencia para Todos?

¢) ¢Cuantos no presentaron resultados en ninguno de los tres proyectos?

Resolucion:

Denotemos por H el conjunto de los que se presentaron por el proyecto
de Historia de la localidad, por C a los del proyecto de Ciencias para todos
y por V a los de la Tarea Vida. La figura 2.17 recoge los datos de la situa-
cion que se analiza.

Total de estudiantes del grupo: 30

Presentados en H: 16
Presentados en C: 14
Presentados en V: 16
Presentadosen Cy V: 8
Presentacién solo en V: 3

Presentaron solo en C: 2

Presentados en los tres proyectos: 3 Fig. 2.17
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@ Recuerda que...

Para completar el diagrama es recomendable empezar de adentro hacia afuera,
es decir, por los elementos que pertenecen a un mayor nimero de conjuntos.

a) Participaron en los proyectos de Historia de la localidad y de Ciencias
para todos, 4 estudiantes.

b) Participaron solamente en los proyectos de Tarea Vida 3 estudiantes.

¢) No presentaron resultados en ninguno de los tres proyectos, 4 estu-
diantes. ¢

Este problema también se puede resolver por el llamado Principio de
las inclusiones y exclusiones y se recoge en el teorema siguiente, que no

vamos a demostrar.

Teorema 2.3 (Principio de las inclusiones y exclusiones)

Para cualquier sistema de n conjuntos A, , A,, ..., A se cumple:
#(AUA,U...UA))=
HA+HA +. +#A —[#(ANA)+#(ANA)+. +#(ANA) ]+

+H[#(ANANA)+ . +# (AL, NA L NA) ]+ + (1) #(ANAN.NA)

El principio de las inclusiones y exclusiones es muy utilizado cuando
en el problema de conteo intervienen una cantidad de considerable de
conjuntos o cuando la cantidad de elementos que tienen no se pueden
determinar con facilidad. Analicemos un ejemplo sencillo que ilustre cémo

se pudiera aplicar este principio.

Ejemplo 2.19

En una encuesta realizada a un grupo de estudiantes de un grupo de
duodécimo grado sobre las plataformas digitales que utilizaron el fin de
semana pasado. Los resultados indicaron que 22 estudiantes utilizaron
WhatsApp (W), 15 Telegram (T) y 13 Facebook (F). 5 estudiantes utilizaron
estas tres plataformas digitales, 3 utilizaron solo WhatsApp y Facebook,

4 solamente Facebook y 3 solamente Telegram.
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a) ¢Cudantos estudiantes del grupo utilizaron solo Telegram y WhatsApp?

b) ;Cudantos estudiantes utilizaron solamente WhatsApp?

¢) ¢Cuantos estudiantes tiene el grupo si dos de ellos utilizaron otras
plataformas digitales (0)?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que al seleccionar al azar un estudiante
entre los que utilizaron algunas de estas tres plataformas digitales, este
haya utilizado solo una de ellas?

Resolucion:

En la figura 2.18 a estan los da-

tos conocidos. F w
Representamos por W* el con- A
junto de elementos que no perte- q.

necen aW y por #W: la cantidad de O

elementos de W. O
T

Fig. 2.18 a

a) #(FAT AW )=#F—(4+5+3)=13-12=1
Es decir, un estudiante del grupo utilizé solo Telegram y WhatsApp.

b) #(FATAW)=#T—(3+1+5)=15-9=6
#HTAWNF)=#W-(3+6+5)=22-14=8
Es decir, 8 estudiantes del grupo utilizaron solamente WhatsApp.

Q) #M=#(FUW UTUO)=#F+#W +#T +#0 -
[#(FAW)+#(FAT)+#(FNO)+#(W NT)+#(W n0)+#(TnO) |+
[#(FAWNT)+#(FAW N O)+#(FATNO)+#(W T NO)]
#M=13+22+15+2-[8+6+0+11+0+0]+[5+0+0+0]

#M = #(FUW UT U0)=52—(25)+(5)=52-20 =32

El grupo tiene 32 estudiantes.
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d) En la figura 2.18 b se han refle- M

B

F A
Experimento: seleccionar al azar @)

jado los resultados obtenidos en
los tres incisos anteriores.

Para determinar la probabilidad
analicemos:

un estudiante entre los que uti-
lizaron algunas de estas tres pla-

taformas digitales (A). Fia. 2.18 b
ig. 2.

n: Casos posiblesn=#M-#0=32-2=30
n, : Casos favorables n, =#(T N F AW )+ #(W nF AT )+ #(F N F AW©)
n=3+8+4=15
p(A)="2, p(A)=12 =05
n 30
Finalmente, la probabilidad de que al seleccionar al azar un estudian-
te entre los que utilizaron algunas de las plataformas digitales, WhatsApp,

Facebook o Telegram; este haya utilizado solo una de ellas es de un 50 %. ¢

Variaciéon y combinacion

Existen algunos casos de problemas de conteo para cuya solucién no
son suficientes los recursos de la Teoria combinatoria tratados anterior-
mente, estos exigen tener una mayor claridad de lo que se quiere o aspira,
conocer cuales son las condiciones con las que se cuenta para lograr tales
aspiraciones o tomar decisiones en diferentes contextos, estos pueden ser
en el plano politico- econémico-social, en las investigaciones cientificas
para el desarrollo de las ciencias e incluso en el plano personal.

Un momento decisivo para la toma de decisiones en la definicion de tu
proyecto de vida, esta relacionado con la seleccion de tu futura profe-
sién, al llenar la boleta para el otorgamiento de plazas (figura 2.19).
Has pensado:
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¢De cuadntas formas diferentes pueden quedar ordenadas las diez
opciones de carreras universitarias, si tienes la posibilidad de escoger
de entre 23 ofertas?

¢Tiene alguna importancia el orden en que finalmente quedan
dispuestas las opciones de carreras seleccionadas?

Supongamos que las cinco especialidades que mas te atraen para con-
tinuar estudios universitarios son Matematica (M); Fisica (F); Biologia (B),
Microbiologia (Mcr) y Bioquimica (Bq). Al intentar llenar la boleta de in-
greso, ocurre que cuando escribes la tercera o cuarta opcién, la indecision
te lleva a plantear otra variante de seleccion.

Boleta é

Fig. 2.20

El diagrama de arbol de la figura 2.20, indica todas las posibles varian-
tes que te han quedado en cada uno de los intentos.

Como en una boleta no se pueden repetir las especialidades, para con-
tarlas apliquemos el principio de multiplicacion.

La primera especialidad se puede escoger 5 veces, la segunda 4 veces
(no se puede repetir la primera especialidad), y la tercera de tres formas
(no se pueden repetir ninguna de las dos anteriores).
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Es decir, puedes haber llegado a realizar 5 - 4 - 3 = 60 variantes diferen-
tes de llenar las boletas, solo planteando 3 de 5 especialidades posibles.

En este caso se pone de manifiesto una variacién de un suceso sin
repeticion.

Definicion 2.3

Se llaman variaciones (sin repeticion) de n objetos tomados p a p, a todas
las posibles ordenaciones de p objetos tomados de los n.

Ejemplo 2.20

Entre las tradiciones populares de Cuba, que caracterizan a la regién
central del pais, se identifican las Parrandas, que son Patrimonio Cultural
de la Humanidad desde 2018. Si en un encuentro regional participan los
Jutios y los Nafacos, los Sapos y los Chivos, el Carmen y el Salvador, el Gallo
y el Gavilan, el Bando Rojo y el Bando Azul. ; Cuantas variaciones tomadas
2 a 2 se pueden hacer con las 5 parejas de barrios o bandos para organizar
una competencia?

Resolucion:

Como son 5 parejas: 5 - 4 = 20 formas diferentes. ¢

En los casos en que n = p hablamos de permutaciones de orden n.

Teorema 2.4
El nimero de permutaciones de orden n se denota P, y se calcula con la
férmula

P,=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

Demostracion
Procedemos por inducciéon completa en n: paran =2
P, =2 =2-1es cierta pues solo existen dos permutaciones a,a, y a,a,.

Supongamos que es cierta paran=k, oseaP, =k-(k-1)-...-2-1.
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Para formar las permutaciones
de orden k+1 podemos proceder % b, permutadiones
como se ilustra en la figura 2.21, se-
leccionar uno cualquiera de los k+1
elementos y después para cada se-
leccidon, escoger una permutaciéon de % % fppermutaciones
orden k. Entonces segun el principio
de multiplicaciéon
P=(k+1)-k-(k+1)-k-(k—1)-k-...-2- é

P, permutaciones

Como se queria:

Fig. 2.21
P, =n-(n-1)-(n-2)-...-2-1 9

,, Reflexiona

Si al concluir el encuentro regional de parrandas, se ubican en una tabla de po-
siciones las preferencias del publico por cada uno de los diez barrios o bandos,
¢De cuantas formas diferentes se pueden ordenar?

Ejemplo 2.21

En la liga élite de béisbol realizada en 2025 en Cuba, participan los seis
mejores equipos, de entre los que representan a cada provincia y al muni-
cipio especial Isla de la Juventud.

¢De cuantas formas diferentes pudo quedar ordenada la tabla de
posiciones al concluir la liga si no hubo empates?

Resolucion:

Cada posiciéon final es una permutacion de los seis equipos, por tanto,
en total pueden existir; P, =6-5-4-3-2-1=720.

Respuesta: la tabla de posicién al concluir la liga élite pudo quedar or-
denada de 720 formas diferentes.
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El nimero n-(n-1)-...-2-1 de permutaciones, aparece con frecuencia
en otras formas de ordenamiento o seleccion de elementos de un conjun-
to, por lo que se hace conveniente definir una notacién.

Definicion 2.4

Se llama factorial de un namero ny se denota n! al numero

nl=n-(n-1)-....2-1

En general se cumple que:

Teorema 2.5

El nimero de variaciones de n objetos tomados p a p se denota V; y se
calcula mediante la formula V) =n-(n=1)-(n-2)-...-(n—p +1).

Utilizando factoriales se puede escribir como: V; =

(n-p)!
En efecto se cumple que
V) =n(n-1)-....(n-p+1)

~n(n=1)-....(n-p+1)(n-p)(n-p-1)-...-2-1 n!

(n-p)(n-p-1)-...-2:1 (n—p)!

Para dar generalidad a esta férmula es necesario que se incluya el caso

n =p, en este caso V,' =P, =n! y debe ser (n—p)! =1, esta es una de las
razones por las que se define que 0! = 1.

En general se tiene que la permutacion es un caso particular de la
variacion.
Ejemplo 2.22

Si se quisiera decidir sobre los tres primeros lugares del encuentro entre
barrios y bandos de parrandas del ejemplo 2.20 ;De cuantas formas puede
hacerse?

Resolucion:

Se trata de formar grupos de tres en los cuales el orden juega un papel

muy esencial. Pues no es lo mismo que los primeros lugares los ocupen
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Nafacos, Sapos y Bando Rojo, que Sapos, El Carmen y Jutios o cualquiera

de las otras variaciones encontradas.

El hecho de que el orden sea esencial, nos indica que son variaciones,

luego se trata de calcular las variaciones de 10 elementos tomados 3 a 3.

Empecemos en 10 y tomemos tres factores decrecientes sucesivos.

yr__n'__10!_10.9-8.7!

=—= =720
P (n-p)t 7 7!

Respuesta: existen 720 formas diferentes de obtener los tres primeros

lugares. ¢

Ejemplo 2.23

a)

b)

¢De cuantas formas diferentes pueden distribuirse en los dias de la
semana los cumpleafios de cuatro personas, de modo que no haya

coincidencias?

i Cual es la probabilidad de que en un grupo de cuatro personas haya

al menos dos que nacieran el mismo dia de la semana?

Resolucion:

a)

b)

Se trata de distribuir los 7 dias de la semana en 4 grupos en los que el
orden es esencial, ya que no es lo mismo que el lunes sea el cumpleafios
de Alejandro a que sea el de José. Esto significa que hay que contar las
variaciones (sin repeticion) de 7 elementos tomados cuatro a cuatro.

7' 7-6-5-4.3.-2-1

v ==
T 3.21

=7-6-5-4=840

Respuesta: los cumpleafios de cuatro personas pueden distribuirse en
los dias de la semana los, de modo que no haya coincidencias de 840

maneras diferentes.

En este caso se trata de calcular la probabilidad de que al menos dos
cumpleaios coincidan; es mas simple calcular la probabilidad de que no

coincidan y aplicar el teorema 2.1.
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Calculamos la probabilidad de que no coincidan. El nUmero de casos
favorables es el calculado en el inciso a, n, = 840.

Calculemos el numero de casos posibles: el primer cumpleaios puede
ocurrir cualquier dia de la semana, es decir, de 7 formas; para cada una de
estas formas cada uno puede ocurrir de 7 formas y asi sucesivamente.

Luego, segun el principio de multiplicacion n=7-7-7-7 =2 401

P (no coincidencia) = ﬂ =0,35

2 401

Luego, si A es el suceso que consiste en que al menos dos coincidan
p(A)=1-p(noA)=1-0,35=0,65

Respuesta: la probabilidad de que en un grupo de cuatro personas haya
al menos dos que nacieran el mismo dia de la semana es de un 65 %. ¢

Existen diversidad de situaciones tales como seleccionar un equipo de
personas, elegir cartas de una baraja o formar subconjuntos especificos de
objetos, en los cuales el orden en que se elijan no es relevante, en tales
casos Unicamente interesa que los elementos formen parte del subconjun-
to. Para los problemas de conteo con tales caracteristicas resulta que las
[lamadas combinaciones son una herramienta fundamental.

Definicion 2.5

Se llama combinaciones de n objetos tomados p a p, a todos los subconjun-

tos de p elementos que se pueden tomar con los n elementos.

Ejemplo 2.24

En un IPU hay 5 sociedades cientificas (SC) que investigan sobre temas
de la Tarea Vida ¢De cuantas maneras se pueden seleccionar tres cuales-
quiera de ellas para que participen en un evento cientifico auspiciado por
el CITMA en el Consejo Popular?

Resolucion:

En la figura 2.22 se indica cobmo formar las combinaciones.
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SC3
é sca
SC2
SC5
Sca
sc3 <
SC5

sC4 — > SC5

sC1

Evento del
CITMA sca

sC3 <
scs

sQ2
SC4 — > SC5
sC3 SC4 —— > SC5
Fig. 2.22

Para contarlas debemos observar que, con cada tres SC diferentes, se
forma una sola combinacion, en lugar de 3! = 6 variaciones diferentes que

se forman con ellas, luego el total sera

V; 51 5.4.31

=22 10
31 31 3l

Respuesta: las tres SC que participarian en el evento del CITMA, se
pueden seleccionar de 10 formas diferentes. 4

A Atencion

Las combinaciones se diferencian de las variaciones en el hecho de que se forman
subconjuntos en los que el orden no influye en los resultados de la seleccion.

El principio aplicado en el ejemplo 2.23 se cumple en general.

Teorema 2.6

El nUmero de combinaciones o coeficiente binomial de n elementos toma-

1
dos p a p se denota C; o [n} y se calcula con la férmula [n) - "
p p) (n-p)'p!
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Demostracion

Para demostrar este teorema basta observar que cada p! variacién da
lugar a una sola combinacién, pues no importa el orden, luego,

Ejemplo 2.25

De un grupo de diez miembros del ejecutivo de la FEEM de un IPVCE,
hay que seleccionar 3 delegados a la asamblea Municipal. ;De cuantas
formas pueden elegirse?

Resolucion:
Como en este caso no importa el orden, se trata de combinaciones:

10_ 10! _10‘9'8'7!
7131 71.3.2

=5.3.-8=120

Respuesta: los delegados a la asamblea municipal de la FEEM se pueden
seleccionar de 120 formas diferentes. 4

Ejemplo 2.26

Un proyecto sociocultural que promueve el conocimiento de las tradi-
ciones culturales esta integrado por 6 hembras y 4 varones. Se selecciona al
azar a dos de sus miembros para que presenten sus resultados en un even-
to comunitario. ;Cudl es la probabilidad de que se escojan dos hembras?

Resolucion:

En esta oportunidad los casos favorables son los que consisten en que
los dos miembros seleccionados sean hembras y el total de casos posibles
son todas las formas de extraer dos hembras.

Como no se marca el orden de extraccién (las dos personas son las mis-
mas, cualquiera sea el orden en que se sacaron), se trata de combinaciones

10! 10-9
e 2 P
Los casos favorables son los que consisten en extraer dos hembras

y la cantidad de casos posibles es: n = C;°

(suceso A) de nuevo no interesa el orden y como son 4.
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. 4 432

TP TR
G, 6 2

luego p(A)==%=—=-"-=0,13
g0 p(4) Cl® 45 15

Respuesta: la probabilidad de que se escojan tres hembras es de 13 %.

Aplica tus conocimientos

1. Entre los niumeros naturales del 1 al 1 000 hay 500 que son divisibles por
2; 333 que los son por 3y 166 divisibles por 6. ; Cuantos niumeros entre 1y
1 000 son impares y multiplos de 3?

2. Si se selecciona al azar un numero de tres cifras. ; Cudl es la probabilidad de
que la suma de sus digitos sea 4?

3. Del ejemplo 2.25 calcula:
a) La probabilidad de que se seleccionen dos varones.

b) La probabilidad de que se seleccione una hembra y un varén.

@ Conéctate

Accede al sitio: https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=2802&-
type=content-manager a la leccién Ejercicios sobre técnicas de conteo y realiza
los ejercicios que aparecen.

Ejercicios del epigrafe 2.3
Principios basicos de la teoria combinatoria

1. ;Cuantos numeros de tres cifras son multiplos de 5?

2. De la ciudad A hasta la B conducen cinco caminos, y de la ciudad B a la
C tres. ;Cuantos caminos que pasan por B conducen desde A hasta C?

3. ¢De cuantos modos se pueden escoger una vocal y una consonante de
la palabra numero?

4. A la cima de una montana conducen 5 caminos. ;De cuantas maneras
puede subir un turista y descender de ella utilizando esos caminos? ;Y

si el ascenso y el descenso tienen lugar por caminos diferentes?
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. En una reunién de 18 personas todas se saludan entre si y ningun par

de personas se saluda mas de una vez. ; Cuantos saludos de mano se
dan?

En una tienda de ropa hay camisas para hombres en 4 tallas diferen-
tes, y en tres colores distintos cada talla. ; Cuantos tipos diferentes de
camisa hay en la tienda?

De entre 3 ejemplares de un texto de Algebra, 7 de Geometriay 7 de
Trigonometria hay que escoger un ejemplar de cada texto. ; Cuantos
modos de hacerlo existen?

Hay 6 pares de guantes de distintas medidas. ; De cuantas maneras se
pueden escoger entre ellos un guante de la mano izquierda y otro de
la mano derecha, de forma que estos sean de distintas medidas?

. Se forman signos que consisten en una figura geométrica (circun-

ferencia, cuadrado, triangulo o hexdgono), una letra y una cifra.
¢Cuantos signos de este tipo pueden formarse?

Dados los conjuntos A = {a;b;c}, B={1;2} yC ={p;q}. Determina cuan-
tas ternas ordenadas (x; y; z) pueden formarse tales que x €A, y €B,
zeC.

¢De cuantas maneras diferentes pueden escribirse las letras ABCD,
una detras de la otra y sin repetir ninguna?

Un nifio tiene un juego de figuras plasticas. Cada figura es de uno
de los tres colores (azul, rojo, blanco); uno de los tamafnos (pequeiio,
mediano, grande) y de una de las cuatro formas (cuadrada, redonda,
triangular, ovalada) el juego tiene una figura de cada uno de los tipos
posibles.

a) ¢De cuantas figuras consta el juego?
b) ¢Cuantas figuras triangulares hay?

¢) ¢Cudntas figuras no son ovaladas?

d) ¢Cuantas figuras azules tiene el juego?

e) ¢Cuantas figuras difieren de la figura triangular roja grande en
exactamente dos caracteristicas?
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CAPITULO 2

¢ Cuantos numeros de dos digitos pueden formarse con las cifras 1; 2;
3;4;5; 6 y7?iCuantos de ellos tienen sus dos cifras diferentes?
¢Cuantos numeros de tres digitos pueden formarse con las cifras del
numero 24 3567 ; Cuantas de ellas son pares?

¢Cuantos numeros de tres cifras pueden formarse que son multiplo
de 2?

Determina la cantidad de nimeros impares que tienen tres cifras y
son menores que 500.

¢ Cuantos numeros de cuatro cifras existen?

¢ Cuéntos numeros naturales de cuatro cifras existen que no contiene
la cifra 7?

i Cuantos de los primeros 1 000 nimeros enteros positivos tienen todas
sus cifras diferentes?

¢ Cuantos numeros naturales mayores que 53 000 tienen las dos pro-

piedades siguientes?

I. Todos sus digitos son diferentes.

Il. Entre sus digitos no estan ni el 0 ni el 9.

¢De cuantas formas se puede indicar en un tablero de ajedrez dos
casillas, una blanca y otra negra?

¢De cuantas formas se puede escoger en un tablero de ajedrez, un
cuadro blanco y uno negro de manera que no estén ni en la misma
fila ni en la misma columna?

Al transmitir informaciones por telégrafo se utiliza el cédigo Morse.
En este cddigo, las letras, las cifras y los signos de puntuacién se repre-
sentan por puntos y rayas.

Por ejemplo, la letra E se representa por un punto (.) y la letra L por
tres puntos y una raya (...-). Empleando hasta cinco signos ;cuantas
letras pueden codificarse?

¢Cuantos numeros naturales existen entre 10 y 96, ambos inclusive?

¢Y entre 158 y 2 030? ;Y entre los nUmeros naturalesay b con a < b?
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Cuantos pares ordenados (x;y) de nimeros enteros ordenados no ne-
gativos existen tales que:
a)x+y=4 b) x +y=20 AOx+y=n;,neEN
¢Cuantos numeros naturales de tres cifras existen tales que la suma de
sus digitos es 5?
En una Facultad de idiomas se conoce que de un grupo de 67 estu-
diantes: 47 hablan el idioma inglés, 35 el ruso y 23 ambos idiomas.
¢Cuantas personas en el instituto no hablan ni el inglés ni el ruso?
De un grupo de jévenes se conoce que a 19 les gustan las matemati-
cas, a 17 las artes plasticas, a 11 les gusta la historia, 12 prefieren ma-
tematicas y artes plasticas; 7, historia y matematicas; 5, artes plasticas
e historia. A 2 les gustan las 3y a 5 ninguna de ellas ; Cuantos jovenes
hay en el grupo?
En una encuesta relacionada con los habitos de lectura se obtienen
los datos siguientes:
El 60 % de los encuestados lee el periddico A, el 50 % lee el periédico B,
el 50 % lee el periddico C, el 30 % lee los periédicos Ay B, el 20 %
los periddicos By C, el 30 % los periddicos Ay Cy el 10 % lee los tres
periédicos.
a) ¢Qué tanto por ciento de los encuestados lee exactamente los dos
periédicos?
b) ;Qué tanto por ciento no lee ninguno de los tres periédicos?
El responsable de un grupo de estudiantes dio los siguientes datos so-
bre ellos: “en nuestra aula hay 45 alumnos, de los cuales 25 son varo-
nes, 30 alumnos tienen buenas notas entre ellos 16 varones. Entre los
28 estudiantes que practican deporte hay 10 varones y 17 con buenas
notas. Hay 15 varones que tienen buenas notas y practican deportes”.

Dias después el profesor guia, quien les impartia matematicas, lo lla-
mo y le dijo que habia un error en los datos.

Muestra que, efectivamente los datos son erréneos.

(Sugerencia: calcula la cantidad de estudiantes del grupo que no prac-
tican deportes ni tienen buenas notas).



31.

32.

CAPITULO 2

En un grupo de 30 estudiantes de la Escuela de Arte, se conoce que
12 estudian musica, 16 estudian danza y 16 estudian canto. Si tres
estudian las 3 (musica, canto y danza), 5 estudian solamente musica y
danza, 2 solamente musica y 6 solamente canto. ; Cudl es la probabili-
dad de que al seleccionar uno de ellos estudie solamente danza?

Un grupo de 40 estudiantes conversan acerca de las carreras que
habian seleccionado. 21 estudiantes pidieron Arquitectura, 21 estu-
diantes pidieron Ingenieria Industrial, 17 Economia. 3 seleccionaron
las tres carreras, 5 solo Ingenieria Industrial y Economia, 2 solamente
Economia y 4 solamente Ingenieria Industrial.

a) ¢Cuantos estudiantes seleccionaron solo Arquitectura?

b) ;Cuantos estudiantes seleccionaron solo Arquitectura e Ingenieria
Industrial?

¢) ¢Cuantos estudiantes no seleccionaron ninguna de estas carreras?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que al seleccionar al azar uno de los
estudiantes que pidieron una de estas tres carreras, este haya se-

leccionado solamente una carrera?

Variacion y combinacion

33.

34.
35.

36.

37.

38.

Forma todas las variaciones de las letras A, B, C, D, E, F tomadas dos a
dos.

Forma las variaciones de los numeros 1; 2; 3; 4 tomadas tres a tres.
Calcula el nUmero de variaciones de siete objetos tomados cinco a
cinco.

¢De cuantas maneras se pueden depositar 4 cartas en 7 buzones, no
depositando mas de una carta en cada buzén?

Una linea de ferrocarriles tiene 30 estaciones, cada una de las cuales
expide boletos a las demas estaciones. Determina cuantas clases de
boletos se necesitan.

En una carrera de 100 metros planos participan 8 corredores. ;De
cuantas maneras diferentes pueden quedar ubicados los corredores
en la carrera (sin considerar empates)?
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Una sala de teatro tiene 6 puertas. ;De cuantas maneras es posible
entrar por una puerta y salir por otra diferente?

¢Cuantos numeros entre 100 y 999, ambos inclusive, estan formados
solamente por digitos impares diferentes?

¢De cuantas formas puede confeccionarse una bandera de tres franjas
de colores distintos si tienen telas de colores azul, blanco, rojo,
amarillo y verde? ;Y si la franja superior debe ser de color rojo?
¢Cudntos diccionarios diferentes hay que editar para que se puedan
hacer traducciones directamente entre cualquiera de los idiomas:
espanol, ruso, inglés, francés y aleman?

Con los digitos 1; 2; 3; 4; 5y 6, (Cuantos nUmeros menores que
1 000 pueden formarse que no tengan cifras repetidas?

iCuantos numeros de cuatro cifras diferentes pueden formarse con
las cifras del nUmero 2 574? ;Cuantos de ellos son impares?

Escribe todas las permutaciones del conjunto {azul, rojo, blanco}.
Calcula el numero de todas las “palabras” tengan sentido o no, que
se obtienen permutando las letras de la palabra AMOR. Escribelas.
¢De cuantas maneras pueden disponerse los 9 jugadores de un equipo
de béisbol? ; De cudntas maneras si el lanzador y el receptor son fijos?
¢De cuantas maneras 6 soldados pueden colocarse en fila? ; De cuantas
maneras si a uno de ellos no se le permite ocupar los extremos?

¢De cuantas maneras pueden sentarse 5 personas alrededor de una
mesa redonda?

¢De cuantas maneras pueden colocarse 8 llaves en un llavero?
Escribe las combinaciones de las letras A, B, C, D tomadas tres a tres.
Un equipo de 8 estudiantes realizé un trabajo de investigacion. En la
exposicion del trabajo participan 4 estudiantes. ;De cuantas maneras
se pueden seleccionar los 4 estudiantes?

Hay 20 puntos en el plano, de los cuales no hay tres alineados.
¢Cudntas rectas pueden trazarse uniendo pares de puntos? ;Cuan-
tos tridngulos pueden formarse cuyos vértices sean tres de estos

puntos?



54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

CAPITULO 2

En una circunferencia estan situados 20 puntos. Considerando estos
puntos como vértices, ; cuantos tridngulos inscritos en la circunferen-
cia pueden trazarse?

En un plano hay 12 puntos, pero 4 estdn en linea recta. Determina el
numero de rectas de union.

Calcula el numero de diagonales de un poligono de n lados.

Durante la etapa clasificatoria de la liga élite del béisbol cubano par-
ticipan 6 equipos. Si cada par de equipos se enfrentan 8 veces, ¢ cuan-
tos juegos se realizan en total?

Una compaiia esta formada por 3 capitanes, 6 sargentos y 60 sol-
dados reclutados. (De cuantos modos puede elegirse entre ellos un
destacamento formado por un capitan, dos sargentos y 20 soldados
reclutados?

¢Cuantas formas existen de escoger 12 personas de entre 17, si dos
personas de estas 17 no pueden ser elegidas juntas?

En una urna hay fichas con los numeros 1; 2; 3;...; 10. De ella se sacan
tres fichas a la vez. ; En cuantos casos la suma de los nimeros escritos
en esas fichas serd igual a nueve? ;Y no menor que 9?

Un coro estd formado por diez participantes. ;De cudntos modos se
pueden escoger seis participantes durante tres dias, de forma que
cada dia el coro tenga distintas composiciones?

Alejandro necesita encender su televisor, pero su hermano menor le
quito las dos pilas al control remoto y las junté con tres pilas iguales
pero que ya no funcionan. ;Cuantas veces como maximo Alejandro
debe probar las pilas para acertar con las dos que funcionan?

Dados 5 segmentos de longitud 4 cm, 6 cm, 7 cm, 8 cm y 9 cm, respec-
tivamente. ;Cuantos tridngulos diferentes pueden formarse?

Nota: dos triangulos se consideran diferentes si no son congruentes.

iCuantos numeros naturales entre 10 000 y 100 000 tienen como
Unicos digitos 6; 7 u 8? ;Cuantos 6; 7; 8y 0?

En una reunién deben intervenir cinco personas: A, B, C, Dy E ;De
cuantas maneras se pueden distribuir en la lista de oradores con la
condicién de que B debe intervenir inmediatamente después de A?
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Hay nueve libros diferentes en un estante: cuatro son de color rojo y

cinco son de color verde. ;(De cuantas maneras diferentes es posible

colocarlos uno al lado del otro en el estante de tal forma que?

a) No haya restricciones.

b) Los libros de color rojo deben estar juntos y los de color verde
también.

¢) Los libros de color rojo deben estar juntos, pero los de color verde
pueden estarlo o no.

d) No hay dos libros juntos del mismo color.

Un examen consta de diez preguntas ;De cuantas maneras puede un

estudiante responder de manera correcta, exactamente 8 preguntas?

¢De cuantas maneras puede responder errobneamente a lo sumo a dos

preguntas?

Un grupo de danza esta formado por 7 hombres y 4 mujeres. Es nece-

sario seleccionar 6 personas de forma tal que entre ellas haya no me-

nos de 2 mujeres. ; De cuantas maneras puede efectuarse la eleccion?

Para los premios de un concurso de Matematicas se tienen tres ejem-

plares de un libro, 2 de otro y 1 de un tercero. ;De cuadntos modos

se pueden entregar los premios (primero, segundo y tercer lugares),

si en el concurso participan 20 personas y a nadie se le otorgan dos

ejemplares de un mismo libro, pero se le pueden entregar dos o tres

libros diferentes?

Dos muchachos y dos muchachas se colocan en fila, al azar, para to-

marse una fotografia, ;Cudl es la probabilidad de que las muchachas

y los muchachos queden alternados en la fotografia?

En una habitacion hay 5 personas que llevan nimeros de identifica-

cion del 1 al 5. Si se seleccionan al azar, dos personas, ;cual es la pro-

babilidad de que entre estos dos nimeros de identificacion el mayor

sea el 3?

Tomando al azar tres digitos del conjunto se forma un nimero de

tres cifras distintas. Calcula la posibilidad de que sea multiplo de tres.

Un profesor de Educacion Fisica decide dividir a sus estudiantes en

dos equipos de a cinco para jugar baloncesto. Para esto anota los
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nombres en 10 papelitos (uno en cada papelito) y los coloca en una
caja. Uno de los muchachos le dice a su mejor amigo: “ojalad caigamos
en el mismo equipo”. El amigo le responde: “tenemos 50 % de proba-
bilidad de jugar juntos”. ;Fundamenta si es correcta su afirmacién?
Se lanzan cuatro dados. ;Cudl es la probabilidad de que los cuatro
numeros mostrados sean diferentes?

En un lote de 12 articulos se conoce que hay 4 de ellos que son defec-
tuosos. Si se escogen dos articulos del lote al mismo tiempo, calcula la

probabilidad de que:

a) Los dos sean defectuosos.
b) Los dos sean buenos.
¢) Uso sea buenoy el otro defectuoso.

d) Al menos un articulo sea bueno.

Se relinen 7 personas: calcula la probabilidad de que todas cumplan
anos en diferentes dias de la semana.

Una delegacién deportiva esta formada por 5 boxeadores, 3 esgrimis-
tas y 4 luchadores para representar a Cuba en un evento deportivo

internacional.

a) ¢De cuantas formas se pueden seleccionar dos deportistas para
que sean los abanderados de la delegacién?

b) ;De cuantas formas se pueden ordenar sus nombres en la relacion
de participantes por Cuba si los boxeadores deben encabezarla?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que al escoger 2 deportistas uno sea
boxeador y el otro esgrimista?

Una Sociedad Cientifica de Matematica esta integrada por tres hem-

bras y dos varones. Determina:

a) ¢Decuantasmanerasdiferentes en que puedensentarse uno al lado
de otro, de modo que los varones queden uno en cada extremo,
para exponer ante el grupo el resultado de sus investigaciones?

b) ;Cual es la probabilidad de que al seleccionar al azar un integrante
de la Sociedad Cientifica, este resulte una hembra?
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¢) Si se desea seleccionar al azar 2 estudiantes entre los integrantes
del de la Sociedad Cientifica, determina la probabilidad de que:

— Ambos sean hembras.
- Que sean del mismo género.
- Que sea una hembra y un varén.

79. Un pelotén de estudiantes Camilitos esta integrado por 30 estudian-

tes, de ellos 10 son hembras.

79.1 Copia en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada
incisos:

a) La cantidad de maneras posibles en que pueden colocarse en una
columna para la marcha todos los estudiantes de modo que los
varones marchen al final es:

A)2-20!-10! B)20!-10! C) 30! D)Ninguna de las anteriores

b) La cantidad de maneras posibles de seleccionar 4 estudiantes del
grupo de modo que solo uno de ellos sea hembra es:

A1V B)(Y)  O(F)10  DV°

¢) El nimero de maneras diferentes de seleccionar un monitor de

Quimica, uno de Fisica y uno de Matematica es de:
A)30-29-28 B)(Y) QP, DV°

79.2 Calcula la probabilidad de que al seleccionar al azar 3 estudian-
tes del grupo como minimo 2 sean hembras.
80. Una fébrica produce 1 200 ldmparas LED, de las cuales 18 son defec-

tuosas.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que al elegir una al azar sea defectuosa?
b) Si se compran 5 lamparas, ;cudl es la probabilidad de que ninguna
sea defectuosa?

81. Un gen recesivo sigue un patrén de herencia mendeliana. En una pa-
reja heterosexual en la que ambos son portadores heterocigotos (Aa),
se sabe que la probabilidad de que un hijo manifieste el gen recesivo
(aa) es del 25 %.

122



CAPITULO 2

a) ;Cudl es la probabilidad de que un hijo herede el gen y lo manifies-
te (es decir, sea aa)?

b) Si se estudian 5 hijos de familias independientes, cada uno con pa-
dres heterocigotos (Aa), ¢cuantas combinaciones distintas pueden
darse en las que exactamente 2 de los 5 hijos manifiesten el gen
recesivo?

82. Un sistema de seguridad requiere contrasefias de 6 caracteres con 3
letras (sin repetir) y 3 numeros (sin repetir).
a) ¢Cuantas contrasefas Unicas pueden crearse?
b) Si alguien prueba una contrasefia al azar, ¢cual es la probabilidad

de acertar?

83. Demuestra que sin,p €N yn > p, entonces

ORI W R PRI

84. Calcula de la manera mas ventajosa

a) Cl+c! b) C2 —C?
21) (23) (21) (22
9 CPaCl+Ch d) [12}{18}{16}{6)

2.4 Teorema del binomio

A ;Qué beneficios ofrece el conocimiento de la estadistica y la combi-
natoria?

En el desarrollo del capitulo has apreciado que la teoria combinato-
ria proporciona conceptos y recursos matematicos para contar y combinar
elementos de conjuntos en diversidad de situaciones. Sin embargo, existen
otros contextos combinatorios en campos tales como Economia y Finanzas,
Ingenieriasy Ciencias Sociales, Biologia y Genética, entre otros, que exigen
modelaciones matematicas mas especificas.

Considera que eres especialista en genética de un laboratorio de la

Agricultura, en el cual se investiga sobre el mejoramiento genético de
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la papa (figura 2.23), a partir de dos va- -
riedades que difieren en su resistencia a
plagas de nematodos.

Esa caracteristica, esta controlada por un
alelo dominante (R) sobre un alelo rece-
sivo (r) y al realizar un cruce entre dos
plantas heterocigotas para este rasgo

(Rr x Rr), las posibles combinaciones
genotipicas de la descendencia que se Fig. 223 )
obtienen NN,NnynN resultan en plantas

resistentes a plagas de nematodos, mientras que el genotipo nn resulta
en plantas no resistentes, luego la probabilidad de que una planta sea
resistente a plagas de nematodos es de 75 % y la probabilidad de que
no sea resistente es de 25 %.

¢ Como puedes determinar la probabilidad de obtener exactamente k
plantas resistentes a plagas de nemdtodos de un total de n plantas en

la descendencia?

Situaciones como la anterior, se modelan con la formula:
n k n-k
P(x=k)= P -a“-b"*, donde

n, es el total de ensayos, pruebas o estudios (total de plantas de la
descendencia)

k, es el nUmero exacto de ensayos éxitos deseados (total de plantas
deseadas con la caracteristica en estudio)

a, es la probabilidad de éxito en un ensayo (probabilidad de que una
planta tenga la caracteristica estudiada).

b, es la probabilidad de éxito en un ensayo (probabilidad de que una
planta no tenga la caracteristica estudiada)

n . . . Lo
(kj =C/, son las combinaciones posibles de obtener exactamente k éxi-

tos de n ensayos (total de combinaciones posibles de obtener k plantas
con las caracteristicas en estudio, de una descendencia de n plantas).
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Esta formula aplicada al calculo de la probabilidad especifica de sucesos
gue siguen un patrén binomial, resulta ser un sumando del desarrollo de
binomios de la forma (a+b)", de los cuales son casos particulares (a+b)2 y
(a+b)3, que ya conoces. En general el desarrollo de binomios con grados

n€NN:n>2 se presenta en el teorema siguiente:

Teorema 2.7 Teorema del binomio

El desarrollo de un binomio de grado n, es:

(a+b)" = (nj a"+ (n)a”'b + [nJa“bz +oe +( n )ab”1 + [an”
0 1 2 n-1 n

Donde [kj se denomina coeficiente binomial y es igual al niUmero combi-
natorio C;.

Observa que la suma de los exponentes de a y b es siempre n y que el
coeficiente es el nUmero combinatorio C; donde k es exponente de b.

(Ver la nota 3 al capitulo 2 en los anexos)

Ejemplo 2.27

Hallar el desarrollo de (a+b)6

Resolucion:

Segun el Teorema del binomio se tiene:

(a+b) = @as +Gja5b+[g)a4b2 +[§ja3b3 +[ija2b4 +@ab5 +@b6

A Atencion

Observa que los exponentes de a 'y b suman 6.

Se calcula cada coeficiente binomial
Co=1 C=6;C; =15; C: =20; C; =15; C{ =6; C; =
Luego, el desarrollo de (a+b)6 es

(a+b)’ =a°+6a°b+15a"b? +20a°b* +15a°b" +6ab°® +b°. &
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X De la historia

El teorema del binomio fue formulado por Isaac Newton, en el siglo xvii, como
parte de su trabajo en analisis matematico y en el desarrollo del calculo. Aunque
los desarrollos de los binomio (a + b)? y (a + b)® se conocian desde tiempos anti-
guos, y fueron exploradas por matematicos arabes e indios, la generalizacion de
Newton, que incluia exponentes fraccionarios y negativos, representé un avance
significativo, en el desarrollo de las teorias matematicas y sus aplicaciones.

Ejemplo 2.28
Determinar el coeficiente del término a°b° en el desarrollo del binomio
(a+b)™.
Resolucion:
n
Como en el coeficiente binomial [k} k es el exponente de by la suma

de los exponentes de a y de b es n, se deduce que el coeficiente de a’b° es

12) 121
= =220
[9) 3191 ¢

Ejemplo 2.29

10
Encontrar del desarrollo de [m +ij
m

a) El cuarto término.
b) El término independiente.
Resolucion:
- , - 10 1
a) Como el primer término es m™, porque el exponente de — es cero y
3
este exponente aumenta de 1 en 1, en el cuarto término aparece (—j ,

10 ’ !
entonces este término es: m’ . )2 £m7 % =120m".
3 m 7'3! m

L . 1 .
b) En el término independiente m y — deben aparecer con el mismo ex-
m

ponente como la suma de ambos es 10, el exponente de cada uno es 5,

10 10 |
luego, el término independiente es: m’ -l: :1—0':252. ¢
5 m’ 5 515!
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En general el teorema del binomio resulta una herramienta poderosa
para resolver problemas que permiten dar significado a la teoria matema-
tica con sus aplicaciones del mundo real en muchos campos. Cada sumando
de su desarrollo representa una posible combinacion de la probabilidad de

éxitos y fracasos de un suceso.

Ejemplo 2.30

De la investigacion para el mejoramiento genético de las plantas de pa-
pas, planteado en la situacién inicial. ;Cudl es la probabilidad de obtener
exactamente dos plantas resistentes a plagas de nematodos de un total de

cuatro plantas en la descendencia?

Resolucion:
De la informacion que brinda la situacién inicial se conoce que:
e el total de plantas de la descendencia es n = 4.

¢ el nimero exacto de plantas resistentes a plagas de nematodos, desea-
dases k = 2.

e la probabilidad de que una planta sea resistente a plagas de nemato-
dos es de (75 %), a= %

e la probabilidad de que una planta no sea resistente a plagas de nema-
todos es (25 %), a = %

Como se quiere calcular la probabilidad de obtener exactamen-
te 2 plantas resistentes en 4 plantas descendientes, al tomar del Teo-

n
rema del binomio la férmula: P:[ ]akb”‘k y sustituir, obtenemos que

4 2 2
P(x=2)= (Ej [lj de donde:
2)\4 4
o ] ~(n Significa que existen 6 combina-
el coeficiente binomial B =C;
n!
(n—k)'k!
4!  3:4.21 12

= — __:6 .
(4-2)121 2121 2.1 descendientes.

ciones diferentes en las que puede
G = ocurrir que se obtengan 2 plantas

resistentes de un total de 4 plantas
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. (37 9 Como estamos interesados en 2 éxi-
@ :(_) “16 tos (resistentes), elevamos la pro-
babilidad de éxito al cuadrado y se
obtiene la probabilidad de que 2 de

las plantas sean resistentes al calor.
bk 1 1 Como 4 - 2 = 2 fracasos (no resis-
:(_J " 16 tentes), se eleva la probabilidad de
fracaso al cuadrado. Y se obtiene la
probabilidad de que las otras 2 plan-

tas no sean resistentes.

Luego, P(x =2)= 6-i-i: o4 ~0,2109.
16 16 256
Por lo tanto, la probabilidad de obtener exactamente 2 plantas resis-
tentes a la plaga de nematodos de un total de 4 plantas descendientes es

de aproximadamente 0,2109 (21,09 %). L 4

También existe otro recurso matematico que permite encontrar los coe-
ficientes del desarrollo de un binomio, conocido como Triangulo de Pascal
o de Tartaglia.

n

Potencia de binomio (a+ b)

(a+h) =1 n=0 1

(atb)' =a+h n=1 1 1
(a+b)’ =a*>+2ab+b’ n=2 1 ! 3 2 3 1 1
(a+b)’ =a® +3a’b+3ab’ + b’ n=3 Fig. 2.24

Nétese en la figura 2.24 que a partir de n = 2 (coeficientes de la
tercera fila del tridngulo) después del primer coeficiente (1) el resto,
excepto el ultimo (1); se obtienen de adicionar los dos coeficientes que
se encuentran en la parte superior de este. Asi aparecen: 1, el coeficiente
2=1+1y1.Paran=3(cuarta fila) tenemos: 1,3=1+2,3=2+1,1y

asi sucesivamente.

128



CAPITULO 2

Ejemplo 2.31
Hallar del desarrollo de (x +y)4
a) El coeficiente correspondiente al tercer término.

b) El cuarto término.

Resolucion:

a) En el desarrollo de (x+y)4 tiene 5 términos.
Para n = 4 los coeficientes son: 1,4 =(1+3),6=(3+3),4=(3+1)y 1
Respuesta: el coeficiente correspondiente al tercer término es 6.

b) El exponente de la x va decreciendo iniciando por n =4y el de la y por
el contrario va creciendo desde n = 0.
De manera que (x+y)’ tiene 5 términos x*y°, X’y x%y? x'y?, x°y%
pero ya conocemos sus coeficientes, 1x*y°, 4x’y’", 6x°y? 4x'y? 1x°y*
que se puede expresar: x*, 4x’y, 6x°y?, 4xy’, y*.
Respuesta: el término que ocupa la cuarta posicién en el desarrollo de

(x+y) esdxy’.

Q Investiga y aprende

1. Indaga en otras fuentes de informacién de reconocimiento cientifico sobre
las propiedades del tridngulo de Pascal. ;Cémo puedes aplicar algunas de
ellas en el desarrollo de potencias de binomio?

1.1 ¢Qué relacién tiene alguna de estas propiedades con el Teorema del
binomio?

1.2 ;Qué ventajas y desventajas tienen la utilizacion de estas dos
herramientas?

Aplica tus conocimientos

1. Halla el coeficiente del tercer, quinto y décimo término en el desarrollo de:
a) (x—1)6 b) (a+b)28
1.1¢Existen otros términos con esos mismos coeficientes? ; Cual es el coeficien-
te de a1b5 y a17b11?
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1.2 ;Qué herramienta utilizaste para determinar los coeficientes?

. Para probar un algoritmo de procesamiento del lenguaje natural para ana-

lizar la frecuencia de aparicién de ciertas palabras en los textos cientificos y
literarios, se selecciona un articulo de Economia, con el interés de calcular la
probabilidad de que la palabra “sostenible”, aparezca exactamente 5 veces
en un parrafo de 7 oraciones, asumiendo que la probabilidad de aparicion de
la palabra en cada oracién es p = 1 ¢Escribe el algoritmo y calcula el resultado
que se obtiene? .

@ Conéctate

Indaga en Internet sobre: el desarrollo e implementacién de softwares que apli-

can el teorema del binomio y otras técnicas probabilisticas, Elabora un informe

de los campos de utilizacion de esas herramientas y bibliotecas informaticas.

Ejercicios del epigrafe 2.4

1.

Halla el desarrollo de:

a) (m+n¥  b)(a+3)  9(a-bf  d) [h—lf
Determina el coeficiente del término:

a) x’y®en el desarrollo de (x+y)

b) x3 en el desarrollo de (x+2)5

Desarrolla:

6
a) (x+2y)3 b(2x+5y)4 9) (\/E+a)4 d) (%UZ_%VJ
Calcula:

a) El sexto término de (x - y)"
b) El octavo término de (2a—x)10
¢) El cuarto término de (x+3y)9

d) El décimo término de (2a+b)"”

Halla el término independiente de x en el desarrollo de:

14 9 7 3n
a) (X+l) b)(3x2—ij 19) [15+2x2) d)(x—izj
X 2x X X
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. Calcula y expresa el resultado como un poliniomio

a)(x+1)4 +(x—1)4 b)(1+4a)3 —(1—4a)3
Del triangulo de Pascal, determina:

a) ¢Cudl es la suma de los numeros en la fila 5?
b) El sexto nUmero de la sucesién de Fibonacci.

Demuestra que para todo n natural se cumple que:

A1) oG

Ejercicios del capitulo

1.

Sexo dela de la prepa-

En la tabla 2.15 se le plantean seis caracteristicas, de un grupo de
estudiantes de 12.°grado, seleccionados al azar de la matricula del
grado para hacer un estudio sobre sus preferencias por tipo de carre-
ra para su ingreso a la educacién superior, obtenidas a partir de una
encuesta realizada.

Tabla 2.15

Opinion so- Resultados

Color bre la calidad docentes

Tipo de carrera en Matematica
por la que opta

piel racion que 10.° 11.°
reciben grado grado

M N Muy Buena C. Técnicas 95,75 92,5
M B Buena C. Naturales y Matematica 96 99,5
M B Muy Buena C. Naturales y Matematica 85 89,5
M M Regular C. Pedagdgicas 90,3 94
M M Mala C. Técnicas 92 93.5
M B Buena C. Médicas 98,5 92,5
F B Muy Buena C. Econémicas 93 97
M N Muy Buena C. Técnicas 92 91,5
M M Buena C. Naturales y Matematica 94,75 95
M M Buena C. Médicas 97 97,5
M M Muy Buena C. Técnicas 91 90,5
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Opinion so-
Color bre la calidad
de la prepa-
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Tipo de carrera

piel

2T 2 zZ222 2 2 2 2 www w ww < ZZ 22w w < < zZ2<< wmzZz2 ww

racion que
reciben

Muy Buena
Muy Buena
Regular
Buena
Muy Buena
Buena
Buena
Regular
Buena
Muy Buena
Muy Buena
Mala

Muy Buena
Buena
Regular
Buena
Buena
Muy Buena
Muy Buena
Muy Buena
Buena
Buena
Muy Buena
Muy Buena
Buena
Buena
Muy Buena
Buena

Regular

por la que opta

. Econémicas

. Naturales y Matematica
. Soc. y Humanistas
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. Técnicas
Arte

C. Médicas
Arte

Cultura Fisica
C. Econémicas
C. Médicas

C. Pedagdgicas
C. Pedagoégicas

C. Técnicas

Resultados
docentes
en Matematica
10.° 11.°
grado grado
96 95,5
99 99,5
95 98,5
95,4 96
91,5 94
92,7 90
89,5 92,4
74,5 79
87 86
89,2 81
88,3 89,5
77 71,5
99,2 96.5
90 92,5
87,7 80
97,7 94,5
92 96
96,5 98
94,3 92,5
95,5 97,5
98,5 99
95,8 92,1
97,4 96
87 92,5
98 99,5
99 99,5
94 97.5
92,5 94
74,5 89
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Opinioén so- Resultados
Color bre la calidad Tipo de carrera docente's_
Sexo dg la de I_a'prepa- por la que opta en Matematica
piel racion que 10.° 11.0
reciben grado = grado
M B Muy Buena C. Técnicas 97 96
F B Buena C. Médicas 94,2 91
F M Muy Buena C. Soc. y Humanistas 88,3 92,5
F N Buena C. Econdmicas 87 91,5
M M Buena C. Técnicas 99,3 96,5
M B Buena C. Médicas 90 92,5
F B Muy Buena C. Agropecuarias 89,7 90
F B Muy Buena C. Soc. y Humanistas 96 95,5
F M Buena C. Econémicas 97 99,5
F B Buena C. Médicas 95 98,5
F M Buena C. Agropecuarias 90 91
M N Regular Cultura Fisica 20 91,5
M B Regular C. Soc. y Humanistas 98,5 99,2
F M Muy Buena C. Técnicas 91,4 95,8
M B Muy Buena Cultura Fisica 87,5 85
Leyenda

Sexo: M (masculino) F (femenino)
Color de la piel: B (blanco) M (mestizo) N (negro)

a) Determina los indicadores que consideres mas adecuados en cada
caso utilizando un asistente matematico.

b) Representa graficamente los resultados utilizando el tipo de gréfi-
co mas adecuados en cada caso.

¢) Elabora un informe que refleje la caracterizacién del grupo selec-
cionado de acuerdo con los resultados obtenidos.

Una obra de cuatro tomos se coloca en el estante al azar. Calcula la
probabilidad de que los tomos no queden en orden ni de derecha a

izquierda ni de izquierda a derecha.

Un cubo, cuyas caras estan pintadas, se ha dividido en 1 000 cubos
iguales mas pequenos, los cuales son colocados en una bolsa. Calcula
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la probabilidad de que uno de los cubos pequefios tomado al azar
tenga exactamente.

a) Una cara pintada
b) Dos caras pintadas
¢) Tres caras pintadas

4. Enuna competicion de halterofilia hay tres jueces: A, By C. Cada uno
de ellos dispone de un botén o pulsador independiente y oculto a los
demas. Si en opinién de un juez el levantador ha alzado el peso man-
teniéndolo inmoévil sobre su cabeza, con brazos y piernas extendidos,
entonces pulsa su botén. Cuando dos o los tres jueces han pulsado su
botén, se enciende la luz blanca de “peso superado”.

a) Se necesita un circuito eléctrico que conecte los tres botones A, B
y C con la luz y que se encienda de acuerdo con la norma anterior.
El esquema logico de dicho circuito se corresponde con el suceso
“2 o0 3 jueces pulsan su botén”. Utiliza el Algebra de Sucesos y sus
propiedades para expresarlo de la forma mas simplificada posible.

b) La probabilidad de que un juez falle en su apreciacién es del 10 %.
¢Cual es la probabilidad de que el veredicto final sobre un levan-
tamiento sea erréneo?

5. En una encuesta realizada a un grupo de 50 estudiantes de un IPVCE,
sobre los lugares que frecuentan los fines de semana; los resultados
fueron los siguientes: 14 estudiantes afirman que asisten al cine,
12 plantean que van al teatro, 22 asisten a una discoteca; 5 dicen asis-
tir solamente al cine y a una discoteca, pues no le gusta el teatro, 12
plantean que ellos solamente van a la discoteca, 4 sefialan que asisten
al cine y al teatro, y tres manifiestan que cuando salen los fines de

semana les da tiempo para ir al cine, al teatro y a una discoteca.

a) De los 50 estudiantes, ¢cuantos no prefieren ninguna de estas tres
actividades de esparcimiento?
b) ¢Cuantos estudiantes prefieren solamente asistir a una de las tres

actividades?
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¢) Si entre los estudiantes que prefieren al menos dos de estas diver-
siones se seleccionan dos al azar, ;cual es la probabilidad de que
frecuenten el teatro y la discoteca?

En un campeonato de voleibol masculino y femenino, intervienen
equipos de 6 paises en ambos sexos. ; De cuantas formas diferentes se
pueden repartir los primeros lugares?

Luis tiene 9 libros y Ana 7. Todos los libros son diferentes entre si.

a) ¢De cuantas maneras diferentes puede ordenar Ana sus libros en
un estante uno al lado del otro?

b) ;De cuantas maneras puede escoger Luis 2 de sus libros para
prestarselos a Ana?

¢) ¢De cuantas maneras pueden intercambiar Ana y Luis dos de los
libros de uno por dos de los libros del otro?

Un estudiante necesita llamar por teléfono a una compariera de estu-
dio, pero solo recuerda las cuatro primeras cifras de su niumero tele-
fénico, y que las otras cuatro son distintas entre si y menores que 5. Si
la llama por teléfono al azar, ;qué probabilidad tiene de acertar?

En una muebleria hay 14 lamparas de noche de las cuales se sabe que
5 tienen defectos. Si se escogen al azar 2 ldmparas para hacer un che-
queo de calidad. Calcula la probabilidad de que:

a) ninguna sea defectuosa,
b) exactamente una sea defectuosa,
¢) al menos una sea defectuosa.

Si se escriben las 27 letras del alfabeto en un orden aleatorio. ;Cudl es

la probabilidad de que las letras x, y queden juntas?

En la figura 2.25 cada par de puntos consecuti- ® © o o

vos, horizontal y verticalmente dista una unidad.

a) ¢Cuantos cuadrados existen cuyos vértices ® e o o
son cuatro de esos puntos?

b) Sise seleccionan al azar cuatro de los puntos
de la figura ;cudl es la probabilidad deque ® ® @ @
sea un cuadrado? Fig. 2.25
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Las hortalizas poseen un valor nutritivo significativo, porque en su
composicidon contienen miligramos de vitaminas y minerales. En la ta-
bla 2.16 se muestra las vitaminas contenidas en las hortalizas seleccio-

nadas .
Tabla 2.16
Hortaliza Vitamina Vitamina Vitamina Vitamina

A B1 B2 C
1 Coliflor X X X N
2 Pepino - X X i
3 Espinaca - X X i
4 Lechuga X X X "
5 Melon - X X "
6 Tomate - X X "
7 Zanahoria X X X "
8 Rabano X X X "
9 Ajo - . ) i

a) ¢De cuantas maneras pueden listarse las hortalizas?

b) ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse 3 de las hortalizas que

contienen vitamina B1?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que al tomar al azar 3 de ellas, para una

13.
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ensalada estas posean las cuatro vitaminas?

En un IPU, como parte del Proyecto Educativo de Grupo, 25 estudian-
tes de un grupo participan en los cursos complementarios: Los asistentes
matematicos, el GeoGebra (G), M

La Programacion Informatica

(PI) y El Desarrollo de habilida- ¢
des artisticas (A). La figura 2.26 A
representa la distribucion de .'b
todos los estudiantes (M) del

grupo. Se conoce que: 13 asis- @ A
tieron al curso de G, 14 al curso

de Pl, y 9 al curso de A.

)

Fig. 2.26
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a) ¢Cuantos estudiantes asistieron solamente al curso Los asistentes
matematicos, el GeoGebra?

b) ¢De cuantas maneras es posible seleccionar dos estudiantes entre
los que asistieron exactamente a dos de estos tres cursos?

¢) ¢Cual es la matricula del grupo?

d) Calcula la probabilidad de que, al elegir un estudiante entre los
participantes en estos tres cursos, este no haya asistido al curso Los
asistentes matematicos, el GeoGebra.

Un hospital debe programar cuatro cirugias en diferentes horarios
para cuatro pacientes.

a) ¢De cuantas formas se pueden organizar las cirugias?

b) Si una cirugia de emergencia debe ser la primera, ;cuantas opcio-
nes quedan?

Una molécula esta compuesta por seis atomos de carbono distingui-
bles (etiquetados C1, C2, C3, C4, C5, C6), los cuales se enlazan en una
cadena lineal, en la cual el orden de los atomos determina una estruc-
tura Unica:

a) ¢ Cudntas secuencias lineales distintas pueden formarse con los seis

atomos?

b) Si los &tomos C1 y C2 deben permanecer siempre adyacentes en la
secuencia, ¢ cuantas configuraciones diferentes son posibles?

Como parte de un estudio médi- Tabla 2.17

co, se registraron los tiempos de Clases Pacientes
reaccion en milisegundos (ms) en [100; 200) 5

30 pacientes con una enfermedad [200; 300) 12
determinada, como se muestra en [300;400) 10

la tabla 2.17: [400; 500) 3

a) Calcula el valor aproximado de la
mediana.

b) ¢ Cual es la probabilidad de que al seleccionar uno de los pacientes,
este tenga menos de 300 ms de reaccion?
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Se lanza una moneda cuatro veces.

a) ¢Cudl es la probabilidad de obtener exactamente dos caras?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que al menos una sea escudo?
En una fabrica, dos de cada cien componentes tienen defectos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que una caja de diez componentes to-
dos funcionen?

b) ¢ Cuantas formas hay de inspeccionar tres componentes especificos
en un lote de 20?

Un equipo de investigacion tiene un grupo de 12 ratones sanos para
seleccionar cinco de ellos al azar para un experimento:

a) ¢Cuantas combinaciones diferentes de ratones se pueden formar
con los 12 disponibles?

b) Antes de realizar la seleccién, se descubre que dos de los 12 ratones
estan enfermos y deben ser excluidos del experimento. ; Cuantas
combinaciones de cinco ratones sanos son posibles ahora?

Desde un telescopio se puede observar cuatro estrellas de un cimulo
de 15 en una noche.

a) ¢ Cuantos conjuntos de estrellas se puede observar?

b) Si es obligatorio observar una estrella en particular, cuantos con-
juntos incluyen a esa estrella?

Demuestra que para toda n >4 se cumple n!> 2",

Autoevaluacion

™

Clasifica en tu cuaderno de trabajo cada una de las proposiciones si-
guientes en verdaderas o falsas. Justifica las que sean falsas.

a) El objeto de la estadistica al igual que el de las probabilidades es

estudiar fenédmenos aleatorios.

b) La Estadistica Descriptiva se dedica a estudiar la descripcién y carac-
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¢) La muestra es cualquier subconjunto de la poblacién.

d) Las variables discretas tienen su recorrido numerable con valores en-

teros que no son divisibles por la unidad.

e) En las escalas ordinales se utilizan cualidades para generar catego-
rias y estas no generan un orden explicito.

f) En las escalas de intervalo las opciones son valores numéricos y estos
numeros se pueden utilizar para hacer comparaciones de valores, en
que el cero es un valor arbitrario en una escala y no absoluto.

g) La media aritmética es un valor cuantitativo que describe la variabi-
lidad de los datos con respecto a un valor central.

h) La moda siempre representa la frecuencia relativa de mas del 50 %
de los datos.

i) La mediana de una variable es el punto por debajo del cual se en-
cuentra el 50 % de sus valores.

j) El rango mide la amplitud de una muestra o la dispersién de los va-

lores extremos.

k) Si atodos los datos de una muestra se le adiciona la misma constan-
te, o se le cambian los datos de origen, la varianza varia.

I) La Desviacion Tipica o Estandar mide cuanto se desvian los datos con
respecto a la mediana.

m) La Teoria de las Probabilidades proporciona modelos matematicos
para la descripcion de fenédmenos deterministas.

n) La probabilidad de un suceso cualquiera A es P(A) > 0.
A) La permutacién es un caso particular de variaciones sin repeticion.

o) Se llaman variaciones de n objetos tomados p a p, a todos los sub-
conjuntos de p elementos que se pueden formar con los n objetos.

i Lee detenidamente y responde:

2.1 Clasifica en tu cuaderno de trabajo las proposiciones siguientes en
verdaderas (V) o falsas (F). Justifica las falsas.
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En la tabla 2.18 se muestran los Tabla 2.18
rangos de notas alcanzados (sobre Rango Fi CF i
. de notas ' S
100 puntos) por los estudiantes de
11.° grado de un IPU, en el exa- A: [55; 60) 15 862,5
B: [60; 65) 3 187,5

men final de Matematica el pasado
: [65; 70) 17 1147,5

: [70; 75) 2 145
: [75; 80) 30 2325

C
curso.
D
E
F: [80; 85) 15 1237,5
G
H

a) La variable estudiada se clasifica
como cuantitativa discreta.

b) El limite inferior real de la clase . [85; 90) 45 3937,5

: [90; 95) 30 2775
¢) La nota mas frecuente es 87,5 I: [95; 100) 23 22425

mediana es 85,5.

puntos.
d) Los estudiantes suspensos representan el 12 %.

e) La probabilidad de que al seleccionar al azar una nota, resulte de
uno de los estudiantes con notas de [80; 90) es de aproximada-
mente 33 %.

f) Sia partir de 90 puntos se considera una nota con calidad, enton-
ces el promedio de calidad de notas es de 94,7 puntos.

2.2 Completa en tu cuaderno de trabajo cada una de las afirmaciones
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siguientes, de manera que obtengas una proposicion verdadera en

cada caso.
En la tabla 2.19 se ha registrado la Tabla 2.19
cantidad de pulsaciones por minu- Ritmo de Cantidad de

to de 35 estudiantes después de prllmdiaig - cEllEies

. or minuto
una carrera de velocidad en Edu- P

3 - 91-100
cacion Fisica.
. 101-110 8
a) El rango de las pulsaciones fue 111-120 15
de 121-130 >

b) El valor de la moda se encuen-
tra en la clase
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¢) Las maneras diferentes en que los estudiantes que tuvieron en-
tre 121-130 pulsaciones por minutos se pueden sentar en tres
asientos dispuestos uno al lado del otro es de

d) La probabilidad porcentual de que al seleccionar al azar un estu-
diante, este haya tenido una pulsacién por minuto registrada en
la clase 91-100 es de

i En una empresa de mantenimiento de computadoras. Se consulté a
50 clientes, sobre la calidad del servicio de atencion al cliente, con los
resultados en los que: 1 es muy insatisfecho, 2 insatisfecho, 3 satisfe-
cho y 4 muy satisfecho.

21 2144333444433 3322322223
2313 243222323131 142233232

a) Identifica la variable y clasificala, el tipo de escala y la poblacién.
b) Determina los indicadores que consideres mas pertinentes.
¢) Elabora el grafico que consideres pertinente para esta informacion.

d) Haz una interpretacion de la informacién con base en los
indicadores.

* En uno de los policlinicos del municipio se estudioé el nivel de glucosa
en sangre de los nifios que asistieron a consulta, durante una semana.
Se tomd la muestra de 48 nifios en ayunas, en la cual se obtuvo la si-
guiente informacion.

64 36 49 53 67 57 61 58 72 58 40 56

68 63 42 50 56 30 79 54 65 63 34 54

74 52 50 42 51 45 57 51 32 49 58 55

60 42 53 50 38 69 47 59 49 50 76 66
a) Identifica la variable y clasificala, el tipo de escala y la poblacién.
b) Calcula los indicadores que consideres mas pertinentes.

¢) Elabora el grafico que consideres pertinente para esta informacién.
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d) Haz una interpretacion de la informacién con base en los
indicadores.

En un grupo de estudiante hay 20 hembras y 15 varones. Escribe en
tu cuaderno de trabajo si se trata de variacion (V), permutacion (P),
combinacion (C) o probabilidad (p) y escribe su formula en casa inciso:

a) ;De cuantas formas pueden ordenarse todos los estudiantes en una
fila?

b) ¢ De cuantas maneras pueden ubicarse en una hilera de 8 asientos 3
varones en el extremo izquierdo y 5 hembras en el derecho?

¢) ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un monitor de Matema-
tica, uno de Fisica y otro de Quimica?

d) ¢De cuantas formas pueden formarse 3 equipos de 5 varones cada
uno?

e) iCudl es la probabilidad de escoger 5 estudiantes para una activi-

dad en la que a lo sumo 3 sean hembras?

Completa en tu cuaderno de trabajo cada una de las afirmaciones si-
guientes de manera que obtengas una proposicion verdadera en cada

inciso.

En la tabla 2.20 se recoge las notas alcanzadas Tabla 2.20

en la evaluacion final de Quimica de 33 estu- Notas Fi

diantes de un grupo de 12.°grado: alcanzadas

A:[60;70) 5

a) La variable estadistica objeto de estudio es B-[70,80) 15

b) La escala que se puede utilizar para medir C:[80;90) 10
la variable estadistica estudiada es D:[90;100) 3

¢) La cantidad de estudiantes que alcanzaron notas superiores e
iguales a 80 puntos en la evaluacién final es

d) La amplitud o el rango de la clase C es de

e) La probabilidad de que al seleccionar al azar un estudiante, este

haya alcanzado una nota igual o superior a 90 puntos es
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f) La nota central entre las notas alcanzadas por el grupo es
aproximadamente

g) Lanotamasfrecuente alcanzada por el grupo es aproximadamente

i Completa en tu cuaderno de trabajo cada una de las afirmaciones
siguientes de manera que obtengas una proposicion verdadera en

cada inciso.

Los resultados de una investigacion realizada Tabla 2.21

para determinar el comportamiento del con-  Consumo Fi

sumo de electricidad de 30 viviendas en el mes (kW h)

de septiembre, se muestra en la tabla 2.21: [100;150) 7
[150;200) 10

a) La variable estudiada se clasifica como [200:250) 6

cuantitativa [250;300)

[300;350)

b) La mediana se encuentra en la clase
¢) La cantidad de viviendas que consumié menos de 200 kW h es
d) La longitud de clase es

e) El consumo promedio por vivienda es

Si se selecciona al azar un nimero de tres cifras, ;cual es la probabili-
dad de que las sumas de sus digitos sean igual a 4?

ﬁ En un instituto de investigaciones cientificas trabajan 55 personas, de
estas 26 conocen el idioma ruso, 20 el alemany 16 el francés. Ademas,
13 conocen el ruso y el aleman; 8 el ruso y el francés. Hay tres per-
sonas que hablan los tres idiomas. Si se selecciona al azar una de las
personas que trabajan en el instituto, ;cual es la probabilidad de que
no hable ninguno de estos tres idiomas?

“ En la figura 2.27 se representa la distribucion de los 30 estudiantes
del grupo 12.° B en cuanto a su participacion en los concursos de Ma-
teméatica (M), Fisica (F) y Quimica (Q) a nivel de grupo. Los nimeros
colocados en cada region informan sobre la cantidad de elementos de
los conjuntos representados.
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Fig. 2.27

a) Expresa qué significa "x" en el diagrama y determina su valor.

b) Determina de cuantas maneras diferentes se pueden otorgar los
tres primeros lugares entre los participantes en el concurso de
Matematica.

¢) Calcula la probabilidad de que, al elegir un estudiante entre los
participantes en los concursos, este no haya concursado en Fisica.

“ Copia en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada inciso.
En la figura 2.28 se representa la distribucién de 16 estudiantes que
participaron en los concursos de Matematica (M), Fisica (F) e Informa-
tica (I). Los niUmeros colocados en cada region del diagrama informan
la cantidad de elementos de los conjuntos representados:

>

M

Fig. 2.28
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11.1 La cantidad de estudiantes que solo participd en el concurso de
Informatica es:
a) 11 b) 7 Q4 d)8

11.2 La probabilidad de que al escoger al azar un estudiante entre

los participantes y este haya participado solo en los concursos de
Matematica y Fisica es:

1 1
a)g b)ﬁ o1 d) 2

& En una carrera de 400 metros planos participan 5 corredores. ;De
cuantas maneras diferentes pueden quedar ubicados los corredores
en la carrera (sin considerar empates)?

ﬁ Se lanza tres veces una moneda bien equilibrada y sale cara las tres
veces. Si la moneda se lanza una cuarta vez, ;qué es mas probable que
salga, cara o escudo?

“ En una circunferencia estan situados 15 puntos. Considerando estos
puntos como vértices, ; cuantos tridngulos inscritos en la circunferen-
cia pueden trazarse?

ﬂ En un lote de 4 articulos se conoce que hay 4 de ellos que son defec-
tuosos. Si se escogen dos articulos del lote al mismo tiempo, calcula la
probabilidad de que:

a) los dos sean defectuosos,
b) los dos sean buenos,
¢) uno sea buenoy el otro defectuoso,

d) al menos un articulo sea bueno.

g8, Dado el binomio (a+b)”. Determina:
a) La cantidad de término que tiene su desarrollo.

b) ;En qué posicién se encuentra el término cuyo coeficiente es
simétrico con relacién a los demas coeficientes?

¢) Determina el vigésimo término.

145



MATEMATICA
ﬂ De los 30 estudiantes del grupo 12.° A de un preuniversitario, 12 par-
ticipan en un concurso de ortografia a nivel de centro.

a) Determina de cuantas maneras diferentes todos los estudiantes
que participaron en el concurso pueden quedar ubicados en los
tres primeros lugares (sin considerar empates).

b) Calcula de cuantas formas diferentes se puede seleccionar dos es-
tudiantes del grupo 12.° A para que divulguen los resultados obte-
nidos en el concurso.

¢) Determina la probabilidad de que, al seleccionar un estudiante,
este no haya participado en el concurso.

& El equipo de ajedrez del grupo 12.° C tiene 7 integrantes, de ellos 2
son del sexo femenino. Si como parte de su preparacion realizan un
torneo a nivel de grupo:

a) ¢De cuantas formas puede quedar conformada la tabla de posicio-
nes al finalizar el torneo sin que haya empates?

b) ;De cuantas maneras diferentes se pueden repartir los tres prime-
ros lugares sin que haya empates?

¢) Al seleccionar un miembro del equipo para una entrevista. ; Cual es
la probabilidad de que no sea del sexo femenino?

& Se cruzan dos individuos heterocigoticos para dos caracteres (Aa Bb).
a) ¢Cudl es la probabilidad de que el genotipo del hijo sea AABB?

b) ¢Cual es la probabilidad de que el fenotipo del hijo corresponda a
los dos caracteres dominantes?
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Numeros Complejos

n los siglos xvi y xvi, matematicos como Gerolano Cardano, Leonard

Euler y Johann Carl Friedrich Gauss desarrollaron toda una teoria so-

bre los llamados niumeros complejos, que desde entonces y hasta la
actualidad se utilizan en diversos campos de las matematicas, en especial
en la geometria fractal, y en otras dreas como la fisica, la cinematografia,
las telecomunicaciones, la informatica, la ingenieria hidraulica, la electré-
nica, asi como en la aerodindmica,
de la cual te resultara interesante
saber, que entre los numerosos pro-
blemas que se resuelven mediante
operaciones con numeros comple-
jos, se encuentra el disefio de las

alas de los aviones (figura 3.1).

Al respecto jqué vas a aprender
en este capitulo?

Aprenderas acerca de las limitaciones del dominio de los numeros rea-
les, que dieron lugar a la introduccién de nUmeros imaginarios, y con ellos,
a un dominio numérico mas amplio con caracteristicas, relaciones y propie-
dades que permiten realizar las operaciones de cédlculo sin restricciones.
Conocerds, ademas, algunas de sus aplicaciones en otras ciencias en las
cuales puedes encontrar intereses profesionales.
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3.1 Introduccién a los numeros complejos

A la par del desarrollo de la humanidad y de la necesidad de utilizar
en la vida cotidiana los numeros para ordenar, medir, repartir y calcular al
explicar o modelar diversos fenémenos o procesos, fueron apareciendo las
limitaciones de las operaciones de célculo, que han dado origen en cada
momento histérico a nuevos dominios numéricos hasta llegar al dominio
de los nUmeros reales.

¢Cual es la limitacion del dominio de los numeros reales que motivo la
necesidad de su ampliacion hacia un nuevo dominio numérico? ; Qué es
un numero complejo? ; Cudles son sus caracteristicas?

Limitaciones y ampliaciones sucesivas de los dominios numéricos

A ;Por qué se requiere el conocimiento de los nimeros complejos?

Hasta ahora han sido problemas
practicos, los que han motivado
las sucesivas ampliaciones de los
dominios numéricos (figura 3.2).
Conoces que el primero y mas res-
tringido de ellos es el conjunto de

los numeros naturales (IN), de cuyas
limitaciones se originan las prime-

ras ampliaciones.

® Es asi que, el dominio de los numeros fraccionarios (Q, ) surge para re-
solver el problema de dividir una unidad en varias partes proporciona-
les, o sea, para solucionar ecuaciones de la forma ax = b en las que b no
es multiplo de a. El problema se resuelve afiadiendo nuevos nUmeros

de la forma 2 dondeac€IN: beN,a=0.
a

B Por su parte el dominio de los nUmeros enteros (Z), surge para resolver
el problema de magnitudes que tienen dos sentidos diferentes; mate-
maticamente, esto conduce a la resolucién de ecuaciones de la forma
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X +a=b(b<a). El problema se resuelve afadiendo los nUmeros nega-
tivos —a (a €N).

" Posteriormente el dominio de los nimeros racionales (Q) se origina
para resolver la division entre dos cantidades enteras, que permiten
resolver ecuaciones de la forma ax = b en las que b, puede o no ser
multiplo de a y el cociente es una cantidad finita o infinita periddica. El

L , b
problema se resuelve afiadiendo nuevos nimeros de la forma —, donde
a
a€l, beZ, a=0.

Mas adelante se completa con la aparicién del dominio de los reales
(R) para medir cantidades irracionales, como la longitud de la diagonal
del cuadrado de lado unitario; equivalente a la solucién de la ecuacién,
x’=a(a>0).

Ejemplo 3.1

Justificar las proposiciones que aparecen a continuacion:
. . o 3
a) El dominio mas restringido al cual pertenece 2 es Q..

b) El nimero - 5,3 es un elemento del conjunto Q .
¢) El nUmero = no es un valor racional.
d) Todo nimero natural es fraccionario.

e) El dominio de los numeros reales, es una ampliacién del dominio de los

numeros racionales.

f) El nUmero +/-8 no pertenece a RR.
Resolucion:

a) Porque el dominio @, se expresa como el cociente de dos numeros
naturales diferente de cero.

b) Toda expresion decimal finita positiva o negativa, es un nimero racio-

nal, que pueda ser expresado como una fraccién de la forma P con

q#0. q
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El niUmero &, es un numero con infinitas cifras decimales no periddicas,
por eso no es un numero racional.

Todo numero natural es fraccionario, porque puede ser expresado
12

como el cociente de dos numeros naturales, por ejemplo: 12 = = 012,0.
El dominio de los nUmeros reales, es una ampliaciéon del dominio de los
racionales, porque le fue adicionado a los racionales, las expresiones
decimales no periddicas (irracionales) ejemplos: log2 vy e.

La /-8 = 24/-2, y como el radicando es negativo no es posible calcular
la raiz cuadradaenR. @

Aplica tus conocimientos

. Calcula y expresa el dominio mas restringido al cual pertenece el resultado.

OE
a)2,5:0,50 + 3,4 o 20 el el U ola) 16 1
0,01 7 7 5 1_1 4
4
. Determina los valores de x € R que satisfacen las ecuaciones siguientes:
3(2-x°
a)3(X—2)2=u b) V4x —2Jx -3 —J4x-4=0

4

. Identifica el dominio numérico mas restringido al que pertenecen ambas com-

ponentes del par o los pares ordenados del conjunto solucién del sistema de

) i ) 3Iog(2y—x) -1
ecuaciones siguiente:
X2 _y2 -1

Numeros complejos. Expresion binémica de un nimero complejo

A

(En qué aspectos de la vida cotidiana, son importantes los numeros
complejos?

Desde la antigliedad, se han identificado problemas practicos que re-

velan la limitacion que tienen los nimeros reales para extraer raices de

indice par de nUmeros negativos, y cuya soluciéon ha dado lugar al surgi-

miento de un dominio numérico mas amplio. Al respecto, consideremos el

problema siguiente:
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Se quiere construir una caja similar a la ima-
gen de la figura 3.3 de forma tal, que su volu-
men sea numéricamente igual a su perimetro
disminuido en 10v2 unidades. ¢Cuél seria la
longitud de las aristas del cubo?

Por los datos de la imagen la figura repre-

sentada es un cubo y la solucién del problema
conduce a la ecuacion siguiente: Fig. 3.3

X$=12x - 1072 .

X De la historia

Fue el matematico e ingeniero italiano Nicolo Fontana
(1499-1557) apodado Tartaglia (figura 3.4) a causa de su
tartamudez, quien demostré que las ecuaciones de tercer
grado de forma x*=px + g, pueden ser resueltas y que su
raiz se expresa en la forma: x = Yu . Esta es una ecuacién
de tercer grado que puede ser resuelta por:

) u+v=gqg

P 3
() u'v=(§)

En el caso de la situacién del volumen de cubo que se plantea, p = 12,

qg=- 102 y el sistema de ecuaciones es:

u+v=-10J2 [1]
u-v=(4)y =64 [2]
Para resolverlo, despejamos u en [2], u = é y sustituimos en [1]:

L+ v=-10/2
64

64 +2= — 102v
V2 + 1042V + 64 = 0.
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Al tratar de resolver la ecuacién se aplica la férmula del discriminante:
D = b®> —4ac vy se obtiene:
D=(1042)2-4-64=200-256=-56<0
Como D <0, entonces, v = % no se puede calcular por lo que el

sistema no tiene solucién real. Significa que:

— el dominio de los numeros reales R, resulta insuficiente para dar solu-
cion a situaciones que requieran de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros negativos.

— por lo que si se amplia el campo real, entonces todas las ecuaciones de
segundo grado tendrian solucion.

Es asi que se introduce un elemento llamado unidad imaginaria que se
denota pori y cumple con la condicién:

A partir de la condicién (1) es posible conocer las potencias sucesivas de
la unidad imaginaria

Potencias de exponente natural de la unidad imaginaria

En general, j*" =1 [*"" = = ) j4n+3

Es decir que, j4"k — jk; (k = 0,1, 2, 3).
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Ejemplo 3.2

Calcula: a)i b) i*' Q) i*® d) i

Resolucion:

Dividiendo en cada caso el exponente por 4, tenemos:

a) i12 — i12+0 — I'O :1

La introduccién de la unidad imaginaria que da solucién a la operacién
de radicacion de indice par, de numeros negativos en el dominio de los
numeros reales, dio origen a los numeros complejos.

Definicion 3.1

Un namero complejo, es la adicién de un nimero real y el producto de la unidad

imaginaria por un ndmero real. Su notacion es z = a + bi, donde:
a es la parte real y se denota R (z),
b es la parte imaginaria y se denota J(z).

En simbolos: % (a+bi)=a y J(a+bi)=b.

La expresidon a+bi con a,bER, se llama forma binédmica, aritmética o
rectangular de un nimero complejo.

Cuando R(z) =0, tal que z=bi con b0, se dice que z es un niumero
imaginario o imaginario puro.

Cuando J(z) =0, tal que z =a, se dice que z es un nUmero complejo real
o real.
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1
N

Q Saber mas

W. R. Hamilton (1805-1865), figura 3.5, no-
table matematico irlandés, definia los nu-
meros complejos como pares ordenados de
numeros reales, atendiendo a un conjunto
formal de reglas.

En otras fuentes bibliograficas puedes en-
contrar que un numero complejo, también

se define como un par ordenado de nume-
ros reales 7z =(a;b); donde a es la parte real Fig. 3.5

y b es la parte imaginaria.

Al par ordenado (a;O) se le denomina numero complejo real y al (O;b), conb =0
numero imaginario puro.

En esta notacién, la unidad imaginaria se define como i = (0;1).

También en ingenieria puedes encontrar la notacién de unidad imaginaria
como j. Por ejemplo, en el calculo de la impedancia en un circuito RLC en serie.
Supongamos que un circuito eléctrico compuesto por una resistencia R = 10 Q,
un inductor L =0,1H, y un capacitor C =100 pF, conectados en serie a una fuente
de voltaje sinusoidal de 100 Vy frecuencia f =50 Hz. La unidad imaginaria j permite
modelar la oposicion de inductores y capacitores en corriente alterna, simplificando
calculos que de otra manera requeririan resolver ecuaciones diferenciales. En este
ejemplo, la corriente resultante tiene una magnitud de casi 10 A y un pequefio
defasaje debido a la reactancia neta casi nula. La resolucion de este tipo de proble-
mas es esencial en el disefio de filtros eléctricos, sistemas de potencias y dispositivos
electrénicos que operan con sefales variables en el tiempo.

Ejemplo 3.3
Fundamentar por qué los nUmeros siguientes se definen como nimeros
complejos:
a) 3+2i b) -5-i Q) 6i d) 10
Respuesta:

Estos nimeros son complejos porque cumplen con la definicién, es de-

cir que:
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a) 3+2i esta formado por la adicion del niumero real 3y el producto de la
unidad imaginaria por el niUmero real 2.

b) -5/ esta formado por la adicion del nimero real -5y el producto de
la unidad imaginaria por el nUmero real —1.

¢) 6i estd formado por la adicién del nimero real 0 y el producto de la
unidad imaginaria por el numero real 6.

d) 10 estad formado por la adicidon del numero real 10 y el producto de la
unidad imaginaria por el nimero real 0. ¢

Ejemplo 3.4

Determinar la parte real y la parte imaginaria de los nimeros comple-
jos siguientes:

a) z,=3+7i b)z,=-10i-2 ) z,=12i d)z;,=12j

Parte real Parte imaginaria
a) z,=3+7i R (3+7i)=3 J(3+7i)=7
b) z,=-10i-2 R (-10/i-2)=-2 J(-2-10i)=-10
Q) z;=12i R (12i)=0 J(12i)=12
d) z,=45 R (45) = 45 J(45)=0 @

X De la historia

Los antecedentes del nimero complejo datan del Renacimiento, siglos xv
y xvi, cuando matematicos italianos encontraron ecuaciones de segundo y
tercer grados con soluciones “sin sentido”. EIl nombre unidad imaginaria,
es una reminiscencia de la época en que se consideraba que estos niumeros
eran imaginarios, absurdos y envueltos en misterio.

Jerénimo Cardano (1515-1576) fue el primero en representar este “sin senti-
do” con un simbolo. Discursando sobre la imposibilidad de partir 10 en dos
partes, cuyo producto fuera 40, demostré que conduciria a las expresiones

imposibles 5++/-15 y 5_,/-15.
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Continuaron llamandose numeros imaginarios hasta finales del siglo xvi,
cuando fueron denominados complejos por el matematico aleméan C. F.
Gauss (1777-1855) al dar la primera prueba rigurosa del Teorema funda-

mental del Algebra, durante su disertacion doctoral.

Los numeros complejos caracterizados en su forma binémica, por sus
componentes reales —parte real (1) y parte imaginaria (J)— hace que ten-
gan el mismo comportamiento que tienen los niumeros reales, y propicia
que no se tengan que introducir nuevas operaciones, por lo que bastara
operar con el nuevo elemento introducido.

Bajo estas condiciones, a partir de la condicién (1) que se ha introduci-
do con la unidad imaginaria i, los numeros reales quedan como un subcon-
junto del conjunto ampliado, de manera que estos y los imaginarios puros
son casos particulares del dominio de los nUmeros complejos.

El diagrama de Venn, de la figura 3.6 presenta las relaciones conjuntis-
ta entre los Dominios numéricos estudiados. Se puede inferir que el Con-
junto de los nimeros complejos es un Dominio numérico.

(2 (® o>

Fig. 3.6

Significa, que sus elementos expresados en la forma bindémica (a+ bi)
cumplen determinadas condiciones con respecto a las operaciones de adi-
cion y multiplicacién, asi como, de las propiedades que lo dotan de cierta
estructura que permiten considerarlo un dominio numérico.

Sobre estas condiciones que caracterizan al Dominio de los numeros
complejos, denotado por (C), se profundizara en los proximos epigrafes
de este capitulo.
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é? iSabias que...?

En los proyectos informaticos, se emplea el Lenguaje de Modelado Unificado

(UML) basado en diagramas para la especificacién, visualizacién, construccién

y documentacién de modelos de sistemas de software en los que se utilizan

operaciones que requieren de la manipulacion de los nimeros complejos. Por

ejemplo, para adaptar las notaciones graficas a lenguajes de programacion con-

cretos, en el caso de las operaciones por la sintaxis propia de Java, como se

muestran en las siguientes imagenes de las figuras 3.7 a, b.

Complejos

Private doublé parte Real
Private doublé parte imaginaria
Publice doublé parte Real ()

Publice doublé parte imaginaria ()

Public complejo sumar ()

Rumbaugh
Booch oMT Jacobson
Objectory
(Use Cases)
Odell /
\ Meyer
— o Pre- and
Shlaer-Mellor % Post-conditions
Object life cycles LMELIE -
\
Harel
‘ State Charts
Embly

Singleton classes .
9 Fusion

Operation descriptions,
Message numbering

Gamma et. al.

Frameworks,
patterns, notes

Fig. 3.7

’, Reflexiona sobre lo aprendido

1. ¢Qué es un numero imaginario?

a) Un numero complejo con parte real igual a cero.

b) Un numero que no se puede representar en la recta numérica.

¢) Un numero que se utiliza para resolver ecuaciones de segundo grado.

d) Un nimero que se utiliza para medir la distancia entre dos puntos.

(IA https://app.diffit.me/packet/82492cf1-2ee8-4462-a579-d18681c86465)

2. Los numeros imaginarios fueron inicialmente considerados “ficticios” o

“inutiles”. ;Has tenido alguna experiencia en la que algo que parecia inutil

o sin sentido te haya resultado util o interesante después?

(IA https://app.diffit.me/packet/82492cf1-2ee8-4462-a579-d18681c86465)
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3. Los numeros complejos son importantes en la fisica y las matematicas.
¢ Qué te parece mas importante en tu vida la légica y la razén, o la imagina-
cion y la creatividad? Explica tu respuesta.
(IA https://app.diffit.me/packet/82492cf1-2ee8-4462-a579-d18681c86465)

4. Verifica si la siguiente ecuacion tiene solucion en RR.

x’—x+16 x+6 x+36
XX+ x+1 x-1 x*-1

5. ¢A partir de introducir la unidad imaginaria y la condicion (1) cudl seria la

solucion de v = —bz iziﬁ, y cual la longitud del cubo de la figura 3.3?
6. Simplifica:

a) i*(i"? - 2) b) i+ 1 Q) (i = 1) d) 2 /143

e) 4i2-3P f) 206 — 8 g) (21014 - ()"

7. Escribe nimeros complejos que cumplan las condiciones siguientes:

a) La parte real en cada nimero complejo es: -2; 1; 6; 0; —1

b) La parte imaginaria en cada niumero complejo es: 7; 0; -3; 4; -5

¢) Es un imaginario puro cuya parte imaginaria es un elemento de Q.

7.1 Elabora un diagrama de Venn que represente las relaciones conjuntistas

entre dominios numéricos, y ubica los nimeros escritos en el dominio mas
restringido al cual pertenecen.

O\ Investiga y aprende

Sobre el impacto del surgimiento de los nUmeros complejos para el desarrollo de
la humanidad, el matematico y cientifico lan Stewart escribié un libro titulado
17 ecuaciones que cambiaron el mundo, el capitulo 5 lo dedicé a los numeros
complejos.

www.libromaravillosos.com y www.cubaeduca.cu

a) Fundamenta por qué el autor considera que los nimeros complejos, produje-
ron cambios en el mundo.

b) Existen otros autores como Michael Guillen, quien escribio el libro Cinco ecua-
ciones que cambiaron al mundo, y en una de ellas define la unidad imaginaria.

Establece una comparacion critica entre ambas lecturas.
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Para profundizar en el tema, te sugerimos consultar el contenido y re-

solver las actividades propuestas en:

@ Conéctate

Forma binémica de un niumero complejo

https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=1563&type=theme

Ejercicios del epigrafe 3.1

1.

Enuncia una situacién de la vida practica en la que solo tengan sentido
los elementos del conjunto numérico dado:

a) Naturales b) Enteros ¢) Fraccionarios d) Irracionales

. Identifica en tu cuaderno de trabajo cuales de las relaciones que se dan

a continuacién son verdaderas o falsas:
a)0eN b);e]N c)tangglR d)7,66€Q e)IcQ

f)-6€Z g)4,7€Q, h)J400eN i)log0,01€N j)log,0,25€Z

. Analiza y escribe en tu cuaderno de trabajo (N, Q, Z, R ) segun corres-

ponda al dominio numérico mas restringido al cual pertenece el resul-

tado de calcular:

sen 30°
a) 4,9 \/7 /100 b) ZW ) |092%/Z _g d) \/Elogz(SH

Sean tres conjuntos formados por los nimeros que tienen como domi-
nio mas restringido el indicado:

A:numeros enteros B: numeros fraccionarios C: enterosy fraccionarios
4.1 Selecciona de la lista, que aparece a continuacién, los nUmeros que

cumplen con las condiciones dadas y conforma el conjunto escri-
biendo sus elementos.

Lista: %; J9+7; (\/5)4; sen%; sen3—n; 0,8

1
log,32’ 2

4.2 Elabora un diagrama de Venn que relacione a los conjuntos A, By C.
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3
Escribe en notacion tabular los elementos de los conjuntos siguientes:

5. Sea el conjunto: U= {%;0;—1;ﬁ;n;5;2,0_9;—\/€;e}

A={xeUyx eN} B={xeUyx€Q} C={x€eUyx gL}
D={x€Uyx ER} E={xeUy x €} F={x€Uyx &R}
6. Fundamenta si las proposiciones dadas a continuacién son verdaderas

o falsas:
T2 , 1
a) senz;g;e W5 R b) {e2;2;-50'cZ

2
19} {(sen%) ;Zsen%;tcosg;\/ﬁ;logz}cQ d) {e'n(ﬁ);%;oﬁ}c(@

7. Determina cual es el domino numérico mas restringido al que perte-
necen los resultados de las operaciones siguientes. ,
7-12 05, ) (10°)"-10°
2) {22 b) —‘ g - 2% o L
12-6 107
8. Verifica si las ecuaciones siguientes tienen solucion en el conjunto U
dado:

2
a)wzz U=IN
X°—-2x+13
b) 3x 39 45 Uz

- =5-—
2x-1 2x+1 4x° -1

AOm-nx*-nx=m U=Q, mneQ

d)V2x-2Jx-3 —V4x-4=0 U=1R

9. Argumenta por qué son verdaderas o falsas las proposiciones

siguientes:

a) El dominio numérico mas amplio de los estudiados, es el conjunto
de los niumeros complejos.

b) El conjunto de los niumeros naturales, no es un subconjunto de los
numeros complejos.

¢) La ecuacién x* + x +1=0, tiene a lo sumo una solucién compleja.

d) El nUmero complejo 5 + 3i pertenece a los numeros reales.
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Determina el dominio numérico mas restringido al que pertenecen

los nimeros siguientes:
a) /5 b) 2 Q-7 d) sen™ e) 3i
3 2

f) ¥/8 o) (v3 )“ h) -4 i) 4093 )N—3-4
k)-7.56 D= m) 0 —i n) 7+1,5i ) —3i"%

De los nUmeros complejos dados a continuacién, escribe en tu cuader-
no de trabajo cudles representan un niumero complejo real y cudles

son imaginarios puros.

a)z,-3-2i b)z,-4 Q) z.=—— dz, -0

e)z,=5i f)z,=i g)z7=—1 h)zg=4—g
i)z, ==2,7 )z,=4i k) z,, = ) z,, = yi (y=0)
Identifica y justifica en tu cuaderno de trabajo si las proposiciones que
aparecen a continuacién se cumplen siempre, nunca o algunas veces.
a) El nimero 4i es un elemento del conjunto de los nimeros reales.
b) El conjunto de los niumeros reales es un subconjunto de los niume-
ros complejos.
¢) El nimero real 0,87 es un elemento del conjunto de los numeros
complejos.
d) El nUmero complejo 5+i pertenece al conjunto de los nimeros
reales.
e) El dominio mas restringido al cual pertenece i* es Z.
Identifica en tu cuaderno de trabajo, cudles de las proposiciones que
aparecen a continuacion son falsas y escribelas en tu cuaderno de tra-
bajo como verdaderas.
a) La parte imaginaria del nUmero complejo 3-4i es 4.
b) La parte real del nUmero complejo 87/ -2 es -2.
¢) Un nUumero es imaginario puro si su parte real es cero.
d) Un namero es real cuando la parte imaginaria es 1.
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e) Si Py Q son dos conjuntos tal que: P = {-2;-1;0;1;5} y
Q={x€R:x>1}, entonces PN Q = {5}.

f) 1.5/ ¢ R.

g) Sean Ay B dos conjuntos no vacios, si 6i € Ay 6i € (AU B), enton-
ces 6/ & B.

h) Si AyB son dos conjuntos tales que A :{—3;\/3;2} y
B={x €ER:x<3,5}, entoncesA\Bz{\/gi}. 2

i) (3+4i+4i")EN.

j) Una ecuacién de la forma ax®> +bx+c=0(a#0, by ¢ pardmetros
reales) siempre tiene solucion en el dominio de los nimeros reales.

Relaciones y operaciones entre numeros

complejos en forma binédmica

Para describir formas irregulares im-

pred
una

Ilamado fractal, que al ampliarse aumen-
ta su definiciéon infinitamente, conservan-

dose

ecibles (figura 3.8), como una llama o
nube se emplea un ente geométrico,

semejante a si mismo. Los fractales

se emplean ademas en la compresion de

imagenes digitales para su almacenamiento compacto por una computa-

dora

, 'y en la creacién cinematografica, entre otros usos, por sus bellas

figuras.

Estos se obtienen como resultado de realizar operaciones de calculo

con numeros complejos, en particular la adicién y la multiplicaciéon sin res-

tricci

ones, que ademas cumplen propiedades y relaciones que lo distin-

guen como un Dominio numérico.

¢Cudndo dos numeros complejos son iguales? ; Como adicionar y mul-

tiplicar numeros complejos expresados en forma binémica? ;Cuales

conceptos asociados a las operaciones con numeros reales se pueden

transferir por analogia al calculo con numeros complejos? ; Qué propie-

dades cumplen las operaciones con numeros complejos?
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X De la historia

Fue el ingeniero hidraulico y matematico italiano Rafael Bombelli (1526-1572),

el primero en exponer la forma a + by/—1 como expresién del nimero complejo

y en efectuar operaciones con ellos en su libro Algebra, publicado en 1572 (fi-

gura 3.9).

LALGEBRA
PARTE MAGGIORE

DELLARIMETICA
DIVISA IN TRE LIBRI
DERATALL BOMBIRLL
04 LOLOGNA.

Nouamente poflainloce.

IN BOLOGNA

Nella famperia d Giemansi Refi
MDLYXIL
Coa Licentia delli RR. VV, del Veke. & lequiie.

Relacion de igualdad entre nimeros complejos

¢{Qué condiciones deben cumplir dos o mas nimeros complejos para

declarar la igualdad entre ellos?

Teniendo en cuenta la condicién (1) y que los multiplos de i no son com-

parables con los nUmeros reales, se cumple que dos numeros complejos

son iguales cuando coinciden en sus partes reales y también en sus partes

imaginarias.
Es decir que:

a+ib=c+id siysolosi

a=cy b=d.

La relacion de igualdad entre niumeros complejos permite resolver

ecuaciones como la del ejemplo siguiente.
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Ejemplo 3.5

Determinar los valores de x, y si: (x+2)+3i =1+ (y* +2y)i

Resolucion:
Partes reales: x+2,—1 Identificacion de la parte real y la parte
Partes imaginarias: 3, imaginaria de cada nimero complejo.
y*+2y
x+2=-1y 3= (y? +2y) Por la relacion de igualdad, se igualan las
partes reales y de la misma forma las par-
tes imaginarias
x+2=-1 Se toma la ecuacion de la parte real y se
X=—1-2 resuelve
x=-3
3=y?+2y Se toma la parte imaginaria y se resuelve
, la ecuacién cuadratica obtenida.
y +2y-3=0
(y+3)(y-1)=0

Vi=-3 y,=1

Se puede comprobar sustituyendo los valores reales encontrados:

Sustituyendo x=-3y y, =-3 en la ecuacion (x+2)+3i =-1+ (y* + 2y)i,

se obtiene:
(x+2)+3i =1+ (y? +2y)i
(-3+2)+3i “14[(-3) +2(-3) i
~14+3i=—-1+3i

Sustituyendo x=-3 y y, =1en la ecuacion, se obtiene

(x+2)+3i —1+(y* +2y)i
143 “1+ [ () 2(n)]i
~14+3i=-1+3i

Luego, el conjunto solucién de la ecuacion es § = {(-3;-3).(-3:1)}. ®
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Como se aprecia en el ejemplo 3.5, existen ecuaciones con expresiones
complejas en forma bindmicas, que al aplicarles la relacién de igualdad de
numeros complejos, su resoluciéon se reduce a la resolucién de ecuaciones
lineales y (o) cuadraticas en una variable, e incluso a un sistema de ecua-
ciones cuyo conjunto solucion esta en IR. Su aplicacién desde el dominio de

los numeros complejos es de gran utilidad para las ciencias.

é? iSabias que...?

El término fractal fue “acufiado” por el matematico polaco
Benoit Mandelbrot (1924-2010), figura 3.10. Muchas de estas
formas como la de la figura 3.11 a, cuyo detalle se ve en la
3.11 b se logran iterando funciones de nimeros complejos.

Fig. 3.11

Su ejemplo mas famoso denominado conjunto de Mandelbrot, emplea la fun-
cién cuadratica f(z) = z2 + ¢, donde ¢ es un nimero complejo. Asi, comenzando
con z,=0, las iteraciones son:

z,=10)=c

z=fl)=c+¢

z,=f(C + ¢)= (C + ¢)* +¢, etcétera.

Es decir, que la sucesion z,, z,, z,, z,, ..., dependiendo de la eleccion de ¢, sera
acotada o no: aqui, para ¢=0,1 + 0,2/, se estabiliza en 0,5 + 0,22/. Mientras que
para ¢ = 1 —i, crece sin cota.

Por su capacidad de definicion y facilidad de formacion basta una imagen inicial
a escala y una simple regla para repetirla.
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Q Investiga y aprende

En el dominio de los nUmeros reales, la relacion de orden entre sus elementos
establece los conceptos de “mayor y menor que” y se cumplen propiedades de
la Ley de Monotonia. Luego, si consideramos que R = C.:

¢;Se pueden establecer relaciones de orden en el dominio de los numeros
complejos?

¢Tienen sentido las desigualdades (a+bi)<(c+di)?

Adicion y multiplicacion de numeros complejos en forma binémica

La forma binémica a + bi de los nUmeros complejos hace posible calcu-
lar con ellos igual que si fueran elementos de cualquier conjunto numérico
que sea un Dominio. Siempre se puede adicionar y multiplicar nUmeros
complejos, como cuando lo hacemos con los nimeros reales.

En general para los nimeros complejos (a+bi)y (c+di) con a,b,c,dER

se cumple que:

Adicion (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
Multiplicacion (a+bi)(c+di)=ac—bd+(ad+bc)i
Ejemplo 3.6
Calcular
a) (2+3i) + (3-2i) b) (1+3i) (7 + 4i) c) 5/ +2 (8-5i)
Resolucion:

a) 2+3i) + 3-2i) Se agrupa la parte real con la parte real
=B+2)+ 3-2)i de cada sumando y de igual forma las
_5.j partes imaginarias, luego se reducen los

términos semejantes.
(1+3i) (7+4i) Aplicar la ley distributiva de la multipli-
—7+4i+21+12/7 cacioén con respecto a la adicion.

Se aplica la condiciéon (1) de la unidad
imaginaria y se reducen los términos
semejantes.

=7+25i+12(-1)
=-5+25j
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b) 5i+ 2(8 -5i) Se efectua el producto indicado, aplican-
—5i+ 16 —=10i do la ley distributiva de la multiplicaciéon
con respecto a la adicion y se reducen los

=16 -5/ o .
téerminos semejantes. 4

‘@ saber mas

Iniciamos el capitulo planteando la limitaciéon del dominio de los nimeros rea-
les, que dio lugar a su ampliacién, sin embargo, la apariciéon del dominio de los
numeros complejos también resolvié la restriccion existente en la operacién de
logaritmacion con ndmeros reales negativos, al introducir la ecuacion e™ +1=0,
conocida como Identidad de Euler.

Como la potenciacién es la operacion inversa a la logaritmacion, de la identidad
de Euler se obtiene ™" = —1, de ahi que log(~1) =inlog(e) ol

Opuesto, conjugado y médulo de un nimero complejo

Los conceptos de opuesto, conjugado y médulo, que conoces asocia-
dos a las operaciones con numeros reales, se transfieren por analogia al
dominio de los numeros complejos, esto permite establecer nuevas rela-
ciones y otras operaciones entre nimeros complejos expresados en forma
binémica.
Opuesto de un numero complejo en forma binémica

@ Recuerda que...

Los numeros opuestos, o también llamados numeros simétricos, son los que tie-
nen el mismo numero o valor absoluto, con el signo contrario.

Luego, por analogia, para los nUmeros complejos se establece la defi-
nicién siguiente:
Definicion 3.2

Dos nimeros complejos se llaman opuestos, si difieren en los signos de la
parte real y de la parte imaginaria.

En simbolos, si z = a+ bi, donde a, b € IR, su opuesto, que se denota —z (se
lee opuesto de z), es —z = —a—bi, donde a, b € R.

' Carlos Sanchez Fernadndez y Rita Roldan Inguanzo: Paseo por el universo de los
numeros, p. 102.

167



MATEMATICA

Ejemplo 3.7
Determinar el opuesto de los nUmeros complejos siguientes:
a)-5+4i b)-3i+2,5 023 d)-9,2i
Resolucion:

Se puede plantear que:

a) —(-5+4i)=5-4j

b) - (-3i+2,5) =-2,5+3i

Q -(23)=-23

d) -(-9,2i)=9,2i &

Al introducir el concepto de opuesto de un niumero complejo, se puede

realizar la operacidn de sustraccién, para la cual se procede de forma ana-
loga a como se realiza en el dominio de los niUmeros reales.

Ejemplo 3.8
Calcular
a) (4+2i) - (8 -1) b) 2i (1+7i) - (6 - /)
Resolucion:
a) (4 +2)-(@8-1) como - (8-1/) = (-8 + i) entonces se pro-

=(4+2)+(-8+1) cede como en la adicién.

=(4-8)+(2i + 1)

=—4+3j

b) 2i (1+7i) — (6 — i) Por orden de operaciones primero se
=2i-14-6+i realiza a multiplicacién, después se haya
=—20+ 3/ el opuesto del sustraendo y luego se

procede como en la adicién. ¢

Conjugado de un nimero complejo en forma binémica

Al estudiar la operacién de radicaciéon con nameros reales, te familia-
rizaste con el concepto de conjugada de una expresion bindmica, en la
cual al menos uno de los términos contenia la operacién de radicacion.
En particular, se aplicaba esa relacion para racionalizar denominadores en
una operacion de divisién de fracciones algebraicas.
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@ Recuerda que...

a+bya-bson dos expresiones conjugadas.

Este concepto se transfiere al nuevo dominio numérico como conjuga-
do de un numero complejo, expresado en forma binémica.

Definicion 3.3

Dos numeros complejos se llaman conjugados si difieren solo en el signo
de la parte imaginaria. En simbolos, si z=a + bi, donde a, b € IR, su con-
jugado, que se denota: Z (se lee z barra), esz =a—bi , donde a, b €EIR.

Ejemplo 3.9

Escribir el conjugado de los nUumeros complejos siguientes:

a) z=2+mi b)z:gi—x/i Qz=5 d)z=3ij
Resolucion:

a) Como J(z) = «; luego el conjugadode zes: Z=2-ni
b) z=§i—x/_=—\/§+§i,luego, E:—ﬁ—gi

¢) z=5,luego z=5, porque J(z) =0
d) z=3i, luego Z = - 3i, porque PR(z) =0. ¢

A Atencion

Como puedes apreciar, para obtener el conjugado de un nimero complejo, de-
bes determinar el opuesto de la parte imaginaria.

Entre un numero complejo y su conjugado se cumplen ciertas relacio-
nes con respecto a las operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacion.

Teorema 3.1

Sea a + bi un numero complejo, z € € cualquiera; entonces se cumple:

a) z+z = 2R(2) b) z -z = 23(2)i Q)z-z=a’+b?

169



MATEMATICA

Demostracion:
Se reduce a un simple calculo de las operaciones indicadas.
Siz=a+bi y,z =a- bi, entonces:
a) z+Z=(@ + bi) +(a@a-bi)=2a=2%R(z)
b) z-zZ=(@+bi)-(a-bi=2bi=23(z)i
) z-z=(a+bia-bi)= (a)2 —(bi)2 =a’ —b’i* = a> + b* por ser una sus-
traccion de cuadrados y la condicion (1) de la unidad imaginaria.

’, Reflexiona

Si zy w son numeros complejos,

a)z=z bz+w=z+w Jzw =z-w d)(Z)=2" neEN
En general, para probar estas propiedades, ;cémo lo harias y qué método usa-
rias? En 10.°y 11.° grados, con las identidades trigonométricas, empleaste un

método similar.

Division de un niumero complejo en forma binémica
La introduccion del concepto de conjugado de un nimero complejo

y sus relaciones con respecto a las operaciones de adicién, sustraccion y
multiplicacion, permiten realizar sin restricciones la operacion de division.

@ Recuerda que...

. . . . . A
Para racionalizar el denominador de fracciones algebraicas de la forma =,

B
donde B =p ++/c, se amplia la fraccién, para ello se multiplica por la conjugada
del denominador, es decir, por b—+/c, debido a que (b+\/E)(b—\/E) =b’>—c
conb,c€R:c>0,b=+c.

Ejemplo 3.10
Realizar las divisiones de los numeros complejos siguientes, expresar el
resultado en forma binémica.
1-3i 1 9 2- V3
3i J2+i 1+ /3i

a)
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Resolucion:
1-3i
a
) 3i
_1—3i i
3i i
i3 i+3
32 -3
.
3
1
b)
\/§+i
1 N2-i
J2+i 20
2P V20
2+1 3
_V2 1
~ 3 3
2-3
1+\/§i
_2-43 1-4Bi
1+3i 1-3i

Como se esta dividiendo por un numero
imaginario, se puede ampliar la fraccién
(multiplicar numerador y denominador),
por una potencia de i de manera que el
exponente del denominador sea par, el
mas comodo es 2.

Efectuar la multiplicacion indicada (nu-
merador con numerador y denominador
con denominador. Tener presente que las
potencias de i, en particular i* = 1.

Separar en fracciones simples.

Se debe ampliar la fraccién (multiplicar
numerador y denominador), por el conju-
gado del denominador.

Efectuar la multiplicacion indicada (nu-
merador con numerador y denominador
con denominador. Tener presente que en
el denominador siempre se va a multipli-
car z-Z y por tanto se obtiene a’ + b?)

Separar en fracciones simples.

Proceder de forma anéaloga.
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2-23i —3i +(J§i)2
- 4
2-343i-3
B 4

_1-343i
4
:_l_ﬁi_ ¢
4 4

Modulo de un numero complejo en forma binémica

El producto de un nimero complejo y su conjugado, esta asociado al
concepto de moédulo de un numero complejo, con el cual se generaliza la

nocion de valor absoluto de un nimero.

Definicion 3.4

Se llama médulo de un nimero complejo z € C, y se denota |zL al numero
realvz-z .
Ejemplo 3.11

Calcular el médulo de los nUmeros complejos siguientes:
a) z=2+3i b) z=+/2 Qz=2-3i

Resolucion:
a)|z|=vz-z = [(2+3i)(2-3i) =v/2* + 3* = 13.
b)|2| =z Z =\V2 V2 = 2.
Qlz|=vz-z = J2-30)(2+31) =22 +F =/13. ¢

En general, se cumple que si z = a+ bi, entonces: |z| = Ja’ +b® por tanto:

|2 =[z] = |-2| =|-Z|

’, Reflexiona

Si el nUmero complejo z es un imaginario puro, ¢a qué es igual su médulo?
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Propiedades de las operaciones con numeros complejos
Como las operaciones con nimeros complejos se efectian calculando

con sus partes reales e imaginarias, cumplen las propiedades de las opera-
ciones con numeros reales.

Teorema 3.2

* La adiciéon y multiplicacion de nimeros complejos son conmutativas y
asociativas, es decir:

z,+z,=2,+2, (propiedad conmutativa de la adicion)
z,-Z,=2,-Z, (propiedad conmutativa de la multiplicacién)
(z,+2,)+2z; =2,+(2,+2;) (propiedad asociativa de la adicion)
(2,-2,)-23=2,-(z,-2;) (propiedad asociativa de la multiplicacion)

e La adicién de dos numeros complejos z y —z se anulan, es decir
z+(-2z) =0paratodo z€C.

e Elcero es el elemento neutro de la adicion, es decir,
z+0=0+z =z paratodo zeC.

e El uno es el elemento neutro de la multiplicacién, es decir,
z-1=1-z=zy z-z'=1paratodo z€C.

= La multiplicacién de numeros complejos es distributiva respecto a la
adicioén y la sustraccion, es decir, para todo z, z, y z, € C, se cumple:

z(zytz,)=z-2,+xz-2,.
Ejemplo 3.12
. 1 2. 1 2. .
a) Comprobar que: (2+3I)+[_§__Ij:(____Ij+(2+3l)
b) Calcular de la forma mas ventajosa posible:

{(\/ern)+§i}+(4—i)+{(—\/§—n)—§i}

Resolucion:

a) Calculando tenemos:

(2+3i)+[—1—3'j=(2—1)+[3_3),-:§+Z,-

2 3 2 3 2 3

=(—1—zij+(2+3i):(—1+2j+(—2+3ji:§+z
2 3 2 3 2 3
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Luego, se cumple la igualdad.

b) Aplicando las propiedades conmutativa y asociativa, obtenemos:
{(x/iJrn)+§i}+(4—i)+{(—\/§—n)—§i}
:(\/§+n)+%i+{[(4—i)+(—\/§—n)—§iﬂ
=(\/§+n)+§i+{(—ﬁ—n)—§i+(4—i)}

={(\/E-l-n)+§i+(—\/§—n)—§i}+(4—i):(4—i)- 4

A Atencion

En la practica, se cancelan directamente los opuestos, sin necesidad de efectuar
todas las trasformaciones que hemos realizado en el ejemplo con el fin de que
se comprenda por qué resulta asi.

’, Reflexiona sobre lo aprendido

1. ¢Cudles condiciones deben cumplir los componentes de dos numeros
complejos, para que su producto sea un nimero complejo imaginario puro?
2. ;Cémo demostrar con el principio de induccién completa que la propiedad
—\n .
(z) =z",conneN?
3. ¢(Para qué valoresde x y y (x, ¥y € R) los nimeros complejos

z2,=97-4-10xi y 2z, =8y’+ 20/’ son conjugados?
3-2ai
b - 2j

4. ;Qué relacion debe existir entre a y b (a, b € R) para que sea un

imaginario puro?
@ Conéctate

Accede a www.cubaeduca.cu a las Actividades de aprendizaje de los nimeros
complejos de Matematica Duodécimo grado, y realiza los ejercicios 1; 2; 3; 6 y 7.
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Ejercicios del epigrafe 3.2

1.

Aplica la definicion de igualdad de nUmeros complejos y determina los
valores de x, y € R que satisfacen las ecuaciones siguientes:

a)x’-y-yi=5-2x+3(1-x)i b) 2 +y?=11)+ 2y ?-x?) i=17i
AQ@+2Nx+(5-3)y=13+i d) B3x—i) +(y—x+5)=8-iy.

. Calcula la suma de los nUmeros complejos siguientes:

a) (3+2)+(5+3)) b) (1 +7i) + (4 + 5i) ) (5+5/)+ (-8 +2i)

d) (3+20)+(16-11) ) (<15-8) +(-1-i) (—6—%i)+(5—§ij

g) (-4+2)+i h) (5 + 2i) + (2 + 4i) i)(6+3i)+((3-5))

D) (7 +20i) + (5-4) k) (2 + 0/) + (4 + 0i) ) 3 +0/)+(0+3/)

m) (=3 = 5/) + (4 +5i) n) (-8-5)+(=2-2) )9 +2i)+(4-2i)
. m. 1.5, 2 . V2. 1 ..
0) (2p—3q1)+(—?/+nj o)) (—§+§IJ+(—§—IJ o)) [?— j+(—§+21]

1 . 1 2. 1 . 1 . 1 . 1 .
r)(5—0,5/)+(z—§/j s)(5—0,5/j+(5+0,5/] t)(5+\/§/j+(z—\/§lj

. Calcula.
a) (4 + 2i) (5 +i) b) (2 + 0i) (3 + 0i) 0) (5 + 0i) (0 + 2i)
d) 4(5 + 2i) e) - 5(4 + 3i) f % (2 - 4i)
g) 3 +2/) (3-2i) h) (8 +) (3 -2i) i) (=5 -4i) (2i)
j) (1+20) (2 +5i) k) (2 + 3) (3 +15/) ) (1-+2i)(v2i +1)
. Calcula:

o) (2-1)(3+1)+ 5 -ai) b) (3-1) (7+1) +5i(3-2i)

O (VB E)(E e B) o2 -] (B aif 2
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5. Halla la diferencia de los nUmeros complejos que se indican

z, z,

a) (4+2i) (2 + 4i)

b) (-8+2i) (3+6i)

o (10 + 3i) (-5-2i)

d) (2+2i) (2 -1)

e) (-8 +2i) (%+ 3i)

f) (6-2i) (2+70)

6. Calcula:

a) (1+1) (1-7) =3(2+3i) b) (V2i-3)(2+1) —2(1—%)
) - (55-2i)-(2-i) (4+3i) d) (2 +3i)?-(2-3i)?
e) (1+i) = (1 - i)? ) (V2+i) - (2 -i)
9) i(1+i)*=(1-1i) h) (5 -2 - 2i(\/5 +1)

7. El voltaje en un capacitor es V. =-5i y en una resistencia V, =7.

a) Calcula el voltaje total V. si V; = V. + V,.

b) Clasifica al nUmero V..

8. En un circuito de corriente alterna, las impedancias son los numeros
complejos z,y z,. Si z, =3 + 4/ (resistencia y bobina) y z, =2 -5i (resisten-

cia 'y capacitor):
a) Calcula la impedancia total si z, y z, estan en serie.
b) Clasifica z, y z, en real, imaginario puro o complejo.

9. Determina los valores de x, y con x,y € R) si:

a)x’-3x+(y-4)=-2+3i b)x+y-i@x-y)=4-4i
Q) X2 +i(y*- 2) =x-iy d) X2+ y-i(y+1)=2-3i
e)x+y+ixy=4 f)x-2y+3ix-3iy=5-i
g)2+x+3i(y-24)=3i h) x-iy=4
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Xx*=x2+ily—-4)=-1+3i )] §+3ixy=1
k) (x=3)+(5+iy)=6-6i DD+ 1+(y-1il-[2x+(?+1)i]=0
m) 0 +iy) +(-3- 4)=2x—-i n) (x +iy) + (x-iy) =5
A) (x+y)—(x—iy) =4 ox+2-Ny-1-N=3-4i
10. Calculalosvaloresde x,y € R que satisfacen las ecuaciones siguientes:
a)(x+iy) (1=5i)=2+5i b) (x +iy) (<1 +4i)=-9+5i
AWx+iy)(3-7)=2+4i dx+iy)2+)=1+3i

11. Determina la parte real y la parte imaginaria de los nUmeros comple-
jos siguientes:

a)3-4i b)2+25i Q) x=xy + (3 - 4i)
d) X2 + y? e) 12— (i +4) f) (2-1) (i -5)
9) V-9 h); i) 5 V2i
. . 06 i1ny I)2+5i
D=2+ ++5) k)5™ -i10 1—
m) (x+17) (yi-4) 2-v3)  n)(2+3i) A) (2 -1)-(i-2)

12. ;Para qué valores de x € R los numeros complejos dados son imagina-
rios puros? ;Para qué valor de y €R su parte imaginaria es 0?
a) Z=x+Jx+1-5+Q2y-1)i
3
+
2x-2 x* -1

5x 4x -5 5 .
Q) z=2x2—x—1+ 5 +<y—1/9—2y—1)/

X -1 _2x+1

b) z=

1, ,
— 1
4+(y +y+1)i

13. Seaz=(a+2)+3iyz,=5+(b-1)i,cona, b eR:

Determina a y b para que:
a)(z+z,)=0 b) R(z-2z,)=0 Q) 3J(z+z,)=0

d) 3(z-z,)=0 e) R(z-z,)=0 f) 3(z-z,)=0

177



MATEMATICA
14. La velocidad en un flujo se describe como V = (2+k)+(3-k)i.
a) Si la parte imaginaria es 1, determina el valor de k.
b) ¢Para qué valor de k, V alcanza un valor real?
15. Selecciona en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta.

En un circuito en paralelo, dos tensiones complejas V, y V, son iguales.
SiV,=x+1+(y-2)i yV, =3+4i, entonces los valores de x y de y en

ese orden es:
a)x=3,y=5 b)x=6,y=2 x=2,y=6 d)x=4,y=2

16. Determina el conjugado de los nUmeros complejos siguientes:

a);—\/ii b) “-i#+527-1 < v2-i-3log5
d) (V2 +31)(V2 +3i) e)2-i 0(V2-3i)+( 2-0731
9) 5-4i h) (1+1)" ) 2 =i)+ (2 +1)

) (3+5i) —(4-i) k) (V2 =57 ) (V2 +Bi) ) 107 - 54 + (ﬁif

m) (2 + 4/) (v3 -5i) n) (6+7)-(v5-2i) ) (v2-i)(v3i-4)
T . T T . T .

0) cos Z+ i -senz [9)] cos(—z)ﬂ-sen(—zj QA+)-01-=1

r) log 5 - (3" +log3)i s)in-tan60° 1) 2°%1%" _tan225°

17. Siz= (4—3i)2 + (2 + 6i) (1-4i) es un numero complejo. Calcula z.

18. Dado el numero complejo z = (1+i)2 —(1—i)2 +i(-1), determina
MR(z) e 3(2).

19. Si zes un nimero complejo. Demuestra que z€Rsiy solosiz = z.
20. Determina el nUmero complejo z que satisface:
a)z’=z b) z2=-Z

21. Calcula las operaciones siguientes con nimeros complejos:

442 442 5+5i 4|
- b . ) - d .
2+ 2i 8+ 2i 2+ 2i 2+3i
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

CAPITULO 3

10-10/ f) 20+10i (1+i)(2+2i) h) 11-2i 7+

e) ; : g - ; .
4-2j 2+ 5§ 3+ 3 2i—1 1-1

) (2-1)@i-1) j) i-3 2-i  (3+51)(2-31) | 1=i 4]
: 143 217 2— 147 2-2i  i-2

Calcula el médulo de los nUmeros complejos siguientes:

a)z=3+ 4i b)z=(-24;7) Qz=\V3+i

d)z= cosx +i-senx e)z=tan 45%+i f) z=x> -y’ + 2xyi
9)z=7+i h) z =27 i)z=0,3+1,7i
z=15+8i k)z=-24-7i )z=+3-2i

Calcula el médulo del nimero complejo w con la condicién indicada:
ayw=z-1; z=25-i b)W=2+z+1; z=+/3i-1
ow=2z;, Z=1-i dw=z-z; —z=-1+i

Calcula el médulo del nimero complejo s con la condicién indicada:

a)s:i;z:i b)s:zz—_1;2:1—2i
z+1 z°—z+2
2

c)s:z +1I,_=2+3I

Si z, z, y z, son numeros complejos. Prueba que:

Al

B |, |

Calcula las operaciones siguientes con niumeros complejos:

aZ-Z2 bz z|=|z| 2] o
2 Jd :

1 3.
3i+1 2-4j i’ -4 5—6i > a4’
a) — b d d e
) i ) 2+i )iz—is )5+6i ) 1+§i
2 4

Si z,=1-i, z,= -2+4i y z,=2-2i, son nimeros complejos, calcula

o 22

23
Si z,=1-i z,=J3+i y z,=1++/3i, son numeros complejos,
calcula:

Zy" 23 174,

_ Z,- Z z z
a) z,:z, b) % Q) . d) Z—Z e) .
1 1 3 3
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29. Identifica cuales de las proposiciones que aparecen a continuacién son

falsas y escribelas en tu cuaderno de trabajo como verdaderas.

a) Si z,=1+3i y z,=-1-i son dos numeros complejos, entonces
|z, + z,| = 2.

b) Siw, =4 -3i* yw, = -i+2 son dos nimeros complejos, entonces al
calcular w, —w, se obtiene 6 + 2i.

) Calcular (1+3i)(-3i +1)-i**? se obtiene un numero entero.

d) El opuesto del nimero complejo que resulta de calcular /' (1+ 2i)
es—2—i.

e) La suma de un nimero complejo con su conjugado es siempre un
numero real.

30. Determina la relacion entreay b (a,b€R),siz-a+biy z :% (z+0)
son dos numeros complejos.

31. Resuelve la ecuacion lineal ax +b = 0, donde g, b € C si:

a)a=1-2i b=—i

b)a=-2i b=-i

Q) a=3-42i b=-3-2i
d)a=(3-i)(4+2i) b=(2+i)(5-3i)

32*,  Demuestra que:

) N1+ x2 +i _; (x €R) b) (1+i)2 _ 3 +i

a) ———
. . 2
1—iN1+ X2 V3-i o (1-i) > ki

33*. Determina el valor que debe tener k en la expresién z = 1o i
+4i

(k eR)
a) para que z sea un numero real;
b) para que z sea un niUmero imaginario puro.

34. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes, donde z,, z, € C:

2) z,+2z,=-1-i b) 2(z,-2z,))+2z,=1-2i
3z,+z,=2-3i z,-2z,-32z,=2-4i

{3(z1+zz)—(z1—3zz):—4—2i q {z1+zzz1+3i

z,+32,—(2,-22,)=1+2i iz,+2z,=-1+3i
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35%*. La diferencia de dos niumeros complejos es 2 -2/ y el producto es
4+ 2i. Determina estos numeros
36*. Halla dos niUmeros complejos cuya suma es —i y su producto es 8 —14i.

37*. Determina si existen dos niUmeros complejos cuya suma es 6, la dife-
rencia es 4y el producto es 3i.

38. Resuelve:

a)z’+9=0 b)z2-3z=0 0 z’+15=0
d)z2+z+1=0 e)z> -8i=0 £) 222 .iz =0
g) zZ’=8iz h) z’= 64 )Z*+22°+1=0

)z2-3z+4=0 k)z2-z+5=0 ) 22 -2z ++/2 =1
39. Sean los nUmeros complejos:
z,=—/3-3i, z,=3J2-32i, z, =-6,5i, z, =-2c0s180°, w, =7+yi,
w, =a-1+bi, wy=x+2+(2x-1)i y w, =—/3+i
39.1 De cada numero complejo:

a) Menciona la parte real y la parte imaginaria.
b) Clasificalos en complejo real e imaginario puro.
¢) Determina su médulo, opuesto y conjugado.

39.2 Determina los valores de la variable en cada caso si:

a) w,=w, b) w, =w;, Q w,=w,
39.3 Calcula
ayw, -z, -3/’ b)z, -z, +3J6 0z -z
d)(z,)’ e)(z,) F)(w.)’
. . 4 4
9)z, -i® +2i*% h)z—4 I)Z—1

1 4
40. La funcion de onda de una particula es y = (2—i)e™", sit =0:
a) ldentifica la parte real y la parte imaginaria de V.

b) Calcula el médulo de V.
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3.3 Forma trigonométrica de un numero
complejo

Los numeros complejos, también han devenido herramienta impres-
cindible para modelar matematicamente fenédmenos tales como el movi-
miento vibratorio, las oscilaciones armodnicas, en los cuales es de utilidad
su interpretacién geométrica y las
relaciones trigonométricas, debido a
que permiten una descripciéon obje-
tiva de las sefales periddicas varia-
bles. En consecuencia, es importante
conocer acerca de otras formas de
representacion de los nUmeros com-

plejos, a partir de su relacién con la
forma bindmica. Fig. 3.12

¢Como se representan graficamente los numeros complejos? ;Qué
interpretacion geométrica se obtiene de su representacion? ;Cudles
elementos y relaciones se revelan a partir de su representacion geomé-
trica? ; Cémo intervienen esos elementos para obtener otra forma de
expresar un numero complejo? ;Como convertir un numero complejo
de una forma de representacion a la otra? ; Como calcular con numeros
complejos expresados en otra forma?

Representacion geométrica de nimeros complejos

Los nimeros reales se representan en una recta, de modo que a cada
uno corresponda un punto en ella y reciprocamente, lo que significa que
en la recta solo pueden ser representados nimeros reales, o sea, no hay
lugar para los numeros complejos cuyas partes imaginarias sean distintas
de cero.

Podemos notar que cada nUmero complejo z = a + bi estd determinado
por un par de numeros reales (a,;b); de ahi surge la idea de representar los
numeros complejos utilizando el plano coordenado.




CAPITULO 3

Como se observa en la figura 3.13, sobre el eje de las abscisas (eje x) se
representa la parte real del niUmero complejo y, por esta razon, recibe el
nombre de eje real. Sobre el eje de las ordenadas (eje y) se representa la

parte imaginaria y recibe el nombre de eje imaginario.

P (a;b)
o 1
£ 1
Q 1
£ 1
o 1
[y 1
1

_
Eje real a

Fig. 3.13

En general se tiene que:

e El punto (a; b) se denomina afijo del numero complejo z =a+ bi.

e La representacién grafica de un nimero complejo es el vector de origen (0;0)
cuyo extremo es el afijo de z.

Como se analizé en el epigrafe anterior, los médulos de dos numeros

complejos opuestos tienen el mismo valor,

z|=|-z

, sin embargo, se repre-
sentan en cuadrantes diferentes. Si z=a+bi se encuentra en el primer
cuadrante su opuesto -z estara en el tercer cuadradante. Los afijos (a;b) y
(-a;—b) determinan una recta que pasa por el origen (0;0) del plano coor-
denado, es decir estarian en la misma direccion, la diferencia esta en el
sentido, ambos estan en sentido diferente en relacién al origen: luego, un
numero complejo tiene moédulo, direccidén y sentido; representa por tanto
un vector.

La perpendicularidad de los ejes real e imaginario, se conoce como Dia-

grama de Argand.
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@ Recuerda que...

e En Fisica se utilizan las caracteristicas de los vectores para representar mag-
nitudes como la velocidad y la fuerza, cuya interpretacién necesita de una
direccion y un sentido. De manera que, un vector AB cuyos extremos son A y
B estan en orden para sefalar su sentido, denominando al origen del primero
A y conservandose la denominacién de extremo para el segundo B, que se
identifica con la punta de la saeta.

e Habitualmente, su longitud, norma o médulo se designa por la magnitud
vectorial correspondiente (fuerza, velocidad, aceleracion, entre otras) y su di-
reccién, por el angulo 9, medido en sentido antihorario respecto al eje de las
abscisas o semieje (x) positivo.

Ejemplo 3.13

a) Identificar los numeros complejos :

que aparecen representados en la fi- 3

gura 3.14 1

b) Representar graficamente los nUme- -#—=3 =2 -1 0] 1 2z '3 4
. -1
ros complejos:
—2
z,=-3+i z,=1-2i z,=2i

z,=-2-i z, =3,5 i

Resolucion:

a) Enlafigura 3.14 se tiene que:

— el vector sobre el eje real corresponde a un numero real, es
decir tiene afijo (3;0), luego es el nUmero complejo 3 +0j = 3.

— el vector sobre el eje imaginario, tiene afijo (0;—-4), representa
al nimero complejo 0 -4/ = 4i, es un imaginario puro.

— el vector representado en el sequndo cuadrante tiene afijo
(-3;2), por lo que se trata del niUmero complejo -3+ 2i.
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b) En el sistema de coordenadas | J
rectangulares de la figura 3.15 - 2]
se han representado los afijos de [STEITrEy

los numeros complejos dados y R
F 3 =2 -1  BRShy TRaE I

los vectores que determinan. Al

observar la representacién pue-

des apreciar lo siguiente:

Numero Analisis

z, Como la parte real es -3 y la parte imaginaria es 1, que es
el coeficiente de la unidad imaginaria i, tiene afijo (-3;1)
significa que es un vector del sequndo cuadrante.

z, Su parte real es 1y la parte imaginaria es -2, que es el
coeficiente de la unidad imaginaria i, luego tiene afijo
(1,-2) significa que es un vector del cuarto cuadrante.

z, Por ser un nimero imaginario puro, su partereal es Oy la
parte imaginaria es 2, que es el coeficiente de la unidad
imaginaria /i, luego, su afijo es (0;2) significa que es un
vector situado sobre el eje imaginario.

z, Su parte real es -2y la parte imaginaria es -1, que es el coe-
ficiente de la unidad imaginaria i, luego tiene afijo (-2;-1)
significa que es un vector del tercer cuadrante.

Z Como su parte real es 3,5y la parte imaginaria es 0, que es
el coeficiente de la unidad imaginaria i, tiene afijo (3,5;0)
significa que es un vector situado sobre el eje real. ¢

Al igual que en los numeros reales, en los nUmeros imaginarios el moé-
dulo es la longitud que hay desde el origen hasta donde esta situado el
numero (afijo). En el caso de los niUmeros complejos z=a+bi cona=0y
b = 0 esa distancia se obtiene de calcular la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo cuyos catetos son los valores de ay b.
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Puede comprobarse facilmente que la longitud del vector que repre-
senta al nimero complejo z = a+ bi es|z| =+a’ + b*, o sea:

El médulo de un numero complejo es igual a la longitud del vector

que lo representa y se designa por la letra griega p, tal que:
p=|z|=Va*+b’

Equivale a decir que, esa longitud se obtiene de calcular la hipotenusa

de un triangulo rectdngulo cuyos catetos tienen las longitudes a y b

correspondientes a la parte real e imaginaria del nUmero complejo z.

Del resultado anterior se deduce que el lugar Ay
geométrico de los afijos de los numeros com-
plejos de médulo 1, o sea, el conjunto solucién >

de la ecuacién |z|=1, es una circunferencia de

™

centro en el origen y radio 1 (figura 3.16). Esta

es la circunferencia unitaria.

-1
Ejemplo 3.14 Fig. 3.16

Dado el nimero complejo z = 1+/3i, representado graficamente en la
figura 3.17 determinar:
a) El modulo de z.

b) El angulo que forma el vector que representa a z con el semieje real

positivo.
Resolucion:

a) Del numero complejo z=1+/3i se tiene J
que R(z)=a=1y 3(z)=b=x/§ de donde \/%.P ________
resulta su representacion en la figura 3.17.
Para determinar el médulo, se tiene: 3
|zZ|=va’ +b* =J3+1=2 5 -

0 1 2
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b) Sea 6 el angulo que forma z con el eje real del plano complejo;

entonces:
tan9=9=§=x/§ y 0§es§;|uego,e=§. 4
a

Ejemplo 3.15

Determinar el numero complejo de médulo 1 cuya representacion

geométrica forma un angulo de 40° con el semieje real positivo.

Resolucion:

En la figura analisis (figura 3.18), y aplican- A7
do las razones trigonométricas en un tridangu-
lo rectangulo tenemos, b ===

a =|z|- cos 40° - 1 - cos 40° = 0,776

D
[N R
| B3

b =|z|- sen 40° - 1 - sen 40° = 0,643 0
luego, z=a+ib=0,776+0,643i. ¢

Dado que los numeros complejos se re-
presentan mediante vectores, la adicion vy Fig. 3.18
sustraccion de estos numeros pueden efec-
tuarse geométricamente mediante la adi-
cion y sustraccion de vectores.

Ejemplo 3.16

Representar geométricamente la adicién y la sustraccion de los nume-
ros complejos: z,=2-iy z,=1+2i.
Resolucion:

En la figura 3.19 a, se han representado los vectores que representan
los numeros complejos z,=2-i y z, =1+2i dados, y se ha construido el
paralelogramo que estos determinan.

La suma pedida es (3 +/) que esta representada por el vector contenido
en su diagonal.
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De igual forma, en la figura 3.19 b se ha representado z, =2-iy -1-2i,
que es el opuesto de z, =1+ 2i. La diagonal del paralelogramo contiene al
vector que representa la diferencia pedida (1-3i). 4

a) b)
Fig. 3.19

’, Reflexiona
¢Por qué puede afirmarse que de la inecuacion |z| < 1 no se obtiene un lugar
geométrico?
Ejemplo 3.17

Representar geométricamente el conjunto {ze C:3<|z|< 5}

Resolucion:

Sabemos que la representacion grafica de|z| = 3 es la circunferencia con
centro en el origen y radio 3.
Igualmente,

z| =5 es la circunferencia con centro en el origen y radio 5.
Si |z|> 3, el afijo de z es exterior a la circunferencia de radio 3 y si
|z| < 5, su afijo es interior a la circunferencia de radio 5.
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Luego, la representaciéon grafica del conjunto es el anillo circular que
determinan ambas circunferencias (figura 3.20). L 4

A

\

Fig. 3.20

Ejemplo 3.18
Dados los numeros complejos: z, =1+2i,z, =4+2i,z, =1+3i yz, =4+3i
a) Probar que los afijos de los nimeros complejos dados determinan
un rectangulo.

b) Comprobar que las diagonales son congruentes.

Resolucion:

a) Como la representacién grafica de los nUmeros complejos se realiza
mediante vectores, z, -z,, z, -z, y z, - z,, z, — z, estaran represen-
tando a los dos pares de lados opuestos del cuadrilatero.

Para que la figura sea un paralelogramo, z, —z, debe ser igual a

z,—z;asi como z; —z,igual a z, — z,;:

z,-2,=4+2i-(1+2i)=3 z,-z,=4+3i—(1+3i)=3

z, -z, =143i-(1+2i)=i z,—-z,=4+3i—-(4+2i)=i
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Efectivamente, el primer par es 7

igual a 3y el sequndo, ai. Ademas, z,

3F--- 5

forman angulos de 90°, ya que los
valores del primer par estan en el

L — — Z,
eje real y los del sequndo, en el eje

imaginario, por lo que el paralelo-
gramo es rectangulo (figura 3.21).

15

al- - -2

b) Para comprobar que sus diagona-

Fig. 3.21
les z, -z, y z,—z, son congruen-
tes, debemos demostrar que sus
modulos son iguales:
z,-2,=4+3i—(1+2i)=3+i |z, —z,|=3+i]=~/10

z1—z3:4+2i—(1+3i)=3—i |23 —zz|:|3—i|=\/ﬁ

Luego, , por lo que las diagonales son congruentes. ¢

Z, —Z1|: |23 -2,

Expresion trigonométrica de un nimero complejo

La representacion geométrica del nUmero complejo sugiere otra forma
de expresion, que tiene importantes aplicaciones en la propia matematica
y en algunas ingenierias.

Por ejemplo, en larobética (figura 3.22)
donde se integran las ingenierias mecani-
ca, eléctrica, electrénica, biomédica y las
ciencias de la computacién, se facilita la
realizacién de gréaficos por computadora,

las transformaciones y rotaciones en el

plano para las animaciones, simulaciones 3
. Fig. 3.22
y control de movimiento.

Para obtener la otra forma de representacion de un niamero complejo

consideremos que, dado en su forma binémica z=a+bi [1], de mdédulo
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p=+a’+b’, cuya representacion forma
un angulo 6 con el semieje real positivo
(figura 3.23 a), se tiene que, a=pcos6d vy
b=psenb, [2]

por lo que, sustituyendo [2] en [1], re-

sulta z=pcosO+i-psen o,

y, extrayendo factor comun, se obtiene:

Fig. 3.23a
z =p(cosO+i-sen0)

Esta forma de representar los numeros complejos recibe el nombre de
forma trigonométrica o forma polar de los niUmeros complejos.

El angulo 6 se denomina argumento del nimero complejo y se determi-
na excepto por un multiplo de 2x, ya que el seno y el coseno son perié-

dicos con periodo 2.

Asimismo, dado su numero complejo conjuga- I
do z =a-bi (figura 3.23 b),
se tiene que a=pcosBy —-b=p sen 6,

por lo que, z=pcosO—i-psend,

y al extraer el factor comun, se obtiene: 6
z=p(cos 6—i-sen 0)

Por tanto, como en la forma bindémica el con-

jugado de un numero complejo en forma trigo-
b

nométrica se escribe cambiando el signo de la

parte imaginaria: Fig. 3.23b

p(cos B +i-sen 6)=p(cos 6—i-sen 6)

De aqui resulta que las representaciones geométricas de los niumeros
complejos conjugados son simétricas respecto al eje real (figuras 3.23 ay
3.23 b).
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’, Reflexiona

¢Cémo determinar el opuesto de un numero complejo en forma polar?

Ejemplo 3.19
Expresar en forma trigonométrica: a) 2+2i b) 2+2i ) -1-2i
Resolucion:

a) Para expresar el niumero complejo 2 +2i dado en forma bindémica a la
trigonomeétrica, debemos partir de que 2 + 2i = p(cos 0 +i -sen 0) [1]
Identificamos en qué cuadrante se encuentra el afijo, comoa=2>0y
b=2>0, estd en el primer cuadrante.

Luego, se calcula el médulo p del nUmero complejo
p=va+b? =22 +22 =\B=22 2]

Posteriormente se determina el angulo 0 de la siguiente forma

tanezé, tane:%:l luego 6 =45°+k-180°, k=0,1,2,3, ...
a

Aunque 6 admite cualquiera de esos valores, Y U R R
aqui y en lo sucesivo fijaremos y emplearemos
el intervalo principal [0°;360°)0[0;2n).

Como el afijo estd en el primer cuadrante (fi-
gura3.24),osea, k=0; por loque 6=45" [3]

Por tanto, sustituyendo [2]y [3] en [1], se tiene: | X LR

2+2i = 2\/§(cos45° +1i-sen45° )

1(2;,-2)
b) Para expresar en forma trigonométrica : ?
2 +2i =2-2i representado en la figura la 3.24 Fig. 3.24
determinamos en qué cuadrante se encuentra
el nimero:

Comoa=2>0yb=-2>0, el afijo del nUmero complejo 2-2i esta en
el cuarto cuadrante,

p=vNa’+b? =22 +(-1) =22y
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tang = 9 tanoe = 2. —1; luego,
a 2

¢=45°+k-180° conk €Z.

Como el afijo esta en el IV cuadrante k =2y
¢ =-45°+2-180° =-45° +360° = 315°, luego:
2+2i= 2\/§(cos315° +i~sen315°) (en el intervalo principal) o

= Zﬁ[cos(—45°)+i'sen(—45° )] (-45° esta en el cuarto cuadrante),

= 2\/§(cos45° —i-sen45° ) L 4

A Atencion

Observa que, si un niumero complejo esta en forma trigonométrica, el conjugado
se obtiene restando el argumento de 360°, y en la forma trigonométrica, cam-
biando solo el signo de la parte imaginaria.

¢) Andlogamente, para expresar en FIITTITITIES
forma trigonométrica el numero
complejo —1-2i, representado en la

figura 3.25, tenemos que:

Comoa=-1yb=-2 son negativos, el
angulo 0 esta en el tercer cuadrante.

p=va’+b* =J1+4 =/5.

tan(pzé, tan(p:_—izz; luego, i
a _

©=63,4%y o Flg 3.25
0=63,4° +k-180°%

el angulo 6 esta en el tercer cuadrante, porloque k=1y
0=63,4° +1-180° = 243,4°;

Entonces, —-1-2/j = x/g(c05243,4° +1i-sen243,4° ) ¢
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Ejemplo 3.20

Expresar en forma binémica:

a)\/i(cosz?ﬁ+i~ sen%ﬁ) b) 3(cos50° +i- sen50°)

Resolucion:
Para la conversion de la forma trigonométrica a la bindmica, basta
hacer las operaciones indicadas en el nUmero propuesto:

\/f(cosz?nH. senz?nJ = \/Ecosz?nﬂ'\/isenz—;

Y . T
=2| —cos— +l~\/§sen—
( 3] 3

a3l

V2.6
2 2
Luego, \/i(cosz?nﬂ- sen%):%ﬂ-?

b) 3(c0550° +i- sen50°) =3 c0s50° +i - 3sen50°

—3(0,643—i-3(0,766)
—1,93-2,30i.

Luego 3(cos50° +/- sen50°)=1,9312,30/ 4

X De la historia

La representacion Geométrica del niumero complejo pertenece al agrimensor
danés Gaspar Wessel (1745-1818) (figura 3.26 a), quien la expuso en su ensayo
Sobre la representacion analitica de la direccion, enviado a la Academia de Cien-
cias de Copenhague, en 1798, en el cual estuvo inadvertido por largo tiempo.
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En 1799, fue introducida independientemente por el matematico aleman K. F.
Gauss (1777-1855) (figura 3.26 b). Y en 1806, por el contador suizo J. R. Argand
(1768-1822) (figura 3.26 ¢) -a quien se le debe, ademas, el nombre de médulo
para la longitud del vector que lo repesenta.

Fig. 3.26
La notacion i de la unidad imaginaria fue introducida por el matematico suizo
L. Euler (1707-1783) (figura 3.27 a). Mientras que las denominaciones de afijo y
argumento para designar un punto del plano complejo y el angulo del vector
que lo reperesenta, se atribuyen al matematico francés A. L. Cauchy (1789- 1857)
(figura 3.27 b). Por otra parte la notacion Izl para el médulo del nimero com-
plejo se debe al matematico aleman K. Weierstrass (1815-1897) (figura 3.27 c).

a b C
Fig. 3.27

Multiplicacion y division de nimeros complejos en forma
trigonométrica

La forma trigonométrica de los numeros complejos resulta particu-
larmente Util para las operaciones de multiplicacién y division.
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Teorema 3.3

Sean z, = p,(cosO, +i-senb,) y z, =p,(cosh, +i-send,), dos nameros
complejos, entonces:

a)z,-z, =p,-p,[ cos(0,+0,)+i-sen(6,+6,)]

b) Z,: 2, :&[cos(e1 -0,)+i-sen(6, —92)], p, #0
P>

Demostracion

a) z,-z, =p,(cosB, +i-send,)-p,(cos6, +i-senb,) Se efectta la multi-
plicacién indicada
=p,-p, (€os6,-cosh, +i-cosb, -send, +i-senh, cosO, —send, -send, )
Se agrupan los términos semejantes y se extrae factor comun i.
=p-p, [ (cosO, - cos 6, —send, -send, ) +i(send, - cos 0, + cosd, - seno, ) |-

Al escribir las expresiones entre paréntesis como el coseno y el seno
de la adicion de dos angulos, resulta, como se queria:

z,-2,=p -p,[cos(0,+6,)+i-sen(6,+6,)].

b)z,: 2, = p, COSO, +/.-p1sene1
p, COSO, +1i-p, seno,

_ P Cosb, +i-psend p, cosb,—i-p send
p, COs O, +i- p, senB, p, cosO,— i-p, sen 6,

2 Se efecttia la division

de numeros complejos en forma binémica, ampliando la fraccién
por el conjugado de z,:

pip; [(cosB, cosb, +send, senb, ) +i - (senb, cosh, —cosh, send, )]
= 2 .

P2
Si escribimos las expresiones entre paréntesis como el coseno vy el

seno de la sustraccion de dos angulos, resulta:

z,:2, :&[cos(e1 -0,)+i-sen(6,-6,)]. &
%)

196



CAPITULO 3
Ejemplo 3.21
Calcular z,-z, y z,:z, si:

a) z, =5(cos30° +i-sen30°),' z, =\/§(cos75° +iosen75°)

b) z, =\/ﬁ(cos§—i-sengj; z,=+/7(cos1,2+i-senl,2)

Resolucion:

a) z,-z,=55 [cos (30° + 75°) +i- sen (30° + 75°)]
=55 (cos 105° + i - sen 105°)

z:z, = % [cos (30°= 75°) +i- sen (30° — 75°)]

= /5 (cos 45° — i - sen 45°)
b) z, -z, =\/ﬁ-ﬁ{cos(g+1,2)+i-sen(§+1,2ﬂ

=+49-3 (cos 2,25 +i- sen 2,25)
=73 (cos 2,25 + i -sen 2,25)

z,:z, = %{cos(g—tz)+i-sen[§—1,2ﬂ

=3 [cos (- 0,153) + i -sen (= 0,153)]
=3 (cos 0,153 - i-sen 0,153). ¢
@ saber mas
Geométricamente, empleando su representacién
vectorial, el producto z de dos nimeros complejos z,

y z, puede realizarse como sigue (figura 3.28).

Si OA y OB son los vectores de z, y z,, con el vector
unidad O1 y el vector OA, se traza el triangulo O1A;

luego, con OB como lado homélogo de O1, en el mis-

mo sentido se traza el tridngulo semejante OBC, cuyo

lado OCes el vector de z.
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01 _OA 1174l e donde

En efecto, por semejanza de triangulos, —=— o
OB OC |z,| |2]

]z|:|z1|~|zz

ademads, < COB = <X AOT = 0,
por lo que 6 = <« COT =< AOT + < BOT1 =6, +6,.

El cociente se hace de forma parecida, pero con OC y OA como dividendo y divisor,
respectivamente, y construyendo en opuesto sentido el triangulo semejante OBC

Dado que el calculo de la multiplicacion y division de nimeros com-
plejos en forma trigonométrica se reduce a operar con los moédulos y ar-

gumentos por separado, es usual representar la forma trigonométrica de
manera abreviada:

p(cosp+i-seng) = pcise

En esta expresion:
C:eslainicial de la palabra coseno.
i : es la unidad imaginaria.

s:es lainicial de la palabra seno.

Con esta notacién, los resultados del teorema 3.3 se expresan:

P:Cis @, - p, Cis ©, = p, p, Cis (o, + ¢,)

. . P .
piCis @, 1 p, Cis @, = —Cis (¢, —@,) p, # 0

P2
Ejemplo 3.22
Calcularz,-z, y z,:z, si
a) z, =cis 141°; z,=Cis 63°
b) z, =cis 2,17, z,=cis5
Resolucion:

a) z,-z,=cis 141° - cis 63° = cis 204°

z, :z,=cis 141°: cis 63° = cis 78°
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b) z,-z,=cis 2,17 - cis 5 = cis 7,17 = cis (7,17 - 6,28) = cis 0,89
z,:z,=cis 2,17 : cis 5 = cis (-2,83) = cis (2n 2,83) = cis 3,45. ¢

En general, en el plano complejo, el afijo

de un nimero puede representarse por coor- (@:b) = (p;6)

denadas rectangulares (a;b) o por coordena-
das polares (p;0) (figura 3.29), relacionadas
entre si por las ecuaciones que permiten con-
vertir de una forma a la otra.

La primera: a=pcos® y b=psen6 [1] 9

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a

Convierte de trigonométrica (polar) a Fig. 3.29

binémica (rectangular). En este caso basta

hacer las operaciones indicadas en el numero

de forma trigonométrica propuesto, o sea, calcular cos0y senf y multipli-

car por p.

La segunda: p=+a*+b* 6=tan"’ b [2]
a

Convierte de binémica (rectangular) a trigonométrica (polar). En este

caso para el calculo de 0, debe determinarse su cuadrante (C) por los sig-

nosde by a, o sea:

ambos positivos, primer cuadrante (I C)
b positivo y a negativo, segundo cuadrante (Il C)
ambos negativos, tercer cuadrante (lll C)

b negativo y a positivo, cuarto cuadrante (IV C)

Como el angulo de la tangente puede ser 0 + k - 180° (0 6 + k - «), donde

k=0,1,2, ..., se fijay se emplea el intervalo principal [0°;360°) o [0, 27).

Por ejemplo, si b__ 5
-a

0 =tan"' (—/3) = -60° + k - 180°,
Como b es positivo y a, negativo, 0 es del Il cuadrante; luego,

k=1y6=-60°+1-180°=120°.
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C..? ZSabias que...?

Ademas de la abreviatura pcisf para la forma trigonométrica del nimero com-
plejo p(cosO + i - sen0), existen otras:

La forma fasorial (pze) donde 0 (se lee “con dngulo 6”) y es equivalente a
cosb + i - senb.

Por ejemplo w = 5(cos30° + i - sen30°) = 5 30°.

La forma exponencial o Formula de Euler (z =p- e“’) donde e® =cos0 +isend , co-
nocida como identidad de Euler. Ejemplo z = \/f(cosg +1i-sen %) =2 ei%.
Ambas formas se emplean en la tecnologia, fundamentalmente en la ingenieria

eléctrica para el analisis de circuitos excitados con sefales sinusoidales, es decir,
por curvas que describen las funciones seno y coseno (figura 3.30).

Fig. 3.30

Por su sencillez, a su entrada, en lugar de una sefal sinusoidal, se em-
plea esta funcidon exponencial para 6 =t y /i la unidad imaginaria como
pe’ =p(coswt +senwt), por ser expresiones de un mismo numero, y a la salida
se toma su parte real o imaginaria, por cuanto la respuesta a una sefial sinusoi-
dal es otra sinusoide de igual frecuencia.

Curiosamente, estas dos formas equivalentes del nimero complejo, con p = 1,
permiten obtener sen(a £ )Yy cos(o £ p)... jsin usar la Trigonometria!

En efecto, por la multiplicacion de dos potencias,

e = e .e*" 1], y, por equivalencia, e **? = cos(a )+ i-sen(a*p),

e =cosa +i-sena, eeim:cosBiLsenB

por lo que, sustituyendo estas relaciones en [1], resulta
cos(a£B)+isen(a+p)=(cosa+i-sena)-(cosp*i-senp)

=cos o cos BFsen a sen B+i-(sen o cos B+cos o sen P).

Igualando las partes reales y las imaginarias por separado, finalmente se tiene:
cos(o£f)= cos o cos BF sen o sen P

sen(a+B)= sen o cos B+ cos a sen
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Potenciacion y radicacion de numeros complejos en forma
trigonométrica

A partir de la definicién de unidad imaginaria y sus potencias de ex-
ponente natural para nimeros complejos, se puede definir la potencia de
numeros complejos y su operacion inversa, la radicacion.

Ejemplo 3.23

Calcular (3+2/Y’

Resolucion:
Al aplicar la férmula del cuadrado de un binomio, se obtiene
(3+2i) =(3)2+2-3-2i +[2]?- i2
=9+12i +4(-1)
=5+12i. &

El calculo de potencias de mayor orden resulta mas complejo. Sin em-
bargo, el siguiente teorema permite calcular las potencias en notacién
trigonométrica.

Teorema 3.4 (Teorema de Moivre)

Siz=p(cosO+i- sen ©) esun nimero complejoyn € IN, se cumple:

z" =p"[cos(n-0)+i-sen(n-0)] (formula de Moivre)

Demostracion:

Haremos la demostracién aplicando el principio de induccién completa
estudiado.

Para n=1se cumple, pues z, = z=p (cos O +/ - seno).

Supongamos que se cumple para un nimero natural cualquiera k:
z*=p* (cosk® +i - senk0).

Entonces, para el sucesor de k, es decir k + 1
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Zk1 = 7K. z=p* (coskb +i-senk®) - p(cosO+i-send)
= p*'[cos(k0+0)+i-sen(k0+6)]
=p“"[cos(k +1)0+i-sen(k+1)0] o sea,
Z+1 =p**"[cos(k +1)0+i-sen(k+1)0]
y, por tanto, la férmula de Moivre se cumple para todo n.

En notacién abreviada, el teorema de Moivre se expresa:

(p cisg)" =p" cisng

Ejemplo 3.24
Calcular z" si:
a) z= 2%/5(cos§+i~sen§), paran =3
b) z=0,2 (cos 25° + j-sen25°), paran =5
Q z=3-i paran=4

Resolucion:

a) Utilizando la férmula de Moivre, tenemos:

3_ 3 } E [ . E
z _[2\/5] cos3 2+1 sen3 >

:8~2(cos3—n+i'sen3—nj:16(cos3—n+i'sen3—n]
2 2 2 2
=-16i
b) En este caso:
2> =1(0,2)5 (cos 5 - 25° +i-sen 5- 25°)

= 0,000 32 (cos 125° +i-sen 125°)
=3,2-10*(cos 125° +i-sen 125°)

¢) Expresemos z en forma trigonométrica:
p=lz|= V3" +(-1) =2.

tanez_—1' 6=-30°+k - 180°

Nk
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y como el afijo de z esta en el IV cuadrante, debe ser k =2, por lo que
6=-30°+2-180°=-30° + 360° = 330°,
z =2(cos 330° + i-sen 330°) y por tanto:
z* =24 (cos 4-330° + i -sen 4-330°)
= 16(cos 1 320° + 1 - sen 1 320°)
=16(cos 240°+ j-sen 240°). ¢

X De la historia

Abraham de Moivre (1667-1754) (figura 3.31), francés, matematico protestante,
emigrado en Londres después de dos afos de prision en Francia por represion
religiosa, contribuyé al desarrollo del calculo de probabilidades, la geometria
analitica, la teoria de los nUmeros complejos y la trigonometria.

El caracter analitico de la trigonometria comenzé con la férmula que lleva su
nombre, al asociarla con el dominio de los nUmeros complejos.

Fig. 3.31

Llevé una existencia de pobreza durante gran parte de su vida. Pese a su emi-
nencia cientifica y ser miembro de la Real Sociedad de Londres, jamas pudo
obtener un puesto de profesor universitario.
Murié en la miseria, en 1754, cinco meses después de ser nombrado miembro
externo de la Academia de Ciencias de Paris.

Una vez definidas las potencias, es posible definir las raices de los nu-
meros complejos.

Definicion 3.5

Sea z €€, z, es una raiz n-ésima de z si se cumple: z" = z
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Ejemplo 3.25

Calcular vz siz=2+23i

Resolucion:

Como al operar con numeros complejos en forma binédmica siempre se
obtiene un nimero complejo también en forma bindmica, las raices de z
tendran la forma z, = x + yi con x,y € IR, es decir, una de las raices cuadra-
da de z es: \z = z, = x + yi; entonces:

z=(z,) =(x+yi) =x* - y? + 2xyi, es decir,

2+2J3i=x*—y*+2xyi aplicar la relacién de igualdad de numeros
complejos en forma binémica (igualar las partes reales y de manera similar
las partes imaginarias),

x*-y*=2 [1]
2xy = 243 [2]
Para resolver el sistema cuadratico:
x=— [3] Despejar la variable x en la ecuacién [2],
2

(EJ —y?=2 Sustituir [3] en [1]:

y
%—yz =2 Aplicar propiedad de las potencias.
3-y*=2y° Eliminar denominador multiplicando por y* (y = 0).

y*+2y?*-3=0 Igualar a cero la ecuacion.
% +3)(y2—1):(y+\/§)(y—\/3)(y+1)(y—1):0 Factorizar.

y = +J/3i y =+1 Hallar los ceros (solo se toma la solucién positiva, pues
por definicion de numeros complejos x,y € R).

X = +£? =++/3 sustituir y = +1en [3] (observa que el signo de y es opues-
to al de_x).
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Encontramos las raices cuadradas del nimero complejo z =2+ 2+/3i ,

z,-\3+i  z,=-3-i. &

Aplica tus conocimientos
Expresa en forma trigonométrica al nimero complejo Z =2 + 2.3 y a sus raices

cuadradas obtenida en el ejemplo 3.25.

De manera analoga a la potenciacion en las raices, el calculo se simplifi-
ca utilizando la forma trigonométrica de los nUmeros complejos.
Teorema 3.5

Siz=p(cos6+i-sen B)es un numero complejoy n€ N, entonces z tiene n
raices n-ésimas dadas por la expresion:

Zsz/E{cos9+2kn+i~sen—e+2kn}' k=0,1,..n-1
n n

Aqui ’\’/E representa a la raiz aritmética de p ER.

Demostracion:

Sea z,=p (cos ¢, +i-sen ¢,) una raiz n-ésima de z entonces, de
la féormula de Moivre resulta:

z=2z, =p, (cos no, +i-sen n ¢,), 0 sea,

p(cos 6 +i-sen B) = p] (cos ne, +i-sen ne,),

De esta igualdad se deduce que los médulos son iguales, p=p,, y los

argumentos se diferencian en un multiplo de 2n, ne, —6. De aqui resulta:
0+2kn 0 2km
pk:Q/B y (Pk:—z—-i——.
n n n
Un numero real tiene una Unica raiz aritmética, es decir, para todo

kp, - 2lp:
sin embargo, ¢, toma k valores diferentes, por lo que:
0 2kn [9] k

n

-—Qy=—+— — =—.2n;
Pr = P n n n

luego, ¢, ¥ ¢, se diferencian en un multiplo de 2x solo si k es un multi-
plo de ny, por tanto, se obtienen n valores para k=0, 1,2, ..., n— 1 como
se queria. ¢
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En notacion abreviada:

p-cise :\/B‘cis{g+&}, k=0,1,2,...,n-1

n n

Ejemplo 3.26
Calcular:

a) las raices quintas de z = 32 - cis %ﬁ .
b) las raices cuartas de z = 1.

¢) las raices cubicas de z = 1.
2

d) (V3-i).
Resolucion:

a) Aplicando el teorema 2, resulta:
5n

3z =332 cis %+? . k=0,1,2 3,4

=2 - cis F+2k—”}, k=0,1,2,3,4.
6 5

Explicitamente las raices se obtienen dandole valores a k:

. . T
Zy=2cis-cis—
6

y
2 17 p
z1=2-cis(E+—n]:2 17m
6 5 30 2,
L
Zz=2-cis[£+ﬁj=2 29n % 6
5 30
Z3=2~cis(ﬁ+ j_z csﬁ 5
6 30 R 4
z —2~cis(£+ﬂ)—2~cis& :
4 6 5 30 F|g.3.32

En la figura 3.32 se han representado estas raices.
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b) Escribimos 1 en forma trigonométrica: y

1= (cosO° +i-sen0° ); entonces:

= [c05360°k +1i-sen 3600/{}, k=0,1,2,3.

Dando valores a k obtenemos las raices: = %
z,=1,

z, =(cos90° +i-sen90°) =/ z

z, = (cos180° +i-sen180°) = —1 Fig. 3.33

z, = (c0s90°—-i-sen90°) =—i
En la figura 3.33 se han representado estas raices

. T
¢) En este caso, z = cis —; luego:

%/E:cis(ngZan), k=01, 2.

zZ

Dando valores a k, obtenemos:

o [
ol

.
ZO—CIS E,

. 5m
Z1=C|S? z

N

Fig. 3.34
. 3n .
z,= Cis —=-i
2
En la figura 3.34 se han representado estas raices.
d) Interpretamos el exponente fraccionario como en RR:

(V3 —i)§ =3G-iy

Pero en € obtenemos tres valores. En efecto, usando la forma
trigonométrica:

J3-i=2-cis315

(\/§—i)2 = (2-cis315°)2 =4 - cis 630° = 4 - cis 270°

J3-ip =42 <dis (¥+k.120°); k=0,1,2.
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Dando valores a k, obtenemos:
z, = 4cis90° = ¥4
z, =34 cis (90° + 120°) = ¥4 cis 210°
z, = Y4cis (210° + 120°) = ¥4 cis 330°

Cabe destacar una diferencia notable en relacién con los niUmeros reales.
En R, el simbolo Q/E (p = 0) representa un Unico valor, la raiz aritmética de p;
en C, el simbolo ¥z (z cualquiera) representa las n raices n-ésimas de z.

Las figuras de la 3.32 a la 3.34 muestran que los afijos de las raices
n-ésimas de un numero complejo forman los vértices de un poligono regu-
lar de n lados, inscrito en la circunferencia de centro en el origen y radio

Q/E como se muestra en la figura 3.35.

Fig. 3.35

Por otra parte, dado que las raices n-ésimas de 1 se expresan por:

2k—n+i-sen&:ci52k—n, k=0,1,...,.n-1
n n n

y para todo z€ €, se tiene:
0 2kn

Yz = \/B{cos(%+2£—nj+i-sen(;+7ﬂ

‘: 0 . 6}[ 2kn . 2k7‘[:|
2’\7/5 COS—+1 -sen— || CcoOS——+ /- sen ——
T T n n

'\’/E~ci59~ci52kn; k=0,1,2,...n-1.
T n
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Podemos concluir:

Las n raices n-ésimas de un niamero complejo z se obtienen mul-

tiplicando una raiz n-ésima de z por las n-ésimas raices de 1.

-tQ:' Saber mas

De la identidad fundamental logaritmica z = " z € €, elevandola al numero
complejo w, o sea, 2% =" U ? se obtienen las potencias de base y exponente
complejos, con las que se determinan las potencias de base negativa y exponen-
te irracional de numeros reales, calculo que, en ese dominio numeérico, es impo-
sible. Asi, se elimina la limitacién que quedaba pendiente de solucion.

Por ejemplo:

Siz=—-1yw=m al calcularz, se tiene que:

como 2¥=e"'nZ

n In (—1)_ n(In1+ im) n(0+im) _ in?

(- =e = €™ = cosn® + | - senn?,

donde se ha escogido el valor principal del logaritmo (k = 0), pues las potencias

e =@

de exponente complejo tienen también k € IN valores.

’, Reflexiona sobre lo aprendido

1. Los nUmeros complejos se utilizan en la tecnologia que usamos a diario, como
los amplificadores, filtros, teléfonos, computadoras y motores. Reflexiona so-
bre como la tecnologia ha transformado tu vida y como te sientes al saber
que los nimeros complejos estan detras de ella.

2. La forma trigonométrica de los numeros complejos ofrece una perspectiva
geométrica. Explica desde tu experiencia, donde una perspectiva diferente te
ayudo a comprender mejor una situaciéon o un problema.

3. La forma trigonométrica facilita la comprension de las potencias de los niume-
ros complejos. Explica un ejemplo de tu vida en el que la comprensiéon de un
concepto matematico te ayudoé a resolver un problema practico.

4. ;Cual es la representacion geométrica de un nimero complejo z que cumple
las condiciones siguientes:
a)J(z)=0
b) R (z)=0
¢) Es el producto de dos nUmeros complejos opuestos.
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5. Sean los numeros complejosz, =3 -2i y z,=-1+1:
a) Representa graficamente la adicion y la sustraccion con el uso del GeoGebra.

b) Expresa su producto en forma trigonométrica.
(—1-17) - 2cis45°)

6. Determina los valores de a y b si se cumple que: a + bi = -
3cis120°

7. Calcula las raices cubicas de zsi z — _ 43 - 4i.

é? iSabias que...?

En mecanica ondulatoria, una de las distintas
formulaciones de la fisica cuantica aportada, en
1926, por el fisico aleman, premio Nobel de Fisi-
ca Edwin Schroédinger (1887-1961) (figura 3.36)
considera el comportamiento dual de la materia,
como onda y como particula, una cantidad im-
portante es la funcion de onda ¥ —cuyo caracter
ciclico frecuente hace que se exprese naturalmen-

te como un numero complejo, Y-. Su inter-

Fig. 3.36

pretacion fisica es:

Dado cualquier punto y una particula en un volu-
men V, el producto complejo v -y = [y[*-un nu-
mero real- es la probabilidad de que la particula
esté en ese punto, aplicable a los componentes del
atomo (electron, neutrino, etcétera).

Ejercicios del epigrafe 3.3

Representacion geométrica de numeros complejos

1. Representa graficamente los niumeros complejos siguientes:

a) 3+5i b) 4-i Q -2-2i
d) - 4i e 13/ H-02+05

2 4 ' '
g -4 h) 4c0s60° —i\/2 sen45°
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2. Obtén graficamente la suma y diferencia de los nUmeros complejos
z,y z,. Con ayuda del asistente matematico GeoGebra:

a) z=4-6iy z=-3+2i b) z,=-2i 'yz,=-2-1i
Q z=iy 22=—%—i d z,=-35+6i y zzzg—i
e) z,=3+i y z,=(3-1) f)z1=\/§iy22=1—\/§i

3. Determina los numeros complejos cuyos afijos son los vértices de las
figuras representadas en cada caso (figura 3.37).

a) Rectangulo b) Tridngulo isosceles

(3;1)

5 N .
>
(-1;-2)
¢) Paralelogramo d) Trapecio Isosceles
-2;2 ;
(-2;2) 2:2) I, . (5:3)
1 1
| ! q
| 1 I 1 1
| I
3 0 | 1
of 6
Fig. 3.37

4. Escribe en tu cuaderno de trabajo, los nUmeros complejos asociados a
los lados de las figuras del ejercicio 3.
5. Calcula:

a) la longitud de las diagonales del rectangulo del ejercicio 3 a, y los
angulos que forman.
b) los angulos del tridngulo isésceles del ejercicio 3 b, y la longitud de

la base.
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¢) lalongitud de los lados y de las diagonales del cuadrilatero del ejer-

cicio 3d, la amplitud de los angulos de ese paralelogramo (comprue-

ba que las diagonales se cortan en su punto medio).

6. Analiza la figura 3.19 b y determina otra manera grafica de obtener la

sustraccion de los nUmeros complejos 2 iy 1+ 2i.

7*. Representa geométricamente los conjuntos dados con el uso del

GeoGebra

a) {z:2<|z|< 4]
d) {z:]|z-i]>2}
9) {z:|z|=2}

D fz:lz-1=[z-il
m) {z : R(z)< 3}
0){z:3(z)=-1}
r{z:|z|=R(z)+1}
u){z:R(z)+7
¥z 112 = %(2)

b) {z :|z+1|£3}
z :|z—1—i|<2}

{
{
{z:|z+1=3]
{
{

n){z:-1<R(z)< 5}

p){z:4£’3(z)<1}

s) {z :|z|:z+2+1}

(z)=2} V) {z:R(z)+3(2)<3}

y) {z :|z|:z—2}

z:|z—1—i|:|z+1+i|}

gl 2
c){z.|z|>3}
{z 1<|z- 2+/|<3}

|=]z-1

i){z:
{Z R(2)>1}

~

8*. Explica el significado geométrico de las trasformaciones dadas, en las

que z' > z:

a) 2z =z-2i

d z=1- 2
9 7=%
Jz
)z =z(1+1)
m) z':]_z

1

0) zZ=iz-1
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b) z=z+1-i

e) 2 =2z

h) z7=- %z
k) z :%(z )
n z=-z

Q z=z-4

f) z27=i -2z

i)z'+1:l(z—i)
3

) 2 =2iz

n) z'=-3iz

q) 2= (1-N1+1i)z
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9*, Determina z en funcionde z (z' = f(z), siz— z" en las trasformaciones

siguientes:

a)

b)

Q)
d)
e)
f)
)
h)
i)

)

k)

Traslacion de 2 unidades, paralela al eje real y en sentido positivo.
Traslacién de% unidad en la direccion positiva del eje imaginario y
después 2 unidades en la direccién negativa del eje real.

Traslacion de +/2 unidades en direccion de la bisectriz del cuadrante |.
Rotacién de centro en el origen y angulo de 90°.

Rotacién de centro en el origen y angulo de 45°.

Homotecia de centro en el origen y razén 3.

Homotecia de centro en— 1 +iy razén %

Simetria respecto al eje real.

Simetria respecto al eje imaginario.

Simetria respecto al origen.

Simetria respecto al punto (2 —i).

m) Simetria respecto a la recta® (z)=-1.

n)
fi)
o)

10*.

11*.

Simetria respecto a la recta R (z) =7 (2).
Semejanza de centro en el origen, dngulo de 45° y razén % .
Semejanza de centro en 3 +4i, angulo de 45° y razén 5.
Siz'=z-1-iy 2'=z"|—+—i |
2 2

Determina la trasformacién z"— z" y describela geométricamente.

¢Hay algun punto invariante por esta trasformacién compuesta?

Seaztal que|z|=1yz =2% z, =2 (Qué tipo de tridngulo es el for-

mado por los afijos de z, z,, z, . Fundamenta el analisis de tu afirma-

cion con el uso del GeoGebra.

12*.

El tesoro del pirata

Un joven se encontré un pedazo de papel, en el cual se describe la po-
siciéon del tesoro de un pirata en una isla desierta. La descripcién era:
En la isla hay una palmera, un cedro y una horca. Caminar desde la
horca hasta la palmera contando los pasos; al llegar a la palmera,
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girar 90° a la derecha, contar el mismo numero de pasosy clavar una
estaca.

Regresar a la horca, caminar hasta el cedro contando los pasos; al
llegar al cedro, girar 90° a la izquierda, contar el mismo numero de
pasos y clavar otra estaca. El tesoro esta en el centro de la linea de-
terminada por ambas estacas.

Al llegar a la isla, estaban el cedro y la palmera, pero la horca habia
desaparecido por el tiempo transcurrido. El joven no pudo encontrar
el tesoro y regresé a casa.

Lo triste de la historia es que, si el joven hubiera sabido calcular con
numeros complejos, podia haber encontrado el tesoro. Explica cdmo
lo hubiera hallado.

Expresiones trigonométricas de niumeros complejos

13. Expresa en forma trigonométrica los numeros complejos siguientes:

d)z=-2+2J3i e)z=1++/3i Nz=4+3i

g)z——— __\/’ h) z=2V3-i i) z=cosa —i-sena
T . T

Nz= (=1;43) k) z=3cos 120°—i-3sen120° 1) z=cos —i-seny

m) z—1+zi ; A) z = i_i

375 n) z=i0,125-0,2 17 31
14. Expresa en forma binémica los numeros complejos siguientes:

214

a) z = cis 90° b) z=2cis180°
<) z=4(coso —i-sena) d) z=5\/§[cos%n—i - < sen%n}
3 o o T . n
e) z:z(cos 32,4° +i-3sen32,4°) f) z=3V2 cos-~+i-sen- -
g) z=+/5cis 40,1° h) z=+/3 cis (-15°)
) z=3,.27 cis[—z} j) z=3,51cis {l}
6 12



15*.

16.

17.

18*.

CAPITULO 3

k) z=3 cis (- 57°) ) z=2 cis (175°)
4 7
m) z =+/5 cis (-175°) n) z=1,53cis E}
) z=2,15{cos£+i-sen£} 0) z=cis0°
6 6
p) z=cis270°
Calcula el médulo y el argumento del nimero complejo w:

a) Si una de las raices de la ecuacién z° —az+4=0 es z,=1-i con

aeCyw= a+2i.

. i_5 ’ . 1 -3
b) Si z=-—=es un numero complejoyw = ——+/°.
2 z+2

Halla los valores de py ¢ en:

a)pcismzﬂ b)pcis<p=£+l.+i12
T+ 2+3j
_(2=D(+i) 3-4i L 3-20 -0 4+43i
Qpcisp= — + d) pcise= -+ —+
1+ i 4 243 1+i B+i

Representa con ayuda del GeoGebra los nimeros complejos siguien-

tes, sin expresarlos en forma binémica.

a) z,=2cis0° b) z,=4cis180° ) z3=cos§+i-sen§
d) z,= g (cos 36° +i - 3 sen 36°) e) z,=3(cos 30° -/ - sen30°)
Sean los nimeros complejos z, = p, (cos @, + i - sene) = p, (cos @, + i - sene)

y z,=p, (cos @, + i - seng,). ; Qué condiciones deben cumplirse para es-
tablecer la igualdad entre z, y z, expresados en forma trigonométrica

o polar?

Multiplicacion y division de numeros complejos en forma

trigonométrica

19*

. La suma de dos numeros complejos es 6; el médulo del primero es /13

y el del segundo, 5. Halla a esos nimeros, su producto y su cociente.
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20. Calcula las siguientes operaciones con nimeros complejos.

a) (cos 15° +i-sen 15°) - 2 (cos 30° + /- sen 30°) b) 2cis-£-1cis%E
¢) 0,8(cos7,2°+i-sen7,2°)-4,2 (cos 1,8° +i-sen 1,8°)
d) lcis(—ﬁj-iciss—n e) gci520°-2cis (—120°)-ﬂcis100°
10 4 ) 21 6 3 8 3
U I . 2 .
f) V2cis20° . —cis— g) 1,27cis 2 - Zcis 3
5 5 3
h) Zcis 41,3°-%cis 1,5° i) VT0cis (-27°) - V2cis 3,1°
. 1. . [ =m 2 . o o
j) ,|=cis42° - 1,57cis| —= k) —cis71,21° - cis (-176°)
2 6 11
)} icis 48,3° - 1,65cis 50° m) zcisllcisS—TE
11 3 125 6
n) 3,89 cis 145° - 3 cis 67,2° n) /3,17 cis 3,09 - cis 2,51
0) cis 53° - cis 41,3° p) 2 cis 80°- cisg
. . T . T . .
q) 3,57 cis 1,5 2,17 cis = ry -3 ~20s€ -5 cis10° -j
21. Calcula:
a) 8(cos70°+ i -sen70°) V3 cis20°
2(cos40°+ i-send0°) 5 cis(~100°)
2,8(c0s21,5°+ i-<sen21,5°) 2 .5x 4 .«
. d)| =cis=—|:| —cis=
0,07 (cos17,8°+ i -sen17,8°) 9 9
20cis (_Zj
e) —~~~ f) 3,27 cis2 : 1,51cis1,5
. 57
4cis| ——
%)
g) J5cis 54,3° : 3,21cis (-127°) h) % cis(=27,5°) : cis (157)
i) % cis 463°: cis 178° ) J51(cos 37 -sen 3):/15cis 1,67
k) 1,7 cis . 2,17cis 3 ) cis 2,59 : cis kil
15 2
m) +/51cis 41,5° : cis 2,5 n) 3,91 cis 179° : 5,83 cisg
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23.

24.

25.

CAPITULO 3

f) El (cos 31,2°-j-sen31,2°): icisﬂ o) cis 185° : cis 200°
12 13 3

p) cis4:cis5 q) V17 cis 4,15 : cis 57,4°

10 cis30°-2cis10° -5 ciszg7t

r) 5,2 cis 6,25 cis43°: cis (-2,17) s) 1
12 3 cis5°-| —cis35°:0,2 cis -~
5 12

Calcula las siguientes operaciones con niumeros complejos.
. 5m . T
2cis = -3cis| ——
4 4

6cis2n

a) (4 cis 18° -2 cis 18°) : 3 cis45° b)

5(cos30°+ j-send0°)-2(cos75°+ i-sen75°)
3(cos120°+ i-sen120°)-4(cos60°+ i-sen60°)
4cis 2—n-24cisﬁ

d) 3 3

2 5o 5

Escribe en forma trigonométrica el nUmero complejo z:

4G (1+0)(—VB+i)
Az==7 bz = (1-i)(v3+i)

- 2i(V3-) 0 Z_(1—i)(9+3i\/§)

‘m (4+4i)5i

Halla el valor de p y ¢ en las expresiones siguientes:

(;_;i](4ci565°) (cosg—i-sengj[1+i\/§]

) o b) o i 2 2
a) pciso = cisop=
pEL® 2i —15° peB® i
A1 V3.
3_j) -2
. (V3 ')( 272 ']
C) pcisp= - 3
2C0s —+i-sen —
4 4

. z,
Sea la expresion w =

(z,#0yz, = 0):

2 43

Calcula|w|yarg W) si z,=1+i,z,="3+i y z,=1+/3].
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26*. Simplifica las siguientes expresiones.

a) V2cis 45° + 2 + 3i+§cis 60°

b) 3 —i+£[cos£+i.sen£}—{1+£i}
2 3 3 2

) (=1-1i)-2(cos 30° +i-sen 30°)
d) (2 + 2i) - 3 cis 75° - 5(cis 105°)
3-i
cos150°+ j-sen150°

3. T T
2+2i+2|cos— + i-sen=
2 [ 3 3}
J3cis - (;+\/§IJ
27. Determina los valores de ay b para los que se cumpla que:

(1_@.){2;]

Z[COS(—g) + i-sen [— gﬂ

28. Efectuay expresa el resultado en forma bindmica o rectangular:

f)

a+bi=

. T
2cis 3cis60°(9+3\/§i)
a) —— b — o
32 cis% 3i(cis135°)
0 8(cos40°+ i -send0°)-2(cos170°+ i -sen170°)
4¢is190°)

29. Calculaxy ysi:

. 2cis40°-8 cis5°
Az=x+yi=———"—
4c¢is195°

b) Determina el médulo y el argumento del conjugado del opuesto
de z.
30. a) Determina el valor de la siguiente expresién:
2 cis15°(1-1i)
x/i(cos120°+ i-sen120°)

b) Representa graficamente el resultado anterior.
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31. Halla el valor de z en la siguiente expresién y expresa el resultado en

forma binémica:
T . T 3n . 3n
2| cos—+i-sen— |-3| cos —+i-sen—
4 4 2 2

Z= ( 5t 5nj
6| cos=——+i-sen——
4 4

32*. El cociente de dos numeros complejos es imaginario puro, su suma es

real e igual a 5, y el médulo del dividendo es el duplo del médulo del
divisor. Halla los numeros.

Potenciacion y radicacion de numeros complejos

33. Calcula las operaciones siguientes con nimeros complejos:

34.

a) (2+3i)? b) (1+1i) ) (3-4i)? d) (-1-5/)?
e) (6i-5)2 f) (- 1)° g) (x - i)? h) J(2+i)
Calcula las operaciones siguientes con numeros complejos:
a) z" siz=2cis30°yn=415,6. b) [3(cos 18,6°+i-sen 18,6°)]°
o) (cis 2)¢ d) (\/gcisgj
e) [2cis (- 1)]° f) (cosg—i-sengj
9) (/3 dcis 0,5)"° h) (cis 45°)*
. AN . - m)®
i) (Mcw;j h) (C,sgj
k) [4(cos 25°+i-sen 25°)]* ) (3 cis 120°)°
m) B cis %} n) [1,5(cos 18,2° +i-sen 18,2°)?
A) (ﬁciss—ny 0) (2cis180°)%
6

p) (2+3i)* q) (-1-1)°

1. B R
r) {E + 7/} s) (2,5/-1,5)
t) (-2-2i)* u) (V3-i)1%
V) (=i-~3i)° w) (- 9-27i)
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35. Determina el valor de la expresion:

:Z1'23

L sizo=1-i, z,=-3i y z3:2cis§

Z2
. o 1 N
36. Seaa € C*.Siseconoce que el valor de a +— es el que se indica, calcu-
a
la la expresién pedida:

a) a+l=2+3i. Calcula a2+i2 b)a+l=2- Calcula a” +i,,
a a a a
1 1 1 1

0 a+—=1.Calcula a’>+— d) a+—=0. Calculaa”+—
a a a a

. ab’ L
37. Determina w=——en forma bindmica si:
c

a=-343i, b=2cis20° y c=2(cos w +isenm)
38. Halla el médulo y el argumento de w en:

(-v3+i) - (i—V3)'

w= empleando la forma trigonométrica o polar.
(2120 P g P
. T .3
205Z . 3057
39. Seaz= . Calcula|z]y arg z.
. 3n
6 CIS?

(\/i cis ij (1+17)

ol g

y calcula|z|y arg z.

40. Calcula los valorespy ¢ en: pciso¢=

(\/§+i\/§)3
(1 + /\/§) - (4 cis75°)

ey o)

6 cis(—m)

41. Efectliaz =

42. Sea el nUmero complejo ¢ =

a) Expresa ¢ en notacion trigonométrica.

b) Expresa c en forma bindmica.

¢) Calcula argc.

(1-i3) (14i)-@G+i 3 11,

43. Calcula|z|yargz si z= + - =+ —i
d (-2+2)* (1-iV3¥ 4 2
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44. Dado z=—§ —7'. Calcula (2)4.

45. Calcula las raices cuadradas de los niUmeros siguientes:

a) 36 cisg b) V3 +i Q- 1-i

@13 e) -5 f)24i-7
2 2

g) 24 -10i h) -8 ) 8i+15

j)3-4i k) 4 +4i ) -5-5i

m)5-12i n) 4i-3 fi) 8 — 6/

0) 16/ p) —144i q)2-2i

46. Calcula las siguientes operaciones con numeros complejos.

a) 3/8cis60° b) ¢/81cis120° ) ¥32cis150° d) §/729cis50°

e) {/cis3 f) 8cis%7E 9) 10/100cis%n

h) 413,6(cos2 +i-sen2) i) 4/18(cos35° +i-sen35)

j) §3.5cs(-17) k) Y4+443i 1) ,4/? + %i m) 3/24/3 - 2i

1
n [z,- 2z, si z,=2+2J3i y z=-+3i -1

47*. Denota por a, una de las raices complejas de 1, por a, la otray por a,
la raiz real. Demuestra que:

a) a,+a,+a,=0 b) a,-(a,)’=a,
48. ;Para qué valor de x € € se cumple que x3-8i =0?

49. Halla las soluciones de las ecuaciones siguientes:

a) xX*+27=0 (ze@) b) X*=i (ze0Q).

3
(2 cis gj (3 cis Z]
. Calcula vw -

50*. Sea w € C tal que w?=
. 2[cos(—n) + i-sen(—n)]
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_ .z, z .

51. Halla z si z= —=2, sabiendo que:
z
3

z, =43-4i, z,=2cis150° vy z§:%cisg.

52. Halla las raices sextas de la unidad y represéntalas graficamente en una

circunferencia. Comprueba en el GeoGebra tus resultados obtenidos.

53. Dados los nUmeros complejos
z, = 2(c0560° —isen60°), z,=3 cis%, zy = \/ﬁ(cos31 5° +isen315° )
w, =~3-i, w, =-3i, w, =cis30° y w, =(—\/§;—\/§)
a) Menciona en cada caso, la parte real y la parte imaginaria.

b) Determina su opuesto y conjugado.

¢) Expresacadanumeroenformabindmicaopolarseguncorresponda.

Z,- Z z, .z Z, - W w, - w w,: w
d) CaICUIa 1 2 1 82 3 1 1 2 1 43 3,W3
z, (W3) w, w, @ W, (W1)

54. ldentifica, cudles de las proposiciones que aparecen a continuaciéon
son falsas y escribelas en tu cuaderno de trabajo como verdaderas.

a) El afijo del numero complejo w = —/6 ++/2i se encuentra en el se-
gundo cuadrante.

b) Si z=1+/ es un nimero complejo en forma bindmica, entonces
. L. . T
expresado en forma trigonométrica es z = CISZ.

. 3n . . .
¢) Seanz, = 4057 y z, = 2cis 6 son dos nUmeros complejos, entonces

. . In .
siz,-z,=8 CIST' necesariamente 6 = x.
. .. , . . T .
d) Al realizar la operacién de niumeros complejos 4cis — - 2 cis © se ob-
. . 5m 3
tiene 8cis —.
3
e) La parte imaginaria del nimero complejo 3(cosn+isenn) es 0.
f) Siz representa un nimero complejo en forma bindmicay z su con-
jugado, entonces |z| =|z|.
g) Al expresar el nUmero complejo z =2 -2i en forma polar se obtie-
ne z = 2 cis135°.
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h) Si z=2cis25° es un numero complejo en forma trigonométrica,
entonces z* = 16¢is100°.

i) EI  conjugado del numero complejo w,=7cis25° es
w, =7(cos25° —isen25°).

j) Al expresar el nUmero complejo z = 3cis270° en forma bindmica se
obtiene z = 3.

k) Siz,yz, son dos nUmeros complejos tal que z, =2+2iy z, = 2 cis45°,
entonces z, = z..

) El conjugado del nimero complejo z, = -8 —2i es z, = 8+ 2i.

m)Si z,=2+3i y z,=2-3i son dos numeros complejos, entonces

z,-z, =10.

3.4 Resolucion de ecuaciones en el dominio
de los numeros complejos

Desde el inicio del capitulo aprendiste sobre las aplicaciones de los nu-
meros complejos en otras areas de la Matematica, en particular las relacio-
nadas con la resolucién de ecuaciones.

Ejemplo 3.27
Resolver las ecuaciones en el dominio de los niumeros complejos:
a) z°+4=0 b) x*-3x>+12x-10=0

Resolucion:
a)

Primera via: z> +4=2°—(-4)=2°-4i* =(z-2i)(z+2i)=0; luego:
z+2i=0 o z-2i=0

z=-2i o] z =2i, por tanto, la ecuacién tiene dos raices, que
son los numeros complejos conjugados -2/ y 2i.

S ={-2i;2i}

Segunda via: Z2+4=0

z2=-4

7% = 4j?
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I+

z= \/ﬁ =42j

S ={-2i;2i}.

b)

En este caso al aplicar la regla de Ruffini para descomponer en factores

—~—

se obtiene:
(x—1)(x2 —2x+10):0
x-1=0 o x*-2x+10=0 El trinomio no admite descomposicién fac-
torial en el dominio de los niumero entero Z.
x> -2x+10=0

Primera via: por la férmula general de ' Segunda via: por completamiento
resoluciéon de ecuaciones cuadraticas = cuadratico

_—bi\/b2—4ac x> -2x+10=0

X, = 2 2
2a x2—2x+(zj —(zj +10=0
a=1b=-2c=10 2 2
(x2—2x+1)—1+10:0
D=b>-4-a-c ,
) (x-1"+9=0
D:(—2) -4-110=-36<0 5
x-1)"=-9
Las soluciones de la ecuaciéon cua-
L. x—1:ix/3
dratica no son reales.
2++-36 2+6i X=1£3j
=TT T
X, =1+3i x,=1-3j
2(1J_r3i) ,
XLZ:T:H?,I

X, =1+3i x, =1-3i

S={%1+3i;1-3i}. ¢

Ahora analicemos, cobmo se obtiene la solucién de la ecuaciéon
X3 —12x + 102 = 0, considerada en la situacion inicial del epigrafe 3.1.

Tenemos que x = Yu + %/V, donde u y v son las soluciones del sistema:
u+v=-10J2

() u-v=64

que se reduce a la ecuacién de segundo grado:

V2 + 1042V + 64 = 0 cuyas soluciones son:
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v=5J2+50-64 =- 52 +J-14 =-52+i14 ;

entonces:

x =-5v2 +i14 +3-542 -i\14

Calculando tenemos:

x=3-5v2 +i14 +3-52 -iJ14

= 3/8(cos152°+/ -sen152°) + 3/8(cos 152° - i -sen152°)
=2 [cos (50,7° + 120°k) + i - sen (50,7° + 120°k)]

+ [cos (50,7° + 120°k) — i - sen (50,7° + 120°k)]
=4-cos(50,7° + 120°k) k=0,1, 2.

La expresion dada tiene tres valores diferentes:

2,53, k=0
Y52 +14 +3-52 14 = -3,95 k=1
1,41 k=2

El valor obtenido para k = 2 coincide, dentro de la precisién utilizada,
con 2, que es la raiz que conociamos.

Se puede comprobar que los otros dos valores son también raices. En
este caso, el calculo con numeros complejos se ha aplicado para obtener
las tres raices reales de la ecuacién, pero es imposible con los métodos co-
nocidos en grados anteriores en el dominio de los niumeros reales.

También en las ecuaciones de segundo grado puede aplicarse el calculo
con numeros complejos; en este caso, se obtienen raices para cada ecuacion.

Ejemplo 3.28

Resolver las ecuaciones siguientes:

a) 4x* -4x+1=0 b) x>+ x+1=0 ) x*-2ix-5=0
Resolucion:

a) En este caso, se puede descomponer, pues se trata de un trinomio
cuadrado perfecto,

(2x-17 =0

2x—-1=0
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1 . Lo
X = 5 se obtienen dos raices iguales.

5- {1}
2
b) Esta ecuaciéon no admite descomposicién en Z y podemos aplicar la

férmula general de resolucion de ecuaciones de segundo grado o

completamiento cuadratico.

Aplicando la formula general Aplicando completamiento
x> +x+1=0 cuadratico
_b+b? —4ac x*+x+1=0
x° +x+(lj —[l) +1=0
D=1-4-11=-3<0 , 1
X +X+Z -—+1=0
Aqui el discriminante es negativoy no ,
hay raices reales, pero si complejas: [X +1j +§ =0
2 4
2
1+J3 1+i3 1 B[, 1) 23
Xip = = =—=*t/— 2 a
’ 2-1 2 2
1—_1 E 2—_1_'£ X+l=i _E
2 2 2 2 2 4
se obtienen dos raices conjugadas. X + 1 = J_rﬁ,'
2 2
X = —liﬁl
2 2
1.3, 1 3
X,=——+—I —————
2 2 2 2

Al expresar las raices en forma trigonométrica se obtiene:

( 2t . an
COS—+1-sen—
3 3

( 21 . 271)
cCOS——1-sen—
3 3
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¢) Aqui es similar al anterior con la diferencia de que uno de los coefi-
cientes es imaginario:
—b++b*-4ac
12 = —
2a

a=1 b=-2i C

Il
|
Ul

D=b*-4-a-c
D=(-2i)-4-1(-5)=4i>+20=-4+20=16

_2i+\16 2i+4 2(i+2)

X, ., = =j+2
"2 21 2 2

X, =2+ X, =-2+]

S={2+i; —2+i}_ .

{Q} Saber mas

Observa que en este caso de la ecuacién x? + x + 1 las raices son raices complejas

3
(x +x+1)(x=1) x3-1 . .,
= )( ) = y las soluciones de la ecuacién son las
x—1 x—1

raices cubicas primitivas de la unidad distintas de 1, es decir, los nUmeros com-

plejos que satisfacen x> =1 perono x=1.
n

X —
En general: x»~"+x"2+ ... x+ 1=
x—1

X"+ x""2+4...x+ 1=0 son las raices n-ésimas complejas de 1.

y las raices de

Estas ecuaciones se llaman ciclotomicas.

Hemos visto que las ecuaciones de tercer grado tienen tres raices y las de
segundo grado, dos; ambas son casos particulares de un teorema general.

Teorema 3.6 (Teorema fundamental del Algebra)

Toda ecuacion de grado n en C tiene exactamente n raices complejas.

En este grado no podemos probar el teorema. Aunque K. F. Gauss dio
cuatro demostraciones en el curso de su vida, ninguna es estrictamente
algebraica, pues demandan conocimientos del Analisis matematico, que
se estudia en el nivel superior.
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é? iSabias que...?

En la hidrodinamica o estudio de las fuerzas y movimientos de los fluidos (gases
y liquidos) la descripcién de flujos estables incompresibles, irrotacionales (sin
torbellinos) y planos (en dos dimensiones) esta formulada por una funcién de
variable compleja, w = f(z), donde z = x + yi, denominada potencial complejo. Si
los flujos fueran inestables, w dependeria también del tiempo, ().

Estos flujos son el fundamento de la teoria del vuelo,
aplicable al disefio del ala de un avién, tanto en su aero-
dinamismo (forma de minima resistencia al aire), como
en su sustentacion, desarrollada por Nicoldi E. Zhukovski
(1847-1921) (figura 3.38) eminente matematico ruso,
presidente de la Sociedad Matematica de Moscu y profe-
sor de su Universidad, a quien V. . Lenin llamé padre de
la aviacién rusa. Curiosamente, el aire, que es compresi-
ble normalmente, deja de serlo a velocidades menores
de unos 500 km/h, que es la velocidad de los aviones en

su aterrizaje y despegue.

Terminaremos este epigrafe con algunos resultados sobre los polino-
mios con coeficientes complejos.

Como sabemos, los polinomios son expresiones de la forma:

a,z"+a, 2" +..+az+a,enlosquea, €C, (a=0)

n €N es el grado del polinomio y z es la variable compleja sobre la cual
se define el polinomio (que puede tomar valores complejos) y cuya igual-
dad se determina por la definicion siguiente.

Definicion 3.6 (Igualdad de los polinomios)

. . n
Dos polinomios a,2" +...+az+a, ,a,#0Yy b,z" +...+bz+by b_#0

son iguales si y solo si sus grados son iguales (n = m) y sus coeficientes
también, es decir:
a =b, k=0,,...n

Es decir, la igualdad de polinomios se basa en la coincidencia exacta de
sus coeficientes y grados, independientemente de las raices o valores que
tomen para ciertos valores de z.

228



CAPITULO 3

Esta definicion es fundamental en algebra y se aplica en diversos con-
textos matematicos, incluyendo la resoluciéon de ecuaciones polinémicas y

la teoria de funciones analiticas.

Ejemplo 3.29

Calcular Ay B para que se cumpla:

X+2 A B
x> -5x+6 x-3 x-2

Resolucion:
Efectuando en el miembro derecho obtenemos:

B A(x—2)+B(x—3)_Ax—2A+Bx—3B_(A+B)x+(—2A—3B)

X+2
x> -5x+6 x> -5x+6

x> -5x+6 x> -5x+6

Como los denominadores son iguales, los numeradores deben serlo

también:
Aplicando la definicion de igualdad de numeros complejos, tenemos:
A+B=1
{—2A—3B =2

Multiplicando la primera ecuacién por 2 y adicionando ambas ecuacio-

nes se tiene:
—-B=4,luegoB=-4
y sustituyendo B = -4 en la primera ecuacién resulta:

A-4=1luego, A =5, es decir,

x+2 _ 5 4
x> -5x+6 x-3 x-2. ¢

El procedimiento introducido en este ejemplo se Ilama método de los
coeficientes indeterminados, pues se introducen coeficientes que no se
conocen, y cuyo valor se determinan aplicando la definicion de igualdad.

Del teorema fundamental del Algebra resulta que, todo polinomio con

coeficientes complejos puede descomponerse en factores lineales.
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Teorema 3.7 (Teorema de factorizacion total)

A n n-1 . -
Sia,z" +a, 2" +..+az+a, esunpolinomiocona, csCyz,2z, ..., 2
son las raices de la ecuacién a,z" +a, ,z"" +...+a,z +3a, =0, entonces

a,z"+a, 2" +..+az+a,=a,(z-2,)(z-2,)-....(z-2,) Z,,.... 2,

se llaman también ceros del polinomio.

Sin embargo, es importante que sepas que esta propiedad es funda-
mental en la criptografia moderna, especialmente en sistemas como RSA,
en los que la seguridad depende de la dificultad de factorizar niUmeros
grandes en sus componentes primos. Ademas, en la vida cotidiana, se apli-
ca en situaciones como la division equitativa de recursos, la gestion del
tiempo y la comparaciéon de precios, demostrando su utilidad practica mas
alla del darea matematica.

Ejemplo 3.30

Descomponer en factores x* + x + 1
Resolucion:
Sabemos que x* + x + 1= 0 tiene dos raices
( 2n . 2nj ( 2n . an

o,=|Ccos—+i-sen— | y a, =| cos——i-sen—
3 3 3 3

Luego del teorema 3.7 resulta:

X +x+1=(x-0o,)(x-0a,). @

Observa que el polinomio del ejemplo 3.30 no tiene descomposicién en
polinomios con coeficientes reales.
Combinando el teorema 3.7, podemos descomponer cualquier fraccion

en fracciones simples del tipo xi
-
Ejemplo 3.31
+1

x? +1

Descomponer en fracciones simples la fracciéon algebraica

Resolucion:

Como x? +1=0 tiene raices +i, tenemos:
x*+1=(x+1i)(x—1i)y entonces escribimos,
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2x+1__A B A(x+i)+B(x—i) Ax+Ai+Bx-Bi

X+l x—i x+i (x—i)(x+1i) x? +1
_(A+B)x+(A—B)i
Bl x* +1

Aplicando la definicion de igualdad de fracciones de igual denomina-
dor, tenemos:

{ A+B=2 {A+B:2
(

o ues1=i** conk €Z, parak=1 1=i*
A-B)i=1°]a-B=—1 P P

Dividiendo por la unidad imaginaria en la segunda ecuacién tenemos
A-B =i pero i’ =-i de donde resulta que A—B =—i

De la resolucion del sistema se obtiene:

Ejercicios del epigrafe 3.4

1. Determina las soluciones de las ecuaciones siguientes en el dominio de
los nimeros complejos:

a) X’-3x+2=0 b) 2x*+x-2=0 Q) xX*+x-5=0
d) 3x)-x-2=0 e) 4x*+x-2=0 f) xX*+x-1=0
g) X¥*+x+3=0 h) x>+4=0 ) x*+2x+1=0
) x¥*+x2-1=0 Ky xX*+x2+1=0 ) x-3x+5=0
m) 5 -x+1=0 n) 2x-12-Kx+2)(x-2)-2x*=-2x-5

N) x?+2x-2+4i=0 o) *-2+4ix+2i-3=0

2. Resuelve las ecuaciones siguientes (z€C):

a) Z2+iz=2 b) zZ2+iz+1=0
Q) 22+2iz-1=0 d) z2+2iz=5
e) z2=2z-5 f) z2(z-2i) =5

231



MATEMATICA
3. Demuestra que la suma de las raices quintas de la unidad real es nula.
Sugerencia: resuelve la ecuacién x° = 1.

4. Sean las expresiones algebraicas A(x) =2x(x —2), B(x) = 3(x2 + 3) y
C(x)=x+y:

a) Determina los valores de x € C para los cuales se cumple que
A(x)=B(x).

b) Diga la parte real del nUmero complejo que resulta de dividir una de
las raices de la ecuacién entre 1.

¢) Expresa el nUmero complejo z = \/icis%c en forma binémica.
d) Calcula el coeficiente del término x°y? en el desarrollo de [C(x)]7
5. Sean las expresiones P(x)= x> +2x* y Q(x) = x(x2 —x)—9 ;
a) Determina los valores de la variable en el dominio de los numeros
complejos para que P(x)=Q(x).
6. Sean los numeros complejos z, =4 ¢is120°, z, =4x —6i , z, = 2cis25°,
z,=2+3yi 'y w=2-2j:
a) Expresa z, en forma binémica.

b) Si z, = z,, determina los valores de x, y.
¢) Calcula (23)4.
d) Calcula (W)m.

7. Sean las expresiones M (x) = (2x+1)° + x* y N(x) = x(x2 + 3x) +4x:
7.1 ¢Para qué valores de x € € se cumple que M(x)=N(x)?
7.2Si z,=i*®"(-2+2i)y z, =1+2i y z, = 22cis135°

a) Calcula z,-2z,.

b) Determina la parte real de z,.

4
¢) Calcula ﬂ
z3

8. Descompon en factores complejos:

a)2x>+7x*+16 b) x* —x*-4x*-5x-3
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9. Reduce los polinomios siguientes y determina su grado:
a)P(x)=7x>+5x-3-3x>-2x+7
b) Q(x) = (2x+1)2 —(x+1)(x-1)-3x*
A M(x;y)=2x%y? —xy(xy2 —1)—4x3y4 +6x°y* —xy
d) 5(a;b) :%a%z —%a2b3 +%a3b2 +§a2b3 2 1
10. Sea P(x)=2x"*-3x>+x*-2x+1, calcula P(1), P(-1), P(2) y P(Ej apli-
cando la regla de Ruffini o de Horner.
11. Dado P(x)=2x>+x*+2x+3, calcula P(-i), P(1-i)y P(i”).
12. Halla un polinomio de tercer grado cuyas raices sean:
a) x,=1 X, =-2 x;=0

b) X1=—1 X2=—1 X3=_

Q) X, =X, =X3=—1I

d) x,=1 x, =1 Xy =—i x, =0
e) x,=1 X, =1 Xy =—I
f) x,=1 X, =2 Xy =—i
g) x,=1 X, :—l+£i X3 :—1—£i
2 2 2 2

13. Descompdn en fracciones simples:

xX-5 3 c 8x -8 d) 3x

a
(x+1)(x-1) X% +3x x> —2x* -8x x? =25

Ejercicios del capitulo
1. Escribe en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada inciso.

A. El resultado de multiplicar los niumeros complejos z,=4+2i y
z,=5—jes:

a)20-2i b) 22 + 6i c) 18+6i d) 22
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B.Seaz, =1+i,z, =2+2i yz; =3+ 3i son numeros complejos. Al calcular

Z,-Z .
1 =2 se obtiene:
z3
4
3+3i

o) i 92-2; d)2+2i
3 3 373

a) 3

C. El conjugado de calcular z, -z, paraz,=3+i,z, =5+2i es:
a)13-11i b)13+11i o -11i d)13

2. Escribe en tu cuaderno de trabajo cuales de las proposiciones que
aparecen a continuacion, son verdaderas o falsas. Fundamenta tu
eleccion.

a) Al adicionar dos nimeros complejos conjugados, el resultado es un
numero real.

b) El afijo del numero complejo —4i se encuentra en el segundo
cuadrante.

¢) Los valores x, y reales que satisfacen a la ecuacién
(1-i)x+(2+i)y =4x-2{""son x =1y y =0

d) La raiz cubica de un numero negativo pertenece al dominio de los
numeros complejos.

3. Simplifica las operaciones siguientes:
a) B -i)+@5+)-(13+67) b) -4+ 3/){(%—0,85/'}%—/}

0 {\/Ecis45° +@—5,1ij(1— i)} ((2-7) d)[5cis40° - 3cis30° |(2+3i)
e) (O,4—0,3i)2 +2[cosg—i-senﬂ f) (2+1i)°>-0,45 cis 45°

g) 3,5 cis 48° - 2,7 cis (- 65°) : J3cis70°

h) 2,7cis I. 6,1 cis (—Ej - 7,8 cis 2_7:
3 3 3

i) 5,65 cis 140°-3 cis40° : 8 cis 65° D [(3+1)-3+)]-(2-1)
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k) (4+i)~(—1+3i)— (7—2i)~(2—7i)
D @ —i)-(i+2)+\/§[cos§ - i-senﬂ

4. Determina los valores de x y y € en las ecuaciones siguientes:

a) Xx+3i+2=5+yi b) x -2i=3+3i—yi

Q x-—iy=y+ix d) 2x+iy =9+y -3ix

e) 3y—ix+1=iy -3x f) 3x -y —i =2ix -iy

9) (x+iy)-(1+2i)=-1+8i h) (x+iy)-(2-i)=5

i) (x+iy)-(x—iy):(2+ix)2 )] (x+iy)2:1+i

k) (x—iy)-(x—iy):(x+1)2 ) (2x—3i)2:(i—9y)y

m)|x —iy|=4 n) x> -3x-i(y+x-1)=y+1

5%*. Prueba que:

a)%(z):O,sij(z—H

1j:O, conz#i.

z-1
z+1

b)iﬁ( j:O,siZEC con|z|=1.

. . ai ,
6. Cudl es el valor de a € R para que el niUmero z = sea un numero
)

real.
7*. Sea el nUmero complejo w = i—;} (ze€,z=+-1).
a) Determina R(w) e J(w).
b) Demuestra que si w es un nimero imaginario puro, entonces |w|= 1.
8*.a)Seaz=x+iy (x, y€R). Demuestra que:

Z +z zZ-z

272
2 yoore5

b) Sea la ecuacién de larecta Ax + By+ C=0 con A=0 o B=0

(x, y € R). Demuestra que:

(A+iB)z+(A-iB)z+2C=0
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9. Resuelve las ecuaciones siguientes:

10.

11*

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

o
A W -aZ(1+)=0  b) wi-d+4i=0 c)w*—%”i’:o

Halla dos nUmeros complejos tales que su diferencia sea igual a 6/ y su
cociente sea un numero imaginario puro.

La suma de dos nimeros complejos es 3 + 2i. La parte real de uno es 2.
Halla esos numeros si su cociente es un numero imaginario puro.
Calcula el valorde lasuma: S=1+i+ 2+ ...i"%.

Determina las partes real e imaginaria de los numeros complejos
siguientes:

1 2 3 . A; T
—( +_ f) +i19 b) z:—5 +2_’ _3-4 4’_+1_ Q) 2:2 3’,
] 2-51 4+3i i 1+4i

Sea la funciéon compleja f(z) = 2z* -2+ 2?2-z-1 (z€C):

a) z= +i6

a)Calculaf(1-i) y f(1 +/310)

b) Investiga si z,=/ es cero de f.

z,+ 2, . . -
, entonces ———2= es un numero imaginario

Demuestra que si|z,| =|z,
41— 4

puro.

Determina p y ¢ dado:

2
pciScp:,3/m§,dondem:\/§+i, a=\2+2i y b:%+§i

Calcula las raices cuartas de z si: Z =a3bc
Donde, a = 32 cis % b= \/E(cos 40° + i-sen 40°) y c= J3cis50°.

Un extremo de un didmetro de circunferencia cuyo centro coincide
con el origen de coordenadas es el punto 442 +2i. Halla el nimero
que representa los extremos del diametro perpendicular al dado y
calcula la longitud del didametro de la circunferencia.

18.1 Verifica el resultado obtenido con el uso de GeoGebra.

¢Qué figura del plano representan las ecuaciones siguientes?

2)3() = 2 b) mH P 97 H 1
z 2

V4
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20.

21.

22%.

23*,

24.

25.

26*.

27*.

CAPITULO 3
dzz+(1-)z+(1+0)Z=0 e) (Z2-27=-8
f) 3z°-2)=2-73(2) 9) 2zZz+ +)z+(2-)z=0
19.1 Representa con ayuda del GeoGebra la figura obtenida.

a) Calcula las raices cubicas de Z si z = 3 +/31.
40 cis20°-2cis40°
3-iy

El centro de un cuadrado es el afijo de z) = 1 +i 'y uno de los vértices

b) Las raices cuadradas de zsi z =

esel afijodez =1-i

a) ¢{Qué numeros complejos determinan los vértices restantes?

b) Calcula la longitud de la diagonal del cuadrado.

¢) Verifica con ayuda del GeoGebra el resultado obtenido

a) Sia esuna de las raices cibicas complejas de la unidad, comprueba
las relaciones siguientes:

1+a+a’=0 (1 +0c2)5+(1+ot)“=%(1—0c)2

b) Si o, es una raiz cibica compleja de la unidad y o, la otra, muestra que:
o to,=—1 o, +a,” =a,

Demuestra que si z,, z, €C se verifica que:

iz, + 2, +|z,~2,[' = 2 |z, +|z,|", e interpreta geométricamente este

resultado.

Describe geométricamente el conjunto de numeros complejos z que
cumple la condicién siguiente: z -z = .
3

Comprueba si 1 ++/3/ son raices de la ecuacion: x2 — 4x + 3 = — .
X —

Determina el valor de n para que el polinomio 2x3-2x>+ nx -1 sea
divisible por x — 3.

a) Determina a y b en el polinomio x* — ax® + 2x?2 — bx + 1, sabiendo

que es divisible por x— 1y x - 2.

b) ;Cudl es el polinomio de tercer grado en una variable cuyas raices
o ceros son: —4j,—1—1i, 1ytoma el valor numérico 9/-3 cuando la
variable toma el valor i?
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28*. Dado dos vetores s con origen en (-1;0) y final (-4;4), yf con origen
en (-1;-2) y final (2;1):
Determina las coordenadas del vector con origen en el origen de
coordenadas que resulta de calcular:
a)s+t b)s-t o9ft-5 dt+s e -(5-1)
29. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) X*+5x2+4=0
b) x3-3x*>+3x+x*-/3x+3=0
30. Lee detenidamente y responde.

30.1 Clasifica en tu cuaderno de trabajo las proposiciones siguientes
en verdaderas o falsas. Justifica las falsas.

a) Al calcular +/5 — i%°2 se obtiene un numero real.

b) La parte real del nUmero complejo \/icis3—7c es —l.

¢) Al calcular (—ﬁ—i)(—ﬁﬂ) se obtiene un numero real.

d) La ecuacion x? + 2x = 1tiene al menos una solucién real.

e) Una de las raices quinta de 32 es z, = 2¢is0°.

f) El afijo del nUmero complejo z = 2cis3?7T tiene como coordenadas

(-2;0).
. , . T . T

g) El conjugado del nUmero complejo w, = ﬁ(cos;w ~sen7) es

Wi =ﬁ(cos£—i-sen£].
7 7

h) El argumento del nimero complejo conjugado de w, :5cis%E
es 30°.

i) Si el médulo del numero complejo z es p, entonces el médulo de
-zydeZzesp.

30.2 Escribe en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada
caso.

Dado el nimero complejo w =2 -231:
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30.2.1 El argumento del numero complejo w es:

a) 150° b) 30° ) 300° d) 240°

30.2.2 El numero complejo w en forma polar se expresa como:

a) 4cis60° b) 2cis300° C) 2cis240° d) 4cis300°
30.2.3 Al calcular m se obtiene:

cis360°
a) 2cis(-120°) b) -2 c) 8cis420° d) —2i

30.2.4 Al calcular (W)4 se obtiene el nUmero complejo:
a) 256¢is120° b) —256¢is296° ¢) 256¢cis75° d) 16c¢is296°

30.2.5Siw =z y z = 3a—1+ 46 bi, entonces los valores de ay b en
ese orden es:

V2 V2 1.2 V2
a)—1y—7 b)1y—T C)§y—T d)1y7

30.3 Completa en tu cuaderno de trabajo las proposiciones siguientes
de manera que sean verdaderas.

30.3.1 Sean los numeros complejos z, =2-3i, z, =3-4i,
z,=\3+3i,z, =(-3;4) y z; = 12cis120":

a) La parte imaginaria del opuesto del numero complejo que resulta
de calcular z, +z, -z, es

b) La parte real del nUmero complejo que resulta de calcular z, - z, es

¢) Al calcular z, - z, - i*°* se obtiene el nimero complejo

d) El médulo de z; y su argumento 6 es

. . : z
e) El conjugado del numero complejo que resulta de calcular =% es
Z1

i?°% 1 2 se clasi-

f) EI nUmero complejo que se obtiene de calcular z, -
fica como
g) Los afijos de z, y z, se encuentran en el cuadrante

h) EI ndmero complejo que resulta de calcular z, - z, se encuentran en
el cuadrante

i)Siz, =z, yzy =-2p-9(q—1)i, entonces los valoresde p y q en ese
orden son
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j) z, expresado en forma trigonométrica es
k) z; expresado en forma aritmética es

l) Al calcular (z,)" se obtiene

m) Al calcular §/z, se obtiene

n) El poligono que resulta de unir los afijos de las raices §/z, es
z, -3cis30°
4cis15°
o) El médulo del numero complejo representado en la figura 3.39 es:

i) Al calcular se obtiene

') Eehnet AL DE N T :Z

Fig. 3.39

31. Determina las raices de las ecuaciones siguientes en el dominio de los

32. Calcula los valores de x y y de modo que 3

33.

34.

numeros complejos:

a) x> —-6x+10=0 b)z2-2zi+3=0

) z>-3iz=3 d) x> +(-1+i)x*+(2-i)x =2
31.1 Expresa cada raiz en forma trigonométrica.

+ Xi .
=y+2i.
+ 2i y

Determina el valor de x para que el producto de (2-3i)(3+ xi):

a) Sea imaginario puro b) Sea un numero real

En electronica, las impedancias pueden ser resistivas (reales), reactivas
(imaginarias) o combinadas (complejas).

34.1 Clasifica cada impedancia:

a)z, =5 b)z, =-3i Qz,=2+i dz, =0 e)z, =4-0i

34.2 Determina en cada caso su magnitud.
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Autoevaluacion

i Argumenta en tu cuaderno de trabajo por qué son verdaderas o fal-
sas las proposiciones siguientes:

a) La parte rayada que representa la operacién

entre los conjuntos M y N en la figura 3.40 es M N
MAN.
b) Sean los conjuntos Py Q tal que:
P={x€R:x>-3}y
PNnQ={x €R:-1<x <1}, entonces .
Fig. 3.40

Q={-1,0;1.
¢) Todo numero real, es un nUmero complejo.
d) El conjugado del niumero complejo 4i+1es —4i—1.
e) La parte imaginaria del nUmero complejo 1-3i es -3i.

f) El conjunto solucion de la ecuacion |z| = 2 es una circunferencia de
radio en (0;0) y didmetro 4.

g) El médulo del numero complejo de afijo (—1;\/§) es 1.
h) Todo numero complejo tiene parte imaginaria.

i) Laecuacién x> +c=0,conc ER\ {0}, siempre tiene dos soluciones
reales.

. . 2 . .
j) Laecuacion (x+4) +2=0 tiene dos soluciones reales.

k) La probabilidad de que al seleccionar al azar una soluciéon de la
ecuacion x° = 32, esta sea real es de un 20 %.

i Escribe en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada caso:
2.1 La parte real de todo numero complejo es un niUmero:
a) entero b) fraccionario
¢) imaginario puro d) complejo real

2.2 El conjugado de z = 24/2cis 120° es:
a) —/2 +/6i b) v2-v6i )26 d) v2i -6
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2.3 El argumento de l—Ei es:
2 2
T 5n T 1Mn
a)— b) — Q — d) —
)3 ) 3 ) c )6

2.4 Al resolver la ecuacion x* + x =0, las soluciones complejas de esta
son:

a)x=00x=+1 Db)x==i Q) x =+J2 d) x =43

2.5 Se conoce que el numero complejo z = 2 cis30° determina el afijo
de uno de los vértices de un cuadrado, cuyo centro esta en el ori-
gen de coordenadas. Escribe en tu cuaderno de trabajo a cual de
los numeros complejos siguientes corresponde al afijo de otro de
los vértices del cuadrado.

a) 2 cis 90° b) 2 cis 150° €) 2¢is300°  d) 2 cis(-30°)

i Siz,=4-3i"y z, =i+ 3 son dos nimeros complejos:
3.1 El médulo de z, es:

a) V2 b) 9 010 d) 2
3.2 Al calcular z, - z, se obtiene:
a) (-1-2i) b) 1+ 2i o (-2-2i) d) (7 - 4i)

3.3 El afijo del conjugado del nimero complejo representado por z,
se encuentra en el cuadrante:

a)l b) II o il d) IV

* Siz,=x+Yyi,z,=5x-2yi yw =6(—i+2) son nimeros complejos:
4.1 Los valores de x y y que satisfacen la ecuacién z, + z, =w son:

a)x:%,y:G b)x=-3,y=-3 x=2,y=6 d)x:—3,y:—%

4.2 El afijo del opuesto del numero complejo representado por w es:

a)(-1,2) b) (2;-1) Q) (-6;12) d) (-12;6)

i Siz, =5-2i, z, =6cis120° y z, =3(x* -6x)—-27+./2-yi son nimeros
complejos.
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5.1 Determina:
a) El modulo de z, b) La parte imaginaria de z, Q) |x, — x|

5.2 Escribe en tu cuaderno de trabajo la respuesta correcta en cada
caso:

2 .
. Al calcular (z,)" se obtiene como resultado:

a) 6cis120° b) 6¢is14000° ¢) 36¢is120° d) 36¢is240°
Il. Los valores de x y y que hacen que z, = z, son:

4 4
a) 5 y-27 b) 3y6 Q) —E;Gy—z d) §;6y2

ﬂ Si—-3—(m-7)i =6cis120°. Determina el valor de m.
i Determina el argumento de los nimeros complejos 5i, 7i, 3y 3.

ﬁ Un rotor gira con velocidad angular representada por el nUmero com-
. T . T
plejo w =| cos—+i sen— |.
4 4
a) ¢Cudl es el valor del angulo que forma con el semieje real positivo?
w -4cis30°

b) Calcula .
T . T

2| cos—+isen—

\/_( 4 4)

ﬁ En un circuito de AC, el voltajeV =z-1.Sil=2+i A y z=3-2i. Deter-
mina la tension.

“ El &ngulo de fase de un numero complejo z=1+/ puede represen-
tar, por ejemplo, una impedancia, tensién o corriente en un circui-
to de corriente alterna (AC), es de gran importancia en este tipo de

circuitos.

10.1 { Qué representa la parte real, la parte imaginaria y el argumen-
to de un numero complejo (fasor)?

10.2Siz=1+i representa una impedancia. Determina su méduloy el
angulo de fase.
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10.3 En un circuito AC con elementos reactivos (bobinas y capacito-

res), la impedancia z determina el desfaseje entre la tensiéon V' y
la corriente /. Investiga y determina para la impedancia z =1+1 si:

a) La corriente se atrasa respecto a la tensién (comportamiento
inductivo).

b) La corriente se adelanta (comportamiento capacitivo).

¢) La corriente y la tension estan en fase (comportamiento resistivo

puro).

10.4 El angulo de fase en este tipo de circuitos esta directamente re-

lacionado con la potencia reactiva y el factor de potencia (cos6):
Potencia activa (P)=V -/cos6 Potencia reactiva (Q)=V -/sené.
¢Por qué se puede afirmar que el circuito con impedancia z =1+

consume potencia?

10.5 Investiga qué indica el &ngulo de fase de 45° en un circuito AC.

“ En un circuito en serie, con impedancias z, =5+3i y z, = 1- 2i:

a) Calcula la impedancia total z,,,.

b) Determina el médulo de la impedancia total.

c) Determina el argumento.

d) Si el voltaje es V = 20v, determina la corriente |/|.

& Argumenta la afirmacién siguiente:

“Los numeros complejos no son solo una abstraccién matematica: son

herramientas esenciales para modelar fenémenos ondulatorios, anali-

zar sistemas dinamicos y disefiar tecnologias que usamos diariamente,

como celulares, internet o equipos médicos. Su capacidad para unificar

magnitudes y fases en una sola expresion los hace insustituibles en la

ciencia moderna”.

244



% I X ©

~=

tro de los privilegios de vivir

en esta época —el siglo xxi—

es ser parte de las genera-
ciones que hacen y haran sostenible
el desarrollo de la informatica y la
computacion para disponer y disfru-
tar de sus aplicaciones en campos tan
importantes para la vida como son la
medicina, las ingenierias, incluso el
entretenimiento, la educaciény la se-
guridad ciudadana (figura 4.1).

Lo anterior se puede apreciar, por
ejemplo, en el desarrollo de software
para modelar moléculas de protei-
nas y estudiar sus procesos biolo-
gicos, con fines farmacéuticos, los
desarrolladores utilizan herramientas
de modelado 3D para crear objetos y
entornos realistas, utilizando concep-
tos geométricos como la perspectiva,

Fig. 4.1

04

02
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la escala y la proporcién, para lograr una representaciéon visual convincen-
te en los destinados al disefio e impresién de objetos en tres dimensiones,
en los videojuegos y simulaciones de la realidad virtual, se manifiesta en
la tecnologia implementada en los vehiculos auténomos e incluso en los
asistentes matematicos que disponemos para la ensefanza y aprendizaje
de la Matematica como el GeoGebra.

En general, son muy importantes los conocimientos y habilidades
geométricas, porque nos permiten estimar y determinar cantidades de
magnitud en situaciones practicas o de otras areas del conocimiento o la
técnica, asi como, esbozar o construir figuras y cuerpos geométricos que
cumplan determinadas condiciones en los diversos contextos en los cuales

esta se aplica.
Al respecto, ;qué aprenderas en este capitulo?

Descubriras y demostraras otros conceptos, propiedades y relaciones
de la Geometria del espacio, que te permitiran profundizar y ampliar
tus conocimientos sobre esa rama de la matematica, y su aplicacién en la
Geometria analitica del espacio, asi como en otros campos del saber. Los
nuevos aprendizajes que vas adquirir, son Utiles para interpretar y crear
modelos, representaciones de objetos y situaciones de la realidad, por lo
que pueden contribuir al desarrollo de tu pensamiento geométrico y ana-
litico, asi como a tus capacidades intelectuales y motivaciones profesiona-
les en especialidades en las que estos conocimientos tienen aplicacion.

4.1 Geometria sintética del espacio

A ;Qué importancia tiene en el mundo actual el conocimiento de la geo-

metria del espacio?

La geometria del espacio (también [lamada estereometria) es la rama
de la geometria que se encarga de estudiar las figuras geométricas que
ocupan un lugar en el espacio.

Entre estas figuras voluminosas, también llamadas sélidos o cuerpos, se
encuentran el prisma, el cono, el cubo, el cilindro, la pirdmide y la esfera,

246



CAPITULO 4

cuyas medidas y propiedades en el espacio tridimensional son ampliamen-

te utilizadas en las matematicas, las ingenierias, las ciencias naturales, la

informatica y la computacion.
Con la utilizacion de un programa de disefio asis-
tido por computadora (CAD), se modelo un tro-
feo para los ganadores del Concurso Nacional de
Matemadticas, como se muestra en la figura 4.2.
El disefo incluye un cubo macizo y un cono
transparente, cuya base esta inscrita en una de
las caras del cubo. Dentro del cono, esta inscrita

una esfera dorada, y la seccion transversal del

. . ) Fig. 4.2
cono es un tridngulo equildtero, determinado

por el diametro de su base.

¢ Qué relacion existe entre 4 de las generatrices del cono y las aristas de
una cara del cubo? ;Como se puede fundamentar? ; Cual sera el volu-

men de la esfera, si las aristas del cubo deben medir 1,0 dm?

Para que amplies tus conocimientos te sugiero la actividad siguiente.

Q Investiga y aprende

Utiliza los medios informaticos o de comunicacion a tu alcance y describe en tu
cuaderno de trabajo:

¢Como se emplea la geometria del espacio para determinar la configuracion
absoluta de las moléculas?

Si se conoce que la geometria del espacio es util en el desarrollo de biofarmacos,
explica qué concepto o conceptos se utilizan para optimizar este proceso y qué
se busca lograr con ello.

Para ampliar y profundizar los conocimientos sobre la Geometria del
espacio es necesario sistematizar la Geometria plana, sus elementos ba-
sicos: punto, recta y plano, el concepto de poligono en particular, los de
tridangulo y cuadrilatero, asi como los de circunferencia y circulo; debido
a que sus propiedades y relaciones métricas intervienen en el calculo de
areas de superficies y volumen de los cuerpos del espacio.
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X De la historia

Las primeras indicaciones del estudio de ecuaciones cuantitativas y formas es-
paciales aparecen en tierras de Egipto y Mesopotamia. Y se considera que lo
conocido como Geometria tiene su origen en los conocimientos logrados por
los antiguos egipcios sobre la “medida de la Tierra”, a propésito de su actividad
creadora. Son ejemplos de ello las construcciones de piramides, la agrimensura
del Valle del Nilo por las inundaciones anuales, v el estudio de la astroloaia.

Sin embargo, el documento /nstrucciones para el conocimiento de todas las co-
sas oscuras, escrito hacia 1700 a.n.e., por un sacerdote Illamado Ahmes, es una
evidencia de que los conocimientos matematicos eran un secreto que pertenecia
a sacerdotes y a los encargados de las construcciones de monumentos.

Por su parte los antiguos griegos asimilaron estos conocimientos, y continua-
ron su desarrollo como una rama del saber. Se destacan entre ellos Tales de
Mileto, Pitdgoras, Hipdcrates de Quios, Platon, Aristoteles, Euclides y Arquime-
des, entre otros. A los aportes de los dos ultimos le debemos la expresion de la
Geometria del espacio actual, asi como a los del francés Descartes en el siglo xvi,
cuyos aportes contribuyeron a la obtencién de progresos importantes en el
Renacimiento.

Es importante sefalar, que también
existen evidencias de que la Geometria
fue una de las principales actividades,
en los pueblos originarios de Mesoamé-
rica, la civilizacion Maya, por ejemplo,

logré expresar en sus fundamentos de

astronomia, escultura y arquitectura — s -
. .. 3 Fig. 4.3 Piramide Maya
(figura 4.3), los conocimientos geomé-

tricos que poseian.

Repaso y profundizacion de Geometria plana

Entre los conocimientos que has aprendido sobre Geometria se des-
tacan las posiciones relativas entre puntos y rectas, entre rectas y, en par-
ticular, las relaciones entre pares de angulos, longitudes de segmentos y las
amplitudes de angulos de figuras geométricas elementales, como tridngulos,
cuadrilateros, circulos, entre otras. Conocerlas te ha permitido comprender,
interpretar, representar y crear modelos de cuerpos del espacio.
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é? iSabias que...?

El método axiomatico es un método cientifico particular de la ciencia, que se
utiliza para sistematizar los conocimientos acumulados en el desarrollo de esta
ciencia. Es aplicable no solo a la Matematica, sino también a otras ciencias, como
la Fisica y la Biologia.

El método consiste en considerar ciertos conceptos como basicos o primarios (no
definidos en esa teoria), asi como determinadas relaciones entre estos conceptos
basicos. Para describir las propiedades de estas relaciones se consideran propo-
siciones que no se demuestran en el desarrollo de esta teoria, son los [lamados
axiomas o postulados. A partir de ellos se deducen sus consecuencias, aplicando
las leyes de la l6gica formal. Estas consecuencias constituyen las definiciones y
teoremas de la teoria.

El iniciador de este método fue el gedbmetra griego Euclides de Alejandria
(siglo v a.n.e.), conocido como el “padre de la Geometria”. En su obra mas fa-
mosa, Los elementos, hizo una recopilacion sistematica de los conocimientos
matematicos de la época; en ella formuld los cinco postulados siguientes:

1. Entre dos puntos cualesquiera se puede trazar una linea recta.

2. Una linea recta puede prolongarse indefinidamente en ambas direcciones.
3. Se puede trazar un circulo con cualquier centro y cualquier radio.

4. Todos los dngulos rectos son iguales entre si.
5

. (Postulado de las paralelas) Si una linea recta corta a otras dos lineas formando
angulos internos en un lado cuya suma es menor que dos angulos rectos, en-
tonces esas dos lineas se encontraran si se prolongan lo suficiente en ese lado.

Posteriormente, David Hilbert (1862-1943) reformula la construccion axiomatica
de Euclides, incorporandole la légica a su fundamentacién, lo cual contribuye a
su formalizacion.

@ Recuerda que...

Un teorema es una proposicion de la cual se ha garantizado su veracidad por
medio de la demostracién, utilizando razonamientos I6gicos y basandose en
axiomas y otros teoremas demostrados previamente.

Un teorema consta de:
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Hipotesis o premisas, que son las condiciones bajo las cuales se aplica el teorema.
Tesis o conclusion: lo que se afirma como cierto cuando se cumplen las hipétesis.
Demostracion: es el proceso logico mediante el cual se muestra que se cumple
la tesis, partiendo de las hipétesis y de otros teoremas demostrados en la teoria.

Relaciones entre pares de angulos

Como se puede apreciar en la figura 4.4, los angulos alrededor de un
punto y los pares de angulos determinados por rectas que se cortan, tie-
nen una importante presencia en la vida cotidiana.

Fig. 4.4 Sifén del alcantarillado de La Habana

Las relaciones y propiedades entre pares de angulos, se aplican en las
demostraciones geométricas.

’, Reflexiona

En la figura 4.5 se muestran angulos consecutivos con un vértice comun. ;Qué
los distingue, y qué relaciones se cumplen en cada uno de ellos?

Fig. 4.5
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{Qué propiedades cumplen los pares de &angulos
determinados por dos rectas paralelas a y b cortadas
por una tercera recta c? (figura 4.6). ;Y qué pasariasi b
las rectas a y b no son paralelas?

Fig. 4.6

Ejemplo 4.1

En la figura 4.7 las rectas que se cortan r,y r,, forman pares de angulos
donde a =45°. Fundamentar por qué:

a)y = 45°
b) B = 135°
Ad8=B
dy=a
Resolucion:

a) y = 45° porque y y a son angulos opuestos por el vértice, luego, tie-
nen la misma amplitud.

b) Se cumple que p = 135° porque a y B son dngulos adyacentes, lo que
significa que o+ = 180°.

¢) 8 =P porque son angulos opuestos por el vértice, quiere decir que
sus amplitudes son iguales.

d) y=a por ser angulos opuestos por el vértice, luego tienen la misma
amplitud. ¢

También puedes encontrar otras relaciones entre dngulos, atendiendo
a las relaciones entre las rectas.
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@ Recuerda que...

e Sidos dngulos, ambos agudos (o ambos obtusos), tienen sus lados respectiva-
mente paralelos, entonces sus amplitudes son iguales.

e Si dos angulos, uno agudo y otro obtuso, tienen sus lados respectivamente
paralelos, entonces la suma de sus amplitudes es 180°.

e Sidos dngulos, ambos agudos (o ambos obtusos), tienen sus lados respectiva-
mente perpendiculares, entonces sus amplitudes son iguales.

e Sidos angulos, uno agudo y el otro obtuso, tienen sus lados respectivamente
perpendiculares, entonces la suma de sus amplitudes es 180°.

Por la importancia y aplicaciéon de estas relaciones te sugerimos que
realices las actividades propuestas en la seccién siguiente:

Aplica tus conocimientos
1. Realiza un resumen sobre los angulos y sus propie-
dades que se forman:

a. Entre dos rectas que se cortan.
b. Entre dos rectas cortadas por una secante.

2. Con ayuda del GeoGebra representa las relaciones

entre angulos descritas en la seccion Recuerda que
anterior. v=(x +15)°

3. {Cudl es la amplitud de los dngulos que se indican

Fig. 4.8

en la figura 4.8?

. . .5
4. Dos angulos adyacentes estan en la razén =.

. . 7
¢ Cuales son sus amplitudes?

Triangulos. Propiedades y relaciones métricas

Es muy frecuente apreciar que
el triangulo aparece como la figura
plana que conforma la superficie de
los cuerpos, asi como de estructuras
geométricas (figura 4.9). Ademas, se
considera el poligono mas estable y
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resistente que se puede construir con tres segmentos de rectas que se cor-
tan dos a dos.

’, Reflexiona

Explica si es posible construir triangulos con lados de longitudes 12 cm; 5,0 cm
y 4,0 cm. ;Qué condicién se ha de cumplir para garantizar la existencia de un
triangulo? Comprueba con ayuda del GeoGebra esa condicién?

Las propiedades y relaciones métricas en los triangulos son aplicadas
para resolver diversas situaciones de la practica cotidiana, asi como en de-
mostraciones geométricas.

Ejemplo 4.2

Demostrar que la suma de los dngulos exteriores de un triangulo es de
360°.

Resolucion:
Tracemos la ABACy los dngulos exteriores
3, 0y ¢ (figura 4.10) entonces:
d=a +y (por teorema del dngulo exterior
(8) del tridangulo BAC)
0=a+p,

¢ =B + v, adicionando miembro a miembros /
tenemos: 6+ 0+ ¢ =2a+ 2B + 2y
3+0+¢ =2(a+p+7y)
como a, By yson los dngulos interiores del ABAC,
tenemos: 6+ 0+ ¢ =2-180°
d+60+¢ =360°

Luego, queda demostrado que la suma de los angulos exteriores de un
tridngulo es de 360°. ¢
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’, Reflexiona

e ;Por qué en todo tridngulo existen 6 angulos exteriores que son iguales 2 a 2?
e ;La altura relativa a cualquiera de los lados de un triangulo, es siempre un
segmento interior a él?

@ Recuerda que...

Dos triangulos son iguales si existe un movimiento del plano que transforme
a uno en otro (traslacion, rotacién, reflexiéon o cualquier composicion de ellos)
o si al superponerlos uno encima del otro sus dimensiones coinciden, es de-
cir, en las longitudes de sus tres lados y en las amplitudes de sus tres angulos
respectivamente.

Criterios de igualdad de triangulos
Dos triangulos son iguales si tienen respectivamente iguales:

Los tres lados (I.1.1) Dos lados y el angulo

\\ comprendido M/\\

Fig. 4.11 Fig. 4.12
Un lado y los angulos adyacentes Dos lados y el angulo opuesto
a ese lado (a.l.a) al mayor de estos lados (l.1.a)

N
- v
%

Ejemplo 4.3 .

En la figura 4.15, ABCD: trapecio isosceles de
bases AD y BC. Se conoce, ademas que: D A

DE1 AD, AFL ADy el «BCE = «FBC.

a) Probar que AEDC = ABAF. Fig. 4.15
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b) Calcular el area del triangulo BAF si

DC = 4+2dm, AF = 2,64 dmy el <DAB =135°.

Resolucion:
a) En la figura se cumple que:

(1)CD = AB (por ser lados no paralelos del trapecio isésceles ABCD).
<BCE = <FBC (por datos).

<BCD =« ABC (por ser angulos bases del trapecio isésceles ABCD).

De la sustraccidn miembro a miembro de las igualdades anterio-
res se tiene

<BCE — «<BCD = «<FBC - <ABC (por diferencia de angulos).
(2) «DCE = « FBA

<EDC + «CDA + <ADE = 360° (I) (por suma de angulos alrededor
del punto D).

<BAF + «<DAB + <FAD = 360° (ll) (por suma de dngulos alrede-
dor del punto A).

De (I) y (II) tenemos:

<EDC + «CDA + <ADE = «BAF + <DAB + <FAD

< CDA = <DAB (por angulos bases del trapecio isésceles ABCD).
<ADE = <FAD = 90° (por ser DE L AD y AF L AD).

(3) <EDC = «BAF (por diferencia de angulos iguales).

Luego, AEDC = ABAF (por tener un lado y los dangulos adyacentes a
él, respectivamente iguales).

b) Como se cumple que:

<FAD + <DAB + «<BAF =360° (por ser angulos consecutivos alrede-
dor de un punto-angulo completo)
90° +135° + «xBAF = 360°

225° + <BAF = 360°
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<BAF =135°

DC = AB = 2/2dm (por lados homologos de triangulos iguales)

Asar = # -sen<«<BAF

Aour :wsenﬁ? :2,64-2\/5-%:2,64-\/§~\/§:2,64-2

=5,28dm?

El valor del 4rea del tridngulo BAF es 5,28 dm’. L 4

@ Recuerda que...

Las medianas, mediatrices, bisectrices y alturas de un tridngulo son rectas no-
tables, y sus respectivos puntos de intercepciéon en ese orden son: baricentro,
circuncentro, incentro y ortocentro. Estos puntos notables, cumplen las propie-
dades siguientes:

Baricentro: su distancia a un vértice es % de la lon-
gitud de la mediana correspondiente, y su distan-
cia al punto medio del lado opuesto a ese vértice

es % de la longitud de la mediana. Es el centro de

gravedad del triangulo.

Circuncentro: es el centro de la circunferencia cir-

cunscrita al tridangulo.

Incentro: es el centro de la circunferencia inscrita

al tridngulo.

Ortocentro: es el incentro del triangulo értico, el cual tiene como vértices los

pies de las tres alturas del triangulo original (figura 4.16).

Entre las relaciones métricas de los tridngulos que conoces se destacan
el grupo de teoremas de Pitagoras, asi como las leyes de los senos y los
cosenos que se aplican a la resoluciéon de tridngulos rectangulos y no rec-

tangulos, respectivamente.
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Ejemplo 4.4
En la figura 4.17, se tiene que:

® ABCA es isosceles de base AB,

= D es el punto medio de AB,

B DEFC es un paralelogramo, E
= DE 1 BC. ) , .
D
___  AD. EF Fig. 4.17
a) Demostrar que AC = ALZ__FEF. 9

b) Si el «xCDE = 2<«EDB, probar que el ABCA
es equilatero.

¢) SiCF =2+/3dm, calcular el valor del perimetro del tridngulo BCA.

Resolucion:

— AD- EF .
a) Para demostrar que AC :T' ello se cumple en triangulos se-

mejantes, por lo que debemos demostrar que AADC ~ AFCE.

En la figura se cumple que:

<ADC = <«<CDB =90° (por ser CD mediana y altura del ABCA, isésceles
de base AB)

<DEC = <«<BED =90° (por ser DE 1| BC).

<DEC = <FCE = 90° (por ser angulos alternos entre las paralelas DE y
FC, secante CE y <DEC = 90°)

o, 1 XADC = «<FCE =90° (por tener igual amplitud).

<«DBE = <« CDE (por ser angulos agudos formados por lados respecti-
vamente perpendiculares)

< CAB = <ABC (por ser angulos bases del ABCA, isosceles de base AB).
< CDE = <EFC (por ser angulos opuestos del paralelogramo DEFC).
o, : <CAD = <EFC (por caracter transitivo).

Entonces, AADC ~ AFCE (por tener dos pares de angulos respecti-
vamente iguales).
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AC AD D AC AD
Luego, se cumple que — =—=— =k dedonde —=—-y
EF CF CE EF CF

—  AD — ,
resulta AC = Y EF como se queria, por lo que queda demostrado.

O

b) «CDE + «EDB =90° (por ser angulos complementarios) pero como
X CDE = 2<EDB se tiene que
2<EDB + «<EDB =90°
3«<EDB =90° y resulta que
<EDB =30°,

Luego, el «DBC =60° (por ser complementario con el «BCD).

Por tanto, el triAngulo BCA es equilatero por ser isdsceles con un
angulo interior de 60°.

¢) En el tridngulo BED rectangulo en E, se tiene que:
<DBE =60°, <EDB = 30° (por complementario con el <DBE) y

CF = DE = 2/3dm (Por ser lados opuestos del paralelogramo DEFC).
De donde resulta que:

EB=2,0dmy BD =4,0dm (por razones trigonométricas o por pro-
piedad del triangulo rectdngulo con un angulo interior de 30°), pero
AB =2BD = 8,0 dm. Luego,

PABCA = 3E
Pocs =3-8=24dm

El valor del perimetro del triangulo BCA es de 24 dm. ¢

’, Reflexiona

e ;Qué condiciones necesarias y suficientes deben cumplir dos tridngulos rec-
tangulos para que sea iguales?
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@ Recuerda que...

Dos triangulos son semejantes si sus angulos son respectivamente iguales y sus
lados homologos son respectivamente proporcionales.

Teorema fundamental de la semejanza de triangulos

Si una recta paralela a un lado de un tridngulo corta a los otros dos lados o a sus
prolongaciones, entonces los tridangulos asi determinados son semejantes.
Criterios de semejanza de triangulos

Dos tridngulos son semejantes si tienen respectivamente:

e dos angulos iguales (a.a.)
e dos lados proporcionales e igual el angulo comprendido (p.a.p)
e proporcionales sus tres lados (p.p.p.)
Si AABC y AA'B’C’ son semejantes y sus perimetros son Py P’y sus areas Ay A’

respectivamente, entonces P’ = kP y A’ = kA, donde k es la razén entre el lado
del AA’B’C’ y su homoélogo en el AABC.

X De la historia

Los siglos vi y v a.n.e. se distinguen por el desarrollo que alcanzé la Matematica
como teoria deductiva, representada por la escuela de Pitagoras. En la Geome-
tria fue notable el estudio de las propiedades de poligonos y cuerpos regulares,
pero sobre todo, se destaca el descubrimiento de la existencia de segmentos
inconmensurables, cuya longitud no se puede expresar como la razén de dos
numeros enteros.

Esto constituyd la primera crisis de los fundamentos de la matematica y condujo
a que esta se construyera en lo adelante sobre bases geométricas.

@ Conéctate

Accede a
https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=1509&type=theme

Resumen sobre geometria plana para 12.° grado
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Ejemplo 4.5
En la circunferencia (figura 4.18), de centro
O y didmetro A_B, se tiene que:
E C es un punto de la circunferencia,
= OD| AC,
= OD 1 AD.
a) Demostrar que AB-AD =BC - AO.

Fig. 4.18

b) Si AB=10dm yR =6,0 dm, calcular el valor aproximado del drea de

la regiéon sombreada

Resolucion:
a) Primero se debe demostrar que se cumple que AACB ~ AODA.
En la figura se cumple que:
e <ACB=90° (por ser un angulo inscrito que le corresponde un

arco de 180°).

e < ODA =90° (por ser OD 1 AD).

e XACB=<ODA (por tener la misma amplitud).

e «BAC = <AOD (por ser alternos entre las paralelas OD y AC y se-
cante AB),

Entonces AACB ~ AODA por tener dos angulos respectivamente igua-

les (a.a).

Por ser lados homologos se cumple que:

AB_BC _AC_,

A0 AD DO
i:ﬁ,dedonde
AO AD

AB-AD = BC-AO
Luego, queda demostrado que AB-AD = BC - AO.
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b)
AS = AsemCir - AAODA
, = —
A - n-r° AD-DO
2 2
AB=2A0 (d=2r)
AO=5,0 dm
En el AODA rectangulo en D (por ser <<ODA = 90°) se cumple que:
AD =4,0 dm (por sen 3, 4 y 5; trio de nimeros pitagéricos o por
Teorema de Pitagoras).
2
A, ~ 3,14-.5° 4.3
2 2
A, ~ 3,14-25 4.3
2 2
A ~ 78,5 -6=39,25-6
A, ~ 33,25 dm’

El valor del area de la region sombreada es aproximadamente igual a
33dm’. ¢

Ejemplo 4.6

Durante una maniobra un soldado desde la posicion de acostado obser-
va con un angulo de elevacién de 39,81° la copa de un arbol que crece en
una pendiente; al desplazarse 2,0 m la observa con un dngulo de elevacién
de 51,34° y se percata que esta a 4,0 m de la parte del arbol mas cercana
a la tierra. Si la copa del arbol y las dos posiciones que asume el soldado

estan en linea recta, ;cudl es la altura del arbol?
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Resolucion:

El esbozo grafico del problema
planteado aparece en la figura 4.19
donde:

n =BC = 4,0 m: es la distancia del
pie del arbol al vértice del primer
angulo de elevacién 6 = 51,34°.

m = AB = 2,0 m: es la distancia

mas abajo del primer punto de ob-
servacion, donde el angulo de eleva- Fig. 4.19
cion a = 39,81°:
c=BD, o= <DAC = 39,81°, p = <BDA = 51,34°, y=<ABD, 6 = <DBC:
Se debe calcular el valor de h: altura del arbol
v+ 0 = 180° (por ser angulos adyacentes)
v+ 41,3°=180°
y=138,7°

En AABD: o+ v+ = 180° (por suma de dngulos interiores del triangulo)

39,81° + B + 128,66° = 180°

B=11,53°

Por la ley de los senos se tiene que: m __¢
senf sena

c= m-sena _ 2-sen39,81° 2-0,640 1,28 ~6,40 m

senf  sen1l53° 0,2 0,2

En el ABCD, rectangulo en D (por teorema de Pitagoras) se cumple que

c=n%*+ h%, - n?= h?de donde resulta

h=+c?-n?
h~.(6,4) —(4)" ~+/40,96 -15 ~ /24,96 — 4,995

h=50m
El arbol tiene una altura aproximada de 5,0 m. ¢
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Aplica tus conocimientos

1. Comprueba que es posible fundamentar la propiedad de la altura relativa a la
base del triangulo isésceles del ejemplo 4.4 por las vias siguientes:

a) Con el uso del GeoGebra comprueba que una reflexién de eje CD, transfor-
ma el AADC en el ACDB.
b) Demuestra la igualdad de los triangulos que determina la altura CD sobre
el lado AB.
2. Verifica las propiedades de los puntos notables de un triangulo, con ayuda del
asistente matematico GeoGebra.
3. Considera el ABCA rectangulo en C
C (figura 4.20), cp = [

Demuestra que ABCA~AADC~ACDB.
¢A qué conclusion llegas sobre los
triangulos determinados por la al-

tura relativa a la hipotenusa de un =
. A Fig. 4.20
triangulo rectangulo?

Cuadrilateros. Propiedades

Los cuadrilateros son figuras geométricas que tiene una importante
presencia en la cotidianidad (figura 4.21), ademas de que sus propiedades
se aplican ampliamente en diversas demostraciones geométricas.

Fig. 4.21 Exposicion del Cartel cubano

En general para resolver problemas o demostraciones geométricas, es
conveniente seguir los pasos siguientes:
1. Analizar toda la informacion (teoremas y propiedades) que nos brin-
dan los datos.
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2. Analizar todos los teoremas relacionados con lo que se debe demostrar,
para verificar si se cumplen las premisas de algunos de ellos.

3. Establecer relaciones entre la informacion que te brindan los datos
para conformar las premisas de los teoremas relacionado con lo que
quieres demostrar.

4. Realizar la demostracion.

Ejemplo 4.7 =
o E D

En la figura 4.22 el AEFD es is6sceles de base ED.

EF = AC, <A = <DFB.

Demostrar que AFDC, es un paralelogramo.
Resolucion:

Veamos como proceder a partir de los pasos A B B
dados: Fig. 4.22

1. Analizar toda la informacién

¢ Qué significa que el AEFD sea isdsceles de base ED?

o EF—FD ; <E = <D,

e La altura relativa a la base ED es mediana de la base y bisectriz del angulo
principal EFD.

Del dato EF = AC, iqué relaciones podemos establecer con lo analizado
hasta ahora?

o Observa, que tenemos a EF = FD y que EF = AC, por lo que podemos plan-
tear que: EF = FD = AC, de donde, FD = AC, por propiedad transitiva de la
igualdad de segmentos.
¢Qué informacion nos aporta el dato <A = «<DFB?

Como <A = «DFB estan en posicion de correspondientes entre AC yFDy AB
secante y como son iguales, se puede afirmar que FD|| AC.
2. Analizar todos los teoremas relacionados y si se cumplen las premisas

Ahora analicemos ;qué nos piden demostrar?

Para demostrar que el cuadrilatero AFDC es un paralelogramo debemos pro-

bar que:

e |os lados opuestos son paralelos, o

264



CAPITULO 4

¢ |os lados opuestos son iguales, o
e un par de lados opuestos son iguales y paralelos, o

e las diagonales se cortan en su punto medio, o

e |os dngulos opuestos son iguales, o

e los angulos consecutives son suplementarios.
3. Relacionar la informacion que brindan los datos.

Segun lo analizado anteriormente ;como se puede demostrar?

Observemos que se puede demostrar que, AFDC es un paralelogramo a partir
de que un par de lados opuestos son iguales y paralelos, pues segun se deduce
de los datos FD = AC y FD|| AC.

4. Realizar la demostracion

¢Como quedaria planteada la demostracion?

Demostracion:

EF = FD (por ser el AEFD isosceles de base ED).

EF = AC (por datos)

Luego, FD = AC (por el caracter transitivo de la igualdad).

<A = <DFB por datos, y como estan en posicion de correspondientes entre AC y
FD, y AB secante, entonces FD ||AC (por el reciproco del teorema de los angulos
correspondientes entre paralelas).

Entonces, AFDC es un paralelogramo (por tener un par de lados opuestos para-
lelos e iguales). ¢

Q, Reflexiona

Los cuadrilateros se pueden clasificar en trapecios y trapezoides; ;cual de estos
dos grupos incluye a los paralelogramos?

¢Cudles son las condiciones adicionales que debe cumplir el paralelogramo para
ser rectangulo, rombo o cuadrado?

¢Como quedaria en un esquema légico la relacién entre los cuadrilateros?
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Aplica tus conocimientos

1. La figura 4.23 muestra la seccion transversal

de una pieza que tiene un hueco rectangu-
lar de 1,0 cm de ancho. Si BE || CD.

Por cuantas vias diferentes puedes calcular
el drea de la secciéon transversal con los da-

8,0 cm

tos que se muestran en la figura, si sabes

que RF = 4,0 cm. 3
2. Haz un cuadro resumen con las féormulas de

areas y perimetros de figuras planas. Decla-
ra el significado de cada variable que utili-

ces en cada caso.

Circunferencia y circulo

En la Geometria la circunferencia y el circulo son de los elementos
geométricos que mas han aportado al desarrollo de la humanidad (figu-
ra 4.24). La invencion de la rueda en la prehistoria marcé el punto de par-

tida del desarrollo tecnolégico que nos ha traido hasta la actualidad.

Fig. 4.24

Sus relaciones métricas y propiedades tienen diversidad de aplicacio-
nes como, por ejemplo, en la industria automovilistica, en el comercio con
la invencidén de las monedas, en el deporte tanto por la forma de algunos

266



CAPITULO 4

implementos como para delimitar areas en terrenos deportivos o salas de
juego, en la musica por la forma que tienen ciertos instrumentos musicales,
en la cartografia para modelar el sistema planetario, también en el sistema
horario, en la arquitectura, en el arte y hasta en un parque de diversiones.

’, Reflexiona

¢La llanta de una bicicleta representa una circunferencia, un circulo o ninguna
de las dos anteriores?

¢Cudles relaciones en la circunferencia te permiten trazar dos cuerdas iguales y
paralelas?

¢Qué relaciones de perpendicularidad se pueden encontrar entre elementos de
la circunferencia y entre estos elementos y las rectas del plano?

Ejemplo 4.8
En la figura 4.25, FH 1L BC; EH L AG; F

FH: diametro,

FH A AC ~BD - {G) ‘
E
Probar que: ‘
a) AB=CD =EF B ‘ D
.y \,
b) ABCD es un trapecio isosceles. ‘\ /

Resolucion:

>

a) FH L BC (por datos).
EH L AC (por datos).
Luego, <FHE = «BCA (por ser angulos agudos formados por lados
respectivamente perpendiculares).
Entonces, AB =EF (I) (por ser correspondientes a angulos inscritos
iguales en una misma circunferencia).
FH: esta situado sobre la mediatriz de BC (porque todo radio o dia-

metro perpendicular a una cuerda la biseca (la corta en su punto
medio).
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BG=CG (porque todo punto de la mediatriz de un segmento equidis-
ta de sus extremos).
Por tanto, ACGB es isosceles de base BC (por tener dos lados iguales).
«BCA = «BDC (por ser angulos bases del ACGB isésceles de base BC).
Luego, AB=CD () (por ser correspondientes a angulos inscritos
iguales en una misma circunferencia).
De (I) y (Il) tenemos que: AB =CD =EF (por el caracter transitivo de
la relacién de igualdad).

b) «DAC = «BCA (porque a arcos iguales en una misma circunferencia
le corresponden angulos inscritos iguales).
Como «DAC y <BCA estan en posicion de alternos entre BCy AD, y
AC secante, y son iguales, entonces:
BC||AD (por el reciproco del teorema de los angulos alternos entre
paralelas).
AB= CD (porque a arcos iguales corresponden cuerdas iguales).
Luego, ABCD es un trapecio isoésceles (por tener un par de lados
opuestos paralelos y los lados no paralelos iguales). ¢

(Ver la nota 1 al capitulo 4 en los anexos)
Ejemplo 4.9

El cuadrado ABCD esta inscrito en la circunferencia de centro O y radio
OB (figura 4.26).

Calcular el valor del 4rea sombreada, si la longitud de la circunferencia
es de 50 cm.

Fig. 4.26
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Resolucion:

¢Como obtener el valor del 4rea de la regién sombreada A,?

Se obtiene de sustraer del area del circulo, el area del cuadrado, se de-
ben conocer las longitudes del radio del circulo y del lado o diagonal del
cuadrado.

A

'sombreada

=A

circulo

-A

ABCD

¢ Como obtener la longitud del radio del circulo?

Conocemos la longitud de la circunferencia, luego de L _= 2nr se obtiene

robe 90 2 596+80cm
2% 2.314 314

pero,d:ﬁ:Zrz(Z-S)cm:16cm

2
Ao = d? (considerando al cuadrado como un rombo)
2
160 26 grgem y
2

Acirculo =T r2

Ac/'rcu/o & 3114 : 82 ~ 3114 : 64 ~ 200,96 sz
Asombreada = Ac/rculo - AABCD
Asombreada ~ 200: 96 cmZ -128 sz
Asombreada ~ 72'96 sz
A ~73 cm’

'sombreada

El valor del area sombreada es aproximadamente igual a 73 cm?. 4

Aplica tus conocimientos

1. Fundamenta la veracidad o falsedad de las proposiciones siguientes:

a) En toda circunferencia o en circunferencias iguales a angulos centrales
iguales corresponden cuerdas desiguales y arcos iguales.

b) En toda circunferencia o en circunferencias iguales a arcos iguales corres-
ponden cuerdas iguales y viceversa.

¢) La amplitud de un arco es igual a la amplitud del angulo central corres-
pondiente.
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d) La amplitud de un angulo inscrito es igual a la amplitud del angulo central
y del arco correspondiente.

e) En toda circunferencia o en circunferencias iguales algunos de los angulos
inscritos en un mismo arco son desiguales.

f) Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es de 60°.

g) Todo radio o diametro perpendicular a una cuerda biseca a esta y al arco
correspondiente.

h) Toda recta tangente a la circunferencia es perpendicular al radio o diame-
tro en el punto de tangencia.

i) Desde un punto exterior a la circunferencia se pueden trazar infinitas tan-
gentes a la circunferencia.

j) Los segmentos de tangente trazados desde un punto exterior a la circunfe-
rencia son iguales.

2. Analiza el ejemplo 4.9 y fundamenta por qué la longitud /, del lado de un cua-
drado inscrito en una circunferencia se puede calcular a través de la relacion

[=2r.

3. En la circunferencia de centro O (figura 4.27), AB es un didmetro, AB1OD,
BC =6,0cmy AC=8,0 cm.

Fig. 4.27

a) Prueba que AAOD ~ABCA.
b) Determina el valor del area de la region sombreada.

¢) Calcula el valor del perimetro del AAOD.

Relaciones entre puntos, rectas y planos en el espacio

Las figuras que se estudian en Geometria plana coexisten con los cuer-

pos geométricos, que tienen su expresion en un mundo tridimensional
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(figura 4.28), cuyas medidas y propiedades son estudiadas por la Geome-
tria del espacio.

Fig. 4.28

El conocimiento de otras relaciones entre los elementos geométricos
estudiados, ademas de favorecer tu orientaciéon en el entorno al com-
prender mejor el espacio, también te preparan para su aplicacion en otras
areas matematicas, asi como en tus futuros estudios de ingenieria u otras
ciencias.

En la Geometria plana a partir de las relaciones entre punto y recta en
un plano, se conocen las propiedades siguientes:

e Dos rectas son paralelas si no tienen puntos comunes.

e Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si.

e Por un punto P de una recta r se puede trazar unay solo una recta per-
pendicular a la recta r.

e Por un punto T exterior a una recta s se puede trazar una y solo una

recta perpendicular a la recta s.

¢Se cumpliran estas propiedades del plano en el espacio? ; Qué carac-
teriza a un plano a partir de las relaciones entre puntos y rectas en el
espacio?

¢ Como caracterizar al espacio?

Empecemos caracterizando las relaciones entre puntos, rectas y planos,
gque ya conocemos de la Geometria plana.
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@ Recuerda que...

La recta esté caracterizada por ser un subconjunto de puntos del plano que cum-
ple las propiedades siguientes:

e Dos puntos determinan una recta y solo una.

e Por un punto pasan infinitas rectas.

e El conjunto de puntos de una recta se puede poner en correspondencia biunivo-
ca con el conjunto de los niUmeros reales de manera que se conserva el orden.

e Si dos rectas tienen dos puntos en comun son coincidentes.

Si observas a tu alrededor comprenderas que, en la Geometria del espa-
cio se manifiestan algunas propiedades que son diferentes respecto a las

que conoces de la Geometria plana.

Ejemplo 4.10

El prisma recto de base rectangular de la figura 4.29 es un esbozo de
uno de los modelos de cajas que se utilizd para envasar los bulbos de la
vacuna cubana Abdala contra la Covid-19 (figura 4.30).

Analizar las relaciones entre puntos, rectas y planos que lo conforman.

1 Ang el
Va ala B o
rcuen{aami.c i
’i‘"‘!?1;5,'7;21:.‘:,'221‘.",'5;;:;,_:«:../ .E‘
n
Fig. 4.29 Fig. 4.30
Resolucion: E
. L= e ——
e La recta que contiene a la arista EH no : ‘;%
tiene puntos comunes con la recta que le!fdﬂlﬂ B
. . —_— P"”":':::':f;ﬁ?wn'“"nnbuni m
contiene a la arista AB y las rectas EH y g Py
S

oy

AB no son paralelas (figura 4.30 a).




CAPITULO 4

e Larecta que contiene a la arista AE es per-
pendicular a la recta que contiene a la aris-
ta EH y a la recta que contiene a la arista

0!
i subypy

VID-1g 4
e suby,
COVID-19 3 e Proteicq)

AB. Las rectas EH y AB no son paralelas (fi-
gura 4.30 b).

e Las rectas EH y EF son perpendiculares a
la recta AE en el punto E por lo que en el
espacio se pueden trazar mds de una per-
pendicular a una recta por un punto de ella
(figura4.30¢). &

’, Reflexiona

Imagina que el prisma recto de la figura 4.29 es un esbozo del aula o habitacién
donde estudias. Identifica en ese entorno las relaciones encontradas entre pun-
tos, rectas y planos en el espacio.

Como puedes observar, la diferencia fundamental entre el plano y el
espacio radica en que el plano tiene dos dimensiones (largo y ancho) y el
espacio tiene tres dimensiones (largo, ancho y alto).

En particular, las relaciones entre puntos y rectas en el espacio son las
gue permiten caracterizar al plano, con las propiedades siguientes:

1. Por tres puntos del espacio, no situados en linea recta, pasa un plano
y solo uno.

2. Si una recta tiene dos puntos en un plano, entonces estd contenida
en ese plano.

3. Si dos planos tienen un punto comun, entonces tienen una recta co-
mun gue contiene a ese punto (recta de interseccion).
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é? iSabias que...?

El plano al igual que la recta es una figura
ilimitada (figura 4.31), y del mismo modo
que para representar una recta se dibuja o

un segmento de esta, para representar un

plano, se dibuja solo una porcién de este, la Fig. 4.31

cual puede ser un rectangulo que visto en
perspectiva parece un paralelogramo y se
denota con una letra griega.

En el espacio los cuerpos no pueden ubicarse en un plano, estos estan
limitados por superficies, y en algunos como el prisma de la figura 4.29, las
superficies son figuras planas. Las relaciones conjuntistas que existen entre
puntos, rectas y planos permiten caracterizar al espacio. En consecuencia,

se dice que:

El espacio es un conjunto de puntos en el cual hay algunos subconjuntos
[lamados rectas, y otros subconjuntos Ilamados planos.

’, Reflexiona

¢Por qué una mesa o silla de tres patas, nunca cojea? o ¢ por qué un pintor para
realizar su obra coloca el lienzo sobre un tripode? ;Solo tres puntos no alinea-
dos determinan un plano Unico?

¢En el espacio si dos rectas no tienen puntos comunes son siempre paralelas?

Las propiedades de las caracterizaciones de rectas y planos son axiomas
que se aceptan sin demostracion; unidas a otras propiedades conocidas,
pueden ser utilizadas para realizar demostraciones geométricas.

Teorema 4.1

Dos rectas que se cortan determinan un plano y solo uno.
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Demostracion

Sean py q (figura 4.32) las rectas y A el punto de interseccion, tomemos
en pun puntoP=A yenqgunpunto Q= A.

Entonces los puntos A, Py Q que no estan alineados, determinan un
plano a y solo uno, segun la propiedad (1) de la caracterizacién de plano.

Segun la propiedad 2, la recta p estad contenida en «, pues tiene en él a
los puntos Ay P; igualmente la recta g tiene los puntos Ay Q en o y esta
contenida en él.

Fig. 4.32

Ejemplo 4.11

Demostrar que una recta r y un punto exterior a esta, determinan un
plano y solo uno.
Resolucion:

Sea el punto A¢r de la figura 4.33, consideremos un punto B de la
recta r entonces:

Fig. 4.33

Las rectas ABYy r se cortan y determinan un plano unico o (teorema 4.1). €

En general, en el espacio se cumplen todas las propiedades conocidas
relativas al paralelismo, el orden y la congruencia, pero como hemos visto;
dos rectas en el espacio pueden no ser paralelas y no cortarse; luego para el
caso del paralelismo es necesario modificar la definicién de rectas paralelas.
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Definicion 4.1
Dos rectas en el espacio son paralelas si y solo si

a) estan contenidas en un planoy,

b) son paralelas en ese plano.

En consecuencia, en el espacio son posibles las siguientes relaciones
entre rectas:

e Las rectas estdn en un plano y entonces:
a) se cortan (secante) o,
b) son paralelas.

e Las rectas no estan en un plano y entonces no se cortan. En este caso
se dice que se cruzan o que son alabeadas.

Se conviene en llamar dngulo entre rec-

AT oy

tas que se cruzan (alabeadas), al &ngulo que — -
} Abdala e
P st

paralelas a aquellas. En la figura 4.34, Besel =

forman, a partir de un punto dos semirrectas

Subunigag
Vaccipg  Proteica)

angulo determinado entre las rectas alabea- 4
dassyp.

Ejemplo 4.12

Probar que dos rectas paralelas determinan un plano y solo uno.

Resolucion:

Sean q y p rectas paralelas (figura 4.35); o
por definicibn de paralelismo de rectas _@ . —F

estan contenidas en un plano. Este plano
esta determinado por los puntos A, BEp y
C e€q, luego es Unico. &

(Ver la nota 2 al capitulo 4 en los anexos)

276



S EEEEEEEEECAPITULO4 m e m e NN EEEENEEEEN

’, Reflexiona

1. Durante el desarrollo de este subepigrafe se identificaron las formas o crite-
rios para determinar planos Unicos obtenidos a partir de la propiedad 1, que
se resumen en las figuras 4.36 a, b, ¢, d.

Fig. 4.36

1.1 Completa el resumen en tu cuaderno de trabajo con las condiciones que
deben cumplir los puntos y rectas segun corresponda y escribe los criterios
para determinar planos Unicos, que sugieren las figuras.

2. Analiza nuevamente el teorema 4.1 e identifica en tu cuaderno de trabajo:

a) Premisas y tesis.
b) Su reciproco. Investiga si se cumple.

Rectas y planos

En diversas ramas de la ciencia y la tecnologia tiene importancia consi-
derar las relaciones entre puntos y rectas en el espacio, los criterios para la
determinacién de planos, asi como, la relaciones entre rectas y planos en el
espacio. Como, por ejemplo, para el disefio de L
objetos, estructuras e instalaciones que deben
ser representados por figuras planas.

Para el disefio de las instalaciones hidrauli-
cas en la construccion de un inmueble (fi-
gura 4.37). ;Qué relaciones de posicion se
pueden considerar entre una recta con res-

?
pecto al plano: Fig. 4.37
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X De la historia

A la Geometria de los sélidos dedica Euclides los tomos xi, xi; xi1, de su famosa
obra Los elementos, y con excepcion de la esfera, desarrolla la geometria del
espacio, de la cual presenta las definiciones, los teoremas relativos a rectas y
planos en el espacio, los teoremas relativos a paralelepipedos y concluye con la
construccion de los cinco poliedros regulares. La estereometria se completa tal
y como la estudiamos hoy con los trabajos del Gran Arquimedes, en sus obras:
Sobre la esfera y el cilindro y De los conoides y esferoides.

Al identificar en tu entorno esas relaciones, reconoceras muchos ejem-
plos de rectas y planos que no tienen puntos comunes, por ejemplo: las
rectas determinadas por las losas del piso, con el techo de tu aula. En tal
caso lo puedes considerar paralelos.

Analizaremos, teniendo en cuenta la propiedad 2, la relacién entre rec-
ta y plano a partir de la existencia o no de puntos comunes.

Definicion 4.2

Una recta y un plano son paralelos si no se intersecan.

Observa en el prisma recto de la figura 4.38 que:

e un plano paralelo a la recta CD es el plano ABF.
e ylarecta BCy el plano DEF son paralelos.

Fig. 4.38

Estos planos y las rectas indicadas no tienen puntos comunes (por mu-
cho que se prolonguen).
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Ejemplo 4.13

Probar que si una recta de un plano es paralela a otro plano que lo in-
terseca, también es paralela a la recta de interseccién.

Resolucion:
P
Sea la recta p — B (figura 4.39), q la recta de
interseccién de los planos a y B, pll o. d
Debemos probar que p|| q. ) :
Si la recta p cortara a q lo haria en un punto o — '
Q de a, lo que es imposible ya que p |l a. Ambas
rectas estan contenidas en el plano B y no tie- B
t N '
nen puntos comunes, luego, pllqg @ Fig. 4.39

’, Reflexiona

¢Como probar que una recta es paralela a un plano?

Si una recta es paralela a un plano, ;a cuantas rectas de ese plano es paralela?
é

¢A cudles?

Teorema 4.2 (Criterio de paralelismo de recta y plano)

Una recta es paralela a un plano si es paralela a una recta contenida en ese
plano.

Demostracion:

Se tiene en la figura 4.40 que pllgy q c a.

Debemos demostrar quep||ja.. | _______

Como p||q, se puede trazar un plano B que |/ ;q
contenga a py q. Si la recta p cortara al plano «, 4 '
cortaria también a g, pues g=anp, lo que es P
Fig. 4.40

imposible pues p || q.
Luego, pllo. @
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Ejemplo 4.14

Probar que, si dos rectas se cruzan, por cada una de ellas se puede tra-
zar un plano paralelo a la otra.

Resolucion:

Sean p y q dos rectas que se cruzan (figura 4.41).

-_— __q

Fig. 4.41

Tracemos por un punto R de p una recta q'paralelaa q. Larectapyq’
determinan un plano o (Teorema 4.1) que es paralelo a g (Teorema 4.2). ¢

En tu entorno también se reconocen ejemplos de rectas que tienen un
punto comun con el plano, y pueden ocurrir dos casos:

a) La recta es perpendicular a todas s
las rectas del plano que pasan
por su punto de interseccion (fi-
gura 4.42). En este caso se dice
que es una recta perpendicular al
plano. El punto P se denomina pie Fig. 4.42
o traza de la perpendicular.

b) La recta es perpendicular a solo
una de las rectas que pasan por
su punto de interseccion (figura
4.43). En este caso se dice que la
recta es oblicua al plano. El pun-
to P se denomina pie o traza de la
oblicua.

Fig. 4.43

Por “perpendicular” (oblicua) al plano se entiende también el segmen-
to de recta perpendicular (recta oblicua) comprendido entre un punto y
un plano.

En la vida diaria puedes encontrar ejemplos de rectas perpendiculares
y oblicuas a un plano; por ejemplo, la recta de intersecciéon de dos paredes
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del aula es perpendicular al piso, mientras que los tensores que sostienen
un poste determinan rectas oblicuas al piso.

Observa en la pirdmide recta de la figura 4.44 que:

e Larecta EO es la perpendicular al plano de la base ABCD, en el punto O.
e Lasrectas EA, EB, ECy ED son oblicuas al plano de la base.

’, Reflexiona

iSon verticales todas las rectas perpendiculares a una recta horizontal?
Ejemplifica.

Puedes profundizar en el tema tratado, por lo que te propongo ejerci-
tarlo en:

Conéctate

Accede al sitio

https://curricular.cubaeduca.cu/education/category?id=2972&type=theme
Encontraras la leccion Relaciones entre rectas y plano.

Realiza los ejercicios de autoevaluacion que aparecen en la leccion.

¢Bajo qué condiciones necesarias y suficientes se puede afirmar que
una recta es perpendicular a un plano?

Los teoremas y sus demostraciones que estudiaras a continuaciéon te
ofreceran los conocimientos al respecto.

Teorema 4.3 (Criterio de perpendicularidad de recta y plano)

Si una recta es perpendicular a dos rectas de un plano que se cortan en su
pie, entonces es perpendicular al plano.
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Demostracion:
Sean m y n dos rectas que se cortan en el plano o (figura 4.45) y p una

rectatalque,p L myp Ln.
B punto de interseccion de p, my n.

Fig. 4.45

Se debe demostrar que p es perpendicular a todas las rectas que pasan
por B. Sea g una cualquiera de esas rectas, luego hay que probar que p 1 q.

Tomemos sobre la recta p dos puntos Ay A’ simétricos con respecto a B,
y sobre las rectas m y n dos puntos arbitrarios Cy D.

Denotemos por E al punto de interseccién de la recta g con CD.

Uniendo los puntos Ay A’ con C, Dy E, respectivamente se tiene:

AACD = ADCA'. (Como CD es lado comun, AC = A'C y AD = A'D, por ser
m'y n mediatrices de AA’)

Por tanto: <ACE = <ECA’ por elementos homélogos de triangulos igua-
les, luego, AACE = AECA' (por tener dos lados y el angulo comprendido res-
pectivamente iguales (l.a.l).

De donde AE = A'E por elementos homélogos de triangulos iguales y
el AAA'E es isosceles de base AA’, luego, EB es la mediana relativa a la base
del triangulo isésceles por lo que también es altura y las rectas p y g son
perpendiculares. ¢
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Ejemplo 4.15

Fundamentar, que en el cubo de la figura 4.46 la recta GH es perpen-
dicular al plano CDE.

-
Qm
I

5

-———

Resolucion:

GH L HC, (por ser GH y HC lados consecutivos del cuadrado BCGH).

GH L HE, (por ser GH y HE lados consecutivos del cuadrado EFGH).

Luego, GH es perpendicular al plano CDE (por ser perpendicular a dos
rectas de ese plano que se cortan en su pie H), (criterio de perpendiculari-
dad de rectas y planos). @

Ejemplo 4.16

Probar que por cualquier punto de una recta se puede trazar un plano
perpendicular a esta.
Resolucion:

Sean la recta p y un punto A cualquiera de p (figura 4.47).

p

Fig. 4.47
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Tracemos por A dos rectas m y n perpendiculares a p.

Estas rectas m y n determinan un plano o L p (teorerna 4.3) 4

Teorema 4.4

Si desde un punto se trazan una perpendicular y varias oblicuas a un pla-
no, la perpendicular es menor que las oblicuas.

Demostracion:

Sea A un punto que no pertenece a o,(figura 4.48).

Fig. 4.48

Se traza desde el punto A un segmeto perpendicular o (AB L o) y un
segmento de oblicua con pie en C (AC es oblicua a a).

Uniendo los puntos Cy B se obtiene el ACBA rectangulo en B pues
AB L oy por tanto lo es a CB(toda recta perpendicular al plano es perpen-
dicular a todas las rectas del plano que pasan por su pie); luego AB < AC,

ya que AB es cateto y AC, es hipotenusa.

’, Reflexiona

Si una recta es perpendicular a un plano, ¢a cuantas rectas de ese plano es per-
pendicular? ;A cuales?

¢Qué longitud puede tener una cuerda para ser utilizada como tensor de un
poste de 6,5 m si debe fijarse en el extremo superior del poste?

284



CAPITULO 4

Como consecuencia del teorema 4.4, se tiene que de todos los segmen-
tos que pueden trazarse desde un punto a un plano, el menor es el seg-
mento de perpendicular. Por lo que se puede definir que:

Definicion 4.3

La distancia de un punto a un plano, es la longitud del segmento de per-
pendicular comprendido entre el punto y el plano.

La proyeccién de un punto, un segmento y, en general, de una figura
plana sobre una recta; puede hacerse en el plano y puede extenderse al
espacio proyectando, ahora, sobre un plano.

Definicion 4.4

a) Llamamos proyeccion de una obli- A
cua AB sobre un plano a, al segmen-
to A’B que une al pie de la oblicua
con el pie de la perpendicular baja-

da desde el mismo punto A al plano -« c /) Al
o (se denota A'B = proy AB) (fi- .
gura 4.49).

Fig. 4.49

b) Llamamos angulo de una oblicua AB respecto a un plano o al angulo 6
formado por la oblicua y su proyeccién sobre a.

1
’

@ saber mas

Se llama angulo de inclinaciéon entre
dos planos al menor angulo formado A
por dos rectas, una de cada plano, per-
pendiculares a la recta de interseccion

entre los planos en un mismo punto de
esta. En la figura 4.50, el <xBOA es el
angulo de inclinacién entre los planos P

ay B.

Fig. 4.50
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Ejemplo 4.17

Un triangulo isésceles BCA, rectdngulo en C, se encuentra sobre un pla-
no a. Por el vértice C se traza la perpendicular CM a a tal que CM =15cm
(figura 4.51).

Fig. 4.51

a) Hallar la longitud de la oblicua AM si esta forma un angulo de 30°
con el plano a.
b) Hallar el &rea del triangulo BCA.

Resolucion:

a) Tenemos que el AACM es rectangulo en C por ser CM L a por lo que
es perpendicular a toda recta del plano que pasa por su pie, luego:
AM = 2CM por ser el cateto opuesto a un angulo de 30° en un trian-
gulo rectangulo.

AM =2-15=30cm

b) AC = BC por ser el ABCA isésceles de base AB.

AC =CM /3 por ser el cateto adyacente al angulo de 30° en un
tridngulo rectangulo.

AC =15J3 cm  luego, BC =153 cm

AABCA:%'A_B'E

2
(15V3)  225.3 675
AABCA = 2 = 2 =

=337,5cm?> ~3,4dm*. ¢

(Ver la nota 3 al capitulo 4 en los anexos)

Ejemplo 4.18

Demostrar que si desde un punto exterior a un plano, se trazan la per-
pendicular y varias oblicuas cuyas proyecciones son iguales entonces las

oblicuas son iguales.
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Resolucion:

Sea A un punto exterior a un plano o (A ¢ «a) (figura 4.52) AD 1 o,

AB'y AC oblicuas respecto a o,

BD = proy,ABy CD = proy,AC

Fig. 4.52

Debemos probar que los triangulos BDA y ADC son iguales.

Como AD L a es perpendicular a todas las rectas del plano a que pasan
por su pie, luego: ADL BDy AD 1 CD

entonces «BDA = <ADC =90°

AD: lado comun
BD =CD (por datos), por lo que:

ABDA = AADC (por tener respectivamente iguales dos lados y el angulo

comprendido).

Luego, AB = AC (por elementos homélogos de tridngulos iguales). 4

1
~ ’

Q Saber mas

Comprueba, utilizando el GeoGebra, el reciproco de la relaciéon demostrada en
el ejemplo 4.18.

“Si desde un punto exterior a un plano se trazan la perpendicular y varias obli-
cuas iguales entonces las proyecciones correspondientes también son iguales”

Es muy comun encontrar a tu alrededor imagenes como la del con-
junto escultérico Ernesto Che Guevara, de la Plaza de la Revolucion de
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la provincia Villa Clara (figura 4.53), que revelan nuevas relaciones entre
rectas y planos.

Fig. 4.53

Observa que esta, en particular, sugiere la necesidad de expresar las
condiciones necesarias y suficientes para establecer la relaciéon entre rectas
paralelas, perpendiculares a un plano.

Teorema 4.5

a) Si una de dos rectas paralelas es perpendicular a un plano, la otra tam-
bién lo es.

b) Dos rectas perpendiculares a un plano son paralelas entre si.

Demostracion:

a) Seanelplanoaylasrectaspyqtalesquep Layp| g, Py Q los pies
de py g sobre a respectivamente (figura 4.54 a).

Fig. 4.54a

288



S EEEEEEEEECAPITULO4 m e m e NN EEEENEEEEN

Tracemos por P dos rectas my ny por Q dos rectas m"y n” tales que
m’||lmyn’| n.

Tenemos que:p L myp L n (porserp L a).

luegog Ll m yqgLn’(porserpl| g m | myn’| n, enel espacio se
conservan las propiedades relativas al paralelismo).

Por lo tanto, g L a (por criterio de perpendicularidad de recta y
plano).

b) Seanp Layqgla, eslainterseccion de pyay (figura 4.54 b).

4

Fig. 4.54b

Supongamos que p # q. Tracemos por P la recta p” || q. Las rectas
p y p” determinan un plano B que interseca al plano o segun la
recta m. Se tiene que p” L a (inciso a) luego, p” L m, pero también
g L m, (porserp L o).

Luego, en el plano B se han trazado dos rectas perpendiculares a m
en el mismo punto lo que es imposible, por lo que p || q.

Ejemplo 4.19

Probar que los puntos de una recta paralela a un plano equidistan del
plano.
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Resolucion:

Seanp || a, Ay B dos puntos cualesquie-

. p
ra de p (figura 4.55). Tracemos por Ay B 53
dos segmentos AC y BD perpendiculares a
o, (Cy D € a), entonces, AC| BD (teore-
a D
ma 4.5 b). Las rectas AC y BD determinan @
un plano B que interseca a o segun la rec- Fig. 4.55

ta CD, luego, AC I E(ejemplo 4.13).

Luego, ABCD es un rectanguloy AC =BD. @

Teorema 4.6 (Teorema de las tres perpendiculares)

Si una recta de un plano que pasa por el pie de una oblicua al plano es
perpendicular a la proyeccién de la oblicua, entonces es perpendicular a
la oblicua.

Demostracion:

Sean la recta AB oblicua a a (figura 4.56 a), CB = proy,AB, r una recta
contenida en a tal que r L CBy B el plano determinado por A, By C.

Fig. 4.56 a

Debemos probar que r 1L AB.

Tracemos por Cuna recta p tal quep || r.
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Tenemos que:

pLABACLaypca)

pLCB(p|r,rLBCyp,r, BCca).

Luego, p L B (por criterio de perpendicularidad de recta y plano)

peror | p, luego r L B (teorema 4.5 a) por tanto r L AB (figura 4.56 b).

Fig.4.56 b

-th- Saber mas

El reciproco de este teorema 4.6 se
cumple, es decir:

Si una recta de un plano, que pasa
por el pie de una oblicua, es per-
pendicular a la oblicua, enton-
ces la recta es perpendicular a su
proyeccion.

La demostracion es similar al del
teorema directo (figura 4.56 c).
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Ejemplo 4.20

En el plano B, se tiene el triangulo rectangulo BCA tal que, AC = 10 cm

y el <CAB = 30°. Por el vértice C del angulo recto se ha trazado una per-

pendicular al plano o del triangulo, y en ella se ha tomado un punto M tal
que CM = 12 cm.

a) Determinar el valor del area del triangulo ABM.

b) Calcular el valor del area de la proyeccién del tridangulo ABM sobre .

Resolucion:

a) Tenemos (figura 4.57) que el Ay =
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1
3 C-h (7).

Fig. 4.57

Tracemos la altura CD del ABCA, se tiene que: ABL CD, pero
CD = proy,MD, luego, AB LMD (por el teorema de las tres perpen-
diculares) por lo tanto, MD = h,.

En el ABCA rectangulo en C se tiene:

AC=+3-BC = @ (por el teorema del angulo de 30°)
45 2V3 AC_2043
3 3

En el AADC rectangulo en D por ser CD altura del ABCA, relativa al
lado AB, se tiene que:
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CD = 5,0 cm (por ser el cateto opuesto al angulo de 30°) luego,

en el ADCM rectangulo en C (por ser CD segmento de recta conteni-
do en By pasar por C, pie de la perpendicular MC al plano), se tiene
que:

MD =\CD" +CM’ (por el Teorema de Pitagoras).
=+25+144 =169 =13 cm.

Sustituyendo en (1) tenemos:

1 2043

A =—.=——*~.1375cm? ~ 75 cm?
AABM 2 3

b) proy, ABMA = ABCA (por ser MC 1 a.) luego:

A, o, ABMA = %_C_B .sen30°
21.10.20\/§ d_ 5043 ~ 28,8 cm’.
2 3 2 3
Respuestas:

a) El valor del area del AABM es aproximadamente igual a 75 cm?.

b) El valor del area de la proyecciéon del AABM sobre a es aproximada-
mente igual a29 cm?. &

’, Reflexiona

. La geometria esta presente en cada aspecto de nuestra vida diaria. Ejempli-
fica como la geometria se aplica en tu propia vida, tanto dentro como fuera
del aula.

. La geometria espacial es importante para el desarrollo de habilidades cogni-
tivas. ;Como crees que el estudio de la geometria ha influido en tu capacidad
de razonamiento légico, pensamiento critico y resolucion de problemas?

. La geometria nos ayuda a comprender y aprovechar el espacio de manera
eficiente. ;Describe alguna situacién en la que hayas utilizado conceptos
geomeétricos para organizar tu espacio personal o para resolver un problema
practico?
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Ejemplo 4.21

En el prisma recto ABCDEFGH, cuya base inferior es el cuadrado ABCD
(figura 4.58) se han trazado las oblicuas HA, HO, HC y FO, respecto al
plano que contiene a la base, donde es el punto de interseccién de las
diagonales.

B
Fig. 4.58

a) Probar que FO es la mediatriz de AC.
b) Demostrar que HO es la bisectriz del «CHA.

¢) Calcular el valor del volumen del prisma si HD = 12,0 cm vy
<OHD = 30°.

Resolucion:

a) Probemos que la oblicua FO es mediatriz de AC.

En el plano o, determinado por los puntos no alineados A, By C se
tiene que:

FB 1 o (por ser arista lateral, es altura).

FO es oblicua y O su pie en o.

OB = proy, FO.

AC c a (segmento de recta del plano que pasa por O).

AC LOB (por ser diagonal y semidiagonal respectivamente del cua-
drado ABCD).
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Entonces AC L FO (por el Teorema de las tres perpendiculares).

Luego, FO es mediatriz de AC (por ser perpendicular a AC en su
punto medio O).

b) Demostremos que la oblicua HO es bisectriz del «<CHA.
HD La en el punto D (por ser arista lateral del prisma recto
ABCDEFGH),
Luego, es perpendicular a todas las rectas de a que pasan por su
pie D, por lo que
AD = proy HA y CD = proy, HC
pero AD =CD (por ser lados del cuadrado ABCD)

y HA = HC (por ser oblicuas que parten de un mismo punto de una
perpendicular al plano y le corresponden proyecciones que tienen
igual longitud), entonces el ACHA es isésceles de base AC por lo que
HO es la mediana relativa a la base AC.

Por tanto, HO es bisectriz del <CHA (porque en todo triangulo isés-
celes las rectas notables relativas al lado desigual coinciden en altu-
ra, mediana, mediatriz y bisectriz).

<) HD=+3-0D (por ser cateto adyacente al angulo de 30° en el
tridngulo rectangulo HDO).

op- VM2 _B12_4 e,

luego, la diagonal BD =2-0D = 8-+/3cm.

y se tiene que el volumen del prisma es:

D
Vprisma = AABCD ‘HD =——-HD

2
2
(843) :
= 12=64-3-6=1152 cm’~11,5 dm*

v s]

Respuesta:

El valor del volumen del prisma es aproximadamente igual a 11,5 dm*. &
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Q Investiga y aprende

Encuentra otra via para realizar la demostracion del inciso b, del ejemplo 4.21, y
calcula la amplitud del dngulo de inclinacién entre los planos ABCy AEC.

Ejemplo 4.22

En la piramide recta ABCDS, su base romboi-
dal ABCD tiene 52 cm de perimetro (figura 4.59),
<ABC =45° E € BS

F € BD, F = proy,, Ey O es el punto donde se
cortan las diagonales de la base.

Probar que:

a) EO es altura del AAEC.

b) AABE = ABEC.

c)m=lsiﬁ=8,0cm yi:l_
VABCDS 4 OS 2
Resolucion:

a) En el plano «, determinado por los puntos no alineados A, By C se
cumple que:

EF L a (por ser F = proy,, E).
EO es oblicua a a y O su pie.

AC c o es el segmento de recta del plano que pasa por el pie de EO.
OF = proy, EO.

AC L OF (por ser diagonal y segmento de diagonal, respectivamen-
te, del rombo ABCD).

Entonces AC L OF (por el teorema de las tres perpendiculares).

Luego, OE = hrc en el AACE.
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b) Debemos probar que AABE = ABEC.

En todo rombo cada diagonal es mediatriz de la otra, luego, AF = FC

porque todo punto de la mediatriz equidista de los extremos del
segmento.

FA = proyaﬁ y FC = proya&. Luego, EA = EC (por ser oblicuas que
parten del mismo punto E de la perpendicular EFy tener proyeccio-
nes iguales).

BE: lado comun.
AB =BC (por ser lados del rombo ABCD).
Entonces AABE = ABEC (por tener sus tres lados respectivamente

iguales).

¢) Primera via

P,scr =4-AB,
a5 Puo 52 430
4 4

EF _ 1 luego, 05 =2.EF=2.8=16 cm.
oS 2

Apop = AB’ - sen<ABC

=13%.sen45° :169-% = 84,52 cm?.

Appc = %AABCD' Assc :%'84:5\/E cm’ = 42,25\/5 cm?
YA, EF 14225028
VABCE:§ ABC * :g' ' . :l_
Vascos %AABCDS .05 %-84,5\/5 16 4
Segunda via
1 —
*AABC'EF ==
Vaser _ 3 Pero A, = lA y Ll de donde resulta que:
V 1 - ABC 2 ABCD OS 2
ABCDS §AABCDS'OS

297



MATEMATICA

2'AABc = A Y 2'E_F:&

AABC ’ ﬁ

1
Vs — 3
! 2 -Aupc - 2-EF

IR

VABCDS

3

Luego, queda demostrado que Vasee _ 1 L 2
ABCDS 4

’, Reflexiona sobre lo aprendido

1. Se puede resumir que:
1.1 Dos rectas distintas en el espacio pueden:
a) Tener un punto en comun (son secantes, estan contenidas en un mismo plano).
b) No tener puntos comunes. Pueden suceder dos casos:
e ser paralelas, las rectas estan contenidas en un mismo plano.
e ser alabeadas, las rectas no estan contenidas en un mismo plano.
1.2 Una recta y un plano pueden:
a) No tener puntos comunes, es ese caso son paralelas.
b) Tener puntos comunes. Pueden suceder dos casos:

e todos los puntos de la recta pertenecen al plano, la recta esta contenida
en el plano.

e tienen un solo punto comun, en ese caso se intersecan.

2. Completa el resumen, conformando con tu equipo un catalogo con al menos
cinco imagenes de monumentos patrimoniales de Cuba en los que se mani-
fiesten las posiciones relativas entre rectas y planos, estudiados.

3. Encuentra otra via para realizar la demostracion del inciso b del ejemplo 4.21
y calcula la amplitud del angulo de inclinacién entre los planos ABCy AEC.

4. Respecto al trofeo para los ganadores del concurso nacional de Matematica,
modelado en la figura 4.2, a partir de los conocimientos adquiridos, ya puedes
debatir con tu grupo acerca de las interrogantes:

¢Qué relacién existe entre cuatro de las generatrices del cono y las aristas de
una cara del cubo? ;cdmo se puede fundamentar? ;qué volumen debe tener
la esfera si las aristas del cubo deben medir 1,0 dm?
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Ejercicios del epigrafe 4.1

Repaso y profundizacion de Geometria plana

1. Si <A =

360° g 180°(n-2)
n

<B comprueba que los angulos Ay B son

suplementarios.

2. En la figura 4.60, M, Ny P son puntos alineados. Si <QNP =20 y <M = 0.
Prueba que: MN = NQ.

M N P

Fig. 4.60

3. Identifica en tu cuaderno de trabajo si las proposiciones que aparecen

a continuacién son verdaderas o falsas. Justifica las falsas.

a)

b)

o)

d)

e)

f)

9)

Dos rectas perpendiculares entre si forman un angulo recto.

La distancia de un punto a una recta, es la longitud del punto a la
recta.

Por cada punto de un plano se pueden trazar infinitas rectas parale-
las y perpendiculares.

Los angulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o per-
pendiculares son iguales.

El segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo
es paralelo al otro.

Cada mediana en cualquier tridngulo divide a este en tridngulos de

iguales areas.

Solo en el tridngulo rectdngulo se cumple el teorema de las alturas.
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MATEMATICA
En un tridngulo obtusdngulo solo una de las alturas queda trazada
fuera de este.

Los puntos de una circunferencia equidistan del punto medio de la
hipotenusa de cualquier tridngulo rectangulo inscrito en ella.

Si la distancia de una recta al centro de una circunferencia es igual a
la longitud del radio, entonces la recta es secante a la circunferencia.

Si dos tridngulos tienen sus tres dangulos respectivamente iguales,

entonces son semejantes.

Lasdiagonalesdetodo paralelogramo se cortan perpendicularmente.

m) El paralelogramo que tiene sus diagonales perpendiculares es un

al tridngulo ACB rectangulo en C con
AC=4,0cm y argumenta en tu cuader-
no de trabajo por qué se puede afirmar
que.

a.
b.
C.
d.

e.

cuadrado.

n) En todo cuadrado de lado a unidades, la longitud de su diagonal es
siempre av/2u.

) Un rombo en el que una diagonal sea el doble de la otra tiene un
angulo interior con amplitud de 60°.

o) Si a es la distancia del centro de un poligono regular a cada ladoy P,
su perimetro; entonces el area (A) se puede calcular como A=P-a.

4. Observa la figura 4.61, correspondiente B

El <« ACB es recto.

El tridngulo ACB es isosceles.

sen a = Cos .
La longitud de AB =442 .

A =8,0cm’,

5. Emma, Rosa y José estudian contenidos sobre la circunferencia y el

circulo. Al respecto comentan:
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Emma: -En la circunferencia el diametro perpendicular a una cuerda la
divide en dos partes iguales.

Rosa: -En la circunferencia los dngulos inscritos y seminscritos sobre un

mismo arco tienen igual amplitud.

José: -La amplitud de un angulo inscrito sobre una semicircunferencia

es igual a 180°.
Escribe en tu cuaderno de trabajo, quiénes tienen la razon:
a) Emmay José b) Rosa y José

¢) Rosay Emma d) Los tres tienen la razén
. En la figura 4.62 MPQC es un paralelo- C
gramo, AABC equilatero, AC=6,0cm, M A /
es el punto medio de AC, BC n MP = {N} Iy N /

y N es el punto medio de BC y MP,

respectivamente. A /

B

a) Calcula la amplitud del «<QCB, el valor Fig. 4.62
delA . VA

NPQC*

b) ¢ Es BC bisectriz del <QCA? Fundamenta tu respuesta.
¢) ¢Podemos afirmar que CQ = AB? Justifica tu respuesta.

d) Demuestra que ABQC es un paralelogramo.

. En la circunferencia de centro O y radio C
OA (figura 4.63) BC y MN son diametros,
MN L AC en el punto F, «BCA=36,8°
ON =5,0 cmy MC = 4,48 cm. F
7.1 Clasifica los triAangulos NCMy CAB segun

la amplitud de sus dngulos interiores.

7.2 Calcula:

a) La amplitud del <MNC. B
Fig. 4.63
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b) La longitud de FC.
) El érea de los tridngulos CAB y CON.

7.3 Sin realizar célculos, ;podemos afirmar que A =A __.? Fun-

AMOC ACON *
damenta tu respuesta.

8. En la figura 4.64 se tiene que:

a) Prueba que EC =

ABCD es un rombo,
El ACFD es isésceles de base DC y FE es su altura relativa al lado DC,
<BCD = <ACF.

coO
2

~rl
N

b) Calcula el valor del perimetro del pentdgono ABCFD, siBD =12dmy

el <xACD =30°.
D F
/ E é 5
A\/ C
B
Fig. 4.64
9. En la figura 4.65 el punto C pertenece a la circunferencia de centro Oy
diametro AB. Se conoce, ademas que: C
e DE|CB, D
e BEes tangente en B, 5
R A ¢
e CF es la altura del ABCA relativa al lado o F
AB.
a) Demuestra que
AODA = ACFB ~ AEBO = ABCA.
b) Calcula el valor del area de la regién som- £
breada si FC =2/3dmy FB=2,00dm. Fig. 4.65
¢) Determina el valor del perimetro del cuadrildtero DEBC.
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10. En la figura 4.66 se tiene la circunferencia de centro O y diametro AB.
Se conoce, ademas que:

e D es un punto de la circunferencia,
e A, DyC son puntos alineados,

e ED 1 BCyAB|DE.

a) Demuestra que ABDA ~ADEC.

b) Si el «DAB=30°y BD =5,0 dm, calcula el valor del perimetro de la
regiéon sombreada.

Fig. 4.66

(Ver la nota 4 al capitulo 4 en los anexos)

Relaciones entre rectas en el espacio

11. En los prismas rectos de la figura 4.67, identifica en tu cuaderno de
trabajo utilizando las aristas:

a) Dos rectas paralelas.
b) Dos rectas que se cruzan.

¢) Tres rectas que sean perpendiculares dos a dos.

_— = o = =)

m
A
1
Y
=
US|
!
ri
N
>
0

~C

>
w
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

MATEMATICA

Sea el cubo ABCDEFH (figura 4.68). Identifica en tu cuaderno de traba-
jo, utilizando las aristas:

a) Dos rectas paralelas que no pertenezcan a
una misma cara.

b) Dos rectas alabeadas.

¢) Dos rectas perpendiculares.

d) Cuatro puntos que no estén en un mismo

plano.

e) Dos rectas que se corten en un punto que
no sea vértice.

i Cuantos pares de aristas situados sobre rectas cruzadas hay en una
piramide triangular?

¢ Cuantos pares de aristas paralelas y aristas que se cruzan hay en un
ortoedro?

iPor qué cojea una mesa de cuatro patas con una mas corta que las
otras?

Si se unen con dos hilos los extremos inferiores de las patas no conse-
cutivas de una silla, ¢como se sabe si estos cuatro extremos estan en
el mismo plano?

Si dos rectas en el espacio no se cortan por mucho que se prolonguen,
ise puede afirmar que son paralelas?

¢ Cudantos planos determinan tres rectas concurrentes no coplanares?

Se tienen siete puntos entre los que nunca hay cuatro en un mismo
plano. ;Cuantos planos determinan?

i Cuéantos planos determinan 20 puntos, no halldndose nunca cuatro
de ellos en el mismo plano, ni tres en linea recta? ;Cuantos planos
determinan n puntos en las mismas condiciones?

¢Cuantos planos determinan tres rectas paralelas?

¢ Cual es el numero mayor de planos que pueden determinar tres rec-
tas paralelas y un punto cualquiera exterior a estas?
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23. Dos rectas se cortan, si una tercera recta cruza a una de ellas y es pa-
ralela a la otra, ¢ cuantos planos distintos determinan? Comprueba tu
resultado con un asistente matematico.

24. ; Cuantos planos determinan dos rectas que se cortan al ser cortadas por
una tercera? Comprueba tu resultado con un asistente matematico.

25. Prueba que si una recta corta a dos rectas paralelas, las tres estan en un
mismo plano. Comprueba tu resultado con un asistente matematico.

26. Si cuatro puntos no estan en un plano, prueba que tres de ellos no
estan alineados. Verifica tu resultado con un asistente matematico.

27. Demuestra que, si las rectas AB y CD no estdn en un mismo plano, en-
tonces las rectas AC y BD tampoco estan en un mismo plano. Verifica
tu resultado con un asistente matematico.

Rectas y planos
28. La figura 4.69 representa un prisma hexagonal regular; identifica en
tu cuaderno de trabajo:
a) Dos rectas paralelas al plano ABC.
b) Una recta paralela al plano AGL.
¢) Dos planos paralelos a la recta HI.

d) Una recta paralela a dos planos.

K

[ 1
I

[

]

I

I

I

I

I

28.1 Fundamenta en cada caso tu respuesta.

29. En la figura 4.69 del ejercicio anterior, identifica en tu cuaderno de
trabajo:

305



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

MATEMATICA

a) Rectas perpendiculares al plano ABC.

b) Rectas oblicuas al plano que contiene al rectdngulo ABHG.
Dos rectas paralelas a un plano, ;son paralelas entre si?

¢Cuantas rectas paralelas a un plano pueden trazarse por un punto
exterior al plano?

Si dos rectas son paralelas, el plano que contenga solo a una de estas,
iqué relacion guarda con la otra? Verifica tu resultado con un asisten-
te matematico.

Dos rectas se cruzan, ;cuantos planos pueden trazarse que contengan
a una de estas y sean paralelos a la otra? Verifica tu resultado con un
asistente matematico.

Si una recta es paralela a un plano, ¢podra ser paralela a dos rectas
de ese plano?, ;a cuantas puede serlo? Verifica tu resultado con un
asistente matematico.

Si unarecta es perpendicular a un plano, ;a cuantas rectas de ese plano
es perpendicular? Verifica tu resultado con un asistente matematico.

Determina la longitud de la proyeccién sobre un plano de una oblicua
de 18 cm de longitud que forma un angulo de 60° con ese plano.

Un punto P dista 14,1 cm de un plano «, calcula la longitud de la pro-
yeccién de la oblicua PM sobre o si esta forma un angulo de 45° con
ese plano.

La oblicua AB a un plano tiene una longitud de 20 cm y su proyeccion
sobre este mide 10 cm, ;qué amplitud tiene el angulo que forma con
el plano?

Dos puntos A y B se encuentran en semiespacios distintos con respecto
a un plano a. Si la distancia de Ay B al plano son de 20 cm y 40 cm
respectivamente, y la distancia entre sus proyecciones es de 80 cm.
¢ Cual es la distancia entre Ay B?

Los puntos M y N se encuentran situados en el mismo semiespacio
en relacion con el plano B. Si sus distancias al plano se encuentran

306



CAPITULO 4

, 2 .
en la razén 3 y la recta que ellos determinan corta al plano en un

punto P, situado a 12 cm del punto M, ¢a qué distancia de P se en-
cuentra N? ;a qué distancia se hallan entre si los puntos My N?

41. Por un punto exterior a un plano se han trazado a este una perpen-
dicular que mide 12 cm y una oblicua que mide 16 cm. Calcula la lon-
gitud de la proyeccién de la perpendicular sobre la oblicua?

42.Si AD es la altura del triangulo CAB y PA L a (figura 4.70):
a) Prueba que el angulo PDC es rectangulo.

b) Calcula la longitud de PC si PD = 4,0 cmy CD =5,0 cm.

P

Fig. 4.70

43. Por el centro de una circunferencia circunscrita a un tridngulo se traza
una perpendicular al plano del tridngulo. Demuestra que cada punto
de esta recta equidista de los vértices del triangulo. Comprueba tus
resultados con un asistente matematico.

44. La figura 4.71 representa un ortoedro de dimensiones:

AB =30cm, BC =20cm y BG = 15cm. De los segmentos trazados en la
figura, determina: £
a) Un par de rectas paralelas y un par ¢ '
de rectas alabeadas. Fundamenta
tu respuesta.
b) Una recta paralela al plano ABD y C
una recta perpendicular al plano B
BCH. Fundamenta tu respuesta. Fig. 4.71

) El valor del area de la regién sombreada y el volumen de la pirdmi-

de ADEFB.
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45. ABCDEFGH es un ortoedro (figura 4.72)
e M€ BC;, BC=3-MB;EB=6,0 cm;
e sen <AEB =% y el valor del drea sombreada es de 24 cm?.
a) Determina la relacién de posicién de la recta FG con respecto al
plano MBH. Justifica.
b) Demuestra que BMHE es un trapecio rectangulo.
¢) Determina el valor del volumen del ortoedro.

d) Calcula el valor del perimetro de la regiéon sombreada.

Fig. 4.72

46. En el cono recto de la figura 4.73 se cumple:

e AB es diametro de la base y OS es su

altura,
e C esun punto de la circunferencia base,

e My N son los puntos medios de las
cuerdas AC y BC respectivamente,

o <CBA=<«0SA=30° y AB=11,0cm.

Demuestra que los triangulos SMC y CNS

son rectangulos.
46.1 Calcula:
a) el valor del volumen del cono y de las piramides OMNS y CNMS.

b) el valor del area total del cono.
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47. Al cilindro de la figura 4.74 se le ha realizado una perforacién cénica
por el centro de la base. Se conoce, ademds, que:

e ABYyCD son diametros del cilindro y del cono respectivamente,
e A, C,0OyDson puntos alineados,

e D es el punto medio de la cuerda RN en la base inferior,

_1.28,
2

cD
e O=proy,.,SySecoOE.

R

Fig. 4.74

47.1 Prueba que:
a) SD es la mediatriz de RN.

V3

b) ADSC es equilatero si OS = T-A_B.

47.2 Calcula el valor del volumen del cilindro perforado si OF = AB y
SD =6,0 cm.
48. A un cilindro circular recto se le realiza una perforacion cénica por el
centro de la base de forma tal que el diametro de la perforacién es
igual al radio de la base del cilindro.

a) Demuestra que las generatrices del cono son perpendiculares a las
cuerdas de la base del cilindro tangentes a la base del cono.

b) Si el diametro del cilindro es de 20 cm, las generatrices del cono
sonde 1,3 dmy larazén entre la altura del cilindro y la del cono es
de 1,5; calcula el valor volumen del cuerpo perforado.




MATEMATICA

49. La figura 4.75 muestra un cuerpo de madera formado por una pira-
mide de base cuadrada ABCDy altura SC, y un cono circular recto de
igual altura, donde se cumple que:

e Las bases de ambos cuerpos estan en el mismo plano,

e BDNAC = {0},

e El centro de la base del cono es el punto C y el radio OC,
e AB-= 4,0cm,

o tan«SAC =+2.

a) Demuestra que las caras ABS y SDA de la piramide son iguales.
b) Calcula el valor del volumen del cuerpo.
¢) Calcula el valor del area total del cuerpo.

50. En el prisma recto ABCDEFGH de base cuadrada (figura 4.76); se han
trazado las oblicuas al plano ABC; AH, OH, OF y CF.
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Demuestra que los tridngulos AOH y CFO son rectangulos e iguales.
50.1 Si <CFO =30°y OF =15cm, calcula:

a) El valor del area del triangulo OCF y del cuadrilatero ACGE.

b) El valor del area total del prisma y su volumen.

51. La figura 4.77 muestra la piramide ABCDE de altura ED y base el tra-
pecio ABCD rectangulo en Ay D.

E

A B

Fig. 4.77

a) Utilizando los vértices de la figura. Escribe en tu cuaderno de tra-

bajo una recta alabeada a EA.
b) Demuestra que el triangulo EAB es rectangulo.
¢) Si EC=8v2cm, AD=DC, 2-AB=DC y el «DCE =45°. Calcula el

valor del volumen de la piramide.

52. En el prisma recto MNPQRSTU (figura 4.78) de base rectangular. El
valor del area de la base MNPQ es de 120 cm?.

a) Determina dos segmentos de los traza- : T

dos en la figura que no determinen un I

plano.

Q! T~
b) Demuestra que el ARNP es rectangulo. e P

¢) Calcula el valor del volumen del prisma 4
siRN =12cmy el <MRN = 60°. Fig. 4.78
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53. Lafigura 4.79 muestra el prisma recto ABCDEFGH, de bases cuadradas
ABCDy EFGH:
e DB es una de sus diagonales de la base inferior,

e O es punto de interseccion de las diagonales.

a) Utilizando los vértices de la figura. Escribe en tu cuaderno de tra-
bajo una arista que sea alabeada a HE.

b) Prueba que el tridangulo HOC es rectangulo.

¢) Si AB=2J2cm y OH =4,0 cm. Calcula el valor del volumen del
prisma.

54. La figura 4.80 muestra el prisma recto ABCDEF de bases ABC y DEF,
tridngulos rectangulos en By E respectivamente. Ademas, se conoce
que:

e € E,

e AG cortaaHl y ED en los puntos H y G respectivamente,

e HI| ED.
i C
~
I o
| ////
| P
| Pige
] 7
E. .7 . __
Gr':/ ?
/7 T~
4 ~ :’H\
D ! A
Fig. 4.80
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CAPITULO 4

a) De los segmentos trazados en la figura escribe en tu cuaderno de
trabajo uno que sea paralelo al plano que contiene a los segmen-
tos de rectas AG y BE.

b) Demuestra que el triangulo CEG es rectangulo.
0 Si AD=9,0cm, AI=30cm, HI=20mm, BC=6,0cm vy

sen<BCA = g calcula el valor del volumen de la pirdmide ABEGC.

En el interior de la esfera de didmetro AB y centro O esta situado el
cono circular recto de vértice S (figura 4.81). El didmetro y el centro
de la base del cono coinciden con los de la esfera. El vértice S es un
punto interior de la esfera. El diametro AB corta a la cuerda PQ de la
base del cono en su punto medio N.

Fig. 4.81

a) Prueba que el triangulo PNS es rectangulo.

b) Si el valor del &rea de la esfera es de 256tcm’y la tan<«BSO :g .
Calcula el valor del area total del cono.

Se tienen dos piezas macizas: una en forma de esfera y otra en forma
de cilindro circular recto. Se perfora la base superior del cilindro hasta
hacerle una hendidura semiesférica de igual radio que la base del
cilindro. En la hendidura se introduce la esfera resultando el cuerpo
que se muestra en la figura 4.82. Se conoce, ademas, que:

e O es centro de la esfera y de la base superior del cilindro,

e AC es diametro de la esfera y de la base superior del cilindro,

e Besun punto de la esferay AB =32 cm,
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e La altura del cilindro es 4,00 cm,

e El AABC es isosceles de base AC.

a) Calcula la longitud del radio de la esfera.

b) Calcula el valor del volumen de material que se deseché al perfo-
rar la base superior del cilindro.

¢) Calcula el valor del area total del cuerpo resultante.

4.2 Geometria analitica del espacio

Entre los conocimientos que adquiriste en Geografia, esta el relacio-
nado con el Sistema de Posicionamiento Global (GPS) de localizacién geo-
grafica de puntos en la superficie de la tierra (figura 4.83). Se basa en el
método de triangulacidon, que se utiliza para la determinacién de las coor-
denadas de cualquier punto sobre la tierra.

LA HABANA

Perseveranc-a

' 0.1mi

~Campanario

0T (e =N
L// =Y S

NnEumdgudc&com'
(_4a:

Fig. 4.83 GPS en un celular
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Ese método se utiliza para rastrear celulares, en el sistema de navega-
cion de los automoéviles e incluso para calcular la ubicacién de un satélite
o de una nave espacial. También se aplica en cartografia, en actividades
forestales y de otras ciencias.

Los conocimientos que contribuyeron a la obtencién de progresos tan
importantes en las ciencias y en la tecnologia, son parte de los aportes de
matematicos como el francés Descartes (1593-1662) que, al introducir los
métodos algebraicos en la geometria, aporté los fundamentos de la geo-
metria analitica del espacio, que estudiaras en este epigrafe.

K De la historia

Euclides (325 a.n.e.—265 a.n.e.) en Los Elementos partié de cinco postulados para
construir la Geometria (figura 4.84). Si alguno de estos postulados no se cumple,
entonces tenemos lo que se denomina Geometrias no Euclidianas.

Cuando a principios del siglo xix, Matematicos como Gauss, Lobachevsky, Bolyai,
entre otros, indistintamente intentaron demostrar por reduccion al absurdo, el
quinto postulado: “Dada una recta y un punto exterior a ella, hay una unica
recta que es paralela a la recta dada y que pasa por el punto”, encontraron que
podian construirse otras geometrias que no lo verificaba, como la Geometria
Hiperbdlica, o la Geometria Eliptica, que conoceras de continuar estudios supe-
riores en ingenieria.

Coordenadas en el espacio

Como recordaras, en el plano es posible estudiar analiticamente las
propiedades de las figuras mediante la introducciéon del sistema rec-
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tangular de coordenadas (figura 4.85). Este sistema permite establecer una
correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los pares ordena-

dos de nimeros reales.

: P(x; )

Fig. 4.85

En el espacio también se pueden asignar coordenadas a los puntos,
pero, como tiene tres dimensiones se necesitan tres coordenadas.

En efecto, se pueden trazar tres planos mutuamente perpendiculares
que se corten en un punto O (figura 4.86). Las rectas de interseccion de
estos planos son los ejes coordenados y los planos son Ilamados planos
coordenados.

A

Fig. 4.86
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El determinado por los ejes x y y se llama plano xy.
El determinado por los ejes y y z plano yz.

El determinado por los ejes x y z se llama plano xz.

El sistema obtenido de esta forma se llama sistema rectangular de coor-
denadas en el espacio.

Para asignar coordenadas a los puntos se procede de la misma forma
que en el plano, pero utilizando tres coordenadas formando la terna o

tripleta ordenada (x; y; 2).

‘@®- saber mas

Estos sistemas rectangulares se llaman sistemas rectangulares directos, pues
un tornillo que se haga girar del eje x al eje y, avanza en el sentido del eje z.
Nosotros solo utilizaremos este sistema y por eso no especificamos que es

directo.

El procedimiento de la representacion de puntos en el espacio se reali-
za similar a como lo realizas en el plano, es decir, en el plano la coordena-
da x del punto representa la distancia de este al eje y, y la coordenada y la

distancia del punto al eje x.

En el espacio:

— la coordenada x representa la distancia del punto al plano yz,
— la coordenada y, la distancia al plano xz,

— la coordenada z la distancia al plano xy.

Ejemplo 4.23

a) Situar en un sistema de coordenadas los puntos P (1;2;4), P,(2;0;3) y
P.(3;3;0).
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b) Determinar las coordenadas de los puntos representados en la fi-
gura 4.87.

Fig. 4.87

Resolucion:

a) En la practica no es necesario representar los planos coordenados,
sino solo los ejes como se muestra en la figura 4.87.
Observa que, para poder obtener una figura en perspectiva, las re-
presentaciones de los ejes x, y forman un angulo de aproximada-
mente 135° y sobre el eje x se toma una escala que es la mitad de la
de los otros ejes.
La representacion de los puntos P, P, y P, se muestran en la fi-
gura 4.88.

-@

Fig. 4.88
b) Las coordenadas de los puntos de la figura 4.87 son:

A(3;0;2), B(1;3;1) y C(0;0;3). &
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En la representacion de puntos en el espacio se tiene que:

la condicion x = 0 caracteriza al plano yz,

la condicién y =0 caracteriza al plano xz,

y la condicién z =0 caracteriza al plano xy.

Como cada eje es la interseccion de dos planos coordenados:
la condicion x =0, y =0, caracteriza al eje z,

la condicion x =0, z =0, caracteriza al eje y,

y la condicion y =0, z =0, caracteriza al eje x.

é? iSabias que...?

Para generar el modelo digital de un terreno es importante tener en cuenta la
adquisicion de datos (Topografia, Fotogrametria o Cartografia existentes), del
cual resulta una nube de puntos con coordenadas tridimensionales (x; y; z), que
representen de manera fiel la superficie topografica que se va a representar.
Esta nube de puntos, con distribucion totalmente irregular, seran los datos de
partida, cuyo procesamiento mediante algoritmos de calculo, se utilizan para
la formacion del modelo digital del terreno, formada por superficies elementa-
les planas triangulares, y que se definen a partir de los puntos de coordenadas
tridimensionales.

Ejemplo 4.24

a) Dado el punto A de coordenadas (3;-1;4) escribir las coordenadas
del punto donde un plano que pasa por Ay es perpendicular al eje z,
corta a este ultimo. Escribir las coordenadas de un punto arbitrario
de ese plano.

b) Dado el punto B(-2;4;1). Escribir las coordenadas del punto donde
una recta paralela al eje z que pasa por B corta al plano xy. Escribir
las coordenadas de un punto arbitrario de esa recta.

Resolucion:

a) El punto buscado pertenece al eje z, luego las coordenadas x e y son

cero. Si el plano es paralelo al xy, la coordenada z sera la misma del

319



IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIMATEMA’TICAIIIIIIIIIl

punto dado, por tanto, las coordenadas del punto son (0;0;4). Su
representaciéon puede observarse en la figura 4.89. Un punto arbi-
trario de ese plano tendra coordenadas (x; y; 4).

<y

Fig. 4.89

b) El punto buscado esta sobre el plano xy, luego z =0.

Si la recta es paralela al eje z, interseca al plano xy en el punto
P(-2;4;0). Puede verse en la figura 4.90.

AZ
¢ B(-2; 4; 0)
-2 =
DR T -4 P(-2; 4, 0)
3 >
X v

Fig. 4.90

Un punto arbitrario de esta recta tendra coordenadas (—2;4;z). 2
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Q Investiga y aprende

Con ayuda de la inteligencia artificial, investiga y debate con tus companeros
sobre la afirmacién siguiente:

La Geometria Analitica del Espacio es una herramienta invisible, pero omnipre-
sente. Desde usar Google Maps hasta lanzar un cohete a Marte, sus ecuaciones
y modelos matematicos hacen posible resolver problemas complejos en 3D: es la
base de la tecnologia moderna.

Teorema 4.7

La correspondencia establecida entre las ternas de nameros reales (x; y; 2)
y los puntos del espacio mediante un sistema rectangular de coordenadas
es biunivoca.

Demostracion:

Si por el punto A del eje x (figura 4.91), trazamos un plano paralelo al
plano yz (dos planos son paralelos si no se intersecan), por el punto B del
eje y un plano paralelo al plano xz y por el punto C del eje z un plano
paralelo al plano xy; estos tres planos son Unicos (por un punto exterior
a un plano se puede trazar un plano paralelo y solo uno) y se cortan en
un punto P de coordenadas (x;y;z) con OA=x,0B=yyOC = z. Luego,
a cada terna de numeros reales corresponde un punto Unico del espacio.

z
C P(z; y; 2)
Ao S JB .
Alp 0 Y
X
Fig. 4.91

Reciprocamente, si tenemos un punto P del espacio y trazamos por este
planos paralelos a los planos coordenados, estos cortan a los ejes en los
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puntos A, By C; con lo que quedan determinados tres nimeros reales. Por
lo tanto, a cada terna de nUmeros reales corresponde un punto Unico del

espacio y viceversa.

é? iSabias que...?

El aumento de la poblacién mundial, asi como las necesidades de comunicacién,
vivienda, el desarrollo de la produccién agricola y expansion territorial, origin-
aron la topografia, que es una aplicacién de la geometria, en la que existe una
correspondencia entre los elementos geométricos y su materializacién sobre el

terreno (figura 4.92).

Fig. 4.92 Maqueta de La Habana

En la actualidad existe una urgente necesidad de elaborar planos y mapas to-
pograficos con alta precision, para determinar limites entre paises, tareas en las
que se complementa con la geodesia.

Los planos del meridiano, del horizonte y el vertical, se usan en topografia
para proyectar sobre ellos los objetos geométricos para conocer su posicion
en dos o tres dimensiones, formando sistemas de coordenadas (x; y), (x; y; 2),
(n; e), (r; ), son distancias a los ejes de referencia contenidos en los planos ya
mencionados.

La topografia tiene aplicaciones en la ingenieria agricola, tanto en levantamien-
tos como trazos, deslindes, divisiones de tierra (Geodesia), determinaciones de
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areas (Agrimensura), nivelacion de terrenos, construccion de bordos, canales y
drenes (figura 4.93).

Eje de rotacion

El relieve representado defla Tema: »=ii.z
iev .
p Meridiano de

en las curvas de nivel Greenwich

ecuador

Fig. 4.93

En la ingenieria eléctrica: levantamientos previos y trazos de lineas de transmi-
sion, construccion de plantas hidroeléctricas, instalacion de equipos para plantas
nucleoeléctricas.

En la ingenieria mecanica e ingenieria industrial: para la instalacién precisa de
magquinas y equipos industriales, configuraciones de piezas metalicas de gran
precision. En la ingenieria minera: para el levantamiento y trazo de tuneles, ga-
lerias y lumbreras, cuantificaciones de volumenes extraidos, entre otras.

Ejemplo 4.25

Si los puntos (2;3;1), (2;5;-1) y (0;5;1) son vértices de un ortoedro de ba-
ses paralelas a los planos coordenados.

a) Determinar las coordenadas de los vértices restantes.

b) Calcular el valor volumen del ortoedro.

Resolucion:

a) Como el ortoedro tiene sus N
bases paralelas a los planos

coordenados, tendrd cuatro H G
vértices con una coordenada 1 S A 5
constante (figura 4.94). Co- 5. /10 3 7
nocemos los vértices: E(2;3;1), / '1E s ¢
B(2;5;-1)y G(0;5;1). x A 8

Fig. 4.94
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Los vértices estaran en los planos:

x=2;x=0
y=3,y=5
z=1,z=-1

Los vértices restantes seran: A(2;3;-1), C(0;5;-1), D(0;3;-1), F(2;5;1),

H(0;3;1).
b) Como se muestra en la figura 4.94, los lados del ortoedro miden

AB=2,0u, AD=2,0uyDH =2,0u, Iuego,va_B3 V=2=800. @

Aplica tus conocimientos
Calcula el volumen de una piramide recta de base rectangular de lados paralelos

a los ejes coordenados en el plano xy, si dos de sus vértices son (1;0;0) y (3;4;0) y

tiene 6,0 u de altura (figura 4.95).

ANa
<

Fig. 4.95

Determina las coordenadas del vértice principal (cUspide) de la pirdmide.

Distancia entre dos puntos en el espacio
En el plano ya habias determinado una relacién que te permitia calcu-
lar la distancia entre dos puntos, es decir, la longitud de un segmento en

el plano.
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Cl-) Recuerda que...

La distancia entre dos puntos del plano A(x;;y;) Y B(x,;y,) se obtiene por la
formula d(A,B)=/(x,~x,)" +(y:-y,) -

¢Cémo determinarias la distancia entre dos puntos cualesquiera en el
espacio?

Observa que en la relacion de la distancia entre los puntos del plano es
necesario calcular las diferencias entre las coordenadas x y y de los puntos,
pero en el espacio los puntos se representan con tres coordenadas por lo
que es necesario tener la diferencia de las terceras coordenadas.

Teorema 4.8

Sean P(x,;y,;2,) Y Q(X,;y,:z,) dos puntos cualesquiera en el espacio, la

distancia entre estos viene dada por la expresion,

d(P;Q)z\/(x1 —xz)2 +(y, —yz)2 +(z, —zz)z.

Demostracion:

Sean P(x.;y:1iz;) y Q(X,:¥,:2,) dos puntos cualesquiera del espacio
(figura 4.96) tracemos por estos puntos planos paralelos a los planos
coordenados.

z
CZ """""" :ﬂ"""""""'.',
Q| E
oy - s
M"’ N "'é
N A
. ] | iB,
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Estos planos se intersecan formando un ortoedro en el cual PQ es una

diagonal interior de este. Tenemos que d(P;Q)= ‘@‘
Aplicando el teorema de Pitdgoras en los triangulos MNP y QMP se

obtiene que:

—2 | —2 —2
En el MNP, MP‘ :‘MN‘ +‘NP‘ (1)

—2 | —2 —2
En el QMP, PQ‘ :‘MP‘ +‘QM‘ )

Sustituyendo (1) en (2) tenemos: ‘If)r :‘Wr +‘I\F‘2 +‘Q_M‘2
Pero ‘M_N‘ = ‘m‘ =|x,—X,|

W - BB Iy,

1

o (e =k

luego: ‘F’_Qr = |X1_X2|2 +|y1—y2|2 +|Z1—Zz|2

de donde: d(P;Q)= \/(x1 - X, )2 +(Y1 Y, )2 +(z,-2, )2. *
Ejemplo 4.26
a) Calcular la distancia entre los puntos A(2;1,-3) y B(-1;5;3).
b) Probar que la pirdmide de vértices P(0;0;0), Q(?;%;O} R(0;3;0)y

S[?%J@) es un tetraedro regular.

Resolucion:

a) Aplicando la férmula del teorema 4.8

d(AB) = (x4 =%, )' +(ya=Vs) +(24~2,)
d(A;B)=J(2+1) +(1-5) +(-3-3)" =,/9+16+36
=/61~7,81u.
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b) En un tetraedro regular todas las caras son tridngulos equilateros y

en cada vértice concurren tres aristas. Veamos si todas las aristas son
iguales.

d(P;R)=+/3? =3,0u.
d(P;S)= \/(?j +GT +(£)2 = /%+%+6 -J3+6=3,0u.

d(Q;5)=(v3) +(V6) =V3+6=3,0u

d(S;R)= \/[—?j +(§)2 +(\/§)2 = %+%+6 =3+6=3,0u.

Como todas las aristas son iguales la piramide PQRS es un tetraedro
regular. ¢

Conocidas las coordenadas de dos puntos A(X,;y,;z,)y B(X,;Y,:2,) del
espacio también es posible hallar las coordenadas del punto medio del
segmento que estos determinan. Estas coordenadas son:

_X1+X2. _y1+y2.z _21+ZZ
=22,y =22,z 012
2 2 2

M

Aplica tus conocimientos

1. Dada las coordenadas de los vértices P(2;2;0), Q(0;0;3) y R(1;1;1,5). Determi-
na si es posible construir un triangulo.
2. Dado el triangulo cuyos vértices son los puntos: A(3;-1,2), B(0;4;2) y

C(—3;2;1), comprueba que es isésceles y halla la longitud de la mediana rela-
tiva al lado desigual.
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é? iSabias que...?

Se puede determinar la relacién de dos rectas en el espacio conocidas las coor-
denadas de dos de sus puntos, sin usar vectores ni ecuaciones de las rectas de
manera explicita.
Sean lasrectas /,:A(X;;yz,) YB(X3iY2:2y) Y L :iC(X55y5i25) Y D(X4iY4i2,)
1. ¢Son paralelas?

Se calcula las diferencias entre las coordenadas de los puntos de cada recta 'y

compara sus proporciones:

Para I:AX, =X, =X, , Ay, =y, ~ Y., Az, =z,-2z,.

Para Iz A, =Xy = X3, AY, =Y, — Y3, AZ, =2, — 7.

M _ Ay, Az

Condicion de paralelismo: — = =
AXZ AyZ Azz

Si se cumple, son paralelas.
Luego, se verifica si tienen algun punto en comun, para saber si son coincidentes.
Para que las rectas sean coincidentes todos los puntos de /, deben estar en /..
Como son paralelas, basta con probar que un punto de los de la recta /, (C)
pertenece a la recta /..
e Se calcula la diferencia entre Cy A:

AXc=X3 =X, AYc =Y3 =Y, Az =2; - 2,.
e Se verifica si estas diferencias son proporcionales a las de /,

L% AV L%

AX1 A.y1 Az1
e Sise cumple, Cestaen/, y portanto/ y [, son coincidentes.
e Si no, son paralelas pero no coincidentes.

2. ;Son secantes o alabeadas?
Si no son paralelas, para ver si se cortan:
— Toma las primeras dos coordenadas (x y y) y resuelve el sistema lineal para
tys:
X, + tAX; = X; + SAX,
{,V1 + tAy, =Y; + SAY,
— Si tiene solucién Unica, se sustituye ty s en la tercera coordenada z:

-Siz, +tAz, =2z, +sAz, entonces/ y/ son secantes.

-Siz, +tAz, # z, +sAz, entonces/ y I son alabeadas.
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3. ¢Son perpendiculares?

Usa el producto de las diferencias:
AX, - AX, + Ay, - Ay, + Az, - Az, =0
Si es cero, son perpendiculares.
Ejemplo 1 Rectas coincidentes.
Sean las rectas determinadas por los puntos dados:
u: A(1;2;3) y B(3;6;9) — Diferencias: Ax, =2, Ay, =4 y Az, =6.

v: C(2;4;6)y D(4;8;12) — Diferencias: Ax, =2, Ay, =4y Az, =6

1. ¢Son paralelas?

NN

= g =1 son paralelas.

N »bH

Verificar si el punto C(2;4;6)esta en u:

2-1 4-2 6-3
2

1.2
4 6 2 4

cumple.

Conclusion: las rectas u 'y v son paralelas coincidentes.

Ejemplo 2 Rectas paralelas no coincidentes.
Sean las rectas determinadas por los puntos dados:
a: A(0;0;0)y B(1;1;1) — Diferencias: Ax, =1, Ay, =1y Az, =1.

b: C(0;0;1)y D(1;1;2) — Diferencias: Ax, =1, Ay, =1y Az, =1.

| —

1. ¢Son paralelas? %:%: =1son paralelas.

0-0 0-0 1-0
1 1

N -

Verificar si el punto C(0;0;1) esta en a: 0=0=1 no se

cumple.

Conclusion: Las rectas a y b son paralelas no coincidentes.
Ejemplo 3 Rectas alabeadas
Sean las rectas determinadas por los puntos dados:
p: A(1;0;0) y B(0;1;,0) — Diferencias: Ax, =—1, Ay, =1y Az, =0.

q: C(0;0;1)y D(1;1;1) - Diferencias: Ax, =1, Ay, =1y Az, =0

1. ¢Son paralelas? _T1 ¢% No son paralelas.
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2. ;Son secantes?
Resuelve:

{1+t(—1) =0+s(1)

0+t(1)=0+s(1)

t+s=1
t-s=0

t=s5=0,5

Verifica: z:0+0=1+0— 0 = 1no son secantes.

Conclusion: Las rectas p y g son alabeadas.

‘@ saber mas
La ecuacion general de un plano esta dada por: n: Ax + By + Cz + D =0. Si dos
puntos P, (x,;¥1:2,) y P,(X,:Y,:2,) pertenece a la recta s:

Podemos saber la relacion de posicion de la recta y el plano evaluando los pun-
tos de la recta en la ecuacion del plano:

Ax,+ By, +Cz,+D =d,

Ax, +By, +Cz, + D =d,

1. Si d, =d, =0. Ambos puntos pertenecen al plano, por lo que la recta esta con-
tenida en él.

2.Sid, =0y d2 # 0 (o viceversa). Solo un punto esta en el plano, por lo que la
recta corta al plano en ese punto (son secantes).

3.Sid, 20y d, # 0 (tienen el mismo signo). Ambos puntos estan en el mismo
semiespacio, por lo que la recta es paralela al plano.

4.Sid, #0y d, #0 (tienen signos opuestos). Ambos puntos estan en semiespacio
diferentes, por lo que la recta corta al plano (son secantes).

Por ejemplo:

Sea el plano B, determinado por la ecuaciéon f:2x -y +3z-5=0 Yy los puntos
P(1:2;1)y P,(3;-1%0).

a. Evaluaos P, 2(1)-(2)+3(1)-5=-2 (d,=-2)

b. Evaluaos P, 2(3)—(-1)+3(0)-5=2 (d,=2)

Como d,#0 y d, =0 y tienen signos opuestos, la recta corta al plano (son
secantes).
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CAPITULO 4

Ejercicios del epigrafe 4.2

1. Representa en un sistema de coordenadas los puntos
A(2;0;,-1), B(4;-3;7),
C(-5;-9;2) y D(3:-2:4).

2. Halla las coordenadas de los vértices del cubo de arista a=4,0 u repre-
sentado en la figura 4.97.

Fig. 4.97

3. Los puntos(3;1;2),(3;5;2), (-1,1;,2) y (3;1;6) son vértices de un cubo. Halla
los vértices restantes y dibuja el cubo. Comprueba tus resultados con
ayuda de un asistente matematico.

4. Un octaedro regular es un cuerpo de ocho caras que son triangulos
equilateros y en cada vértice concurren cuatro aristas. Los puntos (2;2;0),
(2;0;2), (4;2;2), (2;4;2), (0;2;2) y (2;2;4) son los vértices de un octaedro
regular. Dibuja el octaedro. Comprueba tus resultados con un asistente
matematico.

5. Dibuja la piramide triangular de vértice V(4;4;1) si los vértices de la base
son los puntos (4;1;4), (4:4;4)y(1,4;4)y calcula el valor de su volumen.

6. El punto P(2;3;3) es un vértice de un ortoedro formado por los planos
coordenados y los planos que pasando por p son paralelos a estos. Halla
las coordenadas de los otros siete vértices y el valor del volumen del
cuerpo. Verifica tu resultado con un asistente matematico.

7. Calcula la distancia entre los puntos:

a) A(2;5;3)y B(-3;2;1). b) C(0;3;0)y D(6;0;2).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

MATEMATICA

Q) E(-4;-2;3) y F(3;3;5). d) G(-1,-2;2) y H(2;2;-1).
e) /(-1;3;2)y el origen de coordenadas.
7.1 Comprueba tus resultados con un asistente matematico.
Calcula los valores del perimetro y el area del tridngulo cuyos vértices
son los puntos;
A(4;6;1), B(6;4;0) y C(-2;3;3). Comprueba tus resultados con ayuda
de un asistente matematico.
8.1 Determina las coordenadas del punto medio de cada lado del

tridngulo.
Halla la distancia del punto (3;-1;2) a cada uno de los planos coorde-
nados y a los ejes coordenados.
Comprueba que los puntos A(5;1;5), B(-3;-2;1) y C(4;3;2) son los vér-
tices de un triangulo rectangulo y calcula su area.
10.1 Determina la longitud de la paralela media relativa a la

hipotenusa.

Halla la distancia del punto (-2;5;3) a cada uno de los planos coorde-
nados y al origen de coordenadas.

Demuestra que el cuadrado de la distancia de cualquier punto del
espacio al origen de coordenadas, es igual a la suma de los cuadrados
de sus distancias a los planos coordenados. Comprueba tus resultados
con ayuda de un asistente matematico.

Comprueba que los puntos (1;1;0), (3;3;0), (3;1,2) y (1;3;2) son vértices
de un tetraedro regular.

3 3
a) Comprueba que son los vértices de un tetraedro regular.

Dados los puntos (0;0;0), (10;0;0), (5;5\/5;0) y (SﬂMJ

b) Calcula el valor del volumen del tetraedro.

Los puntos (0;1;\/5), (3;5;\/5), (7;2;\/5)) y (4;—2;\/5) son vértices de un
octaedro regular.
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16.

17.

18.

19.

CAPITULO 4

a) Halla las coordenadas de los otros dos vértices si se sabe que estan
sobre una recta paralela al eje z y la distancia entre ellos 5v/2 u.

b) Calcula el valor del area lateral del cuerpo.

Determina las coordenadas de los extremos A y B del segmento divi-
dido entre partes iguales por los puntos P(—4;2;1) y Q(1;5;1).

Sea un cubo de lado igual a 4,0 cm, tal que esta ubicado en el primer
octante (x >0; y >0; z>0) y tres de sus caras sobre los planos coor-

denados. Los centros de las seis caras del cubo son los vértices de un
octaedro regular.

a) Halla las coordenadas de los vértices del octaedro.
b) Calcula la longitud de las aristas del octaedro y represente grafi-
camente tanto el cubo como el octaedro.

Halla las coordenadas de los puntos simétricos a los puntos
A(2;3;1), B(5;-3;2), C(-3;2; -1) y D(a; b;c) respecto:
a) al plano xy b) al plano xz ) al plano yz

d) al eje x e) al eje y f) al eje z

Un puente tiene vigas definidas por las rectas /,, /, y I, que pasan por

los puntos de coordenadas: o

l,:A(%;2;3)y B(4;5;6),

l,:C(0;1,2)y D(3;4;5),

I, :E(2;-1,4)y F(5;2;7).

19.1 Auxiliate de un asistente matematico que tenga vista grafica en
3D (GeoGebra) y responde cada uno de los incisos siguientes:

a) Pruebassi I, y I, son rectas paralelas o rectas alabeadas.

b) Verifica si I, es paralela al plano n:2x -y +3z=4. En caso de no
ser paralelo diga las coordenadas de interseccion entre el plano y
la recta.

¢) Calcula el valor del volumen de una columna cilindrica del puente
con radio 2,0 my altura igual a la distancia entre /, y /..

(Ver la nota 5 al capitulo 4 en los anexos)
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Ejercicios del capitulo

1. Di si las siguientes proposiciones son verdaderas en planimetria, este-
reometria o en ambas.
a) Por un punto situado fuera de una recta se puede trazar una paralela
y solo una a esta.
b) Por un punto situado fuera de una recta se puede trazar una perpen-
dicular y solo una a esta.
¢) Por un punto de una recta se puede trazar una perpendicular y solo
una a esta.
d) Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.
e) Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si.
f) Por un punto de una recta se pueden trazar infinitas perpendiculares
a esa recta.
2. Una recta r corta a un plano a en un punto P. En la recta se toman dos
puntos My N situados cada uno en distintos semiespacios respecto a
a y equidistantes de P. Si el punto M dista 10 cm del plano a, ¢cuanto
dista N de ese plano?
3. El cuadrado ABCD en el plano o es cortado por el cuadrilatero BNDM
por la diagonal BD como se muestra en la figura 4.98, de forma tal que
y A= proy M, C = proy,N y MN ~BD ={0}.

a) Demuestra que MN L BD.
b) El cuadrilatero BNDM es un rombo. Fundamenta esta afirmacion.
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CAPITULO 4

3.1Si el drea del cuadrado ABCD es de 2,88 dm?y el punto M se encuen-
tra a 6,0 cm del plano a, calcula:

a) El valor del area del rombo BNDM y la amplitud del angulo con que
corta al plano a.

b) El valor del volumen de la pirdmide BCDN y su area total.

4. Sea la circunferencia de centro O de
didmetros AB y CD (figura 4.99), y el
triangulo EOD rectangulo en O tal que
el vértice E tiene como proyeccién so-
bre el plano ACD el punto B. Demues- C 5
tra que el BD = 90°. \Q’
4.1 Si el area del tridngulo EOD es de

37,5 cm? y el didmetro de la circun-
ferencia es de 10 cm, calcula:

a) La distancia del punto E al plano de la circunferencia.
b) La longitud de la cuerda BD.
) El valor del area total y el volumen de la piramide ODBE.
5. En el vértice B de un angulo recto del trapecio rectangulo ABCD se ha
trazado la circunferencia base de un cono circular recto (figura 4.100)

de radio BA = 8,0 cm tangente en C a la base mayor del trapecio la cual
es igual al didmetro de la circunferencia.

Fig. 4.100

a) Demuestra que el triAngulo SCD es rectangulo.
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b) Calcula el valor del volumen de la pirdmide oblicua que tiene como
base ese trapecio y su altura coincide con la altura del cono si sus
generatrices tienen una inclinacién de 60° con la base.

¢) Calcula el valor del area del tridangulo SCD.

d) Calcula la amplitud del dangulo de inclinacién de la arista SD respecto
al plano de la base.
6. Desde un punto S exterior al plano a que contiene al rombo ABCD, se

traza la oblicua OS (figura 4.101) siendo O la interseccién de las diago-

nales del rombo y D = proy,S.

S
D
7
A"~ =—==¢
A B
Fig. 4.101

Demuestra que OS es mediatriz de AC.

6.1 Esboza la figura en tu cuaderno de trabajo, traza las oblicuas AS, BS, CS
y calcula el valor del volumen y el area total de la pirdmide ABCDS, si
AB = 14 cm y <SBD = «BCD = 45°.
6.2 Demuestra que AABS = ASBC.
7. El cuadrado ABCD estéa inscrito en una circunferencia de 25,1 cm de
longitud; por el punto O de interseccion de sus diagonales se levanta

una perpendicular 0S de 4,0 cm de longitud al plano que contiene al
cuadrado.

a) Haz un esbozo de la figura.
b) Calcula la distancia de S a cada vértice del cuadrado.

¢) Determina la amplitud del 4ngulo que forma la oblicua SA con el pla-
no que contiene al cuadrado.
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8. El lado AB del tridngulo equilatero ABC es el diametro del circulo de

centro O en el plano a (figura 4.102) y el vértice C tiene como proyec-
cion sobre «, el punto D interior del circulo.

C
A
.
Fig. 4.102

a) Demuestra que el radio que contiene al punto D es perpendicular al
diametro AB.

8.1 Si D es el punto medio del radio y el didametro del circulo mide
8,0 cm:
a) Calcula el valor del volumen y el area total de la piramide ABCD.

b) Calcula la amplitud del dngulo de inclinacién del tridngulo ABC
respecto al plano a.
9. Uno de los catetos de un triangulo rectangulo e isésceles esta conteni-
do en el plano a y el otro forma con este un angulo igual a 45°.

a) Demuestra que la proyeccién de este tridngulo en el plano o es un
triangulo rectangulo.

b) Calcula la amplitud del angulo que forma la hipotenusa con el plano o.

10. En la figura 4.103 se muestra el di-
sefio de una pieza maciza que tiene
forma de prisma recto ABCDEFGH,
ademas; se conoce que sus bases son
los rectangulos ABCD y EFGH.

Fig. 4.103
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a) De los segmentos de rectas trazados en la figura determina uno
que se cruce con HD.
b) Demuestra que el AABG es rectangulo.
c) Siel perimetro de la base ABCD es 12 dm, BC =2,0 dmy
tan«GBC =3, calcula el valor del volumen del prisma ABCDEFGH.

11. La figura 4.104 muestra un cubo tal que la suma de sus aristas es de
48 cm. Desde E y H se trazan las oblicuas al centro de la cara ABCD.

m

) H
n g
F U0 G ’
LB} V3
1 ’,
[} ’
1\ ’
" .
1 \ b
1 “ ,'
! ’
f J ’
1 “ ’
4
Lf'—:--‘-'
. SR i
’¢ __:‘_I:__— -
Alk==="" 0 Sl
B
Fig. 4.104

a) Demuestra que OF LAC.
b) ¢Es OH mediatriz de BD? Fundamenta tu respuesta.
¢) Calcula la amplitud del angulo formado por las oblicuas trazadas.
d) Calcula el valor del area del tridngulo EOH.

12. Desde un punto exterior a un plano se trazan dos oblicuas iguales de
14,1 cm; el angulo que esas oblicuas forman con el plano es de 45°y

sus proyecciones son perpendiculares. Calcula la distancia entre los
pies de las oblicuas y la amplitud del angulo que estas forman.

13. Se tiene un circulo de 4,0 cm de radio, por su centro O se traza una
perpendicular al plano del circulo y sobre esta se toma un segmen-
to OM = 8,0 cm. Determina la distancia del punto M a una cuerda de
6,0 cm de longitud.

14. En una piramide triangular regular, la altura es igual al lado de la base.
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CAPITULO 4
a) Determina la amplitud del angulo formado por la arista lateral y el
plano de la base.

b) Calcula el volumen de esa piramide si el lado de la base mide 12 dm.

15. El prisma recto ABCDEFGH (figura 4.105) de altura 16,0 cm tiene como
base inferior el trapecio ABCD de &rea 1,32 dm’. Se conoce, ademas,
que:

e AD =15,0 cm y BC =7,00 cm son las bases del trapecio ABCD.
e CM es una de las alturas del trapecio base,

e GD es una diagonal de la cara CDGH,

e GM es oblicua,

e el xCDA=67,4°.

E H
F G
\\
\\
(RN
v N
v S
M\ N
A - =-==-= - ===JD
7/
B c
Fig. 4.105

a) Demuestra que el ADMG es rectangulo.
b) Calcula:
b.1) el valor del area del ADMG y el area lateral del prisma,
b.2) el valor del volumen de la pirdmide CDMG.
16. Expresa el volumen del tetraedro regular en funcién de su altura h.

17. Determina los valores del area y el volumen de un octaedro regular de
3,0 cm de arista.

18. La mediana de una de las caras de un octaedro regular mide 17,3 m.
Calcula el valor del area del octaedro.
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

MATEMATICA
Representa en un sistema de coordenadas los puntos (2;1;0), (0;3;4),
(2;0;-1), (3;-2;4), (1,2;-3) y (-5;3;-2).
Esboza en tu cuaderno de trabajo el tetraedro cuyos vértices son los
puntos (0;0;0), (2;0;0), (0;2;0) y (0;0;2). ¢ Es este tetraedro regular?
Calcula el valor de su volumen. Verifica tu resultado con un asistente
matematico.

Los puntos (1;1,0), (5;1,0) y (5;5;8) son vértices de un prisma cuadran-
gular regular que tiene una base en el plano xy. Halla los vértices
restantes y dibuja el prisma.

Comprueba que los puntos A(1;1;1), B(3;1;1), C(3;4;1) y D(1;4;1), toma-
dos en ese orden, son los vértices de un rectangulo.
22.1 Determina la longitud de la altura de la piramide recta ABCDE

cuya base es el rectdangulo ABCD si el valor de su volumen 8,0 u’,

Comprueba que los puntos (4;2;4), (10;2;-2) y (2;0;-4) son vértices de
un tridangulo equilatero y calcula el valor de su area.

23.1 Determina las coordenadas de su incentro.

Calcula la distancia del punto (2;3;-4) a cada uno de los planos coor-

denados y a los ejes coordenados.

Sean los puntos de coordenadas: A(4;3;5), B(-3;2;1), C(2;-3;0) y
C(0;0;-3). Determina las coordenadas de sus proyecciones:

a) al plano xy b) al plano xz ) al plano yz

d) al eje x e) al ejey f) al eje z

Un arquitecto disefia un edificio con columnas en 3D. Las coordena-
das de las bases de dos columnas son A(3;5;0)y B(7;1;0). Ademas, un
muro esta definido por los puntos C(0; 4; 3), D(4;8;3)y E(1;2;3).

a) Calcula la distancia entre las columnas Ay B.

b) Determina las coordenadas del punto medio entre C y D.
¢) Determina si los puntos C, D, E y F(5;10;3) pertenecen al mismo
plano.
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27.

28.

CAPITULO 4

Dos aviones Py Q en el momento en que el radar toma su ubicacion
sus posiciones eran P(120;80;10) y Q(90;120;12).

a) Calcula la distancia entre los aviones en el momento en que se
toman las coordenadas de sus posiciones.

b) Determina las coordenadas del punto medio entre los aviones en
ese momento.

¢) Verificasilaruta de Py Q esta contenida en el plano 2x -3y + 4z =50.
Dos satélites que orbitan la Tierra, se encuentran en las posiciones
5,(2:-14)y S,(-3;5;7) en miles de kilémetros.

a) Calcula la distancia entre los satélites.

b) Determina las coordenadas del punto medio entre los dos satélites
para instalar un repetidor (es un dispositivo que recibe, amplificay
transmite sefales para facilitar la comunicacion a larga distancia).

¢) Determina si las posiciones de los satélites S,, S, y la Tierra (origen
(0;0;0) y una estrella E(1;2;-2) son coplanares.

29. En una cirugia, un tumor estad ubicado en T(5;-2;8) (cm) y un sensor

en M(1;3;4).
a) ¢A qué distancia se encuentra el sensor del tumor?

b) Determina las coordenadas del punto medio entre las posiciones T
y M para guiar una biopsia.

¢) Verifica si los puntos T, M, N(2;0;6) y P(3;1;5) definen un plano
quirurgico.

30. Tres sismos E,, E, y E; ocurrieron en la posicion E,(2;3;-5), £, (4;,-1,-3) y

E,(-2;5;-7) (kilémetros de profundidad) respectivamente.

a) Calcula la distancia entre E, y E,.

b) Encuentra el punto medio entre E; y un volcan V, ubicado en
V(1,2;-4).

¢) Determina si los sismos y el volcan estan alineados en una misma
falla plana.
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Autoevaluacion

i En la figura 4.106 se tiene el

cuadrado ABCD contenido

en el plano B. Ademas, se

conoce, que:

e FEyF son los puntos me-
dios de los lados AD y B
BC del cuadrado ABCD
respectivamente,

e EFHG es un cuadrado,

o GEZB,

e EIl ABCHes escaleno.

1.1 Clasifica en tu cuaderno de trabajo las proposiciones siguientes en
verdaderas o falsas. Funtamenta las falsas.

a) AE es la proyeccion de la oblicua GA en el plano p.

b) AB|| GH.
c) HF L BC en el punto F.
d) El angulo de inclinacion de la oblicua GF con el plano B es de 45°.

e) Las oblicuas GF y HE tienen sus proyecciones de igual longitud.

i En la figura 4.107 se tiene el F
rombo ABCD contenido en G
el plano y. Ademas, se cono-
ce, que:

e H es el punto donde se
intersecan las diagonales '
(ACy BD) del rombo, AN B
e ACFE es un cuadrado, Fig. 4.107
* GHI EA,
e GH L DBenH,
e EFZy.
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CAPITULO 4
2.1 Clasifica en tu cuaderno de trabajo las proposiciones siguientes en
verdaderas o falsas. Funtamenta las falsas.
a) GH es perpendicular al planoy.
b) g es la proyeccién de la oblicua GB en el plano y.
¢) Las oblicuas gy y FH son iguales.
d) G es punto medio de gF.

e) AC es la proyeccién de la oblicua FA en el plano v.

i Dado el prisma recto de base triangular ABCDEF (figura 4.108). Justifi-
ca en cada caso la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones:
a) La recta DA es paralela al plano BCE.
b) Las rectas DE y FCse cortan.

¢) Los puntos A, By F determinan un plano.

3.1 Escribe en tu cuaderno de trabajo la opciéon que garantiza la vera-
cidad de las proposiciones siguientes:

a) Con respecto al plano ACB, la recta FC es:
1) oblicua 2) perpendicular

3) paralela 4) esta contenida en ACB

b) El plano EBA esta determinado por
1) las rectas AEy FC 2) larecta AEy el punto A
3) larecta AE y el punto B 4) la recta AE y el punto C
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¢) Si la diagonal AF mide 10,0 cmy forma con la altura del prisma
un angulo de 30, entonces la longitud de su proyeccion: es:
1) CA =103 cm 2)CA =5,0 cm
3) CA =53 cm 4) CA = 20 cm

* El prisma recto ABCDEFGH tiene su base cuadrada (figura 4.109). La
diagonal del prisma HB = 13cm y su proyeccién DB = 12 cm.

N\
L N c
/T~ \ I i
// ‘:%:‘——\—/
A== T 7 TS
B
Fig. 4.109

4.1 Escribe en tu cuaderno de trabajo las dimensiones y magnitudes
del cuerpo a las que corresponden los valores numéricos siguientes:
a)5,0 b)6v2 )72  d)360 e) 12042
Precisa en cada caso la unidad de medida que les corresponde.

4.2 Si O es el punto de intercepcién de las diagonales de la base ABCD.
Demuestra que AEOC es un triangulo rectangulo.

4.3 Escribe en tu cuaderno de trabajo los valores que se aproximan a:
a) El area del AEOC.
1)24cm*>  2)47cm®>  3)15cm®  4)10/2cm?
b) El volumen del cuerpo que resulta de perforar el prisma recto
ABCDEFGH por la pirdmide oblicua OBCH.
1) 90 cm? 2) 30 cm’® 3) 330 cm? 4) 360 cm’
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CAPITULO 4
En la figura 4.110 se muestra la piramide oblicua ABCDF, cuya base es
el paralelogramo ABCD. Ademas, se conoce que:
e FD es la altura de la piramide,
e ABEF esrectangulo enE,

e FE esun punto de DC.

B
Fig. 4.110

a) De los segmentos trazados, identifica uno que sea paralelo al
plano ADF.

b) Demuestra que BE es una de las alturas del paralelogramo
ABCD.

¢) Si BC =5,0 dm, BE =40cm, DC =9,0 dm y el < DEF = 45°. Deter-
mina el valor del volumen de la piramide ABEDF.

ﬂ A un cilindro circular recto se le realiza una perforacién cénica por el
centro de la base de forma tal que el didametro de la perforacién es
igual al radio de la base del cilindro.

a) Demuestra que las generatrices del cono son perpendiculares a las
cuerdas de la base del cilindro tangentes a la base del cono. Com-
prueba tus resultados en un asistente matematico.

b) Si el didametro del cilindro es de 20 cm, las generatrices del cono
tienen 1,3 dm de longitud y la razén entre la altura del cilindro y
la del cono es de 1,5 dm, calcula el valor del volumen del cuerpo
perforado.
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g En el cilindro recto de la figura 4.111 se tiene que CD, AB'y EF son
didmetros tales que CD1 ABy AB|| EF. Se conoce, ademas, que A y B
son las proyecciones de E y F respectivamente.

a) Prueba que AEOD = AFDO.
b) Prueba que los tridngulo EOF y EDF son isosceles.
7.1 SiFB=5,0dm y AB=6,0 dm, calcula:

a) El valor volumen de la piramide EOFD.
b) La amplitud del <EDF.

Fig. 4.111

ﬁ En la figura 4.112, la recta PT esta
contenida en el plano de la base del
cono circular recto. OS es la altura
del cono y la recta PT es tangente en
P a la circunferencia de centro O. Si
SP =24 cm y SP forma un angulo de
60" con el plano de la base.

P

a) Clasifica el ATPS segun las ampli- Fig. 4.112

tudes de sus angulos interiores.
Fundamenta.

b) Calcula el valor del area lateral del cono y expresa el resultado en
decimetros cuadrados (dm?).

¢) Calcula el valor del volumen del cono.
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ﬂ La figura 4.113 muestra una pieza de cris-
tal maciza en forma de cilindro circular
recto cuyo diametro es AC =4,0 cm. Se
conoce, ademas que el ADBC represen-
ta una lamina de bronce que se inscribe
en el cilindro de forma tal que AD es la
altura del cilindro y B pertenece a la cir-
cunferencia de la base inferior.

a) Prueba que la [dmina de bronce repre-

senta un tridngulo rectangulo. B

_ ) _ Fig. 4.113
b) Si el area lateral de la pieza es

A, =37,0dm’. Calcula el valor del vo-
lumen del cilindro.

“ En la figura 4.114 se muestra una
pieza maciza en forma de semiesfe-
ra de didmetro CD y centro O, de la
cual se quiere obtener un cono circu-
lar recto de vértice S, de modo que i
la base del cono coincida con la base Fig. 4.114
de la semiesfera.

e El vértice S es un punto interior de la semiesfera,

e El diametro CD corta a la cuerda EF de la base del cono en su pun-
to medio Q.

a) Prueba que el «QSE y «SEQ son complementarios.

b) Si el area de la semiesfera es de 1921 dm’y la sen<OSC = g calcula
el valor del area total del cono que se obtendra.

“ En la figura 4.115 se muestra una pieza maciza de metal en forma de
cubo ABCDEFGH, de la que ha sido extraida la cuia MCNOPQ tal que:
e O yQ son los puntos donde se intersecan las diagonales de las ba-

ses ABCD y EFGH del cubo,
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e M yN son los puntos medios de los lados BC y DC respectivamente,
e PN es altura del cubo,
e Elvolumen del cubo es de 64 cm’.

a) Calcula el valor del volumen de la cuiia.

b) ¢Qué parte del volumen del cubo representa el volumen de la

cufa? Fundamenta tu respuesta.

H P G
| ,':\\
: Qr\/ 1
1 B
E L [l
U
: i i A
1 ! '\\ \
1
: L A
' o \
1
: : N1 \\ \\
Dr---p-v-d-c-Jc
R4 i \
.7 o M
e
A B
Fig. 4.115

Se conoce que un cubo tiene cuatro de sus vértices de la forma:
A(-a;-a;-a), B(a;-a;-a), C(-a;a;—a) y D(a;a;a). Halla los demas
vértices.

a Dados los puntos de coordenadas A(1;,-2;-3), B(2;-3;0), C(3;1,-9) y
D(-1;1,-12). Calcula la distancia entre:

a)AyC b)ByD oCyD

“ Calcula la distancia del origen de coordenadas O a los puntos:

A(4;-2;-4), B(-4;12;6), C(12;-4;3) y D(12;16;-15).

E.Demuestra que es isosceles el triangulo cuyos vértices son:

P(3;-1;2), Q(0;-4;2) y R(-3;2;1).

ﬁ Demuestra que es rectangulo el triangulo cuyos vértices son:

M(3;-16), N(-1,7;-2) y P(1,-3;2).
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ﬂ Dados los vértices del tridngulo ABC de coordenadas:
A(3;2;-5), B(1;,-4;3) y C(-3;0;1).
a) Determina las coordenadas de los puntos medios de sus lados.
b) Calcula la longitud de las medianas relativas a cada lado del
triangulo.
ﬂ Clasifica las proposiciones siguientes en tu cuaderno de trabajo, en
verdaderas o falsas. Justifica las falsas.

a) Larectar de ecuacion r:3x -2y —1=0y el punto P(3;2;0), deter-
minan un unico plano.

b) Lasrectas de ecuacioness:2x—-y-2=0yt: x—%y—1 =0, determi-
nan un Unico plano.

18.1 Con ayuda del GeoGebra, representa el plano o, determinado
por los puntos de coordenadas A(0;2;0), B(0;-1,0) y C(0;0;3).
18.2 Traza en o
a) Una recta que tenga dos puntos comunes con el plano.
b) Una recta perpendicular.
¢) Una recta oblicua.
d) Un plano paralelo.
e) Un plano perpendicular.
18.3 Determina la distancia entre los dos planos paralelos.
ﬁ En el GeoGebra, con la VISTA 3D (activa solo las opciones: ejes y
cuadriculas).

a) Introduce en la entrada la ecuacién x =0. ;Qué se ha representa-
do? Determina las coordendas de tres puntos que pertenezcan al
plano yz.

b) Traza una recta perpendicular al eje de las abscisas en el punto
A(3;0;0). (Cudl es la relacion entre la recta y el plano yz? Determi-
na la distancia que los separa.
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n Argumenta la afirmacién siguiente:

“La geometria del espacio es esencial tanto para el avance cientifico
como para resolver problemas diarios; desde explorar el cosmos hasta
organizar una mudanza, sus principios permiten innovar en campos
tan diversos como la medicina, la ingenieria o el arte. Demuestra cdbmo
conceptos matematicos abstractos se convierten en soluciones tangi-

bles para la vida real.”




Respuestas a los ejercicios

Capitulo 1

Epigrafe 1.1 Induccién completa
1. 1.1 b) 1.2 b)

Epigrafe 1.2 Sucesiones numéricas

2.
a){-1,2;5,8;11..} b) {-2,-1, 2,7, 14;..}
910113, z;...} d) {—1; 3,.2,.2 —ﬂ;..}
3253 2 4 8 16
e){3;7,11,15;19;..} f){1,3;7;15;31;,..}
1 1
9) {3;2,0;, -4; -12;..} h) {3;—; 3; —;3;...}
3 3
i) {1; l;1; §; H;..}
32 3 7
2n—1
3. a)a,=3n+1; (n>=0) b)an=n—2; (n>1)
da,=(-1)"-5""; (n=0) d)a,=4-2(-1)"; (n >0)
3.1 a)a, =34 b)a, =% Q) a,, =244 140 625 da,=6



10.

11.

12.

13.

14.

15.
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111 1 63 11 1 1 10
) R P o Se=— P)i=i—iSis Y Sw=7,
){2 4'8 16} Y %6z ){2 6' 12 zo} Y 20 =5

{3500;3570; 3641;3714;3789;...}

a) P, =5000y P, =1,08 P, —~300 b)6 898
a){58;1114;17;...} 'y a,=47; 5,=390

b) {2;0;-2;-4;,-6;..} y a,=-50; S,,=-673
A{3;7;1115;19;...} 'y a,=47; S5,=300
d){1;%;g;$;4;.} y a,=31; S,,=656
Paratodon€N:n=>1

a)a,g=314 'y S,=1150 b)a,=-377 vy S,;=-1081

Qag =139 y S;=161 d) a, = _% y S,;=-166,75

a) a,,, = 646 b) S0 = 29950
Paratodon€IN:n>1 a)5200 b)11400 <¢)1000477,5 d)12775
Paratodon&€IN:n>1

a){2;-4;8,-16;32,...} b){—tl;—l;i;—i;...}

C){3;—E; i;—i; i} d){—15;—3;—§;—i;—i;..}
5° 25" 125
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17. Paratodon€N:n>1

n

n-1 2n+1
a)a,=3-10""  b)a,=2(-5)"" 0a,= (%) d)a, :3( )

18. ParatodoneN:n>1

a)2 186 0227 5462 d)49104
256
19. a)% b) El 20 de septiembre

Ejercicios del capitulo 1
1. a) Verdadera: se cumple para todo nimero n € IN.
b) Verdadera: se cumple para todo numero natural n>5.

) Falsa: para n=0 se cumple, paran=1 se obtiene 80 que no es divi-

sible por 15.
d) Verdadera
e) Falsa: para n =2 se tiene que 9 > 8, contradice la desigualdad.
f) Verdadera

5. Para todo n natural se tiene que:

a){O;l;z;t ﬂ; E;2} b){z;2;6;18;54;162;486}

3 3 3 3 3

Q) {2; 4; 6, 8;10; 12; 14} d){tl;l;l;l;i;l}
357 91113

e) {0; 2;10; 24; 44;70;102} ) {0;0; 1;3; 4; 6; 9}

6. a) 125 tabacos b)a,=10n+95:n€N:n>1

c)S(n)=5n(n+20),n€EN:n>1 5(6)=780 tabacos
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10. a) Es una sucesion aritmética b)a,=3nconneN:n>1

Q) a,, =300

3n(n+1)

d)267 e)S(n)= 5

f) S(19) =570 b) 135 450
11. a)520  d) 1210

12. a) 302 b) es el quincuagésimo término (50)  d) la décima posicidén

13. a) 152

14. b) 77 d) 2 900 e) 207 f) 4 340
15. a) 40 b) 31 d) 1425
Autoevaluacion

iParatodoneIN:nN

5 i n=1
a1 D)2 dlal-| 0 O

d)a,=(2n-2) e)(a,)

(8-3n) f){a,} ={5n—4}
(n+49) ={2n+1}

m) e

m)a, =2n’-n+4 n)(a,)=(2n"+3n+1) f){a,} ={3n2 —2}

g)a,=7-5n h) (a,)

. n+1
Da, =5 k) (a,)

1.1 b) 5(20)=460 ) S(20)=727  f) 5(20)=970

ﬂ6.1 a)3n-2 6.2 d)58

i b) 100 ) 20
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ﬁ b) 32 08
ﬁ b) 354

Capitulo 2

Epigrafe 2.1 Procesamiento estadistico de datos

1. a) Verdadera. La estadistica se ocupa del analisis, interpretacién, pre-

sentacion y organizacién de datos. Dentro de este campo, se estudian

los fendmenos aleatorios y no deterministas, es decir, aquellos cuyos

resultados no pueden predecirse con certeza y estan sujetos a variabili-

dad. La estadistica se emplea para identificar patrones y regularidades

dentro de estos fenémenos.

b) Falsa. Aunque la estadistica descriptiva se ocupa de caracterizar con-

juntos de datos, hacer generalizaciones sobre una poblacién basan-
dose en una muestra es parte de la estadistica inferencial y aunque
la descriptiva proporciona informacién esencial y puede influir en
la toma de decisiones, la decisidén en siy las inferencias derivadas se

basan en técnicas inferenciales.

¢) Verdadera. En estadistica, el término “poblacién” se refiere a cual-

quier conjunto completo de elementos que se desea estudiar, y estos

elementos pueden ser individuos, objetos, sucesos o procesos.

d) Verdadera. Una variable estadistica es una caracteristica, atributo

e)

o propiedad de un fendmeno o proceso que puede ser medido o
cuantificado. Son fundamentales en la investigacion estadistica por-
que permiten la recoleccion, analisis e interpretacion de datos para

comprender y describir fenémenos o procesos.

Verdadera. Por ser el elemento bésico de la poblacién sobre el cual

se recolectan los datos.
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f) Falsa. Las variables cualitativas se refieren a categorias o cualidades
no numéricas, como el color de los ojos o el tipo de vivienda. Las
variables cuantitativas son las que estan dadas por mediciones y ob-

servaciones numeéricas.

g) Verdadera. Esta es una clasificacion estandar, que abarca todas las

posibles formas de mediciéon, de las variables estadisticas.

h) Verdadera. Es la que categoriza los datos sin ningun orden implicito,

como por ejemplo, el género o el estado civil.

i) Verdadera. Media, moda y mediana son medidas de tendencia cen-
tral, también consideradas medidas de posicién ya que indican la

ubicacion central de los datos.

j) Falsa. Esta afirmacién describe la mediana, no la media. La media es
el promedio aritmético y no necesariamente divide a los datos en

dos partes iguales.

k) Verdadera. La moda es la medida que indica la caracteristica o valor
mas frecuente en un conjunto de datos y puede ser utilizada tanto

en datos cualitativos como cuantitativos.

[) Falsa. La mediana siempre existe y es Unica para un conjunto de datos
ordenados, dividiendo los datos en dos partes iguales.

m) Verdadera. Es el valor que divide el conjunto de datos en dos partes
iguales, por lo que es equivalente a la mediana.

n) Verdadera. Los estadigrafos de dispersién, como la desviaciéon estan-

dary la varianza, indican la variabilidad o dispersién de los datos en

relacion con un valor central.

f) Verdadera. Todas indican cuan dispersos estan los datos en un
conjunto.

o) Falsa. La varianza mide la variabilidad de una muestra, pero siempre
toma valores no negativos ya que es el promedio de los cuadrados

de las diferencias respecto a la media.
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ANEXOS

p) Verdadera. La desviacion estandar mide la cantidad de variacion o

dispersion de un conjunto de datos respecto a la media y es una de

las medidas mas utilizadas en estadistica debido a su interpretacion

directa y utilidad en analisis posteriores.

Variable

Cantidad de botellas que se en-
vasan por dia (cuantitativa
discreta)

indice de mortalidad infantil
por cada mil nacidos vivos el aifio
pasado (cuantitativa continua)

Tipos de defectos detectados
por dia en la produccién de ac-
cesorios de computadoras DGM
(cualitativa)

Motivacién que sienten los estu-
diantes por el estudio de la ma-
tematica (cualitativa)

Respuesta al cliente por el pe-
dido que se hace por teléfono
en las oficinas de Transtur S.A.
(cualitativa)

Cantidad de hojas desechadas
por dia en una imprenta (cuan-
titativa discreta).

Cantidad de pacientes infantiles
que asisten a una consulta mé-
dica (cuantitativa discreta).

Nivel de aceptacién de los
clientes por el servicio de man-
tenimiento que reciben a los
televisores (cualitativa)

Escala

De razén

De razén

Nominal

Ordinal

Nominal

De razén

De razén

Ordinal

Poblacion

Todas las botellas de refres-
co que se envasan (en un
turno de trabajo, dia, sema-
na o mes, etc.)

Cantidad de niflos nacidos
vivos el afio pasado

Todos los accesorios produ-
cidos para las computadoras
DGM

Todos los estudiantes de la
escuela, grado o grupo.

Todos los clientes que solici-
tan respuesta telefénica en
las oficinas de Transtur S.A.

Cantidad de hojas que se
utilizan en un dia en la
imprenta.

Total de pacientes infantiles
que asisten a una consulta
médica

Todos los clientes que asis-

tieron al taller de reparacién
de televisores
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Variable Escala Poblacion

i) | Resultados por categorias del Ordinal | Total de aspirantes al cargo
test de conocimientos aplicado de inspector en transporte.
a los aspirantes al cargo de ins-
pector (cualitativa)

j) | Cantidad de estudiantes que Derazén Total de estudiantes del
optan por carreras pedagogicas preuniversitario
en un preuniversitario (cuanti-
tativa discreta)

4. a) Falso. Si triplicamos la frecuencia de cada dato, como la media es un
cociente, en este caso aumentaria solamente el numerador. La media

también se triplica.

b) Falso. Si a cada una de las frecuencias de los intervalos de clase de
una tabla se le agregan dos datos, la clase modal se mantiene (no se
altera) pues a todos los intervalos se le agregé la misma cantidad y al
aplicar la formula esta en si depende de los datos de la clase modal

por tanto no varia la moda.

¢) Verdadero. La mediana es el valor que divide los datos en dos par-
tes iguales. Disminuir la misma cantidad en todas las frecuencias no
afecta la posicién de la mediana, ya que la distribucion relativa de

los datos no cambia.

d) Verdadero. Si cambia la media pues se incrementa la cantidad de
observaciones, aunque la marca de clase permanece igual.

e) Falso. La desviacion tipica se mantiene igual ya que la diferencia
(x, - X) se mantiene constante aunque se adicionen tres a cada dato.

f) Falso. Pues el hecho de multiplicar por 1,10 no significa que aumenté
en 10 pesos el salario. Por ejemplo, los trabajadores que ganan 500

pesos se les incrementan en 50 pesos.
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5.2 a) El estudio de las caracteristicas de las razas porcinas que mejor res-

ponden a las necesidades del mercado actual en el territorio en térmi-

nos de:

Preferencias de los consumidores.
Adaptacién a las condiciones locales.
Rentabilidad econémica.

Potencial de comercializacion.

b) Evaluar las caracteristicas de las razas que mejor responden a las ne-

cesidades del mercado actual en el territorio como calidad de carne,

contenido graso, etc. (municipal, provincial, nacional o internacio-

nal) en el que pretenden insertar a la empresa con la finalidad de

presupuestar su desarrollo acorde con las caracteristicas que requie-

ren las razas seleccionadas.

¢) Caracteristicas de las razas porcinas, es cualitativa

Variable Tipo
Raza porcina Cualitativa
Tasa de crecimiento Cuantitativa continua

Prolificidad (lechones-partos) | Cuantitativa discreta
Calidad de la carne Cualitativa

Resistencia a enfermedades Cualitativa

Adaptacién climatica Cualitativa
Costo de alimentacion Cuantitativa continua
Demanda del mercado Cualitativo
Precio de venta Cuantitativo continua

Escala

Nominal
De razén
De razén
Ordinal
Ordinal
Ordinal
De razén
Ordinal

De razén
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d) Corresponde a una escala nominal

Nominal: razas (las que mas abundan en el territorio).
Ordinal: calidad de carne (de primera, de segunda, de tercera), resis-
tencia (baja, media, alta).

Razén: peso (masa) al sacrificio, costo de produccién, precio de venta.

5.4 Dado que la escala es nominal, la codificacién se realiza en correspon-

dencia con las razas que fueron investigadas.
6. a)
Indicadores pertinentes
N Vaélido 94 Son estos los indicadores
porque se estd en presen-
Media 1,18 cia de una variable cuanti-
tativa discreta en escala de
Desviacion estandar 0,927 intervalo.
Varianza 0,859
Minimo 0
Maéaximo 4
25 0
Percentiles 50 (mediana) 1
75 2
b) Como es una variable cuantitativa discreta, la media (en este caso

360

1,18) es el indicador o estadistico que caracteriza el comportamien-
to de este tipo de variable estadistica. La media en este ejemplo
significa que el promedio de la cantidad de nifias y niflos que cum-

plen 5 ainos antes de finalizar el afio es aproximadamente de 1 por
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cuadra. En el caso de la mediana, para este ejemplo significaria que
en el 50 % de las cuadras la cantidad de nifias y nifios que cumplen
5 afos antes de finalizar el afilo es menor o igual a 1. En el caso de la
varianzay la desviacién tipica (o estandar), en el ejemplo, los valores
hallados de estas medidas de dispersiéon son un tanto menor, lo que

indica que la distribuciéon es homogénea a la media, es decir, es poco

dispersa.
7. a)
Indicadores pertinentes
N Valido 100
Moda Satisfecho
25 2
Percentiles | 50 (mediana) 3
75 3

b) Puede elaborarse el grafico de barras (figura R1) para comparar en
estado de opinién y el circular (figura R2) para observar cémo esta
distribuido el estado de opinion del todo.

Calidad de atencion del servicio

33
30
30
25
21
20
16
15
10
5
0
Muy Insatisfecho  Satisfecho Muy
insatisfecho satisfecho

Fig. R1
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Calidad de atencién del servicio

Muy
satisfecho \

21%

Muy
insatisfecho
16%

Satisfecho

33%
' Insatisfecho
30%

Fig. R2

¢) Como es una variable cualitativa ordinal o de rango, la mediana (en
este caso es Satisfecho) es el indicador o estadistico que caracteriza
el comportamiento de este tipo de variable estadistica. La mediana
en este ejemplo significa que el 50 % de estos clientes considera sen-
tirse satisfecho o mas que eso con relacion a la calidad de atencién

del servicio.

8. a)

Variable: cantidad de almuerzos vendidos por dia en el res-
taurante El Cochinito, en una muestra de 50 dias

Puntajes Frecuencia Porcentaje ::J:::;aji
21 1 2,0 i
23 1 2,0 40
29 1 2,0 6,0
31 1 2,0 8.0
32 1 2,0 10,0
35 1 2,0 12,0
37 2 4,0 16,0
39 1 2,0 18,0
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Variable: cantidad de almuerzos vendidos por dia en el res-
taurante El Cochinito, en una muestra de 50 dias

Puntajes Frecuencia Porcentaje ::J:::;aji
3 1 2,0 20,0
a4 1 2,0 22,0
47 2 4,0 26,0
49 1 2,0 28,0
51 1 2,0 30,0
53 2 4,0 34,0
54 1 2,0 36,0
55 1 2,0 38,0
56 1 2,0 40,0
57 3 6,0 46,0
58 2 4,0 50,0
63 1 2,0 52,0
67 1 2,0 54,0
68 1 2,0 56,0
69 1 2,0 58,0
72 2 4,0 62,0
73 1 2,0 64,0
74 1 2,0 66,0
75 1 2,0 68,0
80 3 6,0 74,0
81 5 10,0 84,0
82 2 4,0 88,0
83 1 2,0 90,0
85 2 4,0 94,0
92 1 2,0 96,0
9% 1 2,0 98,0
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Variable: cantidad de almuerzos vendidos por dia en el res-
taurante El Cochinito, en una muestra de 50 dias

Puntajes Frecuencia Porcentaje Porcentaje
acumulado
97 1 2,0 100,0
Total 50 100
Intervalos Frec. .
Marca de Frec. Frec. Frec. Relativa
de . Absoluta
clase Absoluta Relativa Acum.
clase Acum.
[21; 31) 26 3 0,06 3 0,06
[31; 41) 36 6 0,12 9 0,18
[41; 51) 46 5 0,10 14 0,28
[51; 61) 56 11 0,22 25 0,50
[61;71) 66 4 0,08 29 0,58
[71; 81) 76 8 0,16 37 0,74
[81; 91) 86 10 0,20 47 0,94
[91;101) 96 3 0,06 50 1,00
TOTAL 50 1,00

Poligono de frecuencias absolutas

12 1 10
P /N A\
g . e/ \ /8 '\
§4 5 v \j
= /3 4 \N
o N\

16 26 36 46 56 66 76 86 96 106
Marcas de clase

Fig. R3
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12,04

10,0

8,0

6,0

Frecuencias

4,0

2,04

0,0

20 40

60 80

T
100 120

Cantidad de almuerzos vendidos

b)

Fig. R4

Indicadores pertinentes

N Valido

Media

Mediana (segundo cuartil)
Desviacion estandar
Varianza

Minimo

Maximo

Percentil 25 (primer cuartil)

Percentil 75 (tercer cuartil)

50
62,06
60,50
20,002
400,098
21

97

47

81

Son estos los indicadores
porque se estd en pre-
sencia de una variable
cuantitativa discreta en
escala de razén.
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100

80

60

20 —

T

Cantidad de almuerzos vendidos

Fig. R5

¢) Como es una variable cuantitativa discreta, la media (en este caso

366

62,06) es el indicador o estadistico que caracteriza el comportamien-
to de este tipo de variable estadistica. La media en este ejemplo
significa que el promedio de la cantidad de almuerzos vendidos en
estos 50 dias es de 62 aproximadamente. En el caso de la mediana,
para este ejemplo, significaria que el 50 % de estos dias tiene una
cantidad de almuerzos vendidos mayor o igual a 61 aproximada-
mente. En el caso de la varianza y la desviacion tipica (o estandar)
muestran la variabilidad de la distribucion indicando si los diferen-
tes puntajes de la variable que se estudia estan muy alejados de la
media. En el ejemplo, los valores hallados de estas medidas de dis-
persién son un tanto mayor, lo que indica que la distribucién es poco
homogénea a la media, es decir, es bastante dispersa.

Recomendaciones: investigar los factores que causan tanta variabili-
dad (dias de semana contra fin de semana, clima, eventos especiales)
para estabilizar las ventas, especialmente para evitar dias con muy

bajas ventas o nulas.



ANEXOS
9. a) No es tan homogéneo, pues el valor de su desviacion estandar no es
pequeno
(S ~13,21ya que su varianza es S* = 174,49).
b) No, pues el valor de la mediana para estos datos agrupados en inter-

valos de clase es de 46,50.
c) Si, pues el intervalo (41,5; 51,5] es la clase modal.

Epigrafe 2.2 Probabilidades

1. 1 2. 1 3. Imposible 4.0,6 5. i
6 3 28
6.0.8 721,42 g1 o 32 10.
9 9 6 12 12
1. 1 12.2)4 bt 13.0
6 6 3

14. Obtener 10 puntos porque la probabilidad de obtener una suma de

10 puntos es 27 mientras que la suma de 9 puntos es 25 .
216 216

15. @)12% b) 30 % Q17 %

16.a) 0,95 b) Probabilidad de falso positivo: 0,05-0,98 = 0,049

17.2)0,3 b)0,7.0,7 = 0,49 18. a) X = 30,2cm b)%:%%.

2.3 Combinatoria. Principios basicos de la teoria combinatoria

1. 180 2.15 3.9 4.25y 20
5.153 6.12 7.147 8.30
9.1080 10. 12 11. 24

12.a)36 b)9 )27 d)12 e) 16 13.49y 42
14.125y 75 15. 450 16. 200 17.9 000
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18. 5832 19. 738 20.103920 21.1024
22.768 23.62

24.87; 1871 (sin incluirlos ); b —a + 1 (incluyendo los extremos)

25. a)5 b)21 JOn+1 26. 15 27.8
28. 30 29. a)50% b) 10 %

30. La cantidad de muchachas que no practican deportes ni tienen bue-

nas notas es negativa (-2), lo cual es imposible.

31.10 % 32. a)2 b)9 8 d)25%

Variacion y combinacion

33. Son 30 variaciones diferentes: AB; AC; AD; AE; AF; BA; BC; BD; BE; BF;
CA; CB; CD; CE; CF; DA; DB; DC; DE; DF; EA; EB; EC; ED; EF; FA; FB; FC;
FD; FE

34. Son 24 variaciones diferentes: 123, 124, 132, 134, 142, 143, 213, 214,
231, 234, 241, 243, 312, 314, 321, 324, 341, 342, 412, 413, 421, 423,
431, 432.

35.2520 36.V] =840 37.V° =870 38.P,=40320 39.V¢ =30
40.V2 =60  41.V7=60;V} =12 42.V0 =20 43 VE+VS+VE=156
44.P, =24 P,=12

45. Son 6 permutaciones: (azul rojo blanco) (azul blanco rojo) (rojo azul

blanco) (rojo blanco azul) (blanco rojo azul) (blanco azul rojo).

46. P, =24 (AMOR; AMRO; AOMR; AORM; ARMO; AROM; MAOR; MARO;
MOAR; MORA; MRAO; MROA; OAMR; OARM; OMAR; OMRA; ORAM;
ORMA; RAMO; RAOM; ROMA; ROAM; RMAO; RMOA).
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47.P, =362 880 ;P, =5 040 48. P, =720-6!-2-5!=480 49.P, =24

50.%-1:’7 =2520 51. ABC; ABD; ACD; ADE; BCD; CDE 52.C; =70

53.C2° =190-C® =1140 54.C2° =1140 55.C -C} +1=61

n(n-3
56.C; = (2 ) 57.8-C26=120 58.45-C§8 59.C;] -C,; =3185

60.a)3 b) 116  61.C;°-(C°-1)(C°-2)=9129120 62.10
63.CS =10 64. 243; 768 65. P, =24
66.a)P, =362880 b)2-P,-P,=5760 c)P,-P,=17280 d)P,-P, =2 880

67.C°=45 ; Cl0+CP+CP°=56 68.C/-Cl+ C*-C]+C! C] =371

20) (20 (20 b
69.| " |-[ <) 70.2HR _1 71.2-1 7204
30211 P, 3 s

73. No. Tienen aproximadamente 44.4% de posibilidades.

Vi _ 5
1296 18
4 8 8' 4 1
syl o & 1 GG 16y 105 T 6,006
cr 7 33 7?33 11 7

77. a)66 b)PRP, ) 22,7 % 78. a) 12 b) 60 % c¢) 30 %, 40 %, 60 %
20
79. 79.1a) 20!-10! D) [3]-10 c) 30-29-28 79.2 25%

80.a)1,5% b)92,7% 81.a)0,25 b) 10

1

6 27 10 _ T e
82. a) (3}.\/3 S V{"=252720000  b) 5erzosoes
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Epigrafe 2.4 Teorema del binomio
1.a) m® +6m°n+15m*n® + 20m*n® + 15m*n* + 6mn’ + n®
b) a* +12a’ +54a° + 108a + 81

c) a —-5a°*b+10a’b* —10a*b*® +5ab* - b’

dp-3pi3p]
2" 2"

11 5
2.a) (8]2165; b) (2}22 - 40

3. a) x> +6x°y +12xy* + 8y°
b) 16x* +160x°y +600x°y” +1000xy> +625y*

Q) 4 + 82a+12a% + 42a%+a*

d) iu12 —iu“’v +

5 e 5 e, 15 a3 o
64 64 256 128 1024 1024

4. a) -3 003x"°y? b) —960a°x’ ) 2268x°y? d) 320 320a°p°

14 9 7 3
7 6) 64 5 n
6.a)2x* +12x*+2 b)24a+128a°

7.a)32 b)8

Ejercicios del capitulo

1. a)
Sexo
. - Moda
Frecuencia Porcentaje
Femenino 23 41,8
Véalido  Masculino 32 58,2 Masculino
Total 55 100,0
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Color de la piel

Moda
Frecuencia Porcentaje
Blanco 23 41,8
Mestizo 22 40,0
Valido Blanco
Negro 10 18,2
Total 55 100,0

Opinion de la calidad de la preparacion que reciben
Moda Mediana

. . Porcentaje
Frecuencia Porcentaje
acumulado
Mala 2 3,6 3,6
Regular 7 12,7 16,4
Buena
Valido Buena 23 41,8 58,2 y Buena
iy Muy
v 23 41,8 100,0 buena
buena
Total 55 100,0
Tipo de carrera por la que opta
Moda
Frecuencia @ Porcentaje
C. Técnicas 13 23,6
C. Naturales y Matem. 6 10,9
C. Pedagdgicas 8 14,5
C. Médicas 9 16,4
C. Econémicas 5 9,1
Valido C. Técnicas
C. Soc. y Humanist. 5 9,1
C. Agropecuarias 4 7.3
Arte 2 3,6
Cultura Fisica 3 5.5
Total 55 100,0
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Indicadores pertinentes

Resultados docentes
en Matematica

10.° grado 11.° grado
N Vélido 55 55

Media 92,380 93,064
Desviacion estandar 5,6504 5,6186
Minimo 74,5 71,5
Maximo 99,3 99,5

25 89,700 91,000
Percentiles 50 (mediana) 93,000 94,000

75 96,500 97,000

b)
Sexo
32
23
Femenino Masculino

Fig. R6
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Color de la piel

B Blanco [ Mestizo [ Negro

Fig. R7

Tipo de carrera por la que opta

OPINION DE LA CALIDAD DE LA
PREPARACION QUE RECIBEN

2

Mala E Buena




MATEMATICA

100 T T
95—
90—
85—
021
80 ot
o
023
75 040
19
23
*
70

Resultados docentes 10.°grado  Resultados docentes 11.° grado
en Matematica en Matematica

Fig. R10

¢) El grupo de 55 estudiantes de 12.° grado, seleccionados al azar, se ca-
racteriza por ser del sexo masculino y predominar el color blanco de la
piel, asi como tener una buena opinién de la calidad de la preparacién
que reciben y la carrera de mas preferencia es la de Ciencias Técnicas.
En cuanto a los resultados docentes de los 55 estudiantes en 10.° grado
en la asignatura Matematica, el indicador o estadistico que caracteriza
este tipo de variable estadistica es la media, en este caso significa que
el promedio de los resultados docentes de 10.° grado en Matematica
es aproximadamente de 92,4 puntos. Mientras que la mediana indica
que, en el 10.° grado el 50 % de los estudiantes de la media alcanzaron
resultados docentes mayores o iguales a 93 puntos, en esa asignatura.

En el caso de la desviacién tipica (o estandar), el valor obtenido indica
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que la distribucién es homogénea a la media, es decir, es poco dispersa;
esto se corrobora en su correspondiente diagrama de cajas, en el que
se muestra poca dispersion o poca variabilidad entre los cuartiles 25, 50
y 75.

En cuanto a los resultados docentes de 11.° grado en Matematica, del
grupo de 55 estudiantes, la media es el indicador o estadistico que ca-
racteriza el comportamiento de este tipo de variable estadistica. La me-
dia en este caso significa que el promedio de los resultados docentes de
11.° grado en Matematica es de 93 aproximadamente. En el caso de la
mediana, indica que el 50 % de estos estudiantes lograron resultados
docentes mayores o iguales a 94 puntos en la asignatura. En el caso de
la desviacién tipica (o estandar), el valor hallado indica que la distribu-
cion es homogénea a la media, es decir, es poco dispersa; esto se puede
corroborar en su correspondiente diagrama de cajas, en el que se mues-

tra poca dispersion o poca variabilidad entre los cuartiles 25, 50 y 75.

L 5008tz 4 1
12 125 125 125

4. a) (AmBmC)u(AmBmCC)u(AmBCmC)u(ACmBmC):
(AnB)U[(AUB)NC]

b) P (2 fallos u 3 fallos) =0, 028 (2,8 %)

5.a)16 b)23 ¢) 18,18 % 6. 36
b) C? 7 9 _ 1 _ 1
7.a)P,=5040 b)C2=36 <)C./-C2=756 8. rSRETT)
c; 36 5.9 45 55 2
a) 2 ="" b)I-="" = 10. =
c* 91 c4 o1 91 27
1.220 22-1 122 91-36280 b)Ct=56 ¢
Cl¥ 91 ' ’ 21
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

MATEMATICA

M
G PI
O i
Fig. R11
5 12 0
a) 7 b)(zjzm 032 d) 52-048 (48%)
a)4l=24 b)3!=6

a)6!=720
b) 2-5!=240 (tratar los dos atomos como uno solo y multiplicar por 2)

5*;2 100 = 56,67 %.

a) M, ~283ms b)
15

a)0,375(37,5%) b) 6 (93,75 %)

a)0,8171(81,71%)  b) 1140

12 10
a) ( s ] =792 Db) ( . j: 252 (excluyendo los 2 enfermos)

15 14
a) ( 4 j =1365 D) { 3 ] =364 (elegir 3 de las 14 restantes)
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Autoevaluacion

h

Proposicion = Clasificacion

a) F
b) F
Q) F
d) F
e) F
f) Vv
g) F
h) F

Justificacion

La estadistica estudia datos para tomar decisio-
nes, mientras que la probabilidades modela fe-
némenos aleatorios.

La Estadistica Descriptiva se dedica a estudiar
la descripcion y caracterizaciéon de un universo,
representado por un conjunto de datos para de-
rivar conclusiones acerca de ese universo. Estu-
dia toda y cada una de las observaciones de la
poblacion.

La muestra es una parte REPRESENTATIVA de
toda la poblacién, que no depende necesaria-
mente de su tamafo.

Las variables discretas tienen su recorrido nu-
merable con valores enteros, pero pueden ser
divisibles (conteo de objetos).

En las escalas ordinales se utilizan cualidades
para generar categorias y como su nombre lo
indica generan un orden explicito. (alto, medio,
bajo).

La media aritmética es una medida de tenden-
cia central que representa el valor tipico o cen-
tral de un conjunto de datos, indica el punto de
equilibrio de una distribucién de datos (la va-
rianza o la desviacion estandar son las que dan
esa variabilidad alrededor de un valor).

La moda es el valor mas frecuente, pero no nece-
sariamente supera el 50%. (Ejemplo: {1; 1; 2; 3},
la moda es 1 con 50%).
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Proposicion = Clasificacion

i

Proposicion = Clasificacion

378

)
k)

m)

n)

o)

a)

b)

\Y,

F

MATEMATICA
Justificacion

La Desviacion Tipica o Estandar es una medida
de dispersién que mide cuanto se desvian los
datos respecto a la media, no respecto a la
mediana.

En parte. Es comun que la Desviacion Tipica o
Estdndar mide cuanto se desvian los datos con
respecto a cierto valor central, por lo general la
media; pero puede ser también la mediana.

Los fendmenos deterministas se rigen por leyes
exactas y la Teoria de las Probabilidades propor-
ciona modelos matematicos para la descripcién
de fendmenos aleatorios sobre todo casuales.

Uno de los axiomas de las probabilidades plan-
tea que esta no es negativa pero tampoco ma-
yor que 1. Es decir:

La probabilidad de un suceso cualquiera A es
0<P(A)=1

Las variaciones de n objetos tomados p a p, son
ordenaciones de p elementos que se pueden
formar con los n objetos.

Justificacion

La variable estudiada es cuantitativa continua,
pues las notas pueden tomar cualquier valor en
un intervalo real. (Ejemplo, 87,3).

El limite inferior real de la clase mediana es
84,5.
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Proposicion = Clasificacion Justificacion

Q) F La nota mas frecuente, es decir la moda la cual
esta en la clase G: [85; 90) es aproximadamente
87,8 puntos.

d) F Los estudiantes suspensos son 15 de 180, que
representan el 8,3 % del total.

e) \Y

f) \

1 9
19. a) P(AABB) = — b) —
3l M ) 16 )16

2.2

a) 39 pulsaciones por minuto
b) 111-120
¢) 60 maneras diferentes.

d) 20 %

3

a)

Variable: calidad del servicio de atencién al cliente.

Clasificaciéon de la variable: Cualitativa.

Tipo de escala: Ordinal.

Valoresde lavariable: 1: muy insatisfecho, 2: insatisfecho, 3:satisfecho,
4: muy satisfecho.

Poblacién: 50 clientes encuestados.
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Capitulo 3

MATEMATICA

Epigrafe 3.1 Introduccién a los nimeros complejos

Proposicion

380

a)

b)

9]

d)

e)

f)

9)

h)

Clasificacion

\Y

Justificacion

0: representa el cardinal del conjunto que no
tiene elementos. El niumero cero representa el
cardinal del conjunto vacio (ya que se define el
conjunto que no tiene elementos A=J y su
cardinal # A=0).

3 . - .
5 no representa el cardinal de ningun conjunto.
tangzﬁ,EEHyHC]R.

7,66 = % que es racional (es el cociente en-

tre dos numeros enteros).

I: representa el conjunto de los niumeros irra-
cionales (las expresiones infinitas no periédi-
cas) y Q: el dominio de los numeros racionales
(las expresiones decimales periddicas, sin pe-
riodo 9). Son conjuntos disjuntos, es decir;
INnQ=3a.

-6, es el opuesto del niumero natural 6.

43 ) . .
4,7=?, que es fraccionario (es el cociente

entre dos nimeros naturales).

400 =20 y 20 es el cardinal de todos los con-
juntos que tienen 20 elementos.

log0,01=-2, y -2 no representa el cardinal de
ningun conjunto.
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Proposicion = Clasificacion Justificacion
) 1 5

log, 0,25 =log, in log,2°=-2y -2 no re-

presenta el cardinal de ningun conjunto.

3.a)IN b)R ozZ dR

4.41 A={-13;4;9] B={0,6,0,50,834;9] C={-13:4,9,0,6;0,5,0,8]

4.2
Fig. R12
5. A={0;y25] B:{ :—1;4/25 209}
C={%;n;g;2,®;—\/€;e} Dz{ —1;m;4 /25 209 \/ge}z
£ {01425 =
6.
Proposicion = Clasificacion Justificacion
) Vv senE:QE]R,EEIR,eZEIR,\/gE]R_
4 2 3
F 1
b) e?= e gz
Q) F

2
T 1 5n T
sen— | =—€Q, 2sen—=2sen—=1€Q,
[ 6} 4 Q 6 6 2

1€Q, V16 =4€Q, log2 € Q
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11

MATEMATICA

Proposicion = Clasificacion Justificacion
d F [sen%)z :%EQ, Zsen%n:e'n(ﬁ) :\/595@.
JEQ2EQ
a)R b)Q, R d) N

a) S={3}; por tanto, existe una solucién en U =T.
b) S={1} ; por tanto, existe una solucién en U =Z.

m . .
) x,=-10 x,=——;m—n#0; por tanto al menos tiene una soluciéon

m-n
enU =Q.

d) =-3 < 0; no tiene solucion real, por tanto, no existe solucién en U =1R.

. a) V, porque el conjunto de los numeros complejos da solucién a las

insuficiencias del dominio de los numeros reales, luego, este es un

subconjunto.

b) F, porque el conjunto de los numeros naturales, forma parte de los

reales, luego, es un subconjunto de los nUmeros complejos.

¢) F, porque a lo sumo significa que, no tiene mas de una solucién com-
pleja, sin embargo, al resolver la ecuacién el discriminante es nega-
tivo y sus dos soluciones son complejas.

d) F, porque el conjunto de nimeros complejos no es un subconjunto

de los numeros reales, luego, ninguno de sus elementos pertenece

a los reales.
a) R b) Q, QZ d) N e)C
f) R g) N h) Z i) IN Yo
k) Q DR m) C n) C f) IN

. Ndmero real: b); d); g); h); i); k) ; NuUmero imaginario puro: c); e);

01

382



ANEXOS
12. a) nunca b) siempre  ¢) siempre d) nunca

e) siempre (su resultado)

13. a) F, porque es —4.
b) V.

¢) F, porque la parte real debe ser cero y la parte imaginaria diferente

de cero
d) F, Un nimero es real cuando la parte imaginaria es 0.

e) F, el 1 pertenece a ambos conjuntos por tanto pertenece a la inter-
seccion o PN Q = {1;5}.
f) V.

g) F, para que un elemento pertenezca a la unién de dos conjuntos es

necesario y suficiente que pertenezca a uno de los conjunto, 6/ € B.

h) vV
i)V

j) F parab’—4ac <0 las soluciones no son reales o un contraejemplo
(x> +4 =0, x = +2i que son soluciones imaginarias, luego, no perte-

necen a R).

Epigrafe 3.2 Relaciones y operaciones entre nimeros complejos en for-

ma binémica
1. a)x,=2;y,=3 o x,=-1,y,=-6;

b) x,=1y,=3; x,=-1y,=3, x;=1y;=-30 x,=-1y,=-3;

Ax=2; y=1

d)x=1 y=1
2.a)8+5i b) 5+ 12i Q-3+7i d)13-9i
e)-16-9i f)—1-1i g)—-4+3i h)7 + 6/
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i)9-2i PD12-2i k) 6 )3 +3i
m) 1 n)-10-7i  f)13 o) (2p + n) - 29M;
0) -%+ %i 90,138 +i 1) %—O,9i §) 1 t)0,75
3. a) 18+ 14i b) 6 o) 10i d) 20 + 8i
e) = 20 - 15i f)—% i g)13 h) 26 — 13i
i) 8-10i j)-8+09i k) — 39 + 39i )3
4.a)7,5+5i b)32+11i ¢ 10+5i d) -4 +8/5i
5.a)2-2i b) -11-4i Q) 15+5i
d) 3i e) 8,5+(2-V3)i f) 4-9i
6. a)-4-9i b) 7,64 c) - 66 d) 24j
e) 4i f) 442 i g)2-2i h)6—4.5i
7. a)V, =7-5i
b) NiUmero imaginario: Parte real: 0; Parte imaginaria: -5
8. a)z;, =z,+z,=5-i
b) z, y z, son numeros complejos, tanto la parte real como la parte ima-
ginaria de cada uno son distintas de cero.
9. a)x,=1 y=70x,=2; y=7

8 4
bX:—,‘ = —
) 3 y 3
Ax,=0;x,=1; y,=-2;y,=1
d)x=0; y=2

e)x1=0; X2=4,' y1=4; y2=0
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h)x=4; y=0
i) No existen j) No existen kyx=1; y=-3
1) No existen m)x=-1;x=3;y=3 nx=25; yeR

) No existen o0)x=0; y=3

10. a) x = —%;y:% b)x=%;y=?—;
Ox=-ogiy=o  dx=1;y=1

11.a)NR:3; J:-4 b)R:1; 3:2,5
AQR:x-xy+3; J:.-4 d)R:x2+y?; 3:0
e)R:8; J:-1 HR:-25+1; 3:2++5
g)R:0; 73:3 h)9%:0;73:-1
i) R:5, J: -2 DR:B o TV2+1
k) JR: 5%6; 3:—10% NR:-15;73:35

m) R: (-4x - y) (2-+/3) 71 2-/3) (xy - 4)
n)R: -119; 3: =120
n)R:4,;73: -2

12. a) imaginario puro si: x = 3; real si: y = %

b) imaginario purosi: x=-3 o x=5; no existe: yER .

¢) imaginario. purosi: x=3 o x=%; real si: y=2.
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13.a)a=-5b=-4 b)a=5 AOb=-4 db=6
25
b=a+1 fla=—"—;(b=1
e) a+ )a b—1( #1)

14.a) k=2 b) k=3

15.0) x=2; y=6

16.a)§+x/§i b)—5—i 2 +i3log5 d)=1-26i
e) 2 +i £)2,08 +2,46i ) -5+4i h) - 4 4
j)-31 —38i k) 7 |)%/W+(<‘/ﬁ+zﬁ)i
m) 23 +/3i n) (6-5)-9i

W) (-442)+ () (67 ) o) @ - %

p) 72 + %i q) - 2i r) log 5 + (3 + log 3)i
s) —/3 —mi t) 4
17. z =33 + 26i.

18.R%(z)=0,; J:(z)=-3

20.a)z=0;, z=1, Z=—l—£ioz=—l+£i
2 2 2 2
b)z:O; Z:—1; Z:l—ﬁi OZ=l+—3i
2 2 2 2
5 14,
31, 9 2. 5 2 1%
21.a) = ——i b) — + —i Q= d
373 ETART: )3 )13 13



e)3-i

i)2,2+0,4i

22.
a)|z|=5
e) |Z| = \/E

i)|z|=1,73

23. a) |w| =+3,25

2

24. =—
=%
26.a)3 -

27.2

mjpibh@mqﬁ—w

29.

a) V.

ANEXOS

f)

% 80,
29 29

D=1+

b) |z| = 25
f)|z]=x2 + y?
)|z|=17

b) w| =7

b) |s|:g

25-1,5i

b) Fw,-w, =2+4i.

o V.

g)=+=1i

wIlN
wI|N

k) 11-10i

Qlz|=2
9)|z|=2v2
k) |z| = 25

Q)|w| = 242

OHF

Q-2+2i d) —i

) —— 42
)72

o)

h) 0
1.3

4
d)|z|=1
h)|z| =343
) |z| =7

d) |W|=\/%

\/§—1 \/§+1i

2 2
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d) F, el opuesto es 2.

e) V.
30,a=— y b=0
3. a)x=-24i b) x = gxo L 15V2,
5 5 2 41 41
d)x=-0,9+0,2i
1
33*. a)k=-8 b) k=§
2z, =15-ii 2,=-25 b) z,=-1+2i ; z,=-2+4i.
1. 5. ) .
Q) z, =140, zz=‘1—7’ dz, = 1+i; z,=2i

35*.z=3-jyz=14] o0 z=-1-iyz=-3+i

36*. Losnumerosson 2+3i y —2-4j

38.a)z, =+3i; zz=igi b)z,=0;z,=3 ¢) z=+/15i
d) z1'2=—%i§i e)z1=\/§+i; z,==~3+i; z,==2i
f)z1=0;zz=\/§i 9)2,=0; z2,=2+2i; z,=-2-2i
h)z, =4; zzl3=—2i2\/§i i) z=+=i j)z1’2=1,51gi
k) z,,=0,5 i?i Nz,=1; z,=v2-1

39.
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39.2
a) b) )
a=8 y=>b x=5 y=9 a=1-3 b=1
39.3
a)—\/3+10,5/ | b)-18v2 +36i | 9 12 d) -36i e) 32
f) 8i 9) 2-2i h)_§+i ,)_ﬁ_i"
6 2 2 2

40.a) y =2—i. Partereal: 2 y la parte imaginaria: -1 b) |y|=+/5
Epigrafe 3.3 Forma trigonométrica de los nUmeros complejos

Representacion geométrica de numeros complejos

1.
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3.a)-1+i; -1-2i;3-2i; 3+i
b)1+2i;5+2i; 3+5i
Q -2+2i;-3;1, 2+2i
d)o0;6; 5+3i; 1+3j.
4. a)4y3i b)4,-2+3iy 2+3i
A4y 1+2i d)6;, 1+3i; 4y -1+3i
5. a) diagonales 5,0 u; forman angulos de 73,8° y 106,2° (lo opuestos son
iguales).
b) lado base: 4,0 u; angulos bases 56,3° y dngulo principal 76,4°.
¢) lados bases 4,0 u y 6,0 u; lados no paralelos 3,16 u (es un trapecio
isosceles); diagonales: 5,83 u; angulos: 108,4°y 71,6°.
7*.
a) Anillo centrado en el origen con radio interior 2,0 u y radio exterior

4,0 u (abierto) (figura R14).
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b) Disco cerrado, centrado en (—1;0) con radio 3,0u (figura R15).

413

Fig. R15

2
c) Exterior de un disco abierto con centro (0;0) y radio 3Y (figura R16).

Fig. R16

d) Exterior de un disco abierto centrado en i (0;1) con radio 2,0u (fi-
gura R17).

Fig. R17
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e) Disco abierto centrado en 1+ (1;1) y radio 2,0 u (figura R18).

413

Fig. R18
f) Anillo centrado en 2—-i(2;-1) con radio interior 1,0 u (abierto) y radio

exterior 3,0 u (cerrado) (figura R19).

313
2

Fig. R19

g) Circunferencia centrada en el origen con radio v2 u (figura R20).

213

R
2

L
" Sl

Fig. R20
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h) Circunferencia centrada en -1 (-1;0) con radio 3,0 u (figura R21).

s
L

Fig. R21

i) Recta vertical que es mediatriz del segmento que une (0;0) y (1;0), es

decir; x :% (figura R22).

313
25
2
1.5
1
0.5

-2-1.5-1-0.5| 05 1 1.5 2
-0.5

=1
-15
3

Fig. R22
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j) Recta que es la mediatriz del segmento que une (1;0) y (0;1), es decir;

y = x (figura R23).

313
2
1
R
2 12
]
-4
Fig. R23

k) Recta que es la mediatriz del segmento que une (1;1) y (-1,-1), es

decir; y =—x (figura R24).

Fig. R24
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I) Semiplanos a la izquierda de la recta vertical x =1 (excluyendo a la
recta) (figura R25).

Fig. R25

m) Semiplanos a la izquierda de la recta vertical x =3 (incluyendo a la
recta) (figura R26).

Fig. R26
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n) Banda vertical entre las rectas x = -1 (incluida) y x =5 (excluida) (fi-

gura R27).

Fig. R27

f) Es el conjunto de todos los puntos de la recta horizontal y = 3 (exclu-

yendo la recta) (figura R28).

'S
e

- N W
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o) Semiplanos por encima de la recta horizontal y =-1 (incluyendo la
recta) (figura R29).

Fig. R29

r) Es el conjunto de todos los puntos del plano complejo que satisfacen
la ecuacion de la parabola y® = 2x +1 (figura R30).

25|
2
15

FASEEEEE
=1 A{ 1 2 3
-1

-1.5
-2
=25

Fig. R30




E B EEEEEERN ANEXOS H I E B EEEEEEEEEEEEEEEEEETR

s) Es el conjunto de todos los puntos del plano complejo que satisfacen

la rama derecha de la hipérbola

2
(x+3j 2
~ =7 =1(figura R31).

w\—\|‘<

1
9

1
ot
R

-0. 05 115 2 25
=0,

Fig. R31

u) El conjunto es una recta en el plano complejo que satisface la ecua-

cién de larecta x + y —2 =0 (figura R32).

3

- NSW A~ O

=3 =2 -1 PiH@NS 4D

Fig. R32
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v) Semiplanos por debajo de la recta x + y —3 =0 (incluyendo la recta)
(figura R33).

513
4

Fig. R33
w) Recta y = x (figura R34).
543
4
3
2
1
R
-4 -3 =2 - oo gy
-2

Fig. R34




E B EEEEEERN ANEXOS H I E B EEEEEEEEEEEEEEEEEETR

X) Semirrecta x >0 en el eje real (parte no negativa del eje x) (figura
R35).

= N W & O

Fig. R35

y) Es el punto origen del plano complejo (figura R36).
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z) Es el conjunto de todos los puntos del plano complejo que satisfacen
la condicion y >0 (figura R37).

=4 =3 =2 =1 NEEnd g

Fig. R37
8*.

a) Es una traslacion del vector (-2;0), (traslacion vertical hacia abajo
2 unidades).

b) Traslacién por el vector (1;-1), (traslacién diagonal hacia la derecha
1 unidad y hacia abajo 1 unidad).

¢) Es una traslacion de vector (—4;0), (traslacion hacia la izquierda en
4 unidades).

d) Reflexién sobre el punto 0,5 sequida de una reflexion sobre el eje

real.

e) Es una homotecia (escalamiento) con centro en el origen y factor de

escala (de razon) /2.

f) Reflexion respecto al origen, homotecia con 2 y traslacion vertical

hacia arriba en 1 unidad.

. . N2 .
g) Homotecia con centro en el origen y razén g (contraccién).

h) Reflexidn respecto al origen seguida de una homotecia con razén %
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i) Es una homotecia centrada (—%%) de razén %

j) Rotacion 45° y homotecia por razén +/2.

I) Rotacion de 90°y homotecia por razon 2.

m) Rotacion de —90° y centro en (0;0).

n) Reflexion respecto al origen (inversion central).

A) Es una simetria central respecto al origen de coordenadas y una

homotecia de razoén 3.

o) Rotacién de 90° seguida de una traslacion horizontal hacia la iz-
quierda en 1 unidad.

p) Es una rotacion de 90° alrededor del (1;0).

) Homotecia con razén 2 (duplica el médulo de z).

9%, a)z =z + 2; b)z'=z—2+%i; Az =z+~2 0 +1i);
dz=z-i ez =z (£+£jl, f)z' =3z
2 2
g)z'=%(—1+i+z); h)z =z i)z =-72
Nz =-2z KYz'=-z+4-2i; 1)z'=Z+2i;
m)z' =-z-2; n)z'=12(1 - 03 ﬁ)z':lz £+£ i
2 2 2 2

0)z'=5(z-3- 40[§+£J/ +3+4i

10*. Se ha trasladado z en direccion de la diagonal del tercer cuadrante y

se rota un angulo de 60° con centro en el origen. El punto invariante es:

_1+J§+1—J§i
2 2

403
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11*. El tridngulo formado por z,, z, y z, es equilatero cuando el argumento

es G:Z?n o 6:4—;. Si z=41 no se forma un tridngulo. Siz= +i se

forma un tridngulo isésceles.

12*. Con la distancia, 2d, entre los dos arboles y las de las caminatas des-
de la horca hasta las estacas, HP, P_l:'1 y PC, C_L-'2 se construye a escala la
figura R38 en el plano complejo z, donde el cedro z_ y la palmera z,

quedan en el eje real y la horca z, y el tesoro z,, en el imaginario.

La solucion es: z_= - iz,, donde |z,| = d.

F:I

i

Fig. R38

El joven pudo haber encontrado el tesoro sin saber de la ubicacion de

la horca, usando numeros complejos:

Z, +2Z Z-—2Z, .

P C + C P i
2

Tesoro =

Expresiones trigonométricas de numeros complejos

13. a) 2 cis 180° b) 2 cis 90° ¢) 2 cis 45°
d) 4 cis 120° e) 2 cis 60° f) 5 cis 36,8°
g) 5 cis 240° h) J13cis 344,2° i) cis(2x —0)
j) 2 cis 120° k) 3 cis 240° 1) cis 77:

404
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J61

m) Fcis 50,2° n) 0,236 cis 133,8° f) 0,236 cis 325,6°
14.a) i b) -2 ¢) 4coso—4isena d)-5-5j
e) 0,633 + 1,206i f)3-3i g) 1,712 +1,437i h) 1,673 -0,448i
i) 2,832 - 1,635i j) 3,391 +0,909i k) 0,409 — 0,629i
[) - 0,285 + 0,0249i m) 2,227 + 0,194 n)1,53i
i) 1,862 + 1,075i o)1 p) —i
15%. a) w| = 2v2, 0=45° b)|w|=+5, argw =191,3°
16. a)p=194; g=315° b)p=4/2; 6=315°
o) p=3,15; 6=320,58° d)p=2J3, 6=0°

18*.p,=p,; 6,=06, (en el periodo principal).

Multiplicacion y division de niumeros complejo en forma
trigonométrica

19*.a)z,=2+3iy z,=4-3i; z,=2-3iy z,=4+3i;

z-2,=17+6i; z,-z,=17-6i; ﬁ=_1+181;
z, 25
z; _—1-18i
z, 25
20. a) 2 cis 45° b) — 1 <) 3,36 cis 9° d) % cis% e) 1

f) V2 o s g) 0,847 cis 5° h) cis 42,8°

5 12
i) 25cis (23,99 j) 1,11 cis 12° K) %cis (-104, 79°)
1) 0,3 cis 98,3° m) 2 cis 1in = 0,133 cis 1in n) 11,7 cis 212,2°

15 12 12

405
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f) 178 cis 5,6° 0) cis 94,3° p) 2cis170°
q) 7,75 cis 2,13° r) 30 cis 310°

21. a) 4 cis 30° b) \E cis 120° c) 40 cis 3,7° d) 1,5cis MTE;

(%

e) 5 cis 1? f) 2,17 cis 0,5 g) 0,70 cis 181,3°

h) % cis 175,5°= 0,231 cis 175,5° i) % cis 285° = 0,235 cis 285°
i 2 cist,61 k) 0,783 cis [“‘45} 1) cis 1,02
5 15
m) 2+/2 cis 258° n) 0,671 cis 149,6°
. 65 | \ . . .
) - cis 88,8° = 0,903 cis 88,8 o) cis 345 p) cis (-1)
q) V17 cis 180,38° r) 0,832 cis 1,68 s) 5 cis 15°.
22. a) % cis 333° = 0,667 cis 333° b) -1
Q) g cis (-75°) = 0,833 cis 285° d) -8.
23. a)/2 cis 105° b) cis 210° €) +/2 cis 165° d) %cismd
24.a)p=+2, 0=35° b)p=1, 6=270° C)p=1,9:?—72[

25. a)|w| = % , arg (w) = 315°.

V3 1+243

26*. a) 3,43+4,75i b)2+—-
4 4

i c)1—\/§—(1+\/§)i

-3V3-1 -3+43.
e) - i

d) -30-30/
2 2

f) -1,35-0,17i

406
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27. azﬂ; b=-Z
3 3
28. a) ? b) -3v6 -3V6 i ) 3,76 +1,37i

29.a)x=-23;y=-2 b) p(-z)=4 ; 6(~z)=300".

30. a) 2cis210° .

b) Representacién grafica del nimero complejo z (figura R39).

2
1.5

RS 4

Fig. R39

31.z=1i.
32*%.z,=1+2i; z,=4-2i o

21:1—2i; 22:4+2i

Potenciacion y radicacion de numeros complejos

33.a)-5+12i b) -2 +2i ) —7-24i d) -24+10ij
e) -11-60i f) -8i g) x* -2ix+1  h)+(2+1)
34. a) z* =16c¢is120°;  z° =32cis150°; z® =64cis180° = 64
b) 27cis55,8° c) cis5,72 d) 625cis% e) 64cis(-6)
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f) cis% g) 243cis5 h) -1 i) 10’
W . (87 . . i
j) cis| — k) 256¢is100° 1) 243cis240° m)
9 1024
n) 3,38¢is54,6° ) 9cis% 0) 32 cis60° p) —119 -120i
1 V3. 7.
Q) -4 —4j r) 5 s)611+61§1 1) 2%

u) —2%+2%.3 V) —(1+\/§)10 w) (6J§)8 cis240°

35. chis7—7r
3 4

36.a) -7+12i b) 2 c) -1

d)0(sinesimpar); 2(sin=4k); -2 (sin=4k +2); k€L

+_n=
a

37.w =6(1+J§)+6(J§—1)i.

{0 si n esimpar

2(—1)2 sin es par

38.|w| =2, arg(w)= ?

39.|z|=3; arg(z)= %t

40.p=%, 0=rm.

41.|z|=1, arg(z)=0°,

42. a) 2cisﬂ b)\/g_\/i—\/g+\/§i c)—ﬁ
12 2 2 12

43.|z| = ? ; arg(z)=270°.
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1 B

a4, —— + 3=,
2

45.

2

(m . (13n
a) z, CIS(QJ y z, as( B j

AOp=~2y 9=%n; zo=‘\‘/§cis(5§j yz1=<‘/§cis(%j

dp=1y ezg;zozcis(%)=§+%i yz1:cis(%cj:—£—li

3n
e)p y 5

z, =+/5cis (3%] =§(—1+i) y 2z =+/5cis (%IJ = —%(—Hi)
f) z,, = +(3+4i)

g) Zo, =+(-5+1)

h) Z, = +2v/2i
D) Zo, =x(4+1)
j) Zoa=£(2-1)

k)p=4\/§ y 9=£; z, =2(‘/fcis(gj y z, =2(‘/§cis(9§j

Dp=5v2 y 0-"5 2= Sﬁds(%ﬁj y Z, =\/5ﬁci5(%)

Tl

m) z,, = +(3-2i)
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n) z,, =+(1+2i)
f) z,, =+(3-1i)
0) z, :Zﬁcis% y z, :2\/§cis%E

p) Z, = 12cis(37n) =—62+6V2i yz = 12cis(77n) =632 -642i

QPp=242 vy 9:—%; z, :%cis(—gJ y Z, :i‘/gcis(—%nj

46.

a) z, = 2¢is20°%; z, = 2cis140°%; z, = 2¢is260°
b) z, = 3cis30°; z, = 3cis120°; z, = 3¢is210°; z, = 3cis300°
) z, = 2¢is30° z, = 2cis102°; z, = 2cis174°;
Z, =2Cis246°; z, = 2¢is318°
d) z, = 3cis8,33°; z, = 3cis68,3°; z, = 3cis128,3°;
z, =3cis188,3°; z, = 3¢is248,3°; z, = 3cis308,3°
e) z, =cis0,429°% z, =cis51,33°% z, =cis103,71°;

z, =Cis208° z, =cis260,1°; z, =cis312,3°

. 51 . 17n . 291 . 41n . 53=n
f)z, =cis=—; z,=cis—; z,=cis——; z; =cCis—; z, =Cis—;
48 43 48 48 48
657 . 77=n . 891

Zg =CiS——; Zg=CiS——; Zg =CiS——
48 48

9) z, = 1,58cis£; z, = 1,58cism; z,= 1,58cis&; Zy = 1,58cis%;
12 60 60 60

z, = 1,58ci553—n; z, = 1,58cism; Z, :1,58cisﬁ;
60 12 60

410
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z, =1,58dis 8690 s =1 580512(1)7c Zy = 1,58cis1;zn

h) z, =3,11cis0,5; z,=3,11cis1,43; z, =3,11cis2,35; z, =3,11cis3,273
i) z,=2,06cis8,75°% z,=2,06¢is98,8°
z,=2,06cis188,8° z, =2,06cis278,8°
i) z, =335 cis0,283; z, = 3/3,5¢is0,791; z, = ¥/3,5cis1,865;
= $/3,5¢is2,939; z, = 3/3,5cis4,014; z, =%/3,5cis5,089

k) z, = 2cis£; z, = 2cis7—7c = 2052
9 9 9
) z, =cis7,5°; 2z =cis97,5°; z,=cis187,5°; z, =cis277,5°

. 11n . 23m . 35n . 47n
m) z, = Yacis—; z,=Y4cis="; z, =V4cis=—; z,=Y4cis—;
)2, 30" 30" 7 30 3 30

z, = 405539—(;t

n) z, =3/§cisg; z, = é/gcis%ﬁ; z, = %cis%

48. x =2cis30°=+3+i 0 x=2cis150°=—/3+i 0 x=2cis270°=—

49,
a)zo:\/§cisE:§+\/§ \/§CIS— J3i

6 2 2
5t 3 V3. 7t 3 3.
3cis—=—=+—1; 3cis— =—=2_Y7;
\/_ 6 2 2 \/7 6 2 2
9 . 1t 3 3.
=+3cis—=—-3i; z. =~3cis— =2_X2;
2,=3 6 ¥3 g 6 2 2

M
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b) z — cis—; Z, =Cis—; z —cis3—n'

0 ’ 1 12 ’ 2 I

. 13n . 17=n . 21n

z, =cis—; z, =Cis—; z, =cis=——
12 12

50.
1,85cis(7—n); 1,85cis 25m ; 1,85cis(11nj; 1,85cis(41nj
24 24 8 24

1,85cis(i); 1,85cis(3—n)
24 8

51. E=16x/§cis% o 2:16x/§cis%

52.
a)z, =cis0°=1; z1=ci560°=1+£,"-
2 2
22:Ci512002_%+£i; z, =cis180°=—1;
z4=ci5240°=—%—§i; 25=cis300°=%—£i

b) Representacion gréfica (figura R40).

J

Z, Zs

Fig. R40
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53.
a)
Numeros complejos Parte real Parte imaginaria
z, = 2¢is300° 1 -3
z,=3 cis = ﬂ ﬂ
4 2 2
z, =/10cis315° 5 5
w, =-3i 0 -3
w; =Cis30° 3 1
2 2
w, =(~V2i-2) -2 -2
b)
Numeros complejos Opuesto Conjugado
z, 2cis120° 2cis60°
%2 3 ci55—7r 3 cis7—7T
4 4
Z3 J10cis135° J10cis45°
w; —3+i J3+i
w, 3i 3i
W, cis210° Cis330°
w, =(—\/§;—\/§) (\/5,\/5) (—\/5,\/5)
9)
Numeros complejos Forma binomica Forma polar
z, 1-3i 2cis300°
2 32 . 32 ; 3 cis45°
2 2
z 5 -5 J10cis315°
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Numeros complejos Forma binémica Forma polar
w;, NE 2 cis330°
w, =-3i 3cis270°
W, 31, cis30°
—+ =
2 2
w, —J2=2i 2 cis225°
d)
21 % =§x/ﬁcis30°; Lzszzzcis15°; Z Wi _ [10cis60°
z, 5 (W3) 3 w,
_ : z, =cis10°
ey, SARRUE = 5 Cis60°; 3w, = 3[dis30° = | 2, =cis130°
2 (w;) z, = cis250°

54. a) Verdadera.
b) Falsa, porque 1+i =2 cisg, o1+i|#1
c) Verdadera.

d) Falsa, porque 4 cisg-z cist=28 cisﬂ, o porque en la multiplicacion

de numeros complejos en forma polar se, multiplican sus médulos y

.. s 4n  5n
se adicionan sus argumentos yo= §+ T = ? * ?

e) Verdadera.

f) Verdadera.

g) Falsa, porque z=2-2i =2+/2 cis315°, o porque el |2 -2i| =22 ysu
argumento es 0 =315° o que z pertence al cuarto cuadrante no al

segundo cuadrante.
h) Verdadera.

i) Verdadera.
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j) Falsa, porque z=3cis270° =-3i, o porque representa un numero

imaginario negativo cuyo afijo tiene coordenadas (0;-3).

k) Falsa, porque ambos numeros tienen igual argumento pero médulos
diferentes. |z,|= 22 , |z,| =2 y|z,| = 2v2 #|z,| = 2.

I) Falsa, porque en el conjugado de un nimero complejo en forma
binébmica solo cambia el signo de la parte imaginaria, z, = -8+ 2i; si

cambia el signo de ambas partes seria su opuesto.

m) Falsa, porque z,-z, =13 =10.

Epigrafe 3.4 Resolucién de ecuaciones en el dominio de los niUmeros

complejos
117 14421
1. a)x,=1yx,=2 b)xu: 17 c)x1’2=
2 2
—1+4/33 —1++/5
d) x,= -=; x,=1 e)x12=—\/_ x,= ——
8 2
g)xu: —ligi h)2i; -2i EN
. —1++/5 1£45
J) X, = * 2 1 X34 = * 2
k) x —1+£i' X ——l Ei
1.2 2 2 3,4 2 + 2
|)x12:§ igi m)x12_% i?i n) x,, =143
A) x, =1-i; x, =-3+i 0) X, =1I; X,=2+3i
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2. ayx, ="tV by x,, = 1E¥5; Q) x,, =i
v 2 v 2 v
d) x,, =+2—i e) X, =1+2i f) x,, =+2+i
4. a) x,, =-2+/5i b) _ZJ_;\/E Q) z=-1-i d) 21
5. a) x,=~3i x,=—/3i
6. a) —2+i-2/3 b)x:% y=-2 ) 16cis100° d) -32768i
7. 7 x,=i; Xx,=—i
7.2a) 1 b) -2 ¢) 32 cis45°
8. a) (x+4)[x—1+\/§iJ[x—1_\/§iJ
4 4
b) (x+1)(x—3)[x—_1+\/§i](x—_1_\/§i]
2 2
9. a) grado: 3 b) grado: 1 ¢) grado: 7 d) grado: 5

10.2)P(1) =-1: P(1)=9: P(%):O

1M.a)Pi)=2; P(1—i)=1-8i; P(~i)=2
12.a) P(x) = x>+ x> -2x b)P(x)=x3+§x2—% Q) P(x)=x>+3ix* -3x—i
d)P(x)=x"+(i-2)x’ +(1-2i)x* +ix e) P(x)=x>-x*+x-1

f) P(x)=x>+(i-3)x*+(2-3i)x +2i g) P(x)=x>-1

13.a) > 2 2

1 1 2 3 3
Q—+ e) +
x+1 x-1 X X+3 X X-4 x+2 2(x+5) 2(x+5)
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Ejercicios del capitulo
1. A-b); B-d); C-a)

2. a)V, porque X +iy + x —iy = 2x.

b) F, porque su afijo es (0,—4) se encuentra en el eje y, entre el lllCy IV C.

¢) F, porque los valores que satisfacen a la ecuacion son x =-2y y = -2,

d) V, porque el dominio mas amplio es el de los complejos y todos los

numeros estudiados pertenecen a este dominio.

3. a)4,2-6,7i b)-11,9-8,15/ ¢)-0,420 - 2,59i

d) 2,38 + 11,7i e) 1,69 -1,42j f) - 38,3 + 40,7i
. . 4n . .

g) 5,46 cis (—87°) h) - 3,45 cis 3 i) 2,13 cis 35°

D) _2_aj k) -7 -64i; 1)6,12 - 1,94i;

4. a)x=3; y=3 b)x=3; y=5 Ox=y=0
d)x=§; y=—£ e) No existen fix=1;y=3;
g)x=3;, y=2 hyx=2; y=1 )x=0;, y+2
. 1+3 1 1 3V13

X=t|——;y=-— Kx=--; y=0 IDx== Jy =-12x
) 2 YT Mx=3iy ) 130 7
m) Infinitas soluciones -4 < x <4
Nx=1+y3; y=—3 x=1-43; y=43
6. a=—l.
2
2
-1 27
7% )R () =— 2 w2
lz|” + 2% (z) +1 lz|” + 2% (z) +1
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9. a)2cisl; 2ci53—n; 2cisﬂ
12 4 12

. In . 17n . 23n . 37n . 39
b) V2 cis — ; V2 cis — ; V2 cis——; V2 cis— ; V2 cis =——
) V2 ci 20 J2 ci -0 V2 ci 20 V2 di 2 V2 di 50

c)%/fcisi;’%/icis%; i‘/icisﬂ; x“/iciszﬂ
16 16 16 16

6a(1+ ia 6(a-/) ,

10. z

1
Ejemplos: z, =3+3i;z,=3-3i 0 z,=3-3i;z,=-3-3i
11.2,=2+273i; z2,=-0,73-0,73i 0 z,=2-0,73i; z,=2,73 + 2,73i.
12.5=1.
13.a)R(@2)=-2; J(2=10
b)R(2) =0; J(2) =1

10 11
QR@Z2)=-1—; J2)=—
) R(2) 17 (2) 17

14.a)-8+i y 22+ +3i
T

16.p=2; 6, =—=20°

p 179
17. §24cis 60°; ¥24 cis 150° $24cis 240°; ¥24cis 300°
18. -4 +8+2i y -4 +8+/2i . Longitud: d = 12.
19. a) hipérbola b) circunferencia ¢) circunferencia

d) dos puntos e) hipérbola f) hipérbola g) elipse
o 2km

20. a) ﬁ/ﬁcis(m +T] ; k=0;1;2

b) +/10 cis 75° y /10 cis 195°

21. Los nUmeros que representan los vértices restantes son:
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z,=1+3i;z,=3+iy z,=-1+ i.Lalongitud de la diagonal es 4,0 u.

24. Los afijos de estos numeros estan sobre una recta paralela al eje real

. . N 1
que interseca el eje imaginario en 5

26.I’)=—§
3
17 7
27.a)a:E; bzg b) x—4) (x+1+)Kx-1)

28.a)(0;7) b)(-6;1) o) (6;-1) d) (0;7) e) (6;-1)
29.a) z,, =%, 2y, ==%2i b) z,=-1 ;z,, =§i%i
30.

30.1

a) Verdadera.

b) Falsa, porque la parte real del nimero complejo \/Ecis%n es

Np) cos?%E = ﬁ(—cos%j = ﬁ(—%} =-1-1= —%.

¢) Verdadera.z-Z € R.

d) Verdadera. Los polinomios en una variable compleja de grado n im-

par y coeficientes reales, tienen al menos una solucién real.

e) Verdadera.

, . . 3m .
f) Falsa, porque el nUmero complejo z =2 CIS? tiene como argumento
. ., 3m < . L .
el angulo axial > lo que representa un nimero imaginario negati-

vo, luego su afijo tiene la forma (0;b); en este caso (0;-2).
g) Verdadera.
h) Verdadera.

i) Verdadera.

419



MATEMATICA
30.2: 30.2.1 ¢ 3022 d) 3023 b) 30.24 a) 30.2.5 b)

30.3: 30.3.1

, T 5 1.
a) 11 b) 7 ) 25i d)|23|=x/5y,=z e)1—+—i
f) Imaginario o imaginario puro

g) En el cuarto cuadrante h) tercer cuadrante i) p=-1 g= 1%

j) z, =\13cis303,7° k) z,=—6+63i ) (z,)" =-119+120i
m) z, = ¥/6¢is7,5°, z, = Y6 cis67,5°, z, = ¥/6cis127,5°, z, = ¥6¢is187,5°
z, =%/6cis247,5°, z, =%/6cis307,5° n) hexdgono regular
fi) 9cis135° 0) /10
31.a) X,, =3%i b)z,=3i z,=-i; )z, :i§+§i
d x,=1; x,=2i; x3=—i
32. x=16; y=7 33.a)x=-2 b)x=4,5
34.
34.1 a) Real (resistencia pura)
b) Imaginario puro (reactancia capacitiva)
¢) Complejo (combinada) (no es real ni imaginario puro)

d) Real (valor cero)

e) Real (parte imaginaria es cero)

342 a)5 b) 3 05 d)o e)4d
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Autoevaluacion
-8 a)% b)2+/2 cis30°

ﬁ V =8—j voltios

10.1 Parte real: corresponde a la componente en fase con la referencia.

Parte imaginaria: corresponde con la componente en cuadratura
(desfasaje 90°).

Angulo de fase: indica el desfasaje entre la sefial y la referencia

(usualmente la tension de entrada).

10.2 |z| = V2 y el &ngulo de fase es 6 = 45°,

10.3 a) Si 6>0° la corriente se atrasa respecto a la tensién (compor-

tamiento inductivo).

Si 6 <0° la corriente se adelanta (comportamiento capacitivo).

Si 6=0° la corriente y la tension estan en fase (comportamiento

resistivo puro).

Como la parte imaginaria es b=1>0, lo que indica “reactancia
inductiva”. En circuitos inductivos, la corriente se atrasa respecto
a la tension. Por tanto, el circuito con z =1+/ tiene un comporta-

miento inductivo.

10.4 La Potencia activa: P, P =V -/-cos® (cos45°>0).

2

El factor de potencia (cos0): cos45° = - ~0,707. Es positiva P, lo

Ill

que significa que el circuito “consume” energia real “potencia”
(convertida en calor o trabajo) debido a la componente imaginaria

de z.
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La Potencia reactiva: Q,Q =V -/-sen@ (sen45O > 0).

Aunque Q no “consume” (es energia oscilante), la existencia de

P >0 confirma un consumo neto de potencia.
Conclusiones. El angulo de fase de z = 1+i en un circuito AC, indica:
B Un desfasaje de corriente-tension de 45° (corriente atrasada).

B Un factor de potencia de 0,707 (ni totalmente resistivo ni pura-

mente reactivo).
B La presencia de efectos inductivos y resistivos combinados.

10.5 El angulo de fase de 45° en un circuito AC indica un desfasaje entre
corriente y tensién, afectando la potencia reactiva y el factor de

potencia del circuito.

_ Reactancia

Resistencia
sistencia y la reactancia son iguales R = X.

Balance resistivo-reactivo: tan45° =1 =1. Indica que la re-

Comportamiento: Dominio inductivo si X > 0.

2

Factor de potencia: cos45° = 53 ~0,707. Solo el 70,7% de la potencia

aparente es util (activa).
Implicaciones:
— Circuito con pérdidas moderadas de energia.

— Presencia de elementos inductivos.

Conclusiones: El angulo de fase de 45° en un circuito AC indica R=X

y un comportamiento inductivo, con factor de potencia 0,707.
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“ a) Zyoy = (5+1)+(3-2)i=6+i  b)|z;|=]6+i]=V6>+1 =37

1 "4 20
¢)tan0=—,0~9,46° d)V=z1 |[l|l=——; |l|l=——=~3,28A
6 || |zTotaI | V37

Capitulo 4

Epigrafe 4.1 Geometria sintética del espacio
Repaso y profundizacion de Geometria plana
3.

a) Verdadera.

b) Falsa, porque para que sea distancia, el segmento tiene que ser per-
pendicular a la recta.

) Falsa, porque por cada punto del plano se pueden trazar exactamen-

te una paralela y una perpendicular.

d) Falsa, porque si un dngulo es agudo y el otro es obtuso, la suma es

180°-
e) Verdadera.
f) Verdadera.
g) Verdadera.

h) Falsa, porque en un tridngulo obtusangulo solo la altura relativa al
mayor de los lados queda interior al triangulo, las otras dos alturas

son exteriores a este.
i) Verdadera.

j) Es falsa, porque si la recta tiene solo un punto en comun con la cir-
cunferencia, es tangente; para que sea secante tiene que tener dos

puntos comunes a la circunferencia.
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k) Verdadera.

[) Falso, porque el rectangulo general (no es cuadrado) es un paralelo-

gramo y no tiene sus diagonales perpendiculares.
m) Falsa, no necesariamente porque puede ser un rombo.
n) Verdadera.

o) Falso, porque la razén entre las semidiagonales mayor y menor es 2,

tana =2y o #30°60°.

p) Falsa, porque el drea de todo poligono regular se determina como el
producto del semiperimertro del poligono por la apotema de este,

es decir; A =?.

a) Porque el triangulo es rectangulo en C, luego AC L BC.

b) Porque el angulo o =45°y por suma de angulos interiores, el otro
angulo interior p = 45°, luego los lados que se oponen a estos angulo

también son iguales.
¢) Por ser un triangulo isésceles y rectangulo.

d) Como se conoce que b =4,0cm, se puede aplicar el Teorema de Pi-

tagoras ¢’ =a’ +b’ o razones trigonométricas.

e) En un tridngulo rectangulo sus dos catetos son bases y alturas, luego
el area seria el semiproducto de las longitudes de sus catetos, es de-
AC-BC

Cir; A =
2

5. Rosay Emma

273

—_ ~ 2
NPQC= ~12cm

6.a) xQCB=60°; A =9/3cm?~16cm% A

AABC
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8.

9.

ANEXOS

7.1 ANCMy ACAB son triangulos rectangulos en Cy A respectivamente.

7.2 a) <xMNC=26,6° b)FC =4,0cm QA ~ 24 cm?;

ACAB

A =10 cm?

ACON

7.3 Si, OC es mediana del ACMN luego divide a este en dos triangulos

de iguales areas.

b) 50 dm

b) El 4&rea sombreada es aproximadamente 11,3 dm’.

) El perimetro del cuadrilatero DEBC es aproximadamente 31,3 dm.

10. b) El perimetro del area sombreada 12 dm.

Relaciones entre rectas en el espacio

15

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

. Porque las 4 patas no estan en el mismo plano.

Si los hilos se intersecan en un punto.

No necesariamente, pueden ser alabeadas.
3 planos.

35 planos.  20. 1 140; w

Uno o tres planos.

Seis planos.

Dos planos.

Uno o tres planos.
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Rectas y Planos
30. No necesariamente, pueden cortarse o cruzarse.
31. Infinitas. 32. El plano es paralelo a la otra recta. 33. Solo uno.

34. Si puede ser paralela a dos rectas contenidas en ese plano; a infinitas
rectas contenidas en el plano.  35. A infinitas rectas contenidas en ese

plano.
36.9,0cm 37. 14,1 cm 38. 60° 39.10dm 40. 18 cm; 6,0 cm
41.9,0cm  42.b)PC=6,4cm 44. Q) A, =3,4dm?; V__ =3,0dm’
45. a) Es paralela d)V~1110° cm® 0~0,11 dm3; P ~21cm

BMHE

46.1.a) VC=301cm? V.« = Vs = 20,8 cm® b) A, =285 cm?
47.2V=1,3dm?
48. b) V~ 5,3 dm?

49.b) V=93 cm3 QA =18dm?

50.1 a)A, ,=65cm?; A, =21dm*> b)V=18dm?; A =9,0dm?
51.a) BCoDC )V, mee 0,13dm’ 0 V., .. ~1,3-10° cm’

52. )V, m, #0,72dm* 0 ~7,2-10* cm’

53. ¢) V(prisma) ~28 cm

54. ¢) V (pirdmide ABEGC) = 90cm’

55. b) El valor del area total del cono es aproximadamente igual a 452cm’

56.a) R=3,0cm b) A ~28cm’ ¢) A,

cuerpo

~1,6dm? ~1,6-10> cm?

desecha
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Epigrafe 4.2 Geometria analitica del espacio

N

. A(4;0;0), B(4;4;0), C(0;4;0), D(0;0;0), E(0;0;4), F(4;0;4), G(4;4;4), H(0;4;4)

3. (-1;5;2), (3;5;6), (-1;5;6), (-1;1,6)

U
N o

(=)}

. (0;0;0), (2;0;0), (2;3;0), (0;3;0), (0;3;3), (0;0;3), (2;0;3), 18 u?

~N

.a)6,16u  b)7,00u ¢)883u d)583u e)3,74u

00

-Psc #18,6Uuy A, ~9,700°

8.1 M,;(5:50,5), M,c(2:3,5:1,5)y M, (1;4,5;2)

O

. Al plano xy: 2; al plano yz: 3; al plano xz: 1; al eje x: 2,24; al eje y: 3,61;
alejez: 3,16 u
10. A5 16,2 U2

10.1 La longitud de la paralela media relativa a la hipotenusa es aproxi-

madamente igual a 4,72 u.

11. Al plano xy: 3,0 u; al plano xz: 5,0 u; al plano yz: 2,0 u; al origen: 6,16 u.

25042

14. b
) 3

=118

15. a) [3,5;1,5;?], [3,5;1,5;#} b) 86,5 u?

16. A(-9;-1;1) y B(6;8;1)
17. a) (2;2,0), (2;0;2), (4;2;2), (2;2;4), (2;4;2), (0;2;2) b)2v2 u~2,82u
18. a) Al plano xy: A'(2;3;-1); B'(5;-3;-2); C'(-3;2;1); D'(a;b;—¢)

b) Al plano xz: A’'(2;-3;1); B'(5; 3;2); C'(-3;-2;-1); D'(a;-b;c);
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) Al plano yz; A'(-2;3;1); B'(-5;-3;2); C'(3;2;-1); D'(-a;b;c)

d) Al eje x: A'(2;-3;-1); B'(5;3;-2); C'(-3;-2;1); D'(a;—b;—C)
e) Al eje y; A'(=2;3;-1); B'(-5;-3;-2); C'(3;2;1); D'(-a;b;—c)
f) Al eje z: A'(-2;-3;1); B'(-5;3; 2); C'(3;-2;-1); D'(-a;—b;—c)

19. a) En la vista grafica 3D del GeoGebra:

- Trazar las rectas / , y | ,, una vez introducidos los pares de puntos

que pertenecen a cada recta.
— Verificar si es posible determinar un plano con esas dos rectas.

Es posible determinar un Unico plano, pues las rectas son paralelas.
b) Podemos representarlo en el GeoGebra directamente y tenemos

que se cortan en el punto de coordenadas (—1,25;—4,25;%).

¢) El valor del volumen es aproximadamente igual a [—1,25;—4,25;%) .

Ejercicios del Capitulo

1. a) En ambas b) En planimetria c¢) En planimetria d) En ambas;

e) En planimetria f) En estereometria.

2.10 cm
3.1a) A,y = 3,23 dm? ;<xNOC = 26,5° b) V=0,288 dm3; A =4,07 dm?
4.1 a)~14,1cm b)~ 7,05 cm c) 121 cm?; 58,8 cm3
5. b) 443 cm? c) 128 cm? d) 37,7°

6.1 a) V~0,50dm? A ~4,9dm’.
7.b)=5,6 cm c) 45°

81 a)V=18wm’% A =65cm? b)«xCOD=73,3°
9. b) 30°
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

ANEXOS

a) AG, BG, BC, AB, EF o GF ) 48dm’

. C)~48,2° d) 9,0 cm?

~14 cm; 60°

8,4 cm

a) 60° b) 0,25 m?

b.1) 50,0 cm? 758 cm?®  b.2) 240 cm?

v By

8
~31 m% =13 m3
1,38-10% m?
No; 11 u?

3

(1;5;0), (5;5;0), (1;1;8), (5;1;8), (1;5;8)

22.14,0u

31,1 u? 23.1(E;ﬂ;—3j
3 3 3

plano xy: 4; plano xz: 3; plano yz: 2; eje x: 5; eje y: 4,47; eje z: 3,61

a) A'(4;3,0), B'(-3;2;0), C'(2,-3;0), D'(0;0;0)
b) A'(4;0;5), B'(-3;0;1), C'(2;0;0), D'(0;0;-3)
o) A'(0;3;5), B'(0;2;1), C(0;-3;0), D'(0;0;-3)
d) A'(4;0;0), B'(-3;0;0), C'(2;0;0), D'(0;0;0)
e) A'(0;3;0), B'(0;2;0), C'(0;-3;0), D'(0;0;0)

f) A'(0;0;5), B'(0;0;1), C'(0;0;0), D’(0;0;-3)
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26.

a) Distancia entre las columnas A(3;5;0) y B(7;1;0)

La distancia d entre dos puntos en el espacio 3D se calcula con la

férmula:
BA = \/ —xA yA) +(2z, zA)2
ﬁ:\/(7—3)2+(1 =8 (-4) +0° =24 =42 m

Respuesta: la distancia entre las columnas Ay B es 4+/2 m.

b) Punto medio entre C(0;4;3)y D(4;8;3):

. X, + X + z,+
El punto medio p se calcula como: M( p*Xc.VptVe. ; CJ Sustitu-

2 2
yendo las coordenadas de C y p:

I

M(4+0'8+4;3+3J:M(2;6;3)
2 2 2

Respuesta: Las coordenadas del punto medio son (2;6;3).

c) Verificar si los puntos C(0;4;3), D(4;8;3), E(1,2;3) y F(5;10; 3) perte-

necen al mismo plano:

Observamos que todos los puntos tienen la misma coordenada z =3.
Esto significa que todos estan en el plano horizontal definido por z =3.

Por lo tanto, son coplanares.

Conclusion: Los puntos C(0;4;3), D(4;8;3), E(1;2;3) y F(5;10; 3) perte-

necen al mismo plano.

Si no se hubiera notado que todos los puntos comparten la misma coor-

denada, podriamos haber usado la siguiente estrategia

Se determina la ecuacién del plano. Supongamos que los puntos C, D,
E definen un plano. Para verificar si F esta en ese plano, sustituimos sus

coordenadas en la ecuacion del plano.
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Sin embargo, dado que los cuatro puntos tienen z =3, es evidente que
todos estan en el plano z =3. Como z es constante para todos los pun-
tos, no hay variacién en la tercera dimensién, lo que confirma que son

coplanares.

27.

— Posicion del avion P(120;80;10) kmyy la posicion del avion
Q(90;120;12) km

a) La distancia entre los dos aviones en el espacio se calcula con la

formula:

PO= (%0 -5 ) + (Vo 1s) +(20-2)

2

PQ = /(90-120)° +(120-80) +(12-10) = (30’ + 407 +2°

=./900+1600+4 =,/2 504 ~ 50,04 km
Respuesta: la distancia entre los aviones en el momento en que se to-

man las posiciones es aproximadamente 50,04 km.

b) Las coordenadas del punto medio M entre los aviones P y Q se calcu-

X, + X YV, Zo+Z
la como: M( o T X . Yo T Vr .20 5 PJ Sustituyendo las coordenadas de

2 2
PyQ:

p[90+120,120+80 12+10) _ 1/ (210.200.22) 1/ 55.100,11)
2 2 2 222

Conclusién: las coordenadas del punto medio entre los aviones es
(105; 100; 11) km,

¢) Para verificar si la ruta (recta que une P y Q) esta contenida en el
plano 2x —3y + 4z =50, ambos puntos deben satisfacer la ecuacién del

plano.

1. Para el punto

P(120;80;10): 2(120)—3(80) + 4(10) = 240 — 240 + 40 = 40 = 50
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Para el punto
Q(90;120;12): 2(90)—3(120)+4(12) = 180 — 360 + 48 = —132 = 50

Como ninguno de los puntos satisface la ecuaciéon del plano, la ruta no
esta contenida en él.

Respuesta: la ruta de los aviones Py Q no estd contenida en el plano

determinado por la ecuacion 2x -3y + 4z =50.

28.

a) La distancia entre los satélites S,y S, se calcula con la férmula:

S,S, = \/(xz —x,) +(y,-y,)" +(2,-2)" Sustituyendo los valores:

PQ=(-3-2) +(5+1) +(7-4) = (-5) +6°+3* =/25+36+9 =+/70

~ 8,37 mil km

Respuesta: la distancia entre los dos satélites es aproximadamente
8370 km.

b) Las coordenadas del punto medio M entre los satélites S,y S, para

instalar un repetidor se calcula como:

M(Xz %Yo Y2 221) Sustituyendo las coordenadas de S,y S,:

2 2
M(‘3+2;5_1;7+4j=M(—1;ﬂ;ﬂ)=/\/l(o,5;2;5,5)
2 2" 2 2'2"2

Conclusién: para que el repetidor esté en el punto medio entre los sa-
télites S, y S, tiene que estar en las coordenadas (0,5;2;5,5) miles de

kildbmetros.

c) Para verificar si los puntos S,(2;-1,4) , S,(-3;5;7) y la Tierra (origen
(0;0;0) y una estrella E(1;2;-2) son coplanares usamos la condicién de

volumen del tetraedro:
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Viwseso = g X0 (V2Z0 = V.22) =11 (%02, = V.22) + 2, (6 = X9
x,(¥,2. - y.2,):2[5(-2)-2-7]=2(-10-14) = -48

Vi(XoZe = ¥e2y): —(-N[-3(-2)-1-7]=1(6-7) =1

z,(%,¥. —x.y,):4[-3(2)-1-5]=4(-6-5)=-44

Suma: 48 -1-44 =93

1

V =-.93%0
6

Tetraedro

Respuesta: no son coplanares porque el volumen del tetraedro no es

cero.

a) Distancia sensor-tumor:

MT = \/(Xr —Xum )2 +(Yr = Yu )2 +(z; -2z, )2 Sustituyendo los valores:

MT = [(1-5) +(3-(-2)) +(4-8) = (-4 + (5] +(-4)
=+16+25+16 :\/ﬁ cm

Respuesta: la distancia entre el sensor y el tumos es de \/57 cm.
b) Punto medio para biopsia:

Punto medio entre T(5;-2;8)y M(1; 3;4)

ol X ;X’V’ I ;y"/’ i J;z"” Sustituyendo las coordenadas de T y M:
Q(5+1_—2+3_8+4

2 2 "2

Respuesta: las coordenadas del punto medio entre las posiciones Ty M
es(3;0,5;6) cm.

j = Q(3;%;6J =Q(3;0,5;6)

¢) Plano quirdrgico con T, M, N(2;0;6), P(3;1;5):
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Para que los 4 puntos definan un plano, la ecuacién siguiente debe ser

consistente para todos los puntos:
a(x—x,)+b(y-y,)+c(z-2,)=0

Tomamos T (5;-2; 8) como punto base y verificamos si M, N, P satisfacen

la misma ecuacion.

1. Vector normal implicito:

—Usamos T, M, N para encontrar a, b, c:

- M:a(1-5)+b(3-(-2))+c(4-8)=-4a+5b-4c=0
-N:a(2-5) + b(O— (—2)) +c(6-8)=-3a+2b-2c=0
— Resolviendo el sistema:

—De-4a+5b-4c=0y-3a+2b-2c=0, obtenemos

a=2k: b=-2k: c=-4,5k.

2. Verificacion para P(3;1;5):

— Sustituyendo en la ecuacion:
2(3-5)-2(1-(-2))-4,5(5-8)=—-4-6+13,5=3,5=0
Respuesta: los puntos no definen un plano (no son coplanares).

Nota: En este problema el inciso ¢, aunque no usamos matrices expli-
citas, la verificaciéon de coplanaridad requiere resolver un sistema de
ecuaciones, que es conceptualmente similar al método del determinan-

te, pero expresado de manera algebraica.

a) Distancia entre £,y E;:

Las coordenadas de las posiciones de los sismos son E1(2; 3; —5) y
E,(4; -1 -3)
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La formula de la distancia entre dos puntos

EE, = \/(xz %) +(¥,-y,) +(2,-2,)" Sustituyendo los valores:
MT =[(4-2)" +(-1-3)" +(3-(-5))" = ()" +(-4)" +2)
=J4+16+4 =24 =26 km

Respuesta: la distancia entre las posiciones de los sismos entre E, y E, es

2.6 km.

b) Punto medio entre la posicién del sismo E; y el volcan V:
Las coordenadas son E; (-2;5; -7)y V(1;2; —4)

El punto medio M se calcula como el promedio de las coordenadas

M(XV ;X3 ;yV ;y3 ;ZV ;z3j Sustituyendo las coordenadas de T y M:

M(1—2;2+5;—4—7j _ M(_LZ;_H) =M (-0,5;3,5;-5,5)
2 2 2 22 2

Respuesta: El punto medio es M(-0,5;3,5;-5,5)
¢) Determinar si E,, E,, E; y V estan alineados o en un mismo plano:

Para verificar si estan alineados, calculamos las pendientes o razones
entre las diferencias de coordenadas. Primero, verificamos si E,, E, y E,

estan alineados:

1. Diferencias entre E, y E,

AX;, =X, — X, AX,, =4-2=2
Ay, =Y, -y, Ay, =-1-3=-4
Az, =z,-2z,Az,, = —3—(—5) =2
2. Diferencias entre E, y E,

AXp3 = X3 — X, AX3=—-2-2=-4
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AYis =Y = Y1 AY13 =5-3=2
Az,y =z, —2,AZ;; =_7_(_5)=_2

3. Verificacién de proporcionalidad:

Ax,, 2 1
Ay, -4 2
Ay A,
Ay, 2
Az, 2
Az,, -2

Las razones no son iguales, por lo que E,, E, y E; no estan alineados.
4. Verificacién si V esta en el mismo plano que E,, E, y E;:

Usamos la ecuacion del plano generado por E, E, y E;. La ecuacion ge-

neral de un plano es tiene la forma ax + by + cz+ d =0.

Sustituimos las coordenadas de E,, E, y E, para obtener un sistema de

ecuaciones:

2a+3b-5c+d =0 (1)
4a-b-3c+d=0(2)
—2a+5b-7c+d =0 (3)

Sustraemos (1) de (3) y obtenemosa—-2b+c=0 (4)
De manera anéaloga sustraemos (1) de (2) y obtenemos
-2a+b-c=0(4)

De despejar a en la ecuacion (4), tenemos que a =2b —c y la sustituimos
en (5):

-2(2b-c)+b-c=0
-4b+2c+b-c=0

-3b+c=0Y c=3b
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Sustituimos ¢ = 3b en (4):

a=2b-3b=-b

Sustituimosa=-byc=3ben (1):
2(-b)+3b-5(3b)+d =0

-2b+3b-15b+d =0

—14b+d =0 entonces d =14b

La ecuacién del plano es:

—bx +by +3bz+14b =0 entonces —x+y +3z+14=0
Simplificando: x-y-3z-14=0

4. \Verificacion de V(1;2;-4):

Sustituimos en la ecuacién del plano:
1-2-3(-4)-14=1-2+12-14=-320

Como no se cumple, V no esta en el mismo plano que E,, E, y E;.

Respuesta: Los sismos E,, E,, E; y el volcan V no estan alineados ni perte-

necen a la misma falla plana.

Autoevaluacion

i c) 60 dm?

i b) V=5338cm3~5,3dm3
i 7.2 a)V=15dm3 b) <EDF =54,5°
ﬁ a) ASPT es rectanguloen P b) A ~ 9,0 dm?

AV=3129cm3=3,1dm3
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ﬁ b) V=3705cm3~3,7dm3

“ b) 1447 dm?

“ a)8,0cm’* b) %
& (aja;-a), (-a;-a;a), (a;-a;a), (-a;a;a)
ﬁa)7,0u b)13u ¢)5,0u
“ d(0;A)=6,0u ; d(O;B)=14u ;d(0;C) =13 u; d(O;D) =25u
i @) 2-1-1), ((1,-2;2), (0;1;-2)
b) desde A estda9,0u,deBa+51~7,1 uydesdeCa\/%zS,Su
8
a) Verdadera.

b) Falsa, porque las ecuaciones son equivalentes, representan la mis-

ma recta y por una recta pasan infinitos planos.

18.310u

Notas al capitulo 1

1. Te proponemos otra manera de determinar la ley de formacion explici-

ta de una sucesion.

Sucesiones cuyo término general tiene la forma de una ecuacién lineal
{a,} ={dn+e} (y =mx+n).

Donde d es la diferencia entre dos términos consecutivos (la pendiente)

(interseccion en y) es el término anterior al primer término, es decir,

e =a, +(—)d (se sustrae si es creciente la sucesion)
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Ejemplos:
{3;5:7;9;11;,..}
Variante | {dn+e}

a, — &
n,—-n

d=

(1; 3)
(2; 5)

Paran=1, y=3
Paran=2, y=5
d:5—3 2

2-1 1
d=2

y=dn+e

3=2(1)+e

3=2+e

e=1

{2n+1 ={3;5;7;9;11;...}
o{a,}={2n+1} para

todoneN:n>1

Variante Il {dn+e}
{3; 57,9 11; ...}
\/ d

222 2—

d=2

a, =3

e=3-2

e =

{2n+1 ={3;5;7;9;11;...}
o{a,}={2n+1}

paratodoneN:n>1

{6;11,16;21;26;...}

po =8
n, —n,

Paran=1, y=6 (1;6)

Paran=3, y=16 (3;16)

g-16-6_10 ¢

3-1 2
d=5
y=dn+e
16=53)+e
16=15+e
e=1
{5n+1;={6;11,16;21;26;...}
o{a,}={5n+1} para todo

nelN:n>1

{6;11;16;21;26;...}
V V

d
555 5—
d=5
a,=6
e=6-5
e=1

{5n+1;={6;11,16;21;26;...}

of{a,}={5n+1}

paratodoneN:n=>1

Procedimiento

Determinacion del valor
de la pendiente d a partir
de dos puntos:

m=Y2"Y1

X=X

a,—a

n,—n

d=

Determinacién del valor de
e a partir de d y un punto:

Obtencién del término ge-
neral de la sucesion.

{dn+e}={a;a,;a;;...;a,;...}

fa,} = {dn e}

Identificacion de la dife-
rencia d

Identificacion del primer
término a,

Identificaciéon del valor de
e

e=a—-d

Obtencién del término ge-
neral de la sucesion.

{dn+e}={a;a,;a;;...;a,;...}

fa,} = {dn e}
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Para las sucesiones cuyo término general tiene la forma cuadratica:

{an}={bn2+dn+e} (y=mx2+px+q) con b+d+e=a, 3b+d=d,
2b=d,,

Donde, d, es la primera diferencia entre los dos primeros términos de

la sucesién y d, la diferencia entre las diferencias anteriores.
Ejemplos:

{5:13;25;41;61;85;...} {4;7;12;19;28;39;.. .} Procedimiento

Variante | {a,}={bn’ +dn+e|

{5;13; 25;41;61;85; ...} {4;7;12;19;28;39; ...} Determinacion de los
dI«fS 12 16 20 24 dI«fS 5 7 9 11 ! 2
VVVV VVVYV
df’4 4 4 4 df/Z 2 2 2
d,=8yd,=4 d,=3yd,=2
2b=d, 2b=d, Determinacion del
valor de b
2b=4 2b=2
b=2 b=1
3b+d=d, 3b+d=d, Determinacion del
3(2)+d =8 3(1)+d=3 valor de d
6+d=8 3+d=3
d=2 d=0
a, =5 a=4 Identificacion del

primer término a,

b+d+e=a, b+d+e=a, Determinacion del
valor de e
2+2+e=5 1+0+e=4
4+e=5 1+e=4
e=1 e=3
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{2n2 +2n +1} =
{5;13;25,;41,61;85;...}

{a,} = {an +2n+1} para

todon€N:n>1

Variante Il {bnz +dn+ e}

1 {5;13;25;41;61;85; ...}

€ VVVV YV

b+d 8 12 16 20 2
VVVVV
gp—d 4 4 4 4

e=1

2b=4

b=2

b+d=4

2+d=4

d=2

{an +2n +1} =
{5;13;25,;41,61;85;...}

{a,} = {Zn2 +2n+ 1} para

todonelN:n>1

4

(o]

{n2 +3} =
{4;7;12;19;28;39;.. .}

o {a,}={2n" +2n+1}

paratodon€N:n21

e=3

2b=2

b=1

b+d=1

1+d =1

d=0

{n2 +3} =
{4;7;12;19;28;39;.. .}
o {a,}={2n’ +2n+1}

paratodoneN:n>1

Obtencion del tér-
mino general de la
sucesion.

{bn2 +dn+e} =

{aay;8;5..5a,;...}

(o]

{a,} ={bn’ +dn+e}

paratodon €N:n>1

Identificacion de la
diferencia d.
Determinaciéon de di-
ferencias entre cada
término de la suce-
sion y entre las dife-
rencias obtenidas, asi
como los valores an-
teriores al primer tér-
mino y cada primera
diferencia.

Determinacién de los
coeficientes
b,d, e

Obtencién del tér-
mino general de la
sucesion.

{bn2 +dn+e} =

{a;a,;a;5..5a,:...}

(o]

{a,} ={bn* +dn+e}

paratodoneN:n>1
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Para sucesiones o progresiones aritméticas cuyo primer término se ob-

tiene paran =0

Demostrar que a,=dn +a, permite obtener los términos de una suce-
sion aritmética para todo n natural, donde a, es el primer términoy d la
diferencia entre dos términos consecutivos (si la sucesion es decreciente
d <0).

Demostracion:

Inicio o paso base de induccion (garantizar que para el primer elemen-

to n de IN se obtiene el primer término de la sucesion)
Paran=0se tiene a,=d(0)+a,=0+a, =a, a =a, se cumple.

Hipotesis de inducciéon (suponer que para un numero natural k cual-

quiera se obtiene un término de esa sucesion), es decir; a, =dk + a,

Tesis de induccién (de a, se deduce que el sucesor k +1es también un

término de la sucesion) de donde resulta; a,,,=d (k+1)+a,

Demostraciéon (partiendo de la suposicién (hipétesis) a,, debemos de-

ducir la tesis (a,.,)

a,=dk +a, (adicionando la diferencia[d]).
a,.,=dk+a,+d

a=dk+d+a =d(k+1)+a

3 =d(k+1)+a

Conclusiones: Como a,=dn +a, se cumple para n=0, para un nimero

natural cualquieray su sucesor, entonces se cumple para todo n natural.

2. Te proponemos para calcular las sumas parciales hasta el n-ésimo
término de una sucesidon o progresién aritmética cuyo primer término
se obtiene paran=0
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(n+1)(dn+2a,)

2
ciales de los términos de una sucesion aritmética para todo n natural.

Demostrar que S(n)= permite obtener las sumas par-

Donde a, es el primer término y d la diferencia entre dos términos con-
secutivos (si la sucesidon es decreciente d < 0).

1(dn+2
Se puede pIanearcomo:apLaz+.313+...+dn+a1:(nJr )(2n+ a1): (n).

Demostracion:
Inicio o paso base de induccion (garantizar que para el primer elemen-
to n de IN se obtiene el primer término de la sucesién)

Para n =0 se tiene

0+1)(d(0)+2 1(0+2
S(O):( + )( ( )+ 61):( )( + 81):281 —a, a,=a, se cumple.
2 2 2

Hipotesis de inducciéon (suponer que para un numero natural k cual-
quiera se obtiene la suma parcial de n-ésima de los términos de esa

sucesion), es decir;

S(k)= (k+1)(<;k+2a1)

Tesis de induccién (de S(k) se deduce que la suma hasta el sucesor k +1,
también se calcula mediante la relacion) de la cual resulta;
[(k+1)+1][d(k+1)+2a1:| (k+2)[d(k+1)+2a1]

(k+1) 5 5

=(k+2)(dk+d+2a,)
2

Demostraciéon (partiendo de la suposicion (hipétesis) S(k), deducir la

tesis de induccion, S(k +1)

k+1)(dk+2
S(k)= (+)(c2!—+a1) (adicionando el término sucesor [ak+1 =d(k+1)+a, ]).
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(k+1)(dk +2a,) .

S(k+1)= > d(k+1)+a,
S(k+1)= (k+1)(dk+2a1)2+2d(k+1)+2a1 _
= dk? +2a,k +dk +2a, + 2dk +2d +2
2
2
S(k+1)= dk +2a1k+dk2+2dk+2d+4a1 _
= (dk? + 2dk) + (dk +2d )+ (2a,k + 4
2
S(k+1)= dk(k+2)+d(k+2)+2a,(k+2) (k+2)(dk+d+2a,)
B 2 B 2
S(k+1)= (k+2)(dk +d+2a,)

2

(n+1)(dn+2a,)

2
numero natural cualquiera y su sucesor, entonces se cumple para todo

Conclusiones: como S(n)= se cumple paran =0, paraun

n natural.

3. Te proponemos para toda sucesidén o progresion geométrica cuyo pri-

mer término se obtiene paran=0

Demostrar que a,=a, -q" permite obtener los términos de una sucesién

geométrica para todo n natural.

donde a, es el primer término y g el cociente entre dos términos conse-

cutivos (si la sucesién es decreciente g < 1)

Demostracion:

Inicio o paso base de induccion (garantizar que para el primer elemen-

to n de IN se obtiene el primer término de la sucesion)

Paran=0se tiene a,=a,-q° =a,-1=a, a, =a, se cumple, conq =0

444



ANEXOS

Hipotesis de inducciéon (suponer que para un numero natural k cual-
quiera se obtiene un término de dicha sucesién), es decir;

k
ac=a,-q

Tesis de induccién (de a, se deduce que el sucesor k +1es también un
término de la sucesion) de donde resulta;

_ k+1
ak+‘| - a1 q

Demostracion (partiendo de la suposicion (hipétesis) a,, deducir la

tesis (a, ;)
a,=a,-q" (multiplicando por el cociente[q]).

k 1
n=a-q -q

k+1
Q1=a-q

n

Conclusiones: Como a,=a,-q" se cumple para n=0, para un nimero

natural cualquieray su sucesor, entonces se cumple para todo n natural.

4. Te proponemos para toda suma parcial hasta el n-ésimo término de una

sucesion o progresién geométrica cuyo primer término se obtiene para
n=0

Demostrar que S(n)=a, permite obtener las sumas parciales de

qn+1_1
-1
los términos de una sucesién geométrica para todo n natural.

Donde a, es el primer término y d la diferencia entre dos términos con-

secutivos (si la sucesion es decreciente g < 1).

n+1
-1
Se puede plantear como a,+a, +a;+...+a,-q" = a1q—: S(n).

qg-1
Demostracion:

Inicio o paso base de induccion (garantizar que para el primer elemen-

to n de IN se obtiene el primer término de la sucesion)
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Para n=0 se tiene 5(0)=a, = a, :a1q_1:a1, a =a, se
q-1 q-1 qg-1
cumple.

Hipotesis de inducciéon (suponer que para un numero natural k cual-
quiera se obtiene la suma parcial n-ésima de los términos de esa suce-

sion), es decir;

s(k)=a,2

q-1

Tesis de induccién (de S(k) se deduce que la suma hasta el sucesor k +1,
también se obtiene mediante la relacién) de la cual resulta;

k+2 _1

q
S(k+1)=
(k+t)=a=

Demostraciéon (partiendo de la suposicion (hipotesis) S(k) , deducir la

tesis de induccion, S(k +1)

k+1
S(k)=a 9 ] ! (adicionando el término sucesor [ak+1 = a, -q"”]).
q_
_ qk+1_ k+1
S(k+1)=a, +a,-q

k+1_ _1 k+1 k+‘|_1
5(k+1):a1[q 11+qk+1]:a1(q )q +q _

q- q-1
4 q.qk+1_qk+‘|+qk+1_1
|
qg-1
k+2 _
S(k+1):a1q !
q-1

n+1

q" -1 .
se cumple para n=0, para un nu-

Conclusiones: como S(n)=a,

mero natural cualquiera y su sucesor, entonces se cumple para todo n

natural.
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5. Ejemplo de aplicacién de sucesiones:

Una microempresa artesanal, en su condicién de persona juridica, so-
licité un préstamo de 100 mil pesos a otra empresa a la cual esta aso-
ciada, con el objetivo de financiar su proyecto principal. El primer mes
debe pagar 500 pesos y cada mes siguiente pagara 500 pesos mas que
el anterior hasta liquidar el préstamo. Suponiendo que no se cobraran

intereses:
a) ¢Cuanto dinero debe la microempresa después del primer pago?

b) ¢De cuantos pesos es la deuda de la microempresa después del quin-

to pago?

¢) ¢En cuantos meses se completara la liquidacién del préstamo?

Resolucion:

a) Los pagos forman una sucesién aritmética: 500; 1 000; 1 500; ...

El primer término es a, = 500 y la diferencia d = 500

Para adicionar los primeros n pagos usamos: S(n):g[Za1 +(n—1)d].
Luego:

e Después del primer pago: pagé 500
Saldo = 100 000 — 500 = 99 500 pesos.

Respuesta: la microempresa debe después del primer pago es de
$99 500.00.

b) Saldos después del quinto pago:
e Después del quinto pago: S, :;[2(500)+(5—1)500]

:%[1 000+2000] = 7500

Saldo = 100 000 — 7 500 = 92 500 pesos.

447



MATEMATICA

Respuesta: la deuda de la microempresa después del quinto pago
es de $ 92 500.

¢) En este caso se requiere encontrar el menor nimero n de meses en

que se logra pagar el monto total del préstamo.

Paso 1: Plantear la condicién para el nimero de pagos n,

se sustituye a, =500y d =500 de la formula general y se simplifica:

s, =g[2(500)+(n—1)500] =500n +250n(n—1) = 250n(2+n—1)
=250n(n+1)

Paso 2: Resolver la inecuacién:

250n(n+1)>100 000 dividiendo por 250 ambos miembros, se obtiene
n(n+1)>400 como buscamos el menor n que cumpla esta condicion:

e Sin=20—20-21=420 (si alcanza).

Entonces, con 20 pagos ya se alcanza o supera la suma de 100 000 pesos.

Paso 3: Comprobar monto total pagado en 20 meses
Calculamos S(20) tenemos que S(20) = 250 - 20 - 21 = 105000 pesos.

Como efectivamente supera los 100 000 pesos requeridos. Entonces, en

el vigésimo mes se liquida totalmente el préstamo.

O\ Investiga y aprende

El préstamo entre empresas es un proceso que esta sujeto a la supervision
bancaria y a la ley, con la necesidad de contratos formales y garantias ade-
cuadas. Cuando una empresa adquiere un préstamo para sus operaciones o
crecimiento, también asume una deuda y la obligacion de pagar intereses
en el futuro.

¢Cual seria el saldo final que se debe pagar si se acuerda un interés del
10 % sobre el monto total?
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Notas al capitulo 2

1. Otros ejercicios

4. Considera que en tu equipo de estudio deciden indagar sobre la

aceptacién que tienen las personas acerca de algunos géneros musi-

cales, en dependencia de lo cual deciden si el estudio lo hacen en la

comunidad o en la escuela. Segun el género musical seleccionado:

a)

b)

@)

¢ Cudl es la poblacién que se debe estudiar?

¢Le preguntarias a todas las personas de la comunidad o de la
escuela?

Proporciona un ejemplo de poblacién y explica cudl seria una
muestra representativa, en base al estudio y el género musical
seleccionado.

5. Organicen el grupo en tres equipos al azar, y tomen sus estaturas y

pesos. Establezcan si existe alguna relacién entre estas variables. La

variable independiente x serd la altura y la variable y sera el peso.

a)
b)
o)

d)

e)

f)

Realiza la tabla de distribucién de frecuencias.
Realiza el diagrama de dispersion.

Calcula el coeficiente de correlacién, ;Qué tipo de correlacion se

presenta entre las variables?

Consideras que existe una correlacion nula, débil o fuerte entre
las variables.

i Cual es la estatura media de los integrantes de tu equipo? ; Cual
es el peso aproximado de una persona con esa estatura?

¢ Cudl es la estatura que debe tener una persona que tiene masa
corporal de 65 kg?

2. Plantea al menos un ejemplo para el cual tenga sentido el uso del esta-

digrafo que se describe:
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a) Es el estadigrafo mas usado y mientras mas pequefio sea su valor
significa que es mas baja la variabilidad de los datos de la distribu-

cioén de frecuencia.

b) Representa al promedio de las desviaciones elevadas. Sirve para de-

terminar qué tan alejados se encuentran los datos de la media.
¢) Es la diferencia entre el dato mayor y menor de la distribucion.
d) Es el promedio de todos los datos.

e) Es el estadigrafo representado por el dato que ocupa el centro de
la distribucion de frecuencia, cuando se encuentran ordenados de

menor a mayor.

f) Es el estadigrafo que representa al dato de mayor frecuencia en la
distribucién.

3. Aqui le proponemos la demostracion del teorema del binomio o Teore-

jan—rbr
=(a+b)" = (nja” +£n]a”1b+[nja”2b2 +---+£n]a”’b’ ok
0 1 2 r
+£ " jab”1 +(n]b”
n-1 n

Vn € N se tiene que (a+b)" = (g]an +(’:Jan1b+{gja“bz +...+(Z]b”

Demostracion:

ma del binomio de Newton

Vn € N se tiene que (a+b)" = (
0

r=

~ 3

Base de induccion:
Paran =0, setiene que:

En el miembro izquierdo tenemos (a+b)° =1
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. n n ,
Y en el miembro derecho, [oja” +(njb” segun el teorema (el resto de

los términos se anulan, pues n es menor que k),

0) , (0),, 0 - A
0 a o 0 b’ =1 pues 0 =1|no se adicionan los términos, paran =0

el desarrollo del binomio solo tendra n+1término, 1 en este caso es el

término independiente 1,
Se tiene que 1 = 1, se cumple la propiedad.

Hipétesis de induccion:

Supongamos que se cumple para un nimero natural arbitrario k, esto es

(a+b) = (gjak + ma“b + {I;]a“bz +ot (Dbk

Tesis de induccion:

Debemos demostrar que se cumple para el sucesor de k, k+1, es decir

que:
N k+1 k+1 k+1 k+1
(a+b)k1: B PN R IS a“ b+, + T pe
0 1 2 k+1

Demostracion:
Multipliquemos la hipédtesis por (a+b) para obtener el miembro iz-

quierdo de la tesis.

(a+b)(a+b) = (a+b)ngak +{Ijjak‘b+[gja“bz +...+U§jbk}

Se aplica propiedad de la potencia en el miembro izquierdo y propie-

dad distributiva en el derecho.

(a+b)" = aK’;jak +£ﬂak‘1b+[§jak‘2b2 +...+[i]bk}+
ool [EJot oo (B (o]
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NN P PO
AR A
A

se agrupan los términos semejantes y se aplica [
k k k k k
=a"+| |akb+| _ |ab+| _ |a¥'B? +| | |a¥T'B* +|  |abk +
1 0 2 1 k
k k
+{ jab" +...+( Ja“b3 +b*!
k-1 2

se extrae factor comun en parejas

3ol a3
[l )& et

3 n n n+1
por férmula de Pascal + = , tenemos que:
p p+1 p+1

k+1 k+1 k k+1
=a 4 * akb+ " bt +| @b 4.+ * ab* +...+ b*!
1 2 2 k
ero k+1 B k+1 -
P 0 ) lk+1)
k+1 k+1 k+1 k k+1
_| 5T a4+ " akb+ N a< bt +| @b 4.+ * ab* +...+
0 1 2 2 k
k+1
bk+1
+£k+1j

pero el exponente de b, representa contar todas las formas posibles

k
k

0

[
o)

de elegir k elementos b y la suma de los exponentes de ay b es el ex-

k
ponente del binomio, en este caso k +1, de donde (zjakzﬁ equivale a
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3
no es necesario colocar, es decir;

= k1 ak + k1 akb+ k1 ak'p? + k1 a“?p +.. .+
0 1 2 3
k+1 k+1
bk + ... bk
{ : ]a . *(/m]

como se queria,

o (e e

se cumple para todon € N.

k+1 k+1
E )ak‘zb3 que es precisamente el término sucesor de[ , ja“b2 que

Usando el simbolo de sumatoria Vn € N se tiene que:

(a+b) = Z":[':]a"'bf

r=0

Demostracion:

Base de induccion:
Paran=0, se tiene que:

En el miembro izquierdo tenemos (a+b)° =1 (por propiedad de la

potencia)

Y en el miembro derecho,

(e

r=0

°.(0) , 0 . n n
b = 0% =1-1-1=1, dad = =1

Se tiene que 1 =1, se cumple
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Hipotesis de induccion:

Supongamos que la se cumple para un numero natural arbitrario k,

esto es

oot -5

r=0
Tesis de induccion:

Debemos demostrar que la se cumple para el sucesor de k, k + 1, es decir

que:
g Mik+1
(a n b)k 1 _ Z( jakﬂrbr
r=0 r
Demostracion:

Multipliquemos la hipotesis por (a+b) para obtener el miembro

izquierdo de la tesis.
k
(a+b)(a+b) =(a+b Z[ j a“’b’
r=0

Se aplica propiedad de la potencia en el miembro izquierdo y propie-

dad distributiva en el derecho.
k (k k (k
b k+1 — k—rbr b k—rbr

(a+b) a;(rja + ;[r]a
Se introduce cada factor en la sumatoria

k (k k (k
:Z[ ja-ak‘rb’+2[ jb-ak‘rb’

r=0 r r=0 r

Se aplica propiedad de la potencia.

S

Adicionamos 1a r en el segundo sumando para obtener los mismos ex-

ponentes (por propiedad de la sumatoria) tenemos que:
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&(k k+1 5% r—1)br—1+1 _ K(k k+1—rbr . k k+1—rbr
=> ) + Z => it +; 4]

r=0+1 r=0

i

r=0 r=1

Desarrollamos el primer sumando para el primer término, es decir; para

r =0, para poder operar con la sumatoria.

k +1- d k +1-r |1 « k +=r yr
:[O]ak 0p° +;(rja" b +;[r_1jak b
Efectuamos la adicion y extraemos factor comun.

k k| (k k
— [ Jakﬂ—obo + Z|:[ jakﬂ—rbr +£ jak+1—rbr:| _

0 ~\r r-1

k k+1-0 d k k
— +1- bO k+‘|—rbr

o215

. i n n n+1
aplicamos la formula de Pascal + = 1) tenemos que:
P

p+1 p+
kY o kK (k+1 -
— + bO k+1rbr
o) o3[ e

k k+1
pero como aope =<
0 0

k k+1
= , obtenemos que:
0 0

Ja’””’b" es la suma para r=0 pues

se cumple para todo n € IN.
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A Atencion

Es importante que, al resolver ejercicios y problemas sobre la planimetria,
en el calculo de area y perimetro, tengas la identificacion de herramientas
que te permiten integrar contenidos matematicos conocidos en grados an-
teriores. Para el calculo de la longitud de un lado, necesitas aplicar algunas
de ellas, las que relacionan a continuacion:

Las propiedades de las figuras. Segmentos de rectas notables.
El despeje en formula.
El grupo de Teoremas de Pitadgoras.

Las razones trigonométricas (directa o indirecta). Propiedad del tridngulo
rectangulo con un angulo interior de 30°.

La ley de los senos y la ley de los cosenos.
Los elementos homoélogos de tridangulos iguales.
Los lados proporcionales en tridngulos semejantes.

La proporcionalidad entre los perimetros y la razén de semejanza y entre
esta Ultima al cuadrado y las areas de los tridngulos semejantes.

El Teorema de las Transversales.

Estas, ademas; te seran de gran utilidad en el calculo de cuerpos geométricos.

2. Resumen de las relaciones de rectas en el espacio:

Dos rectas en el espacio

Pueden
Tener un punto en No tener puntos en
comun comun
Son secantes Son paralelas Son alabeadas
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3. Como parte de las relaciones entre rectas y planos, se concluye que:

Una recta y un plano
Pueden tener en comun

l l l

Dos puntos Ningun punto Un punto
Puede ser
La recta esta La recta es |
contenida en el paralela al plano
plano * *
Oblicua Perpendicular
al plano al plano
l Si lSi
La recta es La recta es per-
perpendiculara  pendicular al me-
solo una recta nos a dos rectas
contenida en el contenidas en el
plano plano que se cor-

tan en el pie de
la perpendicular

4. Otros ejercicios del epigrafe 4.1

11. Demuestra que el area de cualquier cuadrilatero convexo es igual
al semiproducto de sus diagonales multiplicado por el seno de un

angulo de los que estas determinan al cortarse.

12. Sean 0, un angulo central (en radianes) de una circunferencia de

radio r; by ¢ su arco y cuerda corrrespondiente respectivamente.
Demuestra que:

a)c=2r'sen(gj b) b=r-0

5. Otro ejercicio del epigrafe 4.2
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20. Un ingeniero disefia un soporte para un panel solar. El soporte cons-
ta de:

* 4 columnas verticales ubicadas en los puntos A(1; 0; 0), B(4; 0; 0),
C(1;3;0), y D(4; 3; 0) (en metros).

* Las vigas diagonales que conectan A con E(2,5;1,5; 2) y B con E.

e El panel solar esta definido por los puntos E(2,5;1,5;2),
F(2,5;1,5;4), yG(5; 4,5; 4).

20.1 Verificacion de la base del soporte:

a) Demuestra que las columnas A, B, C y D forman un rectangulo
en el plano z =0.

b) Calcula la longitud de las diagonales AC y BD, las que garanti-
zan la estabilidad.

20.2 Anélisis de vigas diagonales:

a) Determina si las rectas que contienen a los puntos Ay E, By E

son rectas oblicuas, paralelas, o si se intersectan.
b) Encuentra el angulo entre las vigas AE y BE.
20.3 Posicién del panel solar:

a) Demuestra que los puntos E, F y G definen un plano.

Fundamenta.

b) Verifica si el panel solar (plano EFG) es paralelo u oblicuo al
suelo (plano z =0).
20.4 Célculo de areas:
a) Calcula el area del panel solar.

b) Si el soporte tiene una estructura prismatica entre los planos z =0
y z =2, calcula su area lateral.

20.5 Volumen del soporte:
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a) Calcula el valor del volumen del espacio entre el suelo (z=0) y el
panel solar (plano EFG), considerando que el prisma es recto.

Respuestas. Anexos

20. (de la nota 5 al capitulo 4 de los anexos)
20.1 Verificacion de la base del soporte

a)

1. Lados opuestos iguales:

2

- Longitud de AB: A_B:\/(XA —XB)Z +(Ya —yB)2 +(z,-2p)

AB=[(4-1 +(0-0) +(0-0) =3 =3,0m

2

D =(xc %o ) + (Ve ~ Vo) +(2c ~2,)

CD=J(4-1) +(3-3) +(0-0) =v3* =3,0m

2

BC:\/(XB—XC)Z +(y3—yc)2 +(z5-2¢)

BC =\J(1-4) +(3-0) +(0-0) =9+9 =32 m

AD =[x, %o +(Va—Yo) +(24-2,)

AD = \[(4-1) +(3-0) +(0-0) =4/9+9=3V2 m

2. Angulos rectos:
— Vectores AB =(3; 0; 0) y AD =(0; 3; 0).

— Producto escalar: AB-AD=3-0+0-3+0-0=0-.

— Conclusién: Es un rectangulo.

Para el andlisis de este inciso a) puedes utilizar los conocimientos

adquiridos en Fisica 10.° y 11.° grado donde trabajaste el producto
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vectorial y producto cruz respectivamente. Aqui es conveniente tra-
bajarlo desde las coordenadas de los puntos. O al analizar inciso b)

para concluir que la base es un rectangulo.

b) Longitud de las diagonales AC y BD:

A_C—\/ _Xc yc) ( ZC)

2

AC = J(1-1) +(3-0) +(0-0) =+/3* =3,0m

BD = \(xs~X,) + (Vs Vo) +(2,-2,)

BD = \(4-4) +(3-0) +(0-0) =/3% =3,0m

20.2 Analisis de vigas diagonales

a) Rectas AF y BE:

- Recta AE pasa por los puntos A(1;0; 0) y £(2,5; 1,5; 2):

— Recta BE pasa por los puntos B(4; 0; 0) y £(2,5; 1,5; 2):
Ambas rectas pasan por E, por lo tanto se intersectan en E.
b) Angulo entre las rectas AE y BE:

— Vectores directores: AE =(1,5; 1,5; 2), BE = (1,5; 1,5; 2).

— Producto escalar:

AB-AD =15-(-15)+15-15+2-2=-2,25+2,25+4 =4,

— Magnitudes:

AE = 1,57 41,57 +22 = 2,25+ 2,25+4 = /8,5 m
BE = \(-15) +1,5? +2° =/2,2512,25+4 = /85 m

- Angulo 6:

4 ~0,4706 = 6~ 61,9°.

1

cosO =
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Para el andlisis de este inciso 1.2 b) si no es posible llegar por el tra-
bajo con vectores. Te sugerimos la ayuda de un asistente matematico
(GeoGebra)

20.3 Posiciéon del panel solar

a) Demostrar que los puntos E, F, Gdeterminan un plano:

— Puntos:

-E(2,5;1,5;2),F(2,5;15; 4),G(5; 4,5; 4).

E::\/(XE _XF)2+(yE _yF)Z +(2 _ZF)Z

EF = \/(2,5—2,5)2 +(15-15) +(2-4)’ =22 =2,0m

FG = \/ —XG yG) ( ZG)2
F_G:\/(z,s_s)2 +(1,5-4,5 +(4-4) = gd 91m
E_G:\/(XE _XG)2 +(Ve _yG)Z +(2 _ZG)Z
E_D:\/(Z,S—S)Z +(1,5-4,5)" +(2-4Y’ =?z4.39 m

Aplicando desigualdad triangular
2<3,9M"m+4,39m 3,91Tm<2+4,39m 4,39m<2+3,91m

Tenemos que es posible constriur un triangulo con los tres puntos, lo
que verifica que estos puntos no estan alineados y por tanto, determi-

na un unico plano (EFG).
b) Paralelismo entre el panel (EFG) y el suelo (z =0):
— Vector EF = F—E =(2,5-2,5;1,5-1,5;4-2) =(0;0;2).

_Vector EG =G —E = (5-2,5;4,5-1,5;4-2) = (2,5;3;2).

i ok
EFXxEG=[0 0 2[=(-6;50)
25 3 2

461



MATEMATICA

El plano z =0 es el plano xy, el vector normal de z=0 es (0;0;1) y no es

paralelo al vector normal (—6;5;0) del plano EFG.

Los planos no son paralelos se intersectan.

Otra via seria

— Vector normal del panel: n,,. = (-6;5; 0).

— Vector normal del suelo: n,_; = (0; 0; 1).

— Producto escalar: n. -n, , =(-6(0)+5(0)+0(1)) =0.

Como el producto escalar es cero, los vectores normales son perpen-

diculares lo que implica que los planos también los son.

Otra manera pudiera ser, con ayuda del GeoGebra, al introducir las coor-
denadas del plano EFG y la ecuacion del plano z = 0 en la vista grafica 3D
y se notara que se cortan. Al seleccionar un punto P que no pertenezca a
ninguno de los planos, se traza una perpendiclar al plano EFG. Indicamos
un punto Q de la recta tal que Q # Py que no pertenezca al plano EFG vy,
el origen de coordenadas y procedemos a mediar la amplitud del <OPQ,

se verifica que es de 90° por lo que los planos son perpendiculars.

20.4 Calculo de areas

a) Area del panel solar (triangulo EFG):
— Vectores EF =(0;0;2)y EG =(2,5;3;2).
— Producto vectorial: EF xEG = (-6;5;0).
~ Magnitud: EF xEG = /(-6)° +5% + 0% = J/61.

- Area: %\/6_ ~ 3,905 m’.
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Otra via conocida por los estudiantes, como se conocen las longitudes
de los lados del tridngulo EFG, su area se puede determinar aplicando

la formula de Herdn.

. y EF+FG+EG ,
Sea p el semiperimetro del triangulo p .., = — y su area

AAEFG\/p(p_ﬁ)(p_E)(p_E_G)

EF +FG +EG
pAEFG =5

2

2+3,905+4,387 10,292

P.ers 2 ~ ~5,15m

A o ~[5,146(5,146 - 2)(5,146 - 3,905) (5,146 - 4,387)

~/5.146(3,146)(1,241)(0,759) ~ /15,25 ~ 3,905 m? ~ 3,9 m?

b) Area lateral del soporte prismatico:
- Base: Rectangulo ABCD con perimetro:

2(3+/18)~2(3+4,243) ~ 14,486 m.

— Altura del prisma: 2 mentrez=0y z=2.

- Area lateral: P, _-h=14,486-2 ~ 28,97 m*? ~ 29 m?.

base "
20.5 Volumen del soporte
a) Volumen entre z =0y el plano EFG:

— Método: Usar el area de la base ABCD y la altura promedio, concide-

rando que el prisma es recto.
— Area de la base: 3-3+/2 = 942m? (rectangulo).

— Altura promedio: Dado que el plano EFG esta en (z =2) a (z = 4), pero
la estructura prismatica llega hasta (z=2), el volumen se calcula

como.

Volumen=A,,.-h

=9J2.2=18/2 ~ 25 m’.
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0 N O U1 AW N = O

BAE S DWW WWWWWWWWNNNNNNNNNDRNS S oo oo s a o
A W N = O O WO NO VDA, WN = O LVOWLNOOUVDIAWN-= O VOOONOOOV DB WN = O

.0
0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,5288
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947
(1,0)

A
0,0017
0,0192
0,0366
0,0541
0,0715
0,0889
0,1063
0,1236
0,1409
0,1582
0,1754
0,1925
0,2096
0,2267
0,2436
0,2605
0,2773
0,2940
0,3107
0,3272
0,3437
0,3600
0,3762
0,3923
0,4083
0,4242
0,4399
0,4555
0,4710
0,4863
0,5015
0,5165
0,5314
0,5461
0,5306
0,5750
0,5892
0,6032
0,6170
0,6307
0,6441
0,6574
0,6704
0,6833
0,6959

9

2
0,0035
0,0209
0,0384
0,0558
0,0732
0,0906
0,1080
0,1253
0,1426
0,1599
0,1771
0,1942
0,2113
0,2284
0,2453
0,2622
0,2790
0,2957
0,3123
0,3289
0,3453
0,3616
0,3778
0,3939
0,4099
0,4258
0,4415
0,4571
0,4726
0,4879
0,5030
0,5180
0,5329
0,5476
0,5621
0,5764
0,5906
0,6046
0,6184
0,6320
0,6455
0,6587
0,6717
0,6845
0,6972

.8

3
0,0052
0,0227
0,0401
0,0576
0,0750
0,0924
0,1097
0,1271
0,1444
0,1616
0,1788
0,1959
0,2130
0,2300
0,2470
0,2639
0,2807
0,2974
0,3140
0,3305
0,3469
0,3633
0,3795
0,3955
0,4115
0,4274
0,4431
0,4586
0,4741
0,4894
0,5045
0,5195
0,5344
0,5490
0,5635
0,5779
0,5920
0,6060
0,6198
0,6334
0,6468
0,6600
0,6730
0,6858
0,6984

7

Tabla de senos y cosenos

4
0,0070
0,0244
0,0419
0,0593
0,0767
0,0941
0,1115
0,1288
0,1461
0,1633
0,1805
0,1977
0,2147
0,2317
0,2487
0,2656
0,2823
0,2990
0,3156
0,3322
0,3486
0,3649
0,3811
0,3971
0,4131
0,4289
0,4446
0,4602
0,4756
0,4909
0,5060
0,5210
0,5358
0,5505
0,5650
0,5793
0,5934
0,6074
0,6211
0,6347
0,6481
0,6613
0,6743
0,6871
0,6997

.6

Seno
.5
0,0087
0,0262
0,0346
0,0610
0,0785
0,0958
0,1132
0,1305
0,1478
0,1650
0,1822
0,1994
0,2164
0,2334
0,2504
0,2672
0,2840
0,3007
0,3173
0,3338
0,3502
0,3665
0,3827
0,3987
0,4147
0,4305
0,4462
0,4617
0,4772
0,4924
0,5075
0,5225
0,5373
0,5519
0,5664
0,5807
0,5948
0,6088
0,5225
0,6361
0,6494
0,6626
0,6756
0,6884
0,7009
.5

Coseno

.6
0,0105
0,0279
0,0454
0,0628
0,0802
0,0976
0,1149
0,1323
0,1495
0,1668
0,1840
0,2011
0,2181
0,2351
0,2521
0,2689
0,2857
0,3024
0,3190
0,3355
0,3518
0,3681
0,3843
0,4003
0,4163
0,4321
0,4478
0,4633
0,4787
0,4939
0,5090
0,5240
0,5388
0,5534
0,5678
0,5821
0,5962
0,6101
0,6239
0,6374
0,6508
0,6639
0,6769
0,6896
0,7022
4

.7
0,0122
0,0297
0,0471
0,0645
0,0819
0,0993
0,1167
0,1340
0,1513
0,1685
0,1857
0,2028
0,2198
0,2368
0,2538
0,2706
0,2874
0,3040
0,3206
0,3371
0,3535
0,3697
0,3859
0,4019
0,4179
0,4337
0,4493
0,4648
0,4802
0,4955
0,5105
0,5255
0,5402
0,5548
0,5693
0,5835
0,5976
0,6115
0,6252
0,6388
0,6521
0,6652
0,6782
0,6909
0,7034

.3

.8
0,0140
0,0314
0,0488
0,0663
0,0837
0,1011
0,1184
0,1357
0,1530
0,1702
0,1874
0,2045
0,2215
0,2385
0,2554
0,2723
0,2890
0,3057
0,3223
0,3387
0,3551
0,3714
0,3875
0,4035
0,4195
0,4352
0,4509
0,4664
0,4818
0,4970
0,5120
0,5270
0,5417
0,5563
0,5707
0,5850
0,5990
0,6129
0,6266
0,6401
0,6534
0,6665
0,6794
0,6921
0,7046

2

9
0,0157
0,0332
0,0506
0,0680
0,0854
0,1028
0,1201
0,1374
0,1547
0,1719
0,1891
0,2062
0,2233
0,2402
0,2571
0,2740
0,2907
0,3074
0,3239
0,3404
0,3567
0,3730
0,3891
0,4051
0,4210
0,4368
0,4524
0,4679
0,4833
0,4985
0,5135
0,5284
0,5432
0,5577
0,5721
0,5864
0,6004
0,6143
0,6280
0,6414
0,6547
0,6678
0,6807
0,6934
0,7059

1

(1,0)
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947
0,7071

.0

89
88
87
86
85
84
83
82
81
80
79
78
77
76
75
74
73
72
71
70
69
68
67
66
65
64
63
62
61
60
59
58
57
56
55
54
53
52
51
50
49
48
47
46
45
Grad.



Grad.
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

.0
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

(1,0)

A
0,7083
0,7206
0,7325
0,7443
0,7559
0,7672
0,7782
0,7891
0,7997
0,8100
0,8202
0,8300
0,8396
0,8490
0,8581
0,8669
0,8755
0,8838
0,8918
0,8996
0,9070
0,9143
0,9212
0,9278
0,9342
0,9403
0,9461
0,9516
0,9568
0,9617
0,9664
0,9707
0,9748
0,9785
0,9820
0,9851
0,9880
0,9905
0,9928
0,9947
0,9963
0,9977
0,9987
0,9995
0,9999

9

.2
0,7096
0,7218
0,7337
0,7455
0,7570
0,7683
0,7793
0,7902
0,8007
0,8111
0,8211
0,8310
0,8406
0,8499
0,8590
0,8678
0,8763
0,8846
0,8926
0,9003
0,9078
0,9150
0,9219
0,9285
0,9348
0,9409
0,9466
0,9521
0,9573
0,9622
0,9668
0,9711
0,9751
0,9789
0,9823
0,9854
0,9882
0,9907
0,9930
0,9949
0,9965
0,9978
0,9988
0,9995
0,9999

Tabla de senos y cosenos

3
0,7108
0,7230
0,7349
0,7466
0,7581
0,7694
0,7804
0,7912
0,8018
0,8121
0,8221
0,8320
0,8415
0,8508
0,8599
0,8686
0,8771
0,8854
0,8934
0,9011
0,9085
0,9157
0,9225
0,9291
0,9354
0,9415
0,9472
0,9527
0,9578
0,9627
0,9673
0,9715
0,9755
0,9792
0,9826
0,9857
0,9885
0,9910
0,9932
0,9951
0,9966
0,9979
0,9989
0,9996
0,9999

7

4
0,7120
0,7242
0,7361
0,7478
0,7593
0,7705
0,7815
0,7923
0,8028
0,8131
0,8231
0,8329
0,8425
0,8517
0,8607
0,8695
0,8780
0,8862
0,8942
0,9018
0,9092
0,9164
0,9232
0,9298
0,9361
0,9421
0,9478
0,9532
0,9583
0,9632
0,9677
0,9720
0,9759
0,9796
0,9829
0,9860
0,9888
0,9912
0,9934
0,9952
0,9968
0,9980
0,9990
0,9996
0,9999

.6

Seno
.5
0,7133
0,7254
0,7373
0,7490
0,7604
0,7716
0,7826
0,7934
0,8039
0,8141
0,8241
0,8339
0,8434
0,8526
0,8616
0,8704
0,8788
0,8870
0,8949
0,9026
0,9100
0,9171
0,9239
0,9304
0,9367
0,9426
0,8483
0,9537
0,9588
0,9636
0,9681
0,9724
0,9763
0,9799
0,9833
0,9863
0,9890
0,9914
0,9936
0,9954
0,9969
0,9981
0,9990
0,9997
1,000
5

Coseno

.6
0,7145
0,7266
0,7385
0,7501
0,7615
0,7727
0,7837
0,7944
0,0849
0,8151
0,8251
0,8348
0,8443
0,8536
0,8625
0,8712
0,8796
0,8878
0,8957
0,9033
0,9107
0,9178
0,9245
0,9311
0,9373
0,9432
0,9489
0,9542
0,9593
0,9641
0,9686
0,9728
0,9767
0,9803
0,9836
0,9866
0,9893
0,9917
0,9938
0,9956
0,9971
0,9982
0,9991
0,9997

1,000

A4

.7
0,7157
0,7278
0,7396
0,7513
0,7627
0,7738
0,7848
0,7955
0,8059
0,8161
0,8261
0,8358
0,8453
0,8545
0,8634
0,8721
0,8805
0,8886
0,8965
0,9041
0,9114
0,9184
0,9252
0,9317
0,9379
0,9438
0,9494
0,9548
0,9598
0,9646
0,9690
0,9732
0,9770
0,9806
0,9839
0,9869
0,9895
0,9919
0,9940
0,9957
0,9972
0,9983
0,9992
0,9997

1,000

3

.8
0,7169
0,7290
0,7408
0,7524
0,7638
0,7749
0,7859
0,7965
0,8070
0,8171
0,8271
0,8368
0,8462
0,8554
0,8643
0,8729
0,8813
0,8894
0,8973
0,9048
0,9121
0,9191
0,9259
0,9323
0,9385
0,9444
0,9500
0,9553
0,9603
0,9650
0,9694
0,9736
0,9774
0,9810
0,9842
0,9871
0,9898
0,9921
0,9942
0,9959
0,9973
0,9984
0,9993
0,9998

1,000

2

.9
0,7181
0,7302
0,7420
0,7536
0,7649
0,7760
0,7869
0,7976
0,8080
0,8181
0,8281
0,8377
0,8471
0,8563
0,8652
0,8738
0,8821
0,8902
0,8980
0,9056
0,9128
0,9198
0,9265
0,9330
0,9391
0,9449
0,9505
0,9558
0,9608
0,9655
0,9699
0,9740
0,9778
0,9813
0,9845
0,9874
0,9900
0,9923
0,9943
0,9960
0,9974
0,9985
0,9993
0,9998

1,000

A

(1,0)
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

1,000

.0

44
43
42
a1
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14

12
11
10

= N W b U1 O N

o

Grad.



.0
0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9395
0,9657

(1,0)

A
0017
0192
0367
0542
0717
0892
1069
1246
1423
1602
1781
1962
2144
2327
2512
2698
2886
3076
3269
3463
3659
3859
4061
4265
4473
4684
4899
5117
5340
5566
5797
6032
6273
6519
6771
7028
7292
7563
7841
8127
8421
8724
9036
9358
9691

.9

2
0035
0209
0384
0559
0734
0910
1086
1263
1441
1620
1799
1980
2162
2345
2530
2717
2905
3096
3288
3482
3679
3879
4081
4286
4494
4706
4921
5139
5362
5589
5820
6056
6297
6544
6796
7054
7319
7590
7869
8156
8451
8754
9067
9391
9725

.8

Tabla de tangentes y cotangentes

3

0052
0227
0402
0577
0752
0928
1104
1281

1459
1638
1817
1998
2180
2364
2549
2736
2924
3115
33,07
3502
3699
3899
4101

4307
4515
4727
4942
5161

5384
5672
5844
6080
6322
6569
6822
7080
7346
7618
7898
8185
8481

8785
9099
9424
9759

7

A4
0070
0244
0419
0594
0769
0945
1122
1299
1477
1655
1835
2016
2199
2382
2568
2754
2943
3134
3327
3522
3719
3919
4122
4327
4536
4748
4964
5184
5407
5635
5867
6104
6346
6594
6847
7107
7373
7646
7926
8214
8511
8816
9131
9457
9793

.6

Tangente
.5
0087
0262
0437
0612
0787
0963
1139
1317
1495
1673
1853
2035
2217
2401
2586
2773
2962
3153
3346
3541
3739
3939
4142
4348
4557
4770
4986
5206
5430
5658
5890
6128
6371
6619
6873
7133
7400
7673
7954
8243
8541
8847
9163
9490
9827
.5

Cotangente

.6
0105
0279
0454
0629
0805
0981
1157
1334
1512
1691
1871
2053
2235
2419
2605
2792
2981
3172
3365
3561
3759
3959
4163
4369
4578
4791
5008
5228
5452
5681
5914
6152
6395
6644
6899
7159
7427
7701
7983
8273
8571
8878
9195
9523
9861

A4

7
0122
0297
0472
0647
0822
0998
1175
1352
1530
1709
1890
2071
2254
2438
2623
2811
3000
3191
3385
3581
3779
3979
4183
4390
4599
4813
5029
5250
5475
5704
5938
6176
6420
6669
6924
7186
7454
7729
8012
8302
8601
8910
9228
3556
9896

3

.8
0140
0314
0489
0664
0840
1016
1192
1370
1548
1727
1908
2089
2272
2456
2642
2830
3019
3211
3404
3600
3799
4000
4204
4411
4621
4834
5051
5272
5498
5727
5961
6200
6445
6694
6950
7212
7481
7757
8040
8332
8632
8941
9260
9590
9930

2

9
0157
0332
0507
0682
0857
1033
1210
1388
1566
1745
1926
2107
2290
2475
2661
2849
3038
3230
3424
3620
3819
4020
4224
4431
4642
4856
5073
5295
5520
5750
5985
6224
6469
6720
6976
7239
7508
7785
8069
8361
8662
8972
9293
9623
9965

A

(1,0)
0175
0349
0524
0699
0875
1051
1228
1405
1584
1763
1944
2126
2309
2493
2679
2867
3057
3249
3443
3640
3839
4040
4245
4452
4663
4877
5095
5317
5543
5774
6009
6249
6494
6745
7002
7265
7536
7813
8098
8391
8693
9004
9325
9657
1,000
.0

89
88
87
86
85
84
83
82
81
80
79
78
77
76
75
74
73
72
71
70
69
68
67
66
65
64
63
62
61
60
59
58
57
56
55
54
53
52
51
50
49
48
47
46
45

Grad.



Tabla de tangentes y cotangentes

Tangente
Grad. .0 A 2 3 A4 ) .6 7 .8 .9 (1,0)

45 1,000 003 007 011 014 018 021 025 028 032 036 44
46 1,036 039 043 046 050 054 057 061 065 069 072 43
47 1,072 076 080 084 087 091 095 099 103 107 11 42
48 1,111 115 118 122 126 130 134 138 142 146 150 41
49 1,150 154 159 163 167 171 175 179 183 188 192 40
50 1,192 196 200 205 209 213 217 222 226 230 235 39
51 1,235 239 244 248 253 257 262 266 271 275 280 38
52 1,280 285 289 294 299 303 308 313 317 322 327 37
53 1,327 332 337 342 347 351 356 361 366 371 376 36
54 1,376 381 387 392 397 402 407 412 418 423 428 35
55 1,428 433 439 444 450 455 460 466 471 477 483 34
56 1,483 488 494 499 505 511 517 522 528 534 540 33
57 1,540 546 552 558 564 570 576 582 588 594 600 32
58 1,600 607 613 619 625 632 638 645 651 658 664 31
59 1,664 671 678 684 691 698 704 711 718 725 732 30
60 1,732 739 746 753 760 767 775 782 789 797 804 29
61 1,804 811 819 827 834 842 849 857 865 873 881 28
62 1,881 889 897 905 913 921 929 937 946 954 963 27
63 1,963 971 980 988 997 *006 *014 *023 *032 *041 *050 26
64 2,050 059 069 078 087 097 106 116 125 135 145 25
65 2,145 154 164 174 184 194 204 215 225 236 246 24
66 2,246 257 267 278 289 300 311 322 333 344 356 23
67 2,356 367 379 391 402 414 426 438 450 463 475 22
68 2,475 488 500 513 526 539 552 565 578 592 605 21
69 2,605 619 633 646 660 675 689 703 718 733 747 20
70 2,747 762 778 793 808 824 840 856 872 888 904 19
71 2,904 921 937 954 971 989 *006 *024 *042 *060 *078 18
72 3,078 096 115 133 152 172 191 211 230 251 271 17
73 3,271 291 312 333 354 376 398 420 442 465 487 16
74 3,487 511 534 558 582 606 630 655 681 706 732 15
75 3,732 758 785 812 839 867 895 923 952 981 *011 14
76 4,011 041 071 102 134 165 198 230 264 297 331 13
77 4,331 366 402 437 474 511 548 586 625 665 705 12
78 4,705 745 787 829 872 915 959 *005 *050 *097 *145 11
79 5,145 193 242 292 343 396 449 503 558 614 671 10
80 5,671 5730 | 5789 | 5850 | 5912 | 5976 | 6,041 6,107 | 6,174 | 6,243 | 6,314 9
81 6,314 | 6,386 | 6,460 @ 6535 @ 6612 = 6,691 6,772 | 6,855 | 6,940 | 7,026 @ 7,115 8
82 7,115 | 7,207 | 7,300 @ 7,396 @ 7,495 @ 7,596 & 7,700 = 7,806 = 7,916 = 8,028 = 8,144 7
83 8,144 = 8264 @ 8386 = 8513 @ 8643 « 8777 = 8915 | 9,058 | 9,205 | 9,357 | 9,514 6
84 9,514 9,677 9,845 10,0 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 5
85 11,43 11,696 11,91 12,16 = 12,43 12,71 13,00 = 13,30 = 13,62 | 13,95 | 14,30 4
86 14,30 | 14,67 = 1506 | 1546 . 1589 | 16,35 | 16,83 @ 17,34 | 17,89 = 1846 = 19,08 3

87 19,08 | 19,74 « 20,45 | 21,20 | 22,02 | 22,90 | 23,86 @ 24,90 | 26,03 @ 27,27 @ 28,64 2

88 28,64 = 30,14 @ 31,82 @ 33,69 @ 3580 « 3819 = 4092 | 44,07 @ 47,74 | 52,08 | 57,29 1

89 57,29 @ 63,66 @ 71,62 @ 81,85 @ 9549 = 1146 = 1432 = 191,0 =@ 2865 | 573,0 0

(1,0) ) 8 7 6 5 A4 =3 2 A .0 Grad.

Cotangente



Grad.

00 N ooun AW N = O
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.0
1,0000
1,0002
1,0006
1,0014
1,0024
1,0038
1,0055
1,0076
1,0098
1,0125
1,0154
1,0187
1,0224
1,0263
1,0306
1,0353
1,0403
1,0457
1,0514
1,0576
1,0642
1,0711
1,0785
1,0864
1,0947
1,1034
1,1126
1,1223
1,1326
1,1434
1,1547
1,1666
1,1792
1,1923
1,2063
1,2207
1,2361
1,2522
1,2690
1,2868
1,3055
1,3250
1,3457
1,3672
1,3902

(1,0)

A
0000
0002
0007
0015
0026
0040
0057
0078
0101
0128
0157
0191
0227
0267
0310
0357
0408
0462
0521
0583
0648
0718
0793
0872
0955
1042
1136
1233
1337
1444
1558
1678
1805
1937
2076
2223
2376
2538
2708
2887
3074
3270
3477
3695
3926
9

2
0000
0002
0007
0016
0027
0041
0058
0080
0103
0131
0161
0194
0231
0271
0316
0363
0413
0468
0526
0589
0655
0726
0800
0880
0964
1052
1145
1244
1347
1456
1570
1690
1818
1950
2090
2238
2392
2555
2724
2905
3092
3291
3499
3717
3949
.8

Tabla de secantes y cosecantes

3
0000
0003
0008
0017
0028
0043
0060
0082
0106
0133
10164
0198
0235
0275
0320
0367
0419
0473
0533
0595
0662
0733
0808
0889
0972
1061
1154
1254
1357
1467
1582
1703
1830
1965
2105
2253
2408
2571
2742
2923
3111
3310
3521
3740
3972
7

4
0000
0003
0009
0018
0029
0044
0062
0084
0108
0136
0167
0201
0239
0280
0324
0372
0424
0480
0539
0602
0669
0740
0817
0896
0981
1071
1164
1264
1369
1478
1594
1715
1844
1979
2120
2268
2424
2588
2760
2942
3132
3332
3541
3763
3996
.6

Secante

5
0000
0003
0010
0019
0031
0046
0064
0087
0111
0139
0170
0205
0243
0284
0330
0378
0430
0485
0545
0609
0676
0748
0824
0904
0989
1079
1174
1274
1379
1489
1606
1729
1857
1992
2134
2284
2439
2604
2778
2960
3151
3351
3563
3785
4019

.5

Cosecante

.6
0001
0004
0010
0020
0032
0048
0066
0088
0113
0142
10174
0208
0247
0288
0334
0382
0435
0491
0551
0615
0683
0755
0832
0912
0999
1089
1183
1284
1390
1501
1618
1741
1869
2006
2149
2299
2456
2621
2796
2979
3170
3373
3585
3808
4045
4

7
0001
0004
0011
0021
0034
0049
0068
0091
0116
0145
0177
0212
0251
0293
0338
0387
0441
0496
0557
0621
0691
0763
0840
0921
1007
1098
1193
1294
1401
1513
1629
1754
1884
2019
2164
2314
2472
2639
2814
2997
3191
3394
3607
3831
4069
3

.8
0001
0005
0012
0022
0035
0051
0070
0094
0119
0148
0180
0216
0255
0298
0343
0393
0446
0503
0564
0628
0697
0770
0847
0929
1016
1107
1203
1305
1,1412
1523
1641
1766
1896
2034
2179
2329
2489
2655
2832
3016
3210
3414
3630
3854
4092
2

.9
0001
0005
0013
0023
0037
0053
0073
0096
0121
0151
0183
0220
0259
0302
0348
0398
0452
0509
0570
0635
0704
0778
0855
0937
1025
1116
1213
1315
1422
1535
1654
1779
1910
2048
2192
2346
2505
2673
2850
3034
3229
3435
3652
3877
4118
A1

(1,0)
0002
0006
0014
0024
0038
0055
0076
0098
0125
0154
0187
0224
0263
0306
0353
0403
0457
0514
0576
0642
0711
0785
0864
0947
1034
1126
1223
1326
1434
1547
1666
1792
1923
2063
2207
2361
2522
2690
2868
3055
3250
3457
3672
3902
4142
.0

89
88
87
86
85
84
83
82
81

80
79
78
77
76
75
74
73
72
71

70
69
68
67
66
65
64
63
62
61

60
59
58
57
56
55
54
53
52
51
50
49
48
47
46
45

Grad.



Tabla de secantes y cosecantes

Secante
Grad. .0 A 2 3 A4 S .6 7 .8 9 (1,0)

45 1,414 417 1419 422 424 427 429 432 434 437 439 44
46 1,439 442 445 447 450 453 455 458 461 463 466 43
47 1,466 469 472 474 477 480 483 486 489 492 495 42
48 1,495 497 500 503 506 507 512 515 518 521 524 1
49 1,524 527 530 534 537 540 543 546 549 553 556 40
50 1,556 559 562 565 569 572 576 579 582 586 589 39
51 1,589 592 596 599 603 596 610 613 617 621 624 38
52 1,624 628 632 635 639 643 646 650 654 658 662 37
53 1,662 666 669 673 677 681 685 689 693 697 701 36
54 1,701 705 709 714 718 722 726 730 735 739 743 35
55 1,743 748 752 757 761 766 770 775 779 785 788 34
56 1,788 793 798 802 807 812 817 821 826 831 836 33
57 1,836 841 846 851 856 861 866 871 877 882 887 32
58 1,887 893 898 903 908 914 919 925 931 936 942 31
59 1,942 947 953 959 965 970 976 982 988 994 *000 30
60 2,000 006 012 018 025 031 037 043 050 056 063 29
61 2,063 069 076 082 089 096 103 109 116 123 130 28
62 2,130 137 144 151 158 166 173 181 188 195 203 27
63 2,203 210 218 226 233 241 249 257 265 273 281 26
64 2,281 289 298 306 314 323 332 340 349 357 366 25
65 2,366 375 384 393 402 411 421 430 440 449 459 24
66 2,459 469 478 488 498 508 518 528 539 549 560 23
67 2,560 570 581 591 602 613 624 635 647 658 670 22
68 2,670 681 693 705 717 729 740 753 765 778 790 21
69 2,790 803 816 829 843 856 869 883 896 910 924 20
70 2,924 938 952 966 981 996 *010 *026 *040 *056 *071 19
71 3,071 087 103 119 135 152 169 185 202 219 236 18
72 3,236 253 271 289 307 326 344 362 382 401 420 17
73 3,420 440 460 479 500 521 542 563 584 606 628 16
74 3,628 650 672 695 719 743 765 789 814 839 864 15
75 3,864 890 915 940 967 994 *021 *049 *077 *105 *134 14
76 4,134 163 193 223 254 284 316 348 378 411 444 13
77 4,444 478 515 550 585 621 658 695 733 771 810 12
78 4,810 850 890 931 973 015 058 105 149 195 241 11
79 5,241 288 336 385 435 488 540 593 647 701 760 10
80 5,760 817 875 935 995 *061 *124 *188 *254 *321 *394 9

81 6,394 464 536 609 689 766 845 925 *013 *097 *184 8

82 7,184 278 369 463 559 663 764 868 981 *091 *203 7

83 8,203 326 446 569 703 834 969 9,116 9,259 9,407 9,569 6

84 9,569 9,728 9,891 10,07 10,25 10,40 10,63 10,82 11,04 11,25 11,47 5

85 11,47 11,71 11,95 12,21 12,47 12,74 13,04 13,33 13,66 13,99 14,33 4

86 14,33 14,71 15,08 15,50 15,92 16,39 16,86 17,36 17,92 18,48 19,12 3

87 19,12 19,76 20,49 21,23 22,03 28,90 23,87 24,94 26,04 27,32 28,65 2

88 28,67 | 30,12 31,85 33,67 35,84 38,17 40,98 44,05 47,85 52,08 57,14 1

89 57,14 « 63,69 @ 71,43 81,97 95,24 114,9 148,9 192,3 285,7 588,2 0

(1,0) .9 8 7 6 S A4 3 2 A .0 Grad.

Cosecante




La funciéon y = x?; 1,00 < x < 5,49 (Cuadrados)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1,0 1,000 1,020 1,040 1,061 1,082 1,102 1,124 1,145 1,166 1,188
1.1 1,210 1,232 1,254 1,277 1,300 1,322 1,346 1,369 1,392 1,416
1,2 1,440 1,464 1,488 1,513 1,538 1,562 1,588 1,613 1,638 1,664
1,3 1,690 1,716 1,742 1,769 1,796 1,822 1,850 1,877 1,904 1,932
1.4 1,960 1,988 2,016 2,045 2,074 2,102 2,132 1,161 2,190 2,220
1.5 2,250 2,280 2,310 2,341 2,372 2,402 2,434 2,465 2,496 2,528
1,6 2,560 2,592 2,624 2,657 2,690 2,722 2,756 2,789 2,822 2,856
1.7 2,890 2,924 2,958 2,993 3,028 3,062 3,098 3,133 3,168 3,204
1.8 3,240 3,276 3,312 3,349 3,386 3,420 3,460 3,497 3,534 3,572
1.9 3,610 3,648 3,686 3,725 3,764 3,802 3,842 3,881 3,920 3,960
2,0 4,000 4,040 4,080 4,121 4,162 4,202 4,244 4,285 4,326 4,368
2,1 4,410 4,452 4,494 4,537 4,580 4,622 4,666 4,709 4,752 4,796
2,2 4,840 4,884 4,928 4,973 5,018 5,062 5,108 5,153 5,198 5,244
2,3 5,290 5,336 5,382 5,429 5,476 5,522 5,570 5,617 5,664 5,712
2,4 5,760 5,808 5,856 5,905 5,954 6,002 6,052 6,101 6,150 6,200
2,5 6,250 6,300 6,350 6,401 6,452 6,502 6,554 6,605 6,656 6,708
2,6 6,760 6,812 6,864 6,917 6,970 7,022 7,076 7,129 7,182 7,236
2,7 7,290 7,344 7,398 7,453 7,508 7,562 7,618 7,673 7,728 7,784
2,8 7,840 7,896 7,952 8,009 8,066 8,122 1,180 8,237 8,294 8,352
2,9 8,410 8,468 8,526 8,585 8,644 8,702 8,762 8,821 8,880 8,940
3,0 9,000 9,060 9,120 9,181 9,242 9,302 9,364 9,425 9,486 9,548
3,1 9,610 9,672 9,734 9,797 9,860 9,922 9,986 10,05 10,11 10,18
3.2 10,24 10,30 10,37 10,43 10,50 10,56 10,63 10,69 10,76 10,82
3,3 10,89 10,96 11,02 11,09 11,16 11,22 11,29 11,36 11,42 11,49
3,4 11,56 11,63 11,70 11,76 11,83 11,90 11,97 12,04 12,11 12,18
3,5 12,25 12,32 12,39 12,46 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,89
3,6 12,96 13,03 13,10 13,18 13,25 13,32 13,40 13,47 13,54 13,62
3,7 13,69 13,76 13,84 13,91 13,99 14,06 14,14 14,21 14,29 14,36
3,8 14,44 14,52 14,59 14,67 14,75 14,82 14,90 14,98 15,05 15,13
39 15,21 15,29 15,37 15,44 15,52 15,60 15,68 15,76 15,84 15,92
4,0 16,00 16,08 16,16 16,24 16,32 16,40 16,48 16,56 16,65 16,73
4,1 16,81 16,89 16,97 17,06 17,14 17,22 17,31 17,39 17,47 17,56
4,2 17,64 17,72 17,81 17,89 17,98 18,06 18,15 18,23 18,32 18,40
4,3 18,49 18,58 18,66 18,75 18,84 18,92 19,01 19,10 19,18 19,27
4,4 19,36 19,45 19,54 19,62 17,71 19,80 19,89 19,98 20,07 20,16
4,5 20,25 20,34 20,43 20,52 20,61 20,70 20,79 20,88 20,98 21,07
4,6 21,16 21,25 21,34 21,44 21,53 21,62 21,72 21,81 21,90 22,00
4,7 22,09 22,18 22,28 22,37 22,47 22,56 22,66 22,75 22,85 22,94
4,8 23,04 23,14 23,23 23,33 23,43 23,52 23,62 23,72 23,81 23,91
4,9 24,01 24,11 24,21 24,30 24,40 24,50 24,60 24,70 24,80 24,90
5,0 25,00 25,10 25,20 25,30 25,40 25,50 25,60 25,70 25,81 25,91
51 26,01 26,11 24,21 26,32 26,42 26,52 26,63 26,73 26,83 26,94
5.2 27,04 27,14 27,25 27,35 27,46 27,56 27,67 27,77 27,88 27,98
53 28,09 28,20 28,30 28,41 28,52 28,62 28,73 28,84 28,94 29,05
54 29,16 29,27 29,38 29,48 29,59 29,70 29,81 29,92 30,03 30,14

. . . 2 . .
Si se corre la coma en x un lugar a la derecha (izquierda), se debe correr en x” dos lugares a la derecha (izquierda).



55
5,6
57
58
59
6,0
6,1
6,2
6,3
6,4
6,5
6,6
6,7
6,8
6,9
7,0
7.1
7,2
7,3
7.4
7,5
7,6
7.7
7.8
7,9
8,0
8,1
8,2
8,3
8,4
8,5
8,6
8,7
8,8
8,9
9,0
9,1
9,2
9,3
9,4
9,5
9,6
9,7
9,8
9,9

8,47°=71,74

84,7°=7174

0
30,25
31,36
32,49
33,64
34,81
36,00
37,21
38,44
39,69
40,9
42,25
43,56
44,89
46,24
47,61
49,00
50,41
51,84
53,29
54,76
56,25
57,76
59,29
60,84
62,41
64,00
65,61
67,24
68,89
70,56
72,25
73,9
75,69
77,44
79,21
81,00
82,81
84,64
86,49
88,36
90,25
92,16
94,09
96,04
98,01

La funcion y = x%; 5,50 < x < 9,99 (Cuadrados)

1
30,36
31,47
32,60
33,76
34,93
36,12
37,33
38,56
39,82
41,09
42,38
43,69
45,02
46,38
47,75
49,14
50,55
51,98
53,44
54,91
56,40
57,91
59,44
61,00
62,57
64,16
65,77
67,00
69,06
70,73
72,42
74,13
75,86
77,62
73,39
81,18
82,99
84,82
86,68
88,55
90,44
92,35
94,28
96,24
98,21

2
30,47
31,58
32,72
33,87
35,05
36,24
37,45
38,69
39,94
41,22
42,51
43,82
45,16
46,51
47,89
49,28
50,69
52,13
53,58
55,06
56,55
58,06
59,60
61,15
62,73
64,32
65,93
13,84
69,22
70,90
72,59
74,30
76,04
77,79
79,57
81,36
83,17
85,01
86,86
88,74
90,63
92,54
94,48
96,43
98,41

0,847° = 0,7174

8,472° = 71,77

3
30,58
31,70
32,83
33,99
35,16
36,36
37,58
38,81
40,07
41,34
42,64
43,96
45,29
46,65
48,02
49,42
50,84
52,27
53,73
55,20
56,70
58,22
59,75
61,31
62,88
64,48
66,10
13,91
69,39
71,06
72,76
74,48
76,21
77,97
79,74
81,54
83,36
85,19
87,05
88,92
90,82
92,74
94,67
96,63
98,60

\21,44=4,63
\21,44=46,3

a4
30,69
31,81
32,95
34,11
35,28
36,48
37,70
38,94
40,20
41,47
42,77
44,09
45,43
46,79
48,16
49,56
50,98
52,42
53,38
55,35
56,85
58,37
59,91
61,47
63,04
64,64
66,26
13,99
69,56
71,23
72,93
74,65
76,39
78,15
79,92
81,72
83,54
85,38
87,24
89,11
91,01
92,93
94,87
96,83
98,80

5
30,80
31,92
33,06
34,22
35,40
36,60
37,82
39,06
40,32
41,60
42,90
44,22
45,56
46,92
48,30
49,70
51,12
52,56
54,02
55,50
57,00
58,52
60,06
61,62
63,20
64,80
66,42
14,06
69,72
71,40
73,10
74,82
76,56
78,32
80,10
81,90
83,82
85,56
87,42
89,30
91,20
93,12
95,06
97,02
99,00

6
30,91
32,04
33,18
34,34
35,52
36,72
37,95
39,19
40,45
41,73
43,03
44,36
45,70
47,06
48,44
49,84
51,27
52,71
54,17
55,65
57,15
58,68
60,22
61,72
63,36
64,96
66,59
14,14
69,89
71,57
73,27
75,00
76,74
78,50
80,28
82,08
83,91
85,75
87,61
89,49
91,39
93,32
95,26
97,22
99,20

V0,2144 =0, 463

7
31,02
32,15
33,29
34,46
35,64
36,84
38,07
39,31
40,58
41,86
43,16
44,49
45,83
47,20
48,58
49,98
51,41
52,85
54,32
55,80
57,30
58,83
60,37
61,94
63,52
65,12
66,75
14,21
70,06
71,74
73,44
75,17

7691,00
78,58
80,46
82,26
84,09
85,93
87,80
89,68
91,58
93,51
95,45
97,42
99,40

8
31,14
32,26
33,41
34,57
35,76
36,97
38,19
39,44
40,70
41,99
43,30
44,62
45,97
47,33
48,72
50,13
51,55
53,00
54,46
55,95
57,46
58,98
60,53
62,09
63,68
65,29
66,91
14,29
70,22
71,91
73,62
75,34
77,09
78,85
80,64
82,45
84,27
86,12
87,98
89,87
91,78
93,70
95,65
97,61
99,60

31,25
32,38
33,52
34,69
35,88
37,09
38,32
39,56
40,83
42,12
43,43
44,76
46,10
47,47
48,86
50,27
51,70
53,14
54,61
56,10
57,61
59,14
60,68
62,25
63,84
65,45
67,08
14,36
70,39
72,08
73,79
75,52
77,26
79,03
80,82
82,63
84,46
86,30
88,17
90,06
91,97
93,90
95,84
97,81
99,80



1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2.4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3.2
33
3,4
3,5
36
37
3,8
3,9
4,0
4,1
4,2
43
4,4
4,5
4,6
4,7
4.8
4,9
5,0
5,1
5,2
5,3
5,4

0
1,000
1,331
1,728
2,197
2,744
3,375
4,096
4,913
5,832
6,859
8,000
9,261
10,65
12,17
13,82
15,63
17,58
19,68
21,95
24,39
27,00
29,79
32,77
35,94
39,30
42,88
46,66
50,65
54,87
59,32
64,00
68,92
74,09
79,51
85,18
91,13
97,34
103,8
110,6
117,6
125,0
132,7
140,6
148,9
157.5

1
1,030
1,368
1,772
2,248
2,803
3,443
4,173
5,000
5,930
6,968
8,121
9,394
10,79
12,33

140,00
15,81
17,78
19,90
22,19
24,64
27,27
30,08
33,08
36,26
39,65
43,24
47,05
51,06
55,31
59,78
64,48
69,43
74,62
80,06
85,77
91,73
97,97
104,5
111,3
118,4
125,8
133,4
141,4
149,7
158,3

La funciéon y = x3; 1,00 < x <5,49

2
1,061
1,405
1,816
2,300
2,863
3,512
4,252
5,088
6,029
7,078
8,242
9,528
10,96
12,49
14,17
16,00
17,98
20,12
22,43
24,90
27,54
30,37
33,39
36,59
40,00
43,61
47,44
51,48
55,74
60,24
64,96
69,93
75,15
80,62
86,35
92,35
98,61
105,2
112,0
119,1
126,5
134,2
142,2
150,6
159,2

3
1,093
1,443
1,861
2,353
2,924
3,582
4,331
5,178
6,128
7,189
8,365
9,664
11,09
12,65
14,35
16,19
18,19
20,35
22,67
25,15
27,82
30,66
33,70
36,93
40,35
43,99
47,83
51,90
56,18
60,70
65,45
70,44
75,69
81,18
86,94
92,96
99,25
105,8
112,7
119,8
127,3
135,0
143,1
151,4
160,1

4

1,482
1,907
2,406
2,986
3,652
4,411
5,268
6,230
7,301
8,490
9,800
11,24
12,81
14,53
16,39
18,40
20,57
22,91
25,41
28,09
30,96
34,01
37,26
40,71
44,36
48,23
52,31
56,62
61,16
65,94
70,96
76,23
81,75
87,53
93,58
99,90
106,5
113,4
120,6
128,0
135,8
143,9
152,3
161,0

5
1,158
1,521
1,953
2,460
3,049
3,724
4,492
5,359
6,332
7,415
8,615
9,938
11,39
12,98
14,71
16,58
18,61
20,80
23,15
25,67
28,37
31,26
34,33
37,60
41,06
44,74
48,63
52,73
57,07
61,63
66,43
71,47
76,77
82,31
88,12
94,20
100,5
107,2
114,1
121,3
128,8
136,6
144,7
153,1
161,9

6
1,191
1,561
2,000
2,515
3,112
3,796
4,574
5,452
6,435
7,530

83,742
10,08
11,54
13,14
14,89
16,78
18,82
21,02
23,39
25,93
28,65
31,55
34,65
37,93
41,42
45,12
49,03
53,16
57,51
62,10
66,92
71,99
77,31
82,88
88,72
94,82
101,2
107,9
114,8
122,0
129,6
137,4
145,5
154,0
162,8

7
1,225
1,602
2,048
2,571
3,177
3,870
4,657
5,545
6,539
7,645
8,870
10,22
11,70
13,31
15,07
16,97
19,03
21,25
23,64
26,20
28,93
31,86
34,90
38,27
41,78
45,50
49,43
53,58
57,96
62,57
67,42
72,51
77,85
83,45
89,31
95,44
101,8
108,5
115,5
122,8
130,3
138,2
146,4
154,9
163,7

8
1,260
1,643
2,097
2,628
3,242
3,944
4,742
5,640
6,645
7,762
8,999
10,36
11,85
13,48
15,25
17,17
19,25
21,40
23,89
26,46
29,22
32,16
35,29
38,61
42,14
45,88
49,84
54,01
58,41
63,04
67,92
73,03
78,40
84,03
89,92
96,07
102,5
109,2
116,2
123,5
131,1
139,0
147,2
155,7
164,6

9
1,295
1,685
2,147
2,686
3,308
4,020
4,827
5,735
6,751
7,881
9,129
10,50
12,01
13,65
15,44
17,37
19,47
21,72
24,14
26,73
29,50
32,46
35,61
38,96
42,51
46,27
50,24
54,44
58,86
63,52
68,42
73,56
78,95
84,60
90,52
96,70
103,2
109,9
116,9
124,3
131,9
139,8
148,0
156,6
165,5

. . . 3 . .
Si se corre la coma en x un lugar a la derecha (izquierda), se debe correr en x™ tres lugares a la derecha (izquierda).



X 0

5,5 166,4
5,6 175,6
5,7 185,2
58 195,1
5,9 205,4
6,0 216,0
6,1 227,0
6,2 238,3
6,3 250,0
6,4 262,1
6,5 274,6
6,6 287,5
6,7 300,8
6,8 314,4
6,9 328,5
7,0 343,0
7,1 357,9
7,2 373,2
7,3 389,0
7,4 405,2
7,5 421,9
7,6 439,0
7,7 456,5
7,8 474,6
7,9 493,0
8,0 512,0
8,1 531,4
8,2 551,4
8,3 571,8
8,4 592,7
8,5 614,1
8,6 636,1
8,7 658,5
8,8 681,5
8,9 705,0
9,0 729,0
9,1 753,6
9,2 778,7
9,3 804,4
9,4 830,6
9,5 857,4
9,6 884,7
9,7 912,7
9,8 941,2
9,9 970,3

8,47° = 607,6

84,7° = 607 600

1
167,3
176,6
186,2
196,1
206,4
217,1
228,1
239,5
251,2
263,4
275,9
288,8
302,1
315,8
329,9
344,5
359,4
374,8
390,6
406,9
4236
440,7
458,3
476,4
494,9
513,9
533,4
553,4
573,9
594,8
616,3
638,3
660,8
683,8
707,3
731,4
756,1
781,2
807,0
833,2
860, 1
887,5
915,5
944,1
973,2

La funcién y = x3; 5,50 < x < 9,99

2
168,2
177,5
187,1
197,1
207,5
218,2
229,2
240,6
252,4
264,6
277,2
290,1
303,5
317,2
331,4
345,9
360,9
376,4
392,2
408,5
4253
442,5
460,1
478,2
496,8
515,8
535,4
555,4
575,9
596,9
618,5
640,5
663, 1
686, 1
709,7
733,9
758,6
783,8
809,6
835,9
862,8
890,3
918,3
947,0
976,2

0,847° = 0,6076

8,472° = 608,0

3 4
169,1 170,0
178,5 179,4
188,1 189,1
198,2 199,2
208,5 209,6
219,3 220,3
230,3 231,5
241,8 243,0
253,6 254,8
265,8 267,1
278,4 279,7
291,4 292,8
304,8 306,2
318,6 320,0
332,8 334,3
347,4 348,9
362,5 364,0
377,9 379,5
393,8 395,4
410,2 411,8
427,0 428,7
444,2 445,9
461,9 463,7
480,0 481,9
498,7 500,6
517,8 519,7
537,4 539,4
557,4 559,5
578,0 580, 1
599, 1 601,2
620,7 622,8
642,7 645,0
665,3 667,6
688,5 690,8
712,1 714,5
736,3 738,8
761,0 763,6
786,3 788,9
812,2 814,8
838,6 841,2
865,5 868,3
893,1 895,8
921,2 924,0
949,9 952,8
979,1 982,1

31235=4,98

3123 500 = 49,8

5
171,0
180,4
190,1
200,2
210,6
221,4
232,6
244,1
256,0
268,3
281,0
294,1
307,5
321,4
335,7
350,4
365,5
381,1
397,1
4135
430,4
447,7
465,5
483,7
502,5
521,7
541,3
561,5
582,2
603,4
625,0
647,2
669,9
693,2
716,9
741,2
766,1
791,5
817,4
843,9
871,0
898,6
926,9
955,7
985,1

6
171,9
181,3
191,1
201,2
211,7
222,5
233,7
245,3
257,3
269,6
282,3
295,4
308,9
322,8
337,2
351,9
367,1
382,7
398,7
415,2
432,1
449,5
467,3
485,6
504,4
523,6
543,3
563,6
584,3
605,5
627,2
649,5
672,2
695,5
719,3
743,7
768,6
794,0
820,0
846,6
873,7
901,4
929,7
958,6
988,0

30,1235 =0, 498

7
172,8
182,3
192,1
202,3
212,8
223,6
234,9
246,5
258,5
270,8
283,6
296,7
310,3
324,2
338,6
353,4
368,6
384,2
400,3
416,8
433,8
451,2
469,1
487,4
506,3
525,6
545,3
565,6
586,4
607,6
629,4
651,7
674,5
697,9
721,7
746,1
7711
796,6
822,7
849,3
876,5
904,2
932,6
961,5
991,0

8
173,7
183,3
193,1
203,3
213,8
224,8
236,0
247,7
259,7
272,1
284,9
298,1
311,7
325,7
340,1
354,9
370,1
385,8
401,9
418,5
435,5
453,0
470,9
489,3
508,2
527,5
547,3
567,7
588,5
609,8
631,6
654,0
676,8
700,2
724,2
748,6
773,6
799,2
825,3
852,0
879,2
907,0
935,4
964,4
994,0

9
174,7
184,2
194,1
204,3
214,9
225,9
237,2
248,9
260,9
273,4
286,2
299,4
313,0
327,1
341,5
356,4
371,7
387,4
403,6
420,2
437,2
454,8
472,7
491,2
510,1
529,5
549,4
569,7
590,6
612,0
633,8
656,2
679,2
702,6
726,6
751,1
776,2
801,8
827,9
854,7
882,0
909,9
938,3
967,4
997,0



MATEMATICA
Notacion cientifica

La notacién cientifica es una forma de expresar nimeros muy grandes
o0 muy pequefios de manera mas cdmoda y concisa, es muy util en campos
como la fisica, la quimica y la astronomia, que trabajan con niumeros extre-
madamente grandes o muy pequefos.

Un numero esta expresado en notacion cientifica si se escribe como:

a=a,-10“ cona,ke€Z:0<a, <10.

Ejemplos: 4 567 = 4,567-10%1 ; 0,000456 = 4,56-107"

Reglas de redondeo

Las reglas de redondeo son muy importantes en la matematica y
en la ciencia en general, permiten redondear nimeros con precisidon
y consistencia.

Redondeo por defecto (o hacia abajo): si el digito que se va a redon-
dear estd sequido de 0, 1, 2, 3, 0 4, se redondea hacia abajo (por defecto).

Ejemplos:1514~1500 ,; 1926~1900 , 1932~1900 , 1853~1850

Redondeo por exceso (o hacia arriba): si el digito que se va a redondear
estad sequido de 5, 6, 7, 8, 0 9, se redondea hacia arriba (por exceso).

Ejemplos: 1868 ~1900 ; 1984~2000 ; 2018~2020 ; 2025~2030

Valores aproximados y cifras significativas

En un valor aproximado se llaman cifras significativas. Todas las que se
encuentran a partir de la primera cifra diferente de cero. Si un nimero
estd en notacion cientifica, los ceros de la potencia de diez no son cifras
significativas.

Ejemplos:

2 020 tiene cuatro cifras significativas

0,022 00 tiene tres cifras significativas
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ANEXOS

0,020 60 tiene cuatro cifras significativas
0,000 000 1 tiene una cifra significativa
2,01-10™ tiene tres cifras significativas

Un valor aproximado que se obtiene de uno exacto, aplicando las re-
glas del redondeo, tiene todas sus cifras significativas correctas.

Ejemplos:
1,41 es un valor aproximado de +/2 con tres cifras correctas.

. 2 .
0,6667 es un valor aproximado de 3 con cuatro cifras exactas.

1,7-10% es un valor aproximado de +/30000 con dos cifras correctas.

Regla fundamental del calculo aproximado

Cuando se calcula con valores aproximados, el resultado debe darse
con tantas cifras significativas como el dato que tenga menor nimero de
cifras significativas. Los calculos intermedios se realizan con una cifra sig-
nificativa mas que las que debe tener la respuesta; en caso de que esto
sea demasiado engorroso, se calcula con tantas cifras como debe tener la
respuesta; nunca con menos.

Para el calculo del tanto por ciento, la cantidad de decimales y su re-
dondeo dependen del contexto cientifico, técnico o estadistico. Se le apli-
ca las reglas del redondeo y la del calculo aproximado.

Para el calculo de longitudes, perimetro, areas y volimenes si los Unicos
datos que se proporcionan estan en funcion de nameros irracionales como
\/5, \/§ \/§ 7, etc.; la respuesta se expresara con tantas cifras significativas
como la cantidad de cifras significativas que se proporcionan para esos
numeros. En estos casos, siempre que sea un solo factor, la respuesta pue-
de expresarse en funcion del nimero irracional que se tenga como Unico
dato.

Esto se debe a que un numero irracional se considera como un valor
aproximado con una cantidad especifica de cifras significativas, y debemos
mantener esa precision en nuestros calculos y resultados.
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