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I I I  



E - L P  libro f o r m a  p a r t e  del- conjunta de trabajos d i r i g i d o s  
a l  P r r f a c c i  a n u m i a n t . ~  continuo d a 1  Siar t b m a  N a c i o n a l  d e  Edu- 

cidn rn L n  Educcrcio;i asneraL poli t a c n i c a  y LaboraL.  Ha el- 

do + l a b o r a d o  por un colacliva de a u t o r s e  rnleyrndu por me- 
t o d G ~ o ~ o m ,  maestros, praf+ror*a  y a s p s c ~ o l i  m t a a  y roviaadd 

por L n  r u b c o m i  a L &  cor rsslpandicnte de La. ~ o m i c e i  &ri N ~ C  i o n d  
Parmoncnf , s  p a r a  tu Rrvirion de P l a n a s ,  P r o g r a m a s  y Textos 

de E m l o d i o  dsL Inet ~ t u t o  cantral d r  Cienc~aa ~ * d a ~ & i c a e  
del h l l i n r o t e r i o  dr ~ducacidn. 



UR I ENTAC IONEB SOBRE El- ,TRAEIR;I O CON EC'L'E L L BRU 

Para estudiar por  eclte libi-cr deber, tener err ci.ierit.a q v ~  

el contenido se anlruentra en Zoc, r a p i  t u l o s  del 1 ti1 L .  

Cada cap i tu lo  esta dividida en e p i g r a l e s  y a l g u n o s  d e  

estos e n  5ubep.S graf  es. 

En cada epígrafe encontrards l as r o n t e n i  dos 3cl curso, 

al gunoe de EX los des.tacadar; Ein r eruadr tx  , y r. J ernpl~sz 

resuel tos que ilustran cbmo deties actuar para r.esi.>L vra. 

e jercirios importantes que cnrrec;porrden a 95e c ~ r ~ t ~ l s l ñ r l u .  

A l  f i n a l  de rada epigrafe  y de rada cap i t u l o  dparcrcn e j e r  

ricios que debes r e s o l . v e r  para t u  e~erritacibrh y qtle r - o -  

rre sponden  a la m a t e r ' i a  estudiada eri cada uno d e  ~ s t u ~ .  

LOS ejercicios que aparecen señaladas con un aster  %zrn, 

son 105 que presentan uri mayor grada  de d i . f i r u l t a d .  

En las últimas páginas d e l  l i b r o  aparecen l a s  re5pue5- 

tas de la m a y o r l a  de Los t i jercirirrr,  prupr.restr2r;, .I.cI que t~ 

p e r m i t i r &  autucantralar tu traba jn. 

Los epigraf  es marcadoc, cori uri as.ter-i.%co snn para l u s  es, 

tudiantes de los I n s t i t u t o s  Preuniversi  tarlos V o c a r ~ l n n a l ~ ~  

de Ciencias Exactas {IPVCE). 

fiparecen, ademAs, las  t a b l a s  d e  cuadrados y cubos; l a s  

d e  l a s  I u n c i o n e s  seno, coseno, tanyente y catangente ,  a d  

como las tablas de I n g a r i t m a s ,  que necesitarás para recol- 

ver ejercicios y problemas; t a m b i e n  un Mementa d o n d e  sr r e  

s u m e n  algunos rsntenidos d e  g r a d o s  anteriores que te s e r A n  

n e c e s a r i o s  para el t r a b a j o  en este gr-ada. 
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LAS FUNCIONES EXPBNENCi ALES Y LOGAR~TMICAS 

basada en la rorrespondencia  que e x i s t e  entre la s u r e s i h  

de los  números naturales y la de sus  potencias. 

Neper u t i l i z 6  como base  para sus logarltntns, un número 

krrariortal que e ~ t r n d i a r b ~  en e 1  cap1 tu lo  de Funciones Ise 

denota e y es aproximadamente igual a 2,715 281) y que e n  

la maternati ca a c t u a l  e& la base de un sistema d e  1ogari.t-~ 

mas que 5e denominan, en honor a N ~ p e r ,  logaritmis neperio 

- S  Y que eskudiar$s  tambion en e5e C a p i t u l  o. 



Nuestras a c t u a l e s  t a b l a s  de Z uyaritmo%, que aparecen al. 

f i r in l  dr.i es.tf? l i brn,  ftu.i.s-rin pr.ep--wacta% pnv (111 m a t e m A f i ~ o  

i rrglt'rz H ~ r i r - y  B r i g q s ,  quj cri de ac~r i r -dn  cxnri N ~ p w - ,  d e c i  d i d  

qrw Iñ base Ir:! 5erFa m a s  t : i t i l  e n  muril-inc, c.35~35 por ser la. 

h a s ~  d e l  slsrerna c i ~  numeracibn que se utiliza ~ t n i v e r s a l -  

m e n t ~ .  

Er! PS~I~? c a p i . t u l w  va5 ~3 trabajar- f undamera Larmente curi 

los  Ingar- i tmoi ;  de base Ir3 y,  comn a n t ~ s  dijrmos, m8s tarde 

f~r-nf undi zar-Xs t u s  rrrriocl m i e n t a s  :,cm i I  es tudi t i  d e l  número 

e y de Bns loqaritmns que tienen esa b a s ~ .  
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LOGAR 1 TMQS . FUNCIONES EXPONENCI AL-ES 

IcRPi i ! i i . J  

-1 
Y LQGAR ÍTMICAS 

Desde  grados anteriures has estudiado las potencias, en 

ddcimo grado sa definieron l. as pot~ncliaci d~ e x p o n e r i t e  

real y sus propiedades (punto 3 d e l  M e m e n t a ) .  Debes 

tener en cuenta que las p o t e n c i a s  de espanente real snlo 

se definieron si la base es positiva, es c k  en la 

i gual dad: 
t 

a - b  necesariamente a )  O y t > O 61) 

Las propiedades de La p o t ~ n r i  acibn pi..iedrin 5es apl  .i c:ad,-n? 

[ Ejemplo 1 1 
Calcula aplicanda l a s  propiedades de l a s  potenci. as: 



tambi&n resultan 

útiles para re-iotver ecuacianes en las que intervienen po- 

tencias; para esto hay que tener presente de 14 ~ g u a l -  

dad I I I  r e s u l t a  que: 

Zx x 2- Expreacindo & como potencia de 2. 
6 

2 
= 2-6 ~ p L i e a n d o  def inicibn da exponente  negativo. 

x - -6 st das pot snc~aa  drs la m i a m a  baee eon iguu- 

x = l l  - x  2 = S  3 
x = l  

15 X = -  
n 
L u 

Observa que para resolver estas ecuacianes hemos trans- 

formado las m i s m a s  en otras con potencias de igual  base, 

para esa aplicamos la definiciún a las propiedades de la 



Si hacemos 2X= y resu l ta  que: 

e) S"= 40 Tratamos de e x p r e s a r  40 r o m o  una potencia de 

base 3, pero no podemos asegurar que e x i s t a  un 

nomera x que satisfaga la ~cuacibn, por t a n t u ,  

por ahora no pod~mocl  re-ialvtir esta ecuacribii. 



ta: 

. . . . "- ..-.--- 
1 a) Si a : 1 se cumple: Si r i y,entnncrs ax a

y
. 

El inciso ti se demuestra a r i A l ~ g a m e n t e .  

Compara las  s iguientes  potencias: 



1 .  Calcula aplicando las prnpiedades  de l a s  pntencias.  

Ciirisidara tndas las ,variables p o r i  t i v a s .  

i ., ( - y s  

2. Calcula: 



I 1 1 l 2 +  S + I I I O V  - 111-io3 y .3  - 
f; ) -. - iT-.--*--... O )  -- Y*53+ 5'*3* 102 

I - 15 1.0 
' : =  n p l i  tandu l a s  p r o p i e d a d e s  de las p o t e n c i a s ,  d i  s i  son 

l 
veirdadc-ras n .Fa1 5,355 Lar, s i g u i  enter; a+ i r m a c i  artes. Just i - 
Fica en raso de ser f a l s a .  

2 9 si 1 ,.* a e n t o n c e s  1 < a '1 a < a < . . . < an < . . . 



R. Deteimina las sn iuc i .ones  de las si qui pntes e c u a c i o r t e s :  





C a l  c ul. a: 

a) 5e plantea la e c u a r i t n  2X = 16, entonces 

logz 16 = 4, porque 2' := 16 

i 

b )  En este casa se obt iene  la eruacidn 3 - 2 , D sea, 27 
3 X  = 7-3 - 3 ' - - 3 ,  porque - + , luego 1 og --- - 1. 

ri 27 27 

4 

d )  Planteamos la eruacic5ri sX= -1, esta Ectmcidn no tiene 

solucic5n, pues cualquier potencia de un número pnsr k i v a  

es pos i t i va ,  e5 deci , r :  log (-1) no e s t A  definidn. 

Observa que en la de+ in i c idr i  se exige b > O 

[ Ejemplo 2 ) 
Para q& valores de x estan definidas l a s  expresiones: 

a3 lag ~3 - 9x3 b~ lag CX'- XI 
0 3 4 

Resol ucibn 

a) Debe ser 3 - 9 x  $ O , reso2v iendo  esta inecuac i , ón:  

5'x < 3 
1 

x < , luego l o g  ( 3  - 9 x 1  es fa  dlef i r i i - -  
' .2 0.5  





r-; . -- 
E.j w i p  l ct 4. 1 ...-m ----- 

Calcula: 
Lng IJ 2 1 a g  6 Lcly 7 l. c.> g 7 .C. A 

2 3 2 dS 6 
6 

a3 2 b 3 cl) 4 

L 
Demastracibn l o g b  í c q c  

a )  Supongamas lag b 5 lag c entonces b = a " 5 a = C 
a a 

Pues a > 1, cc decir, b 5 c lo que contradirr la hipdtr- 



iJ~,.., 
3 ?  i o Q  2,s 21 loq  " 

2 . 5  5 
k, 1 t q  9&-' 

di- 



2 
q)  lag IZx + x - h )  

5 

1 a) log  



7. Determina el conjunta sa luc ión  de: 

a) l aq  { x Z +  5 x  + 21  - 
2 - 1°%5 125 + log2128 

11 
) = 2  

B. Resuelve los siguientes sistemas de e~uaciones: 

l o g x ( 3 x  + yl = O lag, 13x - Z y )  = 1 

log  ( X  - y )  = 2 
10g5(2x - y )  = I 



12. D e t e r m i n a  l a s  valores de x que satisfacen: 
l 

b )  3 
X + l  - 1  

a) zX > 5 -  ti) lbzX < 128 

1 1 d )  --- 2 -- 
9 

e) log x <: 3 
3% 

5 

13. Halla dos números cuya s u m a  e5 22 y la di ferencia  de 

SUS logaritmas d e  base 10 e5 1. 

PROPL EDADES T)E LOS LOGARITMQS 

Loy b 
r d s n t  t d a d  

l n g a =  1 ; Log 1 = O :  a " = b  
a ;t f u n d a n i e n t a l  

( a >  O ;  a # i :  b i o1 l o g a r i  t m i c n i  



Teorema 1 

Si  b '0, c > O y a ? O t a l  q u e a *  1, c #  1 
e n t o n c e s  se cumple: 

d )  lagar * l a g  b = l o g  b c a 

Log b + Log c Log b lcrgdc 

a) Se tiene que a " a = a  a *  a = b * c  

luego p a r  definición tenemos: 

l o q a t b - c )  = Zagab + Iogac 

Esta prapiedad se generaliza al casn de un producto de 

mAs de dos factores, a sea, 

Sean xl,xz,x 3,.. -.,xn se cumple que: 

l ag  Ixi- x x * . . . *  x ) = lega x + lag,, x + . . .  + laga x 
a z 3 n 1. z n 

Logab - Log c l a g  b 
a a a - a 

b )  Se t iene que: - b ....- 
t w a c  C 

I a 

~Log b 
C )  Se tiene a a = O ]  * = b% 

1 uego lag bX = x * ~ o g a  
a 

En p a r t i c u l a r  si x = - tenernos que: 
n 

i 

d l  Se t i e n e  aue 

luego lag, b = lng r - lagc b a 

De esta propiedad resulta la fbrmula d e l  cambia de base 



1 Ejemplo 2 ) 
Carcur a; 

a3 logz lag225 b3 10g73 1 % ~ ~ 4 9  c3 109~3í?. 

Resolucidn 

a) Iog52 Jq 25 = l o q 5 Z 5  2 
2 

b )  1og73 l o q 3 4 V  -: 1 ag749 = 2 



1 Ejemplo 4 ) 
R e s u e l  ver 

a3 Log Cx+dJ + log Cx-4) m 2 
a 9 

r p l  i c a n d o  p r u p  i e d a d  
d e  Loi Logari t m o a .  

2 
lag < X  - 16) = 2 Aplicando definición. 

B 

x Z -  lb = 3= 

xZ  = 25 

1x1 = 5 

luego x - I 5  

Observa que: l o g 3 ( ( x + 4 )  < n - 4 ) )  puede estar deiinido 

s in  que 10 e s t é n  l o g 8 ( x + 4 )  y logS(x-41. Vemris que en Ia 

ecuacidn original para x = -5 resul ta  lagg(-1) Y 

lags(-9) que no esth definidos, para x - 5 r e s u l t a  

log 9 y legal que si estan de+i nidos, luego 1 a solucibn 
El 

de la eruacibn es x = 5, 

Como ves en estas ecuaciones debes comprobar los valo- 
res ha1 l ado5 .  

x - B - ~ ~  - -  
x + ó  Resol  vi endo esta ecuaci bn 

se tiene x = -8 



3. Expresa m e d i a n t e  un sola logarltmu: 

a) lng  3,4 + log S b )  lagaA,Z7 -. lag  0,l 
a Q a 

4. Calcula x en l a s  siguientes ecuacianes: 



3 1 - , ( 2  lag A - l a g a B )  = l o y  A - = lag 0 e)  LO^,^ - -  - 
.A u 0 .J a 

6. S i  logxa - 5 ; log h = 2 ; Lag c = -1, Calcula: 
X X 

3 

a) 10qX(a*b9c \  b )  lcgx[  
b2 1 C l  log  

4 
C 

- 
7. Si l o g  a -+: - - 1 

b 4 , log b e = 7 ; encuentra el va lor  de: 

B. Prueba qua: 

a 

Y. Simplifica l a s  51 yuientes expresiones: 



g )  lag ( S x - + l )  - l a g  ( 3 x 4 2 )  = 2 
I f 2  f-2 

h) l a g  x = 3 - 1oq27 
2 



I Z .  Dadci M = l o q i o í x  - R l  4 2 log ( x  4 1 )  - log io Ix  + 1 )  t 
10 

a? Expresa M tomo un solo laqaritma. 

b) Si M - 1 .  Calcula el valor d e  x y conylrut5balo. 
z 2 

13. Si A = :.a? ( m -  n )  - loq (n + m )  y 
2 2 

lag (mZ- 2mn + n2) 
2 13 = 2 

lag 4 
,verifica que: ZA*'= (m  - n) 

2 

14. Prueba que: 

15. Sean R = log -/3 y 3 = lag 81. 
P 92 

a) Expresa A y B coma lagaritmos de base 3. 

b )  Prueba que 1 3 
2 a - 4 B = - -  2 -  

16. Halla e l  valor de x rn  : 

c) 6 lagg 49 =  ID^ 7 + l a g 7 n  
40 

47 
17. Prueba que : 

3 )  log J b  = I o g p  
IG 

bl l o g  bW= E logeb 
a a 
a 

5 
C )  1 0 g ~ / ~ 3 6  + lag 6 g 109~45 

-6' 



4. Lcigar i tmos  Serimales 

E l  ronjunta  de los logari2imor; de los n ú m e r o s  calculados 

en una tiase dada se llama sistema de Zogaritms. Por %u r g  

lacibn con n u e s t r o  s i s t e m a  de nurneraci6n, la base 10 ES la 

que ha enc~nkrado mayores aplicaciones al cA.lcuLri: e1 sis- 

tema de logar l tms  de base 3 0  se conoce r o m o  sistema d e c i - .  

mal de l .ogaritms. Tambii-n se 1.e llama sistema d@ 1 ogarit-- 

mos vulgar-P+: o de  Briggs.  

Por. 5u -Frecuente usa, los logaritmos d e c i m a l e s  s~ deno- 

t a n  s i n  escribir l a  base, es d e c i r ,  en lugar  de Xog N se 
10 

escr ibe  log N y se sahreentiende que la base e5 10. 

Para calcular los  l r iyar i  t m a s  decimalec;, ex is ten  t a b l a s  

que aparecen al final d e l  l i b r a .  Para este c a l c u l a  es ne- 

cesario recordar que el l a g a r i t m o  de un número es otra  nG- 

mero que, p o r  la genm-31, tiene una par te  entera y ur?a de- 

c i  mal. 

La parte entera de un l u g a r i t m  decamal depende solo de 

la cantidad de ci.f ras que tenga el núitiero, c o m n  se observa 

en el s i g u i e n t e  cuadro. 

Luego iog = k 



con L: cifras N < iok k - I r i og  N i - -. 
Coma puedes ver :  

La ciraclsrlstica d e l  logari tmo decimal de - 7 7  
número de k t l f r a s  enteras es k - l .  

Si O < N < 1 y camiensa ron k ceros (inrluidu el cero 

delante de la coma), se t iene:  

con 1 cero 10-'.1 N c loO -J. i log N r a 
con 2: ceras 5 N < 10-* -2 5 log  N < 1 
rcin 3 ceros 10-Y 5 N C 10-* -3 5 lag N i -2. 
. . . . . 

con k ceras 5 N < ii-k+i -k i log N < - k * ~  

Luego: 

La caracteristica del Logaritmo decimal de un 
número que comienza con k ceras es -k. 

J 

Observa que coma l a g  1 = O , 1 os logaritmos de los nú- 

meras menores que 1 son negativnc. 

1 Ejemplo 1 )  

Determina la caracteristica de los logaritms siguientes: 

al lag 347 bl log 34,7 c> log 3,47 

d) log O, 347 e3 1 og 0,0347 

3eeol ución 

a) Como 347 tiene 3 ci+ras enteras, la cararter-istica es 2 .  

b l  Como 34,7 t i e n e  2 c i f r a s  entaras,la caracteristica es 1- 

C )  Como 3,47 tiene 1 c i f r a  entera, la caracteristica E-5 0. 

d l  Coma 0,347 comienza con un cera, la c a r a c t e r i s t i r a  

es -1. 

e) Corno 0,0547 comienza con dos ceras, la caracteristira 

e -2. 



La par te  decimal del laqaritmo de un número, 5e 
llama mantisa y no depende de l a  posicihn de l a  
coma decimal. ~.-l 

-..- 

Observa que si N es un nr3meru cualquiera d e  c inco c i -  

fras enteras, lo podemos representar en la f o r m a  

N = a a a a a y ,  por ejemplo, 
1 2 3 4 5  

l o q a a a a a  = l a g  
1 2 3 4 5  

1wa*a2a3, a4a5 4- = log 1' 

= 2 + l a g  a a a  
i 2 3 v a . C a 5  

Los nimeros a a a a a y a a a ,a4as tienen 
1 2 3 4 5  1 2 3  

s u c e s i ó n  de c i f r a s ,  en el mismo orden, y solo cambia l a  

p a s i c i 4 n  de la coma. Sus logar i tmos se diSerencian solo en 

un nbmero entero, que en este caso es 2, luego necesaria- 

mente, sus partes  derimalas (rnantisas) tienen que ser 

igual es. 

1 Ejemplo 2 1 

En los inciso5 E)  y d) la c a r a c t ~ r l . s t i ~ a  n e ~ a t i v a ?  

'se casn se acostumbra a e s c r i b i r  el l o g a r i t m u  ~CXI-KJ uva 

suma con la parte  decimal positiva. m 
En algunos casas es fAcil calrular el logarltmo d e  un 

esta es la situación can las potencias enteras 

f r a c c i ~ n a r i a s  10: 



1 .  LOS 10' - 2 ; los I O - ~ ~ ~  = -0 ,s  lag m = , 

~ o g  ;T;Ot = ; et~dtera. 

Para el resto de las números el Zogaritmo es un número 

irracional que no es facal  de calcular; por esta razón pa- 

ra el cAlculo de logaritmas se recurre a valores  que han 

sido calculados y dispuestos, coma se ha dicho antes, en 

tablas como los de las paginas 400 y 401 . 
En estas tablas aparecen las mantisas de los logaritmos 

de los nameros, calculados desde 100 hasta 999 con cuatro 

cifras correctas. 

La mantisa del logaritmo de un número se encuentra en 

Xa interseccidn de la fila que comienza con sus dos primc- 

primeras cifras y la columna que comienza con la altima 

ci f ra .  

Coma la mantisa no depande d e  la coma decimal, esta ta- 

bla nos da directamente el lagaritmo de cualquier número 

que tenga tres cifras significativas. 

1 Ejemplo 3 )  

Determina el lagaritnm decimal de l a s  númros siguientes: 

al126 b31,24 ~ 3 1 2 4 0  d 3 8 0  s 3 8 Q O Q  f30.00 

Resol uci6n 

a) log 124 

En la pagina 400 aparecen los logaritmos de las núme- 

ros del 100 al 549. En la interseccibn de la fila enca- 

bezada (12) y Xa columna (4) encontramos la sucesión de 



Cotnrri kL4 t i w 3 í i  t r i i ,  r i . i f r - - i c ,  lri c;tr . b l - t e r i s t i i c a  c!!r, ?, 

L ueqo 

1 ug 1.24 :,.. :- , i : j : ~ .  

b) Log i i f 4  

Coincl la r n i n t i  5a 11117 Clepeftd~! de 1;3 ~ - i i ' ~ i ~ i h r )  tlte i a :::ilnifc 

di t i l .ma l  , tiuc;carcrus el I . r i g a r i  t m r :  dt.1 i t i i m e r o  ileterriiiriaiii 

por l a ~>i.~ce.;i bn de ci:fras 124 r o n w  fin ~1 1 T ~ C T  a, 

l crego 

P 09 1 -14 = O ,  0 9 3  

C )  I w q  1240 

Buscamor.; ? a  i;ucesiCsrr d e  r i t r a s  124, la cu.arta I.:I.~~.Ú c m - .  

m a  es cero ,  so lo  i . n t ~ r v i e n e  para  deter-minar I o  rai-ar::.t~!- 

ristica, luegn 

l aq I Z d O  = 5,0934 

d) lag 821 

Corno eI nilmera sfiln tierre d o 5  c i  f P ~ S ,  ~i0mp3 ~ t 3 f i , i 2 5  A 

t res  ten ceros y G~!sr ia inas el bugar'atmn rle 809 . 
En la p6grna  401 apar icen l o s  1 agar-i  trrias d i  las r i . ; i m e r - u i  

d e l  550 a1 999: eri Pa interseccihn d e  la f i  l a er t ra t i i zad .a  

por 80 y la ccilurnna en~atiezc-da por ii ericar?tramos la sure 

F i g  1.3 



S i  e.? n u o i ~ r a  t iene mas de t r e s  c l f  ras algnlf i~ativas,es 

ri~rei;a~.ir:~ r erfordeat- para buscar en la tabla; en ese caco 

no p~tedtirr tuttaar-se tudas las cifras de la t ab l a  como corre& 

t is;  e1 Poqar i  t m n  sGla puede darse ron t r e s  cifras sigrli-  

cativas ~ i r i c k i ~ y e r i d u  la pa r t e  entera) , Xueqo de la tabla 

5010 5E ! - i i i l l . + l t  das. 

-- -- . - .-.. .. - . .. .. . . 1 E i e m p i i - ,  GJ 

D e t e r m i n a  ~ 5 1  l irgarl t m  decimal de los nirnieros s igui  entes: 

a3 1548 b) 341,3 cl 5,685 

Resal ~1cii5ii 

a1 Log 154.B 

Hedniideamns a t r ~ s  c i f r a s ,  1548 = 1550 y bur;camos 

Paq 1530 en la tabla:  encnntramos la suresibn d e  c i f r a s  

15'0Z; redahdeandg a d o s  l u g a r e ~  obtenemos: 

Paq 554B s lag 1550 = 3,1903 "c 3,19,  es decir, 

log  1548 = 5 , f S  

b )  lot. 349,i. 
En este casa redandeamos a 341 y encontramoc 

luq 54-X,5 2 loq 541 = 2,5378 % S,53, o sea, 

l o g  341,3 = 2,53 

E )  I q  516t35 

Eri es?:e ca5n r-edandeamos a 5,69 y encantramas . 
lag 5,bB5 = l o g  5,94 = 0,7551 x 0,7h ; o sea, 

loq 5,bBS = 0,76 m 
Rcrnq1.t~ e n  r a s ;  tndos los casos al t raba ja r  ron logarit- 

nins utilizamns valor-es aproxi,mados, al. dar el resultado 

utilizaremos el s i q n o  d e  igualdad r o m a  es usual. 

Igual  que ucurr-e con otras tablas, la tabla de la5 

l ogar l  tnius puede ser- ut i l izada para resolver ecuaci one5 

lagariPrmica5 s e n c i l l . a s ,  esto e q u i v a l e  a calcular potencias 

d ~ ?  20. 



b) log  x - 2,1819 
d3 l o g 2 x  - 12,M 

[ Ejemplo 51 

Resuel ve: 

a3 lag x = 1.6571 

c3 log x - 3,53 
Reroluciidn 

a) log x = 1,6571 

lag x = 1,6571 s i g n i f i c a  que x = 1 0 " ~ ~ '  es d e c i r ,  

r e s o l v e r  esta ecuaribn e5 e q u i v a l e n t e  a calcular 

Para resalverlo buccamos en la tabla  l a  mantisa, es 

decir .  la sucesibn de cifras b57L; la encontrarnos en la 

interseccibn de la f i l a  encabezada 45 y d e  l a  columna 

encabezada 4. Cama la  caracterl stira es 1 ,  el número 

t i e n e d o s  e i f r a c  enteras, luego, 

x = 45,4 
i,dS 7 1 

[Significa que 10 = 45,4 Li log 45,4 = 1,6571.) 

b) log x = 2,1819 

En este caso no aparece en la t a b l a  la sucesión de ci- 

fras 1819, la más cercana es l B i B  que está en la i n t e r -  

scccibn de l a  f i l a  1 5  y Xa columna 2 . Como la caracte- 

r i s t i ca  es 2, e l  ndmero tiene t r e s  c i f r a s  significatí- 

vas, lu~ga, 

x = 152 

tpues laq'lSE =2,1818 = 2,1819 ,o sea, IQ 'pi'iP = 152). 

c) log x = 3.53 

ComtI se t r a t a  de un ejercicio formal, 3,53 es un valor 

exacto,  y para  buscar en l a  tabla l a  ~ w m p l e t a m ! x i  a 5300. 

En la tab la  aparece 5302 e n  la. i r i t ~ r s e c c a G i 7  be J.a C i l a  

33 Y l a  columna 9, luego x = 5390 , o zea, 

loa,- =1 3-390 

d, lag2 X = 12,& 

Z 
'OQ X = 12.4L significa log x = &T.I,-. En la tab la  

de cuadrados encontramos JF= 3.53 y resulta la 
ecuaci6n lag x = 3.53, pera ahora 3,53 es un valor 

8 p r o x i ~ d ~  con t r ~ s  c i f r a s  correctas. En la t a b l a  d e  



Xagari t m a s  s d l o  podemos buscar dos ~ i f r a s  (53) ; si re- - 
dundeamos los v a l o r e s  d e  l a  tabla  a dos c i f r a s  veremos 

que se redar~dean a 53 todas l a s  valores del lag 335 a l  

locj ,342, por lo que 5610 podemos garantizar das'tifras 

en la  respuesta: 

x = 3400 = 3,4 10' m 
Tambien  podemas proceder como en el inciso r: buscar el 

valor mAs prbximo de 5300 y redandear a dos cifrati; e n  ese 

casa abtenemor el m i c m o  resultado: 

x = 3390 S 3400 = 3-4 -10  El 

Es costumbre en algunos t e x t o s  y aplicaciones sustituir 

la expresibn l oX  por antilag x .  - 

1 Ejemplo 61 

Calcula: 

a3 rintilog 1,4720 b, í.4720 

JT 
C )  antilog d> 1 0  

Reaalucidn 

antilog 1,4720 

El valor rnAs prbximo a 4720 es 4713, en  la intersecclc5n 

d e  l a  f i l a  29 y la columna 6;  luego, 

a n t i l o q  1,4720 = 29,& 

1 o~~~~~~ = 29,6 

a n t i l a g  )/51i55 
. 7 51,a5 = 7, lEi can tres ci+ras correctas. en 1. 

t a b l a  buscamos 5610 con dos, l u e g o ,  

En Xa tabla d e  cuadrados encontramos 3,mi 

busramos en l a  tabla l a  s u r e s i b n  d e  ci+rac d e  84 y tenC 

m a s  que el m á s  p r b x i m o  es 8401 en la interseccibn de l a  
fila 69 y l a  columna 2, luego, 



. FIplicacionecl de, las 1-oqarikm~ 
Los Laqaritmos pueden ayudar a hacer mAs sencillas al- 

gunas  cAlculus. 

Calcula: 

Resal tac i ó n  
9 , i i  

a) Si B = 2 , entonces 1 Wl 

1 ueqc), B = antilog 0,9542 

es decir, 29 v i 7  = 9 

1,73 594 
b )  Pongamos R = y 214 

, entonces 

1 log fi = - Ilog 1.73 + log 594 - log 0,214) 
5 

- - - l 13,6E!14) S 
= O ,7363 

entonces & = antilog 0,7363 = 5,45 

c) fiplicando Xa fbrmula d e l  cambio de base obtenemos: 

escala lagaritmica para medi r  magnitudes. 

Par ejemplo,  en la escala de R i c h t e r  la intensidad de 
1 un terremoto se mide por f a  expresidn log -- donde: 
S '  

1 es la amplitud de l a s  Dscilacíones en un gisrnbgrafo a 

100 km  del epicentro. 

S : es la intensidad d e  un terremto t i p o  de amplitud 

c m  . 



m65 f u e r t ~  que uno d e  Intensidad h. 

] Ejemplo 81 

En el. ano 1906 ocurr'kh uri t erromt .~  en r F r - a n c i . 2 ; ~ ~  d e  

Cal i fornia  de intensidad 8,3 en la escala Ri.chter y o t r o  

en 1a frontera de Coloinhia y Ecuador. de intens idad 8.9. 

~ C u A n t a s  veces mas intenso fue el terrevmto de S u r a d r i c a  

que el de San Francisca? 

~esoiucidn 

Sean fF la in tens idad de1 t e r r e m a t a  de San Francisco e 

Ic la del d e  la f rontera Ecuador - Culmmh~a. 

íredondrcimos a d o s  c k I r a s  pues par-t imos be bus ri-frar;) 
P 

Respuesta: E l  ter renioto d e  Ciurnrn&rica +ile ct ia t ru  vecfz~i 

mas i n t m s o  que el de  San Francisco. 

La escala logari  t m l r a  tambien se aplica par2  t~wclir la 

i n t e n s i d a d  d e l  snnidr;  c m  ~ P C ~ I S P I  FIT~ i d h l  - 
En es te  caso la i n t e n s i d a d  PS 10 l o g  L ,  d o n d e  

L : es la a m p l i . t u d  d e l  snriidn cnrnpararln curi ..m s o n i d n  

a u d i b l e .  

El. tr6f lco or-diriar-i n regf s t r - a  una i n t e n s i d a d  de scviiido de 

aproximdanwinte 70 db. Uri cierto iiotur .Llene rin snri3nu 

aproximadamente 4000 veces m á s  f r r e r t e .  i ,C:uAl  es I a .J. nteri' 

sidad del sonido d e l  motor en deci  be l e s?  

Hesolucihn 

Sea L la ampl i tud  d e l  sonido d e l  t r d f  ira. 
T 

LM la amplitud d e l  sonido d e l  m o t o r .  
1 I 



= 36 + 70 = 106 =3 1 , l  lo2 
R ~ s p u e s t a :  L a  i n t e n s i d a d  del sanidu del motor e5 apr-uxinia- 

damente 110 db. 



X )  8.62 y )  E1,&T4 

5. Determina el valar de x en: 

a) l o g  5,42 = x 

cl lag x = 1,4440 

1 el lag x = -1 + O.iY59 

I g )  log 0,0048 = x 

1) loX = 657 

I k )  x = 10 
0.083 

m) loX-' = 2&3 
l ñ) 2% - 35 
1 p) IQ~*'"* = x 

b )  lag x = 2,46339 

d )  x = lag 34,E 

f )  x = lüg 929.4 

h )  loK = 40 
, ) iOi,Yt03 = X 

1) loX+' = 500 

n >  zX= 40 
o> 10% = 3-63 

q) laZr = 313 

6. Halla el a n t i l m g a r i t r n o  d e  las s i g ~ i i e n t e s  números: 

a) 2,9212 b )  1,9211 cl 3,3874 

d) 0,7380 el 2 + 0,9217 f )  5,1492 

91) 0,7007 h )  1,6121 i )  0,0086 

j> 1,5159 k l  -1 + 0,8132 1)  CP,WDO& 

m)  4,4667 n)  0,9632 Pi) 1,1523 

01 2,4200 p )  -3 + 0,1399 q )  3,6484 

7. Calcula: 
a) 100.50ii b )  l . ~ ~ ~ ~ ~ ~  c )  antilog 2,% 

d) 100pW e) 109,*a*7 f )  antilag 0,1847 

g l  10 -P+ 0,8722 
h)  antilog 1,7259 i l  antilog 0,9518 

E. Calcula: 

a) lag 38 b) lag b,23 C )  lag 16,4 

d)  log 0,641 e) lag 1.41 f )  I o g  0,012 

g )  lag 2100 hl  loq 0,000429 i )  log 42,9 

j 1  l og  1,415 k>  log 45.41 1) log 694,56 

m) log 0,6543 n) Lag 0,0005 Pi) 3og 700.6 

9. Tres terremotos ocurrieron en las localidades A ,  E Y 

con i n t e n r i d a d ~ s  d~ 3, 4 y 5 en la escala R i c h t e r  res' 



esta p e r m i t e  c l e t i n i r  una f unc i & r a , ,  

Se llama finncibri e i i p c i n ~ r c i a k  de base a fa  i O, 
a * 1) a La duncidn que a cada nfimero r e a l  x , 

X 
le hace torresponder a , es decir, al r a n i u n t ~  
de pares urdenados 

a3 D e t e r ~ n a  para ql& val ar de x, al caxrza el v d o r  5 3 10 

Y 38,s la funcidn y = l b X .  

b3 Calcula imgexr por la funcirjn m l o X  de 
0.5 ; l p 3  ; -1,7. 

Resolucidn 

t r a t a  de resolver l a i  ecuaciones:  





A p a r t i r  d e  la gr&fica se rpbtierten las propiedades *e 

l a  funcidn y = 1gX.  



i e  
Imagen: IR+ 

Ceros: No ti enc 

Manotoni a : C r e c i e n t e  

Valor MAx i m a :  
Na t i e n e  

Valor M l n i r n ~ :  
NQ tiene 

ParP dad: No e5 par 
n i  impar 

Periodicidad: No es 
per-16dica 

La proyeccidn d e  la grAfica cubre 
todo el eje " x " ,  

La prayercidn de la grAf ica  cubre 
la parte supecior d e l  eje "y "  ( s i n  
i n c l u i r  el cero).  

La grA+ica no carta el eie " x " .  

La grAfica asciende de izquierda a 
derecha. 

La funclhri torna cualquier valor  pa- 
s i t i v ~ .  

La gra f ica  s r  aproxima indefinida- 
m e n t e  al eje " x F ' ,  pera na la toca. 

No es 5ñmBtrica respecto.al origen 
n i  al eje " y " ,  

p e G G E - q  

Representa grAf icamnte  la Iunci6n y zX y analiza 

sus prapi edades. 

ResaZuciln 

- Ya sabernos que zX = 1f3(L0g2)x - 1 0 ~ ' ~ ~  , luego esta gri- 

-Pica se o b t i e n e  de la d e  10" por una cantraccibn ari el 

sentido d e l  eje " x " ,  para trazarla determinemoe algunos 

p w e s  ardenadas: 

41 representar estos pares ordenados en un sistema de 

coorde -das, &tenemos una grhf ica  samo la de la S i W '  

v-a 1.5a. 

Sabemos que la grafica de la funcidn es una curva We 

contiene a esos pares ordenados i + i g .  1,Sb). 



F i g -  1.5 

De Xa g r A f i c a  de Y = zX resultan su5 propiedades. 

Observa que estas coinciden con las de y - 1 0 ~ -  
En general,  las  propiedades d e  l a s  f u n c i o n e s  y aX Y 

Sus g r A f  i cas  pueden obtenerse de 1 a de y e 10'- 

Basta observar que; y = aX = 1 0 " ' ~ ~ ~  

si a > 1 ,  e n t o n c e s  l a g  a > O y la g r A f i r a  se obtiene 

de la de y = ion por una contraccibn n di.1atacribn en la 

d i r e ~ ~ i 6 n  del e je  f l x '  ( f i g  1 . b  a). 

Si O ,< a .:: 1,  e n t o n c e s  lag a < U y a la contraccidn a 

dilata~ldn de la yr&fica de y = l o X  le sigue una s i m e t r l a  

r e s p e c t o  al eje " y "  ( f i g  1.h b ) .  



- 51 a > 1 Propiedades - Si O a c ! Prnpredades 

a 6 )  
F i g .  1 . b  

PldernAs no tienen v a l o r  m~A'ixirnu,ni val  rir ml niirio. 
No 50:: p e r - i l d i c a s ,  na son pares r i i  i m p a r e s l  

eje " y "  desciende en lugar de ascender. 

Ejercicios l e p i g r a b e  5 1  

1. Las p u n t o s  A * ,  O+, AS, A4 están si tuadoij wi I a c ~ ~ r v a  

Y = 10: sus abscisas s c m  i g u a l e s  respectivam~nte 3 Los 

3 u L ~ ~  puntas B a ?  B29 bg, P est6n situadns el, Id. curva 
4 

Y ' I Q ~ ,  SUS w d ~ n a d a s  s o n  iguales r e ~ p e c t i v a m ~ n t e ?  a 

los números 1: 0 - 1 ;  1,2; 2; 7 9 , b .  D e t e r m i n a  las a b s r i -  

sai, de estos ~ > m r - i t o s c .  

3.  D e t w i n l ~ a  cual es de las  pares r3rdenadns 51 ~ u ~ e n t e s  pW - 

(O; ni ; t u ;  i i  : c-.u,1; n} ; (-2: -4, 
)i 

4. D e t e r m i n a  quih runcihn e x p o n ~ r i c i a l  de 1 3  t u r m a  y 



Deternt ina :  a) D o m i n i o  e ñmaqer i  de estas funriunes. 

b )  Ceras en Ca5Q de que existan. 

* 
6. Dadas Las funcioneci 

x""* 
f ( x l  = 4X g t x )  = Y + zx-* x = 3 - 9 

m ( x )  = f ~ ~ + ~  

a) ikterrnina la imagen de cada una. 

b l  ~ E r l  que punta su grAf.i .ca cnrta el e j r  " x " ?  

r )  Obten en c,ada caso el par (0;)'). Esboza s u s  qrAf icos.  

7.  Si  j ~ x l  = YA6 1 " 
Y ,(., = 

a) Determina analíticamente el puntn de intersección de 

los grAfiros de dichas f u n c i o n e s .  

b) Calcula: f(4) + 3 912) - f ( 5 )  
-y-- 

q (0) 
-m 

c)  ¿Para quA valar  de x ,  f (xl - y p I x )  = - ? 3 



F i g .  1.7 

61. F u n c i a n e r  I o g a r i  tñieas 

Se llama funci6n logaritmica de base a (a > O,a i) 
a la f uncibn que a cada x ( x  > O )  le hace corresponder 
logax ,  es decir ,  al c a n j u n t u  

[ Ejemplo i 1 
a) Determina la imagen de 3.5; SO; 0 ,s  por la f ~ c i c i n  

y log x .  

b)  üetsrnim para que2 valor de x alcanza el valor 1,s; 
8,83; y -1 la fusiciúri y = l o g  x. 

Re501 uc i Cin 

a) Calcularnos directamente util lzando la t.abla 



das, obtenemos una y r a f i  ca cama la de 1 a f l gura 1.3 a. 

S i  determinamtiis mas puntos,  podemos tener- tina i dea  IIIAS 

aproximada de l a  grdfica ( Q i g  1 . R  b ) .  



No tiene i i i : i : - . i i n u  

r'r h nil  ri J. iii o . 
No er, por 131 riiipcir. 

---m-..- * .--. ---- -- - ~ . .-.--- - 

Flri&l apanier~tca ri lned~ri de f  i n l  r f unca orws 1 alparl. tmicac. 

p a r a  c u a l q i ~ i e r  b a ? , ~  a {,i > O ;  a # 1 )  

Traza l a  grPfica rle  1.a ftrtiel6n y l o y  x. Analiza .sm pro- 
3: 

pl, e d ~ d s ~ .  

ReeoluciCin 

se obt ie r i@ d~ I Z* de y -: lag x por- una caritrarclCfiai e n  el 

~ m t i  dn de1 ese " x  " . Para trazar1 a determincmns algunas 

puntas de 1a m i a m a i  



1 
r i d n  de su q t - A - f i c a :  logd x -- l o g  x l log  x > 0). Iwg a a 

Por- el \.u !;e ro~.ic,eí-van l a s  prnpiedades de y = log x .  

S i  O i a .:: :l, entonces log a < O y se t iene que: 

1. 
Inga z= .. --.....,- - lag  x C un log a 

1. < o  
lag a 

Esto s ig i i z f  ica que la grgfica se obt iene  de la d e  

Y = l o g  x ,  a f i a d i & n d o l e ,  a la dilataribn a contracción de 

SU grAf i c a ,  t i r i a  s i  m c ~ t r i  a cun respecta al eje " % " -  

Por e l l u  las p r o p i e d a d e s  tambi&n se conservan, exreptn 

la monotoni a que cambl a, 

l l _ . - . _  _ - -... m------- 

Para l a s  funciorier; y = log x (a > 1,  x :, O), 
a 

Imagen: iR C~ll*.as: x = 1 

Monoton1 a: Creciente E x t r e m o s :  Na tienen ni 

mAximo ni mlnimo 
Paridad: i k  ,si p a -  n i  impar.  

-"--- 
Teorema 1 



Demostración 

y = kny x significa que x = a Y  

a 

y esta significa que ambas funrlones son inverca5. I 

Por ser f i rnc ian~s  inversas;, ELZ graf i c n  de y - lag x se 
a 

obtienp reflejando el g r A f i ~ n  de y = aX en la recta  y = x 

Fig 1.10 

1 Traza el grii'icn de y - C-3% y a partir de brte el de 
2 

y y. l ~og  x. Finaliza sus propiedades. 
a / z  

R e s o l  uciún 



De la g r h f i r a  resultan s u s  propiedades: 
\ 

4 
Daminio: x E R Imagen: y W teros:  :í - 1 

C 

Monotnni a: D e c r e c i e n t e  Exkr~rnos;  No t iene m3xi rno  

Parldad:No es par ni  impar .  m i  n i i r r i m a .  I 

E j r r c i c i o s  lepigr- .a .fe  h )  

1. D e t e r m i n a  si las  siguientes pares per ' t~necen o no a la 

f u n c i ó n  y = lag x 

a )  CiOO; 2 )  b) t--- -1 )  1. CJ ' 
r )  (5; 1,699) d }  (U55; 2,7321 

2. D e t e r m i n a  Ra imatjen por la +uncidn y - log x d e :  

a) 4,5 b l  2,4 C )  15 d )  0,;5 

f 
d. Determina para qlnB v a l a r  d c  x ,  l a  +unción y 1.og X , 

a l c a n z a  el va lar :  

al 2 , Y b  b )  1,711 cl 3,692 d l  D,17 

4. Deter-mina quB f u n c j G r ~  lngar f  t m i c a  del .  t i p o  - Y = log ir x 

c o n t i e n e  los pare5 o r d ~ n a d r ) ~  5igul~ntes: 

e) (64; 3) b )  144:21 ,-) {...?-L.-) - 3 4 d >  (5-';-11 
* 

5. Reprriserata grgf i ra ia í in te las5 s i g u i e n t e s  f u n ~ i r a n e s  s i :  

f l x )  = log x - -1 ; g i x l  =y I o g  l x + Q , 5 )  ; 
5 5 

e ( x )  = lag I x - 5 1  -+ 1 
5 

a i  Determina  el daminio y la imagen de f, g ,  m. 

b )  Calcula su cera. 

C )  Calcula  x 51: f x = - 3  q l x )  = 1 ;  w ( x )  = 2 .  

6-  Determina l o s  valores d e  x para 105 que estan definidas 

siguientes funciones: 

7. Sea la funcidn p I x )  = log í x 2 -  x - 11) 

a) ¿Para qu& valares de Y ,  p ( x )  > 
b )  ¿para qu& valores de x ,  p ( x )  = 

E 
LOS 9 r A f  ~ C O C  ~ i q l . g i e ~ t ~ ~  ( f  ilg, l. 12) repr-~sentan -bunciw- 

nes del t i p o  y = lag c x  .E b )  + c, en cada cñciw::  
. S 



(corisi d w  a todas 1 as vari abl. cs p a s i  ti vas) 



2. Resuelve: 



4. Determina  el ronjunta s o l u c i d n  de l a s  s i g u i e n t e s  i n e -  

6. Calcula las siguientes logaritmos: 

e> \ o g z 4 w  f )  1 a g B 8 1 ~  g )  log 8 h) l o g z m  

7. Efectúa: 



lug 3 
1 .- & Q 

f )  liog9 v,C.S*  : l r ~ g  ---- 
4 16 

8. Caicula lns logaritmos dec ima le i ,  de las l ; l g t r l  ente5 riú- 

7.. Expresa m e d i a n t e  un solo lcigaritma y ca lcu la :  

b )  Xoy 5 -+ log 7 + log  6 
2 Z 2 

Escribe lo5 valares admisibles de l a s  variables a, b ,  c. 

l 1 -  Entre qu& nhmeros enteros estan rornprendidoc los loga- 

r i t m o s  d c  base 1 0  de las numeras: 

a) 3 h~ le ~ 1 1 3 4  d )  1782 



al l a g  
P'-7 



2 
e) lag  I x  + C 1 )  í log I Z  - 4 x 1  en 

2 2 

(1) x c: -2 1 2 1  131 para todo x E IR 

15. Hesuelve l a s  siguientes sistemas de ecuatianesa 

d l 2 

lag i c  - l a g  y = 1 

9) lug 27 - x + y 
9 

lagq I 4 x  4 y )  ," 1 + loqgdx + 1 )  1 
x + y - 2 2  

ti 
l a g  x - log y = 1 

1 1  2 x r -  y = 1 1  

loq x - l o q  y = 1 1 



1 
cí l a g  x + lag Ix -1 )  = - lnq54 

5 5 2 

Z X  - io 
- [ + ]  - sen ?o0 
9?-T 

O 
2 x -  i coo 60 

q )  9 - = 27 

rnl loq x =5 log 2 + 
5 5 



17. Probar que 5% Z ~ C J  M + 3 lag N - y - 3, en.tnnces 
2 2 

29 * Y = M .  N% 

pertenecen a la funcihn y = lag ( x  - 1 )  si. conoces 

que: A(3;y )  : R ( x ; l )  ; C i 3 , S ; y )  ; D 1 x ; - f ) .  

20. S i  f Cxl = 4 X ,  investiga para que valares  de x 

f ( 3x2 -  5 x )  = 1 6  

21- Sea f I x )  = hX , Lpara qu& va1or.e~ d e  x se cumple que 

f G x  + 5) - 34, > O ?  

22- Calcula  x en f I 2 x  + 11 = 1 



! ' c )  ¿Para qu& valor  de x ,  b ( x )  = 12; h ( , O  - Y? 

d >  Resuelve: h12a + t i )  = 4 

i , I ~  it(2a - 5h) = 30 
* 1 

25. Dadas los  grdficas de funciones d e l  t i p o  inbicadn 

I f i q .  1 . 1 3 ) .  Escribe sus ecuacianes y analiza s u 5  pro- 

I piedades. 



EL surgimiento de esta r a m a  de la MatemAtica la podemas 

cncantrar, coma en otras  ocacianes, en el t rabajo  de los 

antiguos griegos. Un antecedente de la qeometria a n a l i t í r a  

parece hallarse en l a s  abras de hpolonln de Perga (2&2-190 

a.n.e.l pues este,  en su l i b r a  Las Córiicas, usa procedi- 

mientos m u y  cimi lares a los que despu&s llevari an a DES- 

=artes a crear este nidtada en el que se camhinan armonio- 

samente los recursas d e l  Algebra y la geometri a. 

Unos r inca  s ig los  m&5 tarde,  en el aRo 300 d - n - e . ,  

Pappus de Alejandria escribe su obra Cnleccibn y en ella 

plantea un problema que propone buscar el lugar gso&tr i ra  

formado por las i n t e r s e c ~ i a n e s  de rectas que satistacen 

determinadas ~ondiciones. 

N i  Apdonio, n i  Pappus lagran l l e g a r  a la qeometri a 

anal i t ica ,  porque ambos eran fundamentalmente geámetras y 

carecían de todos los recursos algebrairos; de poseerlos, 

les hubiese permitido adelantar varias siglos este descu- 

b r i  m i  enta. 

Cuando s ig los despues surge el Algebra simból ira, se 

crean l a s  condiciones para que se produzca el z u r g i m i e n t o :  

de la geometria ana l i t i ca .  Esta se debe al matemática 

francds RenB Descartas ( 159&- ibSO) ,  precisamente, cuando 

al intentar  resolver el m i s m a  problema propuesto por Pap- 

pus* este le conduce a 1 a idea de en1 azar 1 a geametri a y 

el algebra. 

Pues, desde X628,pmplea Descartes sus pracedimien- 

para resolver problemas de geomatt-l a, pero no 3.05 pu-- 

blicci b i t a  1637 , en un apéndice de su famasa a b r a  

E' d i s ~ u i - ~ ~  d e l  &&todo. 

Aunque la pr ior idad d e l  descubrimiento de la a n a l í t i c a  

no Ouede d i s t u t i r s e  a Descartes, no es menas cierta que 

tuvo Un rival en e l  matemAtica f ranc& Pedro F e r m a t  

(1601-1665). 

Fermat, a l  abordar la tarea de redactar, ron una v i s i d n  



adecuada a su &poca, la obra de Apolonin, Lugares P l a n a s ,  

llega al pránc ip in  fundamental de la gearnetria a n a l l t l c a  

al expresar -  ; 

Si.titnprci que en una ecuacidri: f ina l .  a p a r e z c a n  

dos var iab le s ,  .tenemos un 1 ugar g ~ - ~ r n & t r  i C:U, 

pues el extremo de una de las  var iab le s  des- 

c r i b ~  una linea, recta o curva. 

En esta capitulo vas a estudiar, Cundamentalmente, la 

yeometr i  a analf  t i r a  de la rec ta ,  y aprenderas a utl l i z a r  

1 OS r e c u r ~ d s  algebraicos para ca lcu l  ar y para demostrar  

propiedades que antes 5010 podía5  hacer utilizando m&tsdoa 

gecm&tricas. 



que ri-preseritan ana l  i ticarnei~t"~. (es d e c i r ,  en , t & r r n l  no5 

GEOMETR~ A B N A L ~ T ~  CA DE LA RECTA EN EL PLANO 

Coordenadas) tiechus bAsi.cus de la geurnetrl a. 

Teorema 1 

TAP~T?ILLI 

Z I 

1 la distancia  e n t r e  ellos esta dada por,  1 a f&-iiil?- 

Trazamas par Pi una r e c t a  

Paralela al eje " y "  y por P2 

Por tanto, se interseran en 



C a l . c r i l a  la distancia  entre los pares de puntas dados: 

Como conocemos l a s  coordenadas de loe punt.os, sustitu- 

a3 Prueba que el triAngu20 cuyos verticos son AC-1:03, 

%C 7; - 8 3  y CC -2; -93 es i sdscsles. 

k d  Halla el centro y el radio de la circunferencia que pa- 

sa por los puntos DC O; O3 , EC 1 ; 73 , FC 7'; -1 3 .  

c3 Prueba que los t r i A n g d o s  da v&rticer GCJ;S> , H < I ; l >  r 

congruentes. 

R e s o l  urión 

a) Calculemos l a s  longitudes de las lados: 



cel es. 

b )  Como sabes, todas les puntos de la circunferencia equi- 

tamando dos a do5 10s m r e m b r o s  de esta cadena de igualda-  

Para ha1 lar el radia tenemos que: 

que sus tres l a d a s  5on respectivammnts? 

tenernos: 



-.- 
\m( = d(H;1) = G+ l = G -  
IGII = d ( G ; I I  = J b r g =  7/;5 = 5 

En el AJKL tenemus: 

1x1 = d ( J j K )  = = 2 

l q  = d o < ; L >  = G = ir5 
1 ~ 1  = d ( L ; J )  = J= = 6 = 5 

luego Como l as  l a d o s  son respectivamente iguales, dichas 

tridngulos s o n  cangruentes. 

Para pr-ohñr que un triAngulo es rectgngulo soLa es ne- 

cesario comprobar que sat is face el teorema de PitBgnras. 

Como l a  hipotenusa es el mayor de los l a d o s ,  en el AGHI 

debe cumplirse que: 

JG~ I '=  \=1'+ 1 ~ 1 1 '  
y esta se cumple ya que 25 = 20 + 5 luego ~1 AGHI es rec- 

thnqul.o, y tambien 1 0  es e l  AJKL por ser ambas congruen- 

tes. 

E l  t e o r r m a  1 p e r m i t e  representar analfticamente un con- 

repta qeamMrico fundamental. el de distancia entre dos 

puntos, O t r o  concepto básico es e l  de la direcric5n de una 

r e c t a ,  para caracterizar esta direccibn utilizamos un con- 

cepto que ya conaces: la pendiente. 

Teorema 2 

Sean P í x  ; y ,  1 , P2 l x Z ;  y , )  do5 puntos de una rec-  
1 t a  ,no parale la  al eje  " y " ;  la pend 

I es l a  tangente del Anguio que forma 
el wmleje n ~ ' c  pus i . t ivn-  

i ente:: 

la rec ta  con 

' T razamos  par P una paralela a l  e j e  " x "  
1 

de mqda que l a  
s e m i r r - e r t a  P L! tenga Ia arientaridn positiva y por P ~n~ 

i 2 

paralela al eje ' y " :  ambas rectas se cortan en Q Cfi9-2-3)' 



Sea a el Angula que la rec ta  fo rma  con el s ~ m i e j e  " x "  

p o s i t i v a ,  twternas: 
p o r  A n g u l o s  c o r r e s p o n -  

L P P B = L o i  ' 
2 1 d i a n t e r  e n t r e  p a r a l s l a a  

Y,- Y, 
luego: t a n  oi = tan L' P P U  = -=--, a .sea, 

2 . 4  X X 
2 1 

m =  t a n a  c o m e 5 e q u ~ r i a .  

Una recta  para le la  al eje '"y" ncJ t iene pendiente pues 

x = x y el. cociente se i.ndef ine. 
t i 

Para Calcular  el &ngulo a que f arma la r e c t a  can la d i  - 



.-. - 2,OBU'7 .- ----- .-.. = - 
8,s 

O ,  2448 

y tan a - m = -0,2448 Luega a = 1.80~- I . ~ , B ~ =  16b ,7n  m 
La pendiente de una r e c t a  determina su direcribn, l u e g o  

uti?izbndala se puede decidir cobre el p a r a l e l ~ s m ~  y la 

perpendirularidad de l a s  rectas.  

Teorema 3 

.- 
Sean las r e c t a s  r y r-2 de p e n d i e n t , e s  ni 

i 1 Y m2 

respectivamente, 5e cumplp que: 

a) r,l Irz s i  y 5010 si m = m 
1 Z 

1. s i  y s o l o s i  m = - - .  
m 

I 

-. 
Demostración 

= por s e r  rorreepondirntes 
i. 2 

3 cw?go t a n  1 = tan  a 
Z 

par t an to  ~n = m Ccondicián d e  paralelismo3 
i 2 

ramo los  pasas son reversibles se dfimu~lstra que 5 i  m - m 
i 2' 

entonres r 1 1  r z  y queda demos,trada el inciso a. 



1 ( p u n t o  4 9  d r L  Me- 
tari a = - cot a* = - tan & a  m r n l n )  

C condicihn de perpendiculnridad3 por tanta m2 = - - m 
i 

c m o  las  pasos s a n  revers ib les  5e demuestra que s i  
1 

m =  - - , e n t o n c e s  r I. r y queda demostrado el inc iso b. 
P rn i 2 

1 Ejemplo 4 ) 
a) Prwba que PQRS es un paralelograrirr si : 

PC-2:-i>, aC2;11, RCJ;4> y SC-i :Z>.  

b3 En el paralelogramo AEJCD cuyos v&rtices; son ACI; 13, 

BC4;23, CCEJ:53 y H2;4). Calcula l a  pendiente de  sus 

diagonal es. Prueba que son perpendicul ares. ¿Qu& tipo 

d e  paralelogranrr es? 

C )  Prueba que los puntas EC-E;-43r FC4;-13 y GC8; I )  estan 

alineado'; . 
d) Prueba que 10s triAngu10s AüC y AMN , representados en 

91 papel cuadriculado C f  ig. 2.5) son senrrjantes- 

Fiq- 2.5 
R@eol uti6n 

a) Basta probar que este ruadrilatera t i e n @  dos lados pa- 
ralelos e iguales. 

Hallando l a s  pendientes de ¡% y m, tenemos: 

m = i + l - Z =  1 2 - 4 - - 2 - 1  
m = - - -  

pa 2 + 2  4 2 ' RS - 1 - 3  4 2 



par t a n t o ,  ¡% = E y el cuadrilátera es un p a r a l e l a y r a m ~ .  

b )  En el paralelogramo ABfD ' t 

se cumple que: 

l 
Fig .  2.b 

1 m ZZ - --- 
AG 

, luego , ZE i m ,  
D 

E l  paralelagramo es un rambo porque sus diaganales son 

perpendiculares. 

Para probar que los puntos E ,  F y G e s t á n  alineados 

basta probar que l o s  segmentas E y son paralelos ya 

que tienen un punta común. 

luego ( (  m y como t i e n e n  un punto común, los puntas 

E, F y G estan alineadas. 

Para probar que dichos tr iAnqulas son semejantes hasta 

probar que tienen dos pares d e  Angulor iguales.  

Ffn las tr i&ngula~i  &BE y FiMN el i n g u l o d ~ v é r t i c e  A es 

combn; nos f a l t a r í a  probar l a  igualdad de o t r a  p a r e j a  

de ingulos. Para e l l o  analicemos s i  105 segmentos MÑ Y 

son paralelos.  

Tenemos que: . 

M ( 3 , 5 ; 3 )  , 

1 uego 

- 
por tanto, MN 1 1 E, por l a  que 1 0 5  Angulos CIMN Y fiBC 

son iguales Icorrespondientes en t re  paralelas) Y *e 



media (+ig. 2.71, luego 

- 
BC = 2 m' , ec decir, 

al Dado el t.riArigulo cuyos vertices son 10s puntos Ac% -13, 

Bc33 53 y CC-3; 31, calcula  3.a longi tud de la medii.aria re- 

lativa al l a d o  E¿% 

'ara Calcular la lnngi tud  de Xa mediana m, d~hema's ca- 
-- nacer las Enordenadas del punta medio (D) d e l  l a d o  BC 

( f i ~ -  2.8 a). 



la1  
Fiq .  2.8 

pnr t a n t a  D ( 0 ; 4 >  

h! H a l l ~ r n o s  i o s  puntas medios M y N de las diagonales DF y 

par  tanta M y N coinciden y l a s  d iaganales  se cortan en su 

puntra medio, luego el r u a d r k l i t e r o  es un paralelagramo. 

Las ccordclnadas permiten tambien demoetrar  propiedades  

geom&tricas. 

( ~ - i & r n ~ l o  6 1 
Prueba que l a s  diagonales de un rectArigulu son congruen- 

tes.  

Resol ucidn 

Cuandn querernos demostrar una propiedad geomdtrica, la  

posicibn de las ejps no i n f l u y e  en las resultados y, Por 

tanto, ce t r a t a  de escogerlos lo mas convani~ntement@ 

b l e .  En @ate caso escogemos un vbrt i re  del. rectAntqdo en 

el origen [ f  ig. 2.91, un lado coincidiendo ron el eje " % "  

y entonces o t r o  estA s i t u a d o  sobre el e j e  " y " .  



tonces: 

cama se quor.1 a. 

Eje rc ic ios  (ppi graf  e 1 )  

2. Halla la ~ o a r d e n a d a  que f a l t a  si: 



e) 1 (...-Y a, ti. .-.,7) 3 , J(Y;51 f )  K(7,1;27/9) , L(&,l;6) 
k ~ .  Sea el triángulo kBC d~ v&rtices A ( 1 ; í l  B I O ; 5 )  y 

C I 4 : 7 l .  Calcula: 

a) la l o n g i t u d  de sus lados, c~asificalo; 

6 )  :La longitud de sus medianas. 

6.  Mue%tr-a que el t r í d n g u l o  cuyos v&rtices san A ( 2 ; - 3 )  , 
R t S ; - - 2 1  y C(4;l) es rectAngula. Iialla la l o n g i t u d  de la 

mediana relativa a la hipotenusa. 

7. nado i l  t r i h g u l o  c~hyos v&rtices son M ( 1 ;  1 )  , N(5;31 y 

P(b;-4) , comprueba que es isásceles y calcula su Area. 

H. Los puntos dadas corresponden a v&r+ices de un cuadri- 

I A t e r a  (en ese arden). Halla las longitudes y l ,as pen- 

d i  entes de sus diagonal es, clasifícalo, 

a) atr;o, , ~(5;-1) , c c a ; ~ )  , nr3;3) 
b )  E ( D : O )  , F(4,5: 1,5) , G I 6 ; b )  , H(l,5;4,5) 
r >  M(O;lt , N(4;2) , 0(4;5) ,P10;4) 

d )  O(-1;-21 , R14; -3 )  , !3(5;21 , f (0;s) 
e) UI-4;-1) , V11,5;0) , W(4;5) , X ( l , 5 ; 4 )  

f )  A [ - 2 3 - 3 )  , B ( 6 ;  11 , CI2;4) , D(-2;21 
q l  E(2;31 , FI-2; 1) , ECO;-51 , WIb;O)  

9 @  Dados los v é r t i c e s  de un cuadrilAtero A(-i;-2), 8 < 3 ; / ) ,  

L (7; - 2 )  y D (3;  -5) , carnprueba que es un rombo y calcuX a 

su A r e a .  

10. Se t iene un cuadrildter-Q Cuyas vértices san: MI-3; - ; )? 

N(ú;3) , 0(3;4) y P14;-1). 
a) Ha1 la SU perimetra.  

b l  Comprueba que el cuadrilAtero que se obtiene al 

unir los puntas m~idiuc; de s u s  l a d a s  es un paralelo'  

gramo. 

11. a) ~ r u e b a ' ~ u e  10s triángulos ABC y DEF representadoí 

en la figura 2-10 san iguales. 

b )  LQUB tipo de cuadrilátera es el ABDE? 

12. Demuestra que el segmento que une los puntos medios de 

los 1 adas de un tri Angula ~s paralela al tercer lado e 

igual a su m i t a d ,  





Fn tus estudios realizados hasta ahora has t raba iadn  

cur! acuaclones d e  dns v a r i a b l e s  t a l e s  ccsma y - axZ+. hit * C ,  

y = mx + n ,  etri., para l a s  cur*les e x i s t e  un cnr~,junto d e  

pctntorí P I x ;  y) d e l  plano QUE la c,at isfacen.  Este ccinjuntn 

de p t ~ n t o ~  cuyas cncwdenada~ gaticrfaceri a la ~ c i - r a c i i l r i  tse 

llama qráfir_-n de la t~cuaridn u lugar geométr-ico. 

Al g~inoc ,  e j ~ r n p l ,  o5 de 1 ugares q e o m & * l t r i  co5 aparec_en r-epre- 

seritadns en la f i g u r a  2.11. 

En este ep igra fe  cnmenzaremus a estudiar  l a  

que existe ent re  la5 figuras geamétricas y l a s  ecuaciones 

que 1 as representan . 

geioim$trirro de las  pimtas que -. 

equidistan de AC1; 3 4  y BC2; 5 3 .  

Fiesul t.rcibn 

Sea P I x :  y )  un punto  cual - -.- 
L.- 
1. 

quiera d e l  Lugar qeom&trico, 
Y 

~ n i o n r ~ s  debe cumplirse que: 



como las distancias son siempre positivas, esto se cumple 

si y !Solo 5%:  

I x  - i l Z +  ( y  - 312 = ( x  - 212+ ( y  - 5 ) 2  
2 2 2 

x -  2x .+ 1 + y - b y  + 9  = x -  4x + 4 +  y'- 10y * 25 
Zx + 4 y  - 19 = O 

i * P 
m sea, s i  y solo s i  y = - - x + - .  

2 S m 
En el ejemplo anterior Pa ecuación d e l  lugar geométrico 

es una ecuacibn de p r i m e r  grado cuya g r a f i l a  es una recta .  

Esta no es sorprendente ya que desde Ia r,earundari a tsdslca 

sabes que los puntas que equidistan de Ins e x t r e m o s  de un 

sagmento,en este caso m, ~?st&n en la m~odiatr i - ;  de @%.te 

segmento- Como la r n e d i a t r i r  e5 una recta, cu ecuacibn e5 

d r  la forma y = mx + n donde m es su p e n d i e n t e .  

En general se cumple: 

Teorema 1 

--- 
El lugar geometriro de la ecuacibn Ax + By + C " 
con A # 0.6 B # O es una rec ta .  

Demostr ac i dn 
i1 

81 B * O, en la eruaci6n fin * B y  + C = 0, despe jando  " y "  

CI C 
Y = - B X  - e 

A luego su grafica es una recta de pendiente m - - - 
Reciprucamente, a r una 

ecuacibn es d e  la f o r m a  dada. 

Sean P Ixl;yll y P l x a ;  yz  
X 

1 

dns puntos d r  la recta ,  si 
I 
I +- P ( x ;  y )  es rrn punta rualqi.ll e- 

x, x 
r a  de la r e c t a  (f ig. 2 . 1 3 1 ,  

F i g .  2-13 debe ser: 

Y - Y ,  Y, -Y ,  la oendianle ou 

X - x  X - x  única. 
2 d 



Ix - X ) y  - I x  - x ) y = ( y z -  y p  -- ( y 2 -  y , )  x, 
2 i 2 1 1  

Ix - x ) y  - x y * x y = (yz- y,)x - 'f :4 '4' y x 
2 i 2 1  1 1  Z i  C 1  

( y  -y ) X  * I x z -x * )  y - 
X z y i  + Y Z X I  

= 
i z 

( y  -y ) X  + ~ x 2 - x * 1 y  + ( y  x x y ) = O 
i a Z A  z í  

que ~ , s  de la forma dada Con: 

A = y i - y z  B - x - x  C = y x -  
2 1 '  2 i X2Y, 

y al menas uno de Lo5 coeficientes A 6 B es d i s t i n t a  de 

cero. 

En la ecuaeidn fix * By + C = O se tiene que: 

S i  A - 0, se trata de una rec ta  paralela al e j e  x ,  
C 

y = - a H i g .  2.14 a). 

En ef caso B = O, la eruacibn a d a p t a  la forma 
C C l x * C = O  6 > : = - -  
CI 

que representa una r e c t a  parale la  al eje y I f  iy. 2.14 b ) .  

En este caso no representa una funcidn l ineal.  
i? 

En el casa C = 0 la e c u a c i h  se reduce a y = -- - B "  c3 

y = mx la cual es una recta que pasa por el o r i g e n  de  cu- 

p a r a l e l a  a l  e j e  ''2 paralela al eje y' 
I b )  

F ig .  2.14 

Hasta el momento, en el trabajo rea l i zado  con l a s  ecua' 

clanes con dos .variables, se ha p a r t i d a  dp la ecuacibn Pa- 

r a  ha1 lar e1 lugar qeorn&trico correspandi ente; pera ta"- 

bien es pos ib le  hacer e l  proceso inverso, es decir, partir 

del lugar g e a M t r i c o  para obtener su ecuacibn. 

En eL caso de l a  recta hay diferentes posibilidades Pa- 

r a  hacerla ya que una recta  queda determinada d e  diterzen'  

tris formas: 



[ Ejemplos 
Halla la riciraci15rn de la recta  determinarla por Los punlt,os 

de la recta;  



1. S z  c m u c e m o s  un punto  y 1 3  pendiente: 
aj cunsideranius un punta P l x  ; y1 cuaiqui~- 

ra de la recta; 
b l  ~ ~ ~ 5 t n t u i r n a s  las coordenadas d e  F' y d e l  

puntu iunoridu al xqual  q u ~  rl  v a l o r  de 
l a pe i rd i en te  en la tdrmula de! la m i s m a ;  

htermina los p u n t o s  de intersercidn de l a s  rectas 



-- 5 5  - 

Los vgr t iceS  ne.1 ti~i5rlgul.a ABC, s o r i  A( -2 ; , BC3 y 

ccs ; 5 ) .  

a) &lla la ecuación de 1 ;i r.<?c.t,a que cunt.i.ene al lado AD- 

b) H a l l a  el pie dc, la altrii..a relxtlv:, 

~3 Halla 10% ,Sngirloc A y B. 

Resol utridn 

Conocidos las puntos fl y B 

caltulamos ld pendit i i l te dc: la 
.-- A '. 

RE (Sig. f m , , 7 ) :  

I 

Y A  0 - 2 - . I m = - - 3 - 2 -. - . - .. 
C; 

-" 'i '. 
X 

Xg- X 3 + 2 
A 

LI  

u, p~,t .w r < X  ; y) 



do el punto E3 ( p o d i a s  haber tomado el punto A ) ,  conocida 

ya l;+, pendiente  tenemos: 

b )  Para ha l lar  el p i e  d e  l a  a l t u r a  buscamos l a  ecuacidn d e  

la r e c t a  que La contiene y determinamos su punto d e  i n -  

terseccidn con la recta AB ífig. 2.17). 

La ecuacidn d e  l a  a l tura 5 ~ - S :  
Y -  - 1 - m = - -  
x - C  h m 

AB 

Wara  resol vemos el s i s t e m a  t 
d e  donde se obtiene: 12 

" = S  
luego, el p i e  de la a l t u r a  es el punto (0,414; 1-03). 

cl En la + i q i r r - a  2.17 apreciamo. que 

L CI = r: eñc 
+ p*, 

L BAc y r p,, l a s  ca lcu lamos  a p a r t i r  d e  Xa pendíante  

4 
Ac- 2$ 1.33 , L !53,1° tan A eihC = m - 

t a n d p  = -  2 mAe=5 = 0,4 , eAp= 21 ,ao 
AB 

luego L A = 5J,1°+ 21,!it0= 74,q0 

&nbl ogamentet 

r B =de 
AS-L*DC 

O 

L B * B  
- 1SQ -LpAe= 1 ~ 8 , 2 ~  

= m = -5 , L Bnc= 101*3° 
tan'Bfic ac 

y .L S 1 ~ 8 , 2 ~ -  101.3°- 56,9O m 

En el epigrafe  I d e  este c a p í t u l o  demostramos una exprg 

s i d n  para calcular la dis tanc ia  entre dos puntos cuales' 

quiera en ~1 p l a n o .  En el presente epígrafe e s t u d i a r a s  una 

relacibn que tarnbien p e r m i t e  calcular distancias,  e n  este 



caso entre un punto y una recta.  

---.. A-- 

La dic ; tarrc ia  de un punto F l x  * ; y x )  a la r ec ta  r 

Sea la r e c t a  P d e  ecuacibn 

Ax + Dy + C = O y un punto 
i \ 

perpendicular t razada des- 

d e P  a r .  F i g .  2.18 
i 

D e t e r m i n e m o s  la ecuacídn de la perpendicular r a r que 
1 

pasa par P . 
i 0 B 

Corno r I r ) tenemac; que m - .- -- 
i ?' Y m r = g j  

E3 y = - I x - X I  + y  
A i 1 

( 1 )  

Para hal  l a r  las  caordenadas. de F susti tuirnos (1 ) en 

l a  ecuacibn d e  r: 

R x + R  [ ~ ( x - . x )  + y  + C = O  
i i 1 



luego p 
a2+ 

La d i s t a n c i a  d e l  punto P al punto P es la d I P i v r ) ,  
i 



rEJernplo 6 f 

En el bl3NP calcula la altura relativa a1 lado  M).l sf srrs 

*rtices son: MC 4; -21, MC -8; 73 y PC 2; 73 

Resal uc i bn 

Hallar la altura pedida no es mas que calcular la dis-- 

tancia d e l  vdrtice P a la recta que cont i ene  a l  l a d o  M I .  

Pendiente d e  Xa recta  MN: 

Ecuacidn de la rec ta  MN: 

C A l r u l o  d e  l a  al tura  pedida:  

Re~pucsta: La altura relativa al l ada  KÑ' es de 6 U .  m 
Ejercicios ( c p i  qraf e 2) 

1. Halla la p e n d i e n t e  y ~1 punto de interseccidn can el 
mje " y "  de la recta cuya e c u a c i h  es: 

a) y * -  2 8 b )  3 x - 2 y - 5 Z O  
3 3 " + -  

~ ) 5 x * 2 y + 4 = 0  d )  2 x + 5 y - Q  

e ) x i - f l y + 2 = o  4) bx - 7/gy - 9 O 

2. h k i r m i n a  una eruacíh de la rec ta  que contiene aS. pun- 

ta Po y tlenc pendiente m sí: 

a) Pot3 ; 2 )  , m = 4 b)  PeC-5 ; 2 )  , m = -3 



t4alla la ecua~-~br i  d e  ]La recta de pendiente y que i r t -  

tercepta al eJ@ x en el punta  de abscisa -C. 

Halla la ~ r u a c i d n  de la recta que pasa pur el punto 

A ( - 4 ' ;  -31 y tiene un ángulo de lnclinarihn $ de: 

a) 3a0 b )  4 5 O  C )  6a0 d) 90O E) 1 ~ 0 ~  

D e t e r m i n a  l a s  ecuarianes de los ejes coardenadus. 

D e t e r m i n a  una ecuarlbn de la r e c t a  de p e n d i e n t e  m - -3 
que t iene el m i s m o  punto de intersecclbn con el e j e  y 

que la recta Sx - 3 y  - 6 = 0. 

D e t e r m i n a  Pos puntos  d e  i n t e r s e c c i á n  d e  los siguientes 

Fiares d e  rectas; 

a) S x  - 3 y - 1 = U  ; 4 x - S y + 5 2 = O  
3 b ) 3 ~ - Z y t b = U  ; y = x - 7  
2 

C )  2 x + 3 y = 1  j # x + - 1 l y - 4 = 0  

d )  x + T y = O  ; I 5 x  - S y = O  

e) 2 x  - Sy + '7 - O ; 4 x  - 3 y  = 1  

f )  x - 4 y a  1 3 = O  ; 3 x = 2 y - 9  

Dada la rec ta  5 x  + 3y - 5 = O determina la pendiente de 

la recta: 

a) paralela a la r e c t a  dada,  

b )  parperidlcul  a r  a l a  recta dada. 

10. Sea la recta Zx - 3y + 5 = 9, halla la ecuacidn de la  

recta que pasa por e1 punto M ( 4 ; - 5 )  y es: 

a) p a r a l e l a .  a l a  recta d a d a ,  

b l  perpendicu lar  a Ia rec ta  dada. 

11. Para qu& va la r  de a las rectas 

y = a o c + 3  y y = - 3 x + 2  

son par al el as? 

12. ¿ Para qu& v a l o r  d e  a l a s  rectas 

y = a x - 1  y y = 5 x + 3  



16. Mine~tra que la i-el;j.cidn de pir .pi ic . idrcularidaci  cinl-i'r J.AS 

rpr tar ;  A x  i- B y  + E  - - O  y A*:< + f i y  + (: - C> 'd? 
i i i L i: 2 

puede  cscr- i b i  r coma kIRZ 4- E3 Ei = O,, 
i 2 

. .J) iI Ec1:7) 20- Dado el triAn-p!nau cuyos v 6 r t . i c e 5  i;on DI-Tim-. '  

Y F ( 5 ; l ) :  



Iial 1 a l as r t s r i r  denactas d e  sus v&i - t  1 ces .  

Lns vf;rtar-es de un triPngula son loa puntos A ( - 5 ; 2 ) ,  

D ( 5 ; b i  y C I  t ;-21. Halla la ecuacibn d e  la r e c t a  que 

lr,il;a pciv ~ ' 1  p ~ i i t ~  medio da E y e5 perpendicular  a l a  

mpar ar:,,r I el ~t i v a  a e5t.e l a d a  y el Angulo qut. f arma c o n  

t . 1  ~ ~ i i o  7;G. 

Urja rtn.1: 1.a c i ~  pendiei'ite -2 paza  par  el punta (2; 71 y 

por 1 Tic,  ( ~ ~ ~ l l b i l 5  0 y B .  S i  la ordenada de R ri5 3 y la 

. h s c , ~  s~ tJe LJ r i s  ti, ,cual es l a  ahscisa d e  A y cual l a  

orden.16.:~ de B" 

U r i s  r . w r  La.5 ~ - X P  ii:cir. ta r i  formando un Angulo de 4 9 .  Una de  

* ? 1 1 a ~  p a 5 d  por, los puntos ( - 2 ;  11 y ( ? ; ' Y )  y la o t r a  pa- 

sa por el punta  (;5;91 y por el punta CI cuya abscisa 

es -2. Ha1 l a  a ordenada de A. 

Halla l ü  di  i l tanc ia  d e l  punto dado a la recta ind icada:  

b )  8(3;1) , 6% - By 5 = O 

C )  c : I O ; f )  , X - Sy + 3 = O 

d )  D ( ? ; l i  , y - J x  + 7 

Ilal i . 3  1 ,A a l t u r a  r e l a t i v a  al l a d o  Afi dt31 tr-ilrigulo cu- 

y u s  v S r - t l c e 5  son: A ( 4 ; - 2 1  , 8 ( 1 ; 4 )  y C t - 2 ; O l .  

1-ia'Lia lar; distancias arrtre las rec tas  4 x  - 3 y  + 25 0 Y 

Ox - &y -6 25 - 0. 
La base de un t r i i n q u l o  estB contenida en la recta que 

p a r a  par los puritos (-3; 1) y (5;-1). L Cudl es la d i s -  

tancia riel tercer vartlte Ib; 3) a la base ? 

Halla el Area del triangulo cuyos v 0 r t i c a í  son l n s  p W  

tos  ( 3 ; s )  , (-2;4) y (-3;-1) 

C.as ticuaclones de 10s ladas de un tr iangulo  aun res' 

per t:ivament.i- 5 x  + 5 y  - 16 = O x - y - O y 
-- 
A): J. y + 4 E O. Halla la d i s t a n c i a  de tdda vertirre al  

1 adri opuestn, y la amplitud de 106 Angulas  interiores+ 
' 2 E l  s r e a  t l ~  un trikngula ea A = 15 u , do.; d e  sus v&rtC 

cerr son Los puntos; A(- 1 ;- 3)  y 8 ( 5 ; 0 )  y el tercer vBr- 



ial; ccníir d c v i a d a ~  d e  C. 

37.' ,. Li35 pciit .t~ci  C i i l j - 1 )  , B i s ;  l i  y 611;5) snrr r c  de 

ctn t i r - i A r i q ! - ~ l  u. 

a) Clasifica d ~ c h o  t r i A ~ g u l u  s e q i i n  la longitud de sus 

i adoil . ,  , . 

t-I) C a i c u i a  ru brea, ver- f  1nefrr-~1 y d n g u l u ~  interiores. 

cl Calcui a las conrdenadas da1 clrruncerrtra ,  d r l  a r t a -  

~ ~ ! . r t r n  y d e l  bari reniir-o. 

d )  Prueba !_?M? el c i r ~ u n r r n t r - o ,  el a r - t u ~ e n t r u  y el ba- 

r l  ct2iii:r-n es.t&ri 5 a h r " ~  una rniwrtli rec ta  crecta de EIJ- 

J e i . 3  . 
* 

33. Un p u n t o  se riiueve de t a l  m a r i e r - a  que ';u distancia al 

eje y d i s m i n u i d a  e11 5 PS s i ~ m p ~ ~ - e  igual al doble d e  s u  

d i s t a n c i a  al e j e  x .  Halla 1a ecuaribri de su lugar- gen- 

rn&ti-.ico \/ haz  su interpr,'etaclói-i g r A f  íca. 

34. Un punto 5e mueve d e  t.al rn2mer.a que su  distancia al 

eje x e5 siempre igual a su  distancia al puiito A ( 6 ; 4 ) .  

Halla la ecuaribn de su  lugar geom&trir_n. 

35. Un punta se mueve de t a l  manera que s u  d is tanc ia  al 

punto 8t2;4) es si~rnrpt-e i gua l  a r , t ~  d i s t a n c i a  al eje x 

disminuida en 3. Halla la eruacibn de su lugar geomk- 

t r i c o .  



ronncer su sentido que puede ser positivo I s i  coincide con 

EL d e l  eje) u negat iva  (si es opuesto al d e l  eje). 

Fig- 2.19 

R s i  pues, un vectar  2 en un plano coordsnado esta detar 

ntiriado camp1.1ltamente p o r  dos números a y ay que son las  
X 

flitiduXoa de sus componentes en la dirección de los ejes pro 

vistas de siqna p o s i t i v a  o negativo según tengan estas 

campnnerites cl. sentida de l  semieje p a s i t i v o  o negatkvo. 

Esrr-ibimns 8 c á  ;a 3 y le llamamos a a y ay coordenadaS 
x Y 

d e l  vector. 

1x1 antes planteado signiflrd, en par t icu lar ,  que do5 

vectwrss snri iguales si y solo 5 2  tienen igurrlas; calcrsdem- 

E l  vectnr opuesto al vsctor % (punto 38 d e l  Memento) se 

denota  -: y tiene por coordenadas (-a ;-a ) . E l  vector de 
r Y 

coordenadas 610:0) es el vectar nula .  

a3 DsPtermi ria 1 es coordenadas de un vactor 2, s i  (2 [ @ r  

-P 
a) a -  la[ ras 8 = 6,3 cas 1 1 0 ~ =  6,3(-0,3420) = -2,15 

3 
a - la1 sen 8 = &,3  sen 110O= b,3(0,9397) = 5,92 

Y 3 
lu~igct aI--2,15 ; 5,921 

+ -b -b b l  Comn a + a = a + + 
y ax,  ay son ortogonales, el t r i B n g U +  

x Y 
lu determinada por ~ 1 1 0 s  es r e c t h g u l o  ( f  ig. 2-20) 9 

l uega: 



ronncer su sentido que puede ser p o s i t i v o  Ici coincide con 

el del e j e )  u negat ivo  I s i  es opuesta al d e l  eje). 

F i g -  2.19 

R s i  pues, un vectar  2 en un plano  coordenada esta detar 

ntiriado carnpl~tamente p o r  dos números a y ay que son l n s  
X 

fliCiduXos de su5 rompanente-. e n  Xa dirección de los ejes pro 

v i 5 t a s  de s i g n o  p o s i t i v a  o negativo ~ e g ú n  tengan estas 

rompanerite5 ti1 sentida del s e m i  ~ j e  p a s i t i v o  o negativa. 
3 

Esrr ibimos a C a  ;a 3 y le llamamos a a* y ay  coordenada^ 
x Y 

d e l  vector. 

1x1 a n t e s  planteado signif lcrd, en par t icu lar ,  que do5 

vectorss snri iguales si y solo si tienen iguales; coerdena- 

E l  vectnr opuesto al vector 2 (punto 38 del Memento)  se 

denota -S y t i e n e  por coordenadas (-a ;-a ) . E l  vector de 
Y 

caor.drinad.as 6 1 0 ~ 0 )  es el vectar nula .  

619 D s P t ~ ~ n i  ria 1 as coordenadas de un vsctor 2, si (2 [ f% 



0 e5 un Angulo d e l  IV rua- 

drant-E, entonce::: 



que FCS;l3;  

d S  l a s  coordenadas de l  extrenw d e l  vectar E&4; -7) sabien- 

do que M 4; 93. 

KesoZmci6n 

a) Como conoces l a s  coordenadas de los ~ x t r e m n r ;  de1 vectix- 
I 

e n t o n c e s :  

C )  Como se muestra en la figura 2.21 l a s  coorderiadas d e  un 

ver tor  se ca lculan  restando a  l a s  c o o r d e n a d a s  

m 0  las d91 origen. 

a = + - e  a : = + - e  
X l i  Y 2 2  

6 = 2 - P  -3 - - 1 -- e 
i 2 

ri = -4 e = 4  
2 

Luego el or igen E t i ~ n e  coordenadas (-4 : 4)- 

d )  a - 
g* a = h -  

X y z . g ,  
4 = h -  4 - 7 = h - 9  

2 

hs== 8 h = 2  
2 

Luego el e x t r e m o  H tiene coordenadas (El ; 2). 

AX representar los yectores e n  un s i s t p m a  d e  

d a s ,  se puede escoger- como origen, al n r i g e n  d e  

d e l  e x t r e _  

coor d ena- 

das; un vector  c o m a  e ~ t e  recibe el nombre de vector de 

posicián d e l  punto e x t r e m o  del vector .  
' . : 1 Ejemplo 3 1 

Dados los puntos AC 3; 43 , BC.-5; 23 , CC -3; -33 y aC 6: - 8 3  : 

a3 ReprenBnt.alos en n i k t e m  de coordenadas y traza 5~ 

vectares de pas i  cibn. 

b3 .¿Cudles son l a s  coordenadas de dichos vectores? 

R ~ l ; r i l  uc i ón  

en l a  f i g u r a  2.22. 



l 

F i q .  2.22 

b)  a (3 ;41  , $1-5;2) , S ( - 3 ; - 3 )  , a1á;-2)  

Observa que las coordenadas de estos vectares de posi- 

cidn son a su vez las  coordenadas de los puntos a, B ,  

C y D. 

En general, las  coordenadas de un v e r t o r  de posici6n a 
tuinciden con las coordenadas de R .  

En resumen: 

Dado un s i s t e m a  de coordenadas, cada vector 2 bstA 
3 

determinada por su5 coordenadas a [ax;  a > can: 
Y 

"+ -? 
a = (a l  cos 8 . ; a = l a (  sen 8 

X Y 
dande 9 ea A n q u l ~  que forma el vector  con el se- 
miel@ ' x "  p o s i t i v a .  

Re~iprpcarnente: + si se canaten aX y a , a se determina: 
Y 

, E <x. ;yB ), entonces Ei3 <xn- xA;  ym- y* ) 



Sean 4 t a  -a  1 y 61b ; b  1 
x '  Y x Y 

a) Obtenyama- ,  l a  suma 

; - ; + g  

( v e r  punto 39 del M e m e n t ~ )  

en un s i s t e m a  de coordena- 

3 
luego el wzctur s = 2 i tiene cctordonadas Ia + b ;a -r-b 1 

x X Y Y  

"+ 
bl  Camn canocss la diferencia a - 6 = 2 + C-6) (punta 40 

d r ~ l  Menien to )  , lciago si bi ~b - b  ) su  cipu~isto tiene ~onr'dena- 
x *  Y 

d a s  I-b ;-b ) y se tiene que: 
x Y 

F i g .  2.24 

.i -t 
Sean h E IR y c = X a  

En la figura 2.24 tenemos 

de semejinza h, luego 

por tanto-. - 





do por una fuerza para  mover un cuerpo utilizas la mpre- 

donde ( F (  es e1 rnddula de Ia Cuerza aplicada al rum-po, 

1; 1 cs el flLSdu10 del dec;plazaniiento y B es el Angula f or- 

mado por I a  .Fuerza y la dirercidn d e l  desplazamiento (g).  
Teniendo  en cuenta que la fuerza y el desplazamiento  

son vectores vemos q u e  para calcular el t raba jo  se reali- 1 
+a una operacibn entre vectores cuya  resultad^ e5 un nt3me- 

ro real (escalar)  y que se denomina producto escalar e n t r e  

105 vectares dados. 

En general si y son v e e t o r ~ s  se t iene que: 
) -r 

a 2 = [a(lGl Co5 &,& 
E l  producto escalar tambikn SE puede calrular mediante 

F i g .  2.25 





paral el ismo y la perpcndirularldad entre las direcciones 

IIFirriipfrri.' ---- 
Sean las puntos AC -1 : -21, BC6; -61, CCS; 23. M: -2; 81 los 

v&rt+ices de un cuadrilátero tomadas en ese orden. 

a3 Prueba que sus diagonales son perpendiculares y desi- 

guales. 

bl Prneba que sus l ados  son i g u a l e s  y paralelos. 

CI  LQU& tipo de cnadr i lAter -o  es? 

r ~ b  Para probar  que san pcrpendirulares basta ron calcular 

~1 prwducta  escala^ de 10s v ~ c t o r e s  que ellas determinan. 

Sean 2 = K?: (6;4) y = a: [-B;121, 

luego 2 + 6 = 41-8) + 4 . 12 = -48 c 48 = O 

por t a n t u  2 L 6.  
La di5tancia entre dos puntosi es tambi4n el hdulo del 

vector  que estos determinan, luego tenemos que: 

dC0,Ci  = 121 =d-=-&- 

luego d C A , C )  S d ( B , D I  , 
por l u  que l a s  diagonales son perpendiculares y desiguales' 

Par-a [ir-ohar- . que son paral elos ralculemas 

las  courderiadac de Las vertores que determinan su5 la- 

d~16i: ; - ~$(7;-.41 , a = BCC-I;BI . S = Cdl-7;4), 
.- "3 

~ t :  !. ? ; F!) ; de donde  tenemos que: 

c -. A; = - 1 ,  l,,,, q l e  lq = 

d - x:{ con x r- 1,  ruego a l  l ?  Y 131 = ( # I ,  
Para probar que 10s  cuatro lados son iguales basta 



par  10 que sus l a d o s  son paral el os dos a dos e r grial r5.  

cl E l  ~~~~~~~~~~~~a es un r o m b o  por tener. sus cuakr-.o l a d o s  

i g u a l e s  y parale los  dos a d a s  y ,  ademas, SLIS diagork~lei ,  

son parperidi c u l  ares. m 
E je rc ic ias  (ep ígrafe  3 )  

l .  Determina l a s  ruordenadas de lo5 vectinres que t ieni ir i  rip 

m o  origen y ~ x t r e m o  rrspect lvamcnte l a s  puntos s i q u i e n -  

tes. Repr*es&ntalus en un sistema de cnardenadas. 

Su e x t r e m a  se encuentra en el punto: 

a) 6 1 6 ; ~ )  b l  86-6;5) C) c(-i;-s) 



e >  la1 = b .71  con e = 41.70 y 121 = ZG n 8 . =  b5,3* 

p e r p e n d i c u l a r  a 61 &uAl es la ordenada del vector g? 
14. Se da el vertor  ¡?(4;-7). Halla Las, coordenadas de cuaL 



* 
15. Dado el vector $(E;-41. Halla l a s  coordenadas d e  los 

vectnres que son perps?ndicularec a 81, y ademAs, tie- 

nen hdulo l .  

lb. Huestra que lo6 puntos (0;-1) , (5; 21, (0; 1) y (-3; -2) 

son vdrt ices d e  un paralelogramo: 

17. Verifica que los cuatra puntas  A ( 3 ; - l ) ,  8(3;2), C ( 1 ; T )  

y D(-I;-l) s m n  v&rtices d e  un trapecio. 

18. Dadas l o s  v8rtftes d e  un cuadrilAtero A t - 1 ; 2 ) ,  
i 

0 i l ; -  ;), C(4;T) Y D11;4), muestra que sus díagonales 

E y E son perpendiculareci. 

19. Se dan las vectores ;tí! ; 1) y g t l  ; - 3 ) .  H a l l a  el ve& 
+ -f 

imr 2 que satisface: 2 2 = - 5 y c * b = - 1 3 .  

20. Comprueba que el aiuadril8ttzra ClBCD es un cuadrado si: 

CIIZ~Z) , B I S ; - 1 )  , C(8:Z)  y D(5;5). 

21. Muestra que el trikngulo cuyas v&rticeic son los  pun- 

t o ~  Ñ(2;-3) . B(5;-2) y C ( 4 ;  1) es rectAngulo. Halla l a  

longitud de la mediana relativa a l a  hipotenusa. 

22. Halla e1 mbdula de l a  suma y la d i +  erencia de 10% vec- 

torcs $13;-5) y h - l ; l L  

23. 81 A [ - 3 ; i ) .  , ~ 1 0 3 2 )  y C I - I ; ~ )  san tres vertices suce- 

sivos de un paraLelogramo: 

a) halla las coordenadas del cuarto vdrtice CD), 

b)  hall a el dngul a formado por sus d i  aganal es É@ y e. 
24- h d o s  lar, vbrt ices de un cuadrilAtero A ( - i ; - 2 ) ,  B I C ; ; l ) ,  

C ( 7 ; - 2 )  y DI3;-31, comprueba que ES un rombo. 

k. Prueba que: f b = 
Z 

[p + $1.- l q z  - l q z ]  . 
26m Calcula el trabajo realizada por la fuerza ( 5  ; -2)  v 

Halla La ecurcidn d e l  lugar ghm*ltrlcr> de un punto que 

mueve en e l  plano do tal manera que se cmtserva 

m i @ ~ r ~  aquidistenta de las puntas M ( - 1 : 3 )  Y N ( 2 ; b ) -  

as' 1, m u x i b n  d e l  lugar geoinetrico de los puntas 

Plano cuya distancie  al punta (3;21 es siempre 



i g u a l  a 5. 

k l a l 1 . a  1.a eruacidn d e l  lugar g c o m 8 t r - i r r i  d e  1 . 0 s  puritns 

d e l  p l a n o  t a l e s  qur 1.a s u m a  de l o s  ruadradus de s u 5  

d i s t a n c i a s  a las puntos, R (4; S1 y B (-3: 2 )  es s.r.ernpre 

igual a 58. 

Pr-ueti;l que l u s  puntos  nedius de los lados de un p a r a P ~  

X agrantu determinan uri p a r a l  el oqrania. 

Sean R y B das puntas d e l  p lana  y M el puntn ~ ~ i ~ d i o  de l  

segmento m. Demuestra que para cualquier  punto O d e l  

p l a r m  se c u m p l e :  üh = IUA i fi"fi>. 
2 

Ppiaeba que las  m e d i a r i a s  dii un t r i á r i y u l a  cualquiera RDC: 

sc interseran en un punto 6 t a l  que se cumple: 

a )  G d i v i d e  a rada medrana eri la rardn 2 : 1, cantando 

d e s d e  el v & r t i c e  de1 tridngulo. 

b) Para cualquier- punto O del plano  se tiene: 

D I ? = $ < o i \ + r n + & ~  
c, G A + G B + ü l j = a .  

4. Ecuacidn paramótrica de le r e r t a  en el p i a n o  

La ecuaciCm d e  Xa rerta  que hemos estudiada r e l a c i o r i a  

la5 cnordenadas ~ a r t e s i a n a c  de un punta variable, par esa 

SE? l i a n a  eruaribr, cartesiana d e  l a  recta.  fJ veces e5 

canveni ente ~ s c r  k bi r ecuaci ones en 1 as que aparezcari 

bles que na representen caardenadas. 

Teorema 1 

-b 3 -t La ecuaribn r = r + ta representa una r e r t a  
O 

que pasa por el punto de vectar  de pasicidri  

-* r 6-5 al vectur d e  posicibn d e  un punta P de la r ec ta  si y 
-R -* + soln si r .- r es parale lo  a a, o sea, 

O 

f -. ; = 
a 

que equivale a * - io + t$ , 
a 

3 
En la eruacibn ? := ? s ta se t i ~ n e  que: 

O .+ 
kv r e5 el ver to r  de pu~ician para un punto rual&era 

F 



t: : rs untt vdi- r &le q u e  r-txcw re e?! dorrirriio de los i-iumerus 

~eaLt=s IpctrArn*+-r o). 

3 : v e c t u r  ct, Y - e ~ t  or- d e  I G  r p c l l d .  

Dados los pun. l .css Mr3; 43  y N< -2; ES>, halla una ecuacidn pa- 

r ñ m é t r i c a  de la recta que: 
-f a> pasa p o r  e1 p u n t c i  N y tiene vect.or director aC-1;31, 

b) pasa por- los puntos M y N, 

cJ es para le la  a la recta d e l  i n c i s o  a y pasa par el pun- 

to M. 

a) Coma ccinüceinas u r i  punto b.s la recta y rl vectur direc- 



v e r t u r  MR y cano punto ronocldo uno cual q u l r r a  d e  l o ;  .. 

ronsiderandrs e3 punto N tenernos: 

t) Como las rec tas  deben ser parale las ,  basta tomar 2 a 
+ cualquier v ~ r t o r  p a r a l e l o  a a como v e c t o r  d i r e c t o r  

( f a g .  2.26 c l .  Entonres una ecuacidn parametr ica  de la 

recta pedida ser ia :  

( x ; y )  = (5;4) + t(-1;3) 

Es usual escribir E as ecuariones paramétr-i  ces en +arma 

de un sistema de manera ta l  que a cada coordenada carrec- 

poisde una ecuacidn. Fara el raso de l a  recta resulta: 

que es cqui  valente  al sistema 

%a la recta r que pasa por el punto M C 4 ; 6 )  con rector 
4 director aC5;-3). 

a) Calcula l a s  coordenadas de l o s  puntos de r que corres' 

ponden a las  valores d e l  yarambtro t = 1 y t = -2. 

b3 1 nvesti ga si r contiene 1 os puntos AC -1 ; 93 y BC 2; 3). 

~1 Escribe una ecuacidri paraetr ica  de l a  recta p perpen' 

dicular a' r en el punto M. 

R e 5 0 l  ucibn 
. x = 4 + 5 t  

Una ecuacr6n de la recta r ser1 a: 1 U P ~ O ;  
y = h -- 3t 

a) para  t = 1 

para t = -2 



b)  Si r c o n t i e n e  al  puntn A ( - 1 ; 9 )  debe cumplirse que: 

-1 = 4 + Lit < 1 1  

g = 3t 12) 

De í f abtenamas: t = -1 que, como se comprueba a1 sus- 

tituir, es una solucibn de (2). es decir, t = 1 es una 

s o l u c i b n  d e l  sistema y la recta r contiene al punto  44. 

V e a m o s  sí r contiene a B ( 2 ; 3 ) :  

2 = 4 + 5 t  ( 3  1 

3 = 6 -. 3t (4) 

DE (31 se obtienc t = - g que no es s o l u c i ó n  de ( 4 ) .  

luego el sistema no t i e n e  snlucihn Y l a  recta no 

c o n t i e n e  al  punto B.  
+ + 

E )  SI p i r entonces a L a, puedes  comprobar q u e  si 
P 

8)  Escribe la ecuacián cartesiana de la recta dada por5 la 



( X  = 0) y ralculam~s y : y = S .  

Obtenemos el punto: (0; 2 ) .  

Un vector di rec tor  puede obtenerse directamente de la 
a 

- y se puede escoger a =  -3 ; ecuacibn, pues m = - - - - 
3 a 

X 

+ 
a = 2, o sea, el vectar a (-3; 2) . Una eruaci bn parame-. 

Y 

t r i c a  es: t x ;  y >  = I0;2) + t (-3;2).  
Como se ha visto en e1 inc iso a d e l  ejemplo anterior, 

conocida una ecuacibn param&trica de una rec ta ,  es pasihle 

., determinar una ecuacl6n cartesíana "eliminando" el paráme- 

t r o  en el sistema. E l  ejemplo muestra que tambien se pue- 

den aprovechar las relaciones canocidas para pasar d e  una 

ecuacidn a otra .  

En resumen: 

S1 Ax + By + C = O es la ecuacibn car-tesiana d e  
una recta,  tenemos: . Se busca un punta PQ l x o ;  yo) de ella. 

Se obtiene m despejando y d m = - 
A 
B '  . Un vectar d i rector  es [-B;A>. 

Una ecuacidh paramétrica de esa recta es: 
( x ; y )  = Ix  ; y o )  + tl-B;A) 

O 

1 Ejemplo 4 1 
Determina l o s  puntos de interseccibn de l a s  rectas: 

Al copiar los sistemas hemos diferenciado los 

tras de ambas, pues hay que t raba jar  c m  las des Y neta 

sitamas diferenciarlas. Para ver si hay puntos ~ o m ~ ~ ~ ~  

igualamas las coordenadas. 



Este s i s t e m a  puede escribirse: 

Eliminando ti obtenemos : 2 = 0 , 
luego no hay s m f u c j . ó n .  Las rectas son paralelas y no . 
c m i  n c i  den.  

Tarnbien se llega a la misma conclusibn s i  notamos que 

las vectores directores son parale lns .  
a z - 4 a  y i - 1 ;51  e r- 

2 i i 

fi1 igualar caurdenadas se obtiene el sistema 

t +  2t2 1 
2 

2t - t = -3 * 2 

en el cual se abtiene el valor paradtrico t = - 1, sus- 
i 

tituyendo este en la ecuacidn correspondiente obtenemos 

e1 punto (3; S )  que es el punto de intersecci6n de l a s  

b t a t  Si determinamos al parAmetr-o tZ y Ir, suctituimas en 

la recta  can-espnndiente  !se obtiene el m i s m o  punto. 

campru&bal o. 

Para de te rminar  el punto de intersercibn, necesitamos 



A l  r eso lve r  este  sistema, obtenemos la solucidn ( 0 ;  -3) 

que es el punto de Intersección de dichas recta5 . 
1 Ejemplo 5 1 
üetermina el Angulo entre l a s  rectas 

Resol u r ión  

Como las r e c t a s  estAn dadas por sus ecuaciones param&- 

tricas, podemuc tornar sus vectores directores para  d e t e r  

minar el Anqulw entre ellas, ya que del producto escalar 

-b -# + 3 
Sean a ( 3 ; l )  y a*(-2521 , luego a a =  -6 + 2 = - 4 

i 

EX kngulo entre dos rectas siempre se considera agudo, 

t o m a m n s  el A n g u l ~  en el primer cuadrante, luega: 
3 + 
!aqa 1 = 63,a0 ; por tanto e1 ángulo entre las rectas 

i 

es de 63,4O. 

Ejerricius (epigra+e 4) 

1. Escribe una ecuaci6n paramdtrica de la recta r que pasa 
+ por el punto P y tiene vector d i rector  a. 

O 

c) 4 , 2(3;4) d) f0{zi-5) , + a(- 5 O - 7 1  9 

2. E s c r i b e  una ecuacibn paramétrica de la recta que con- 



3. Escribe una ecuacibn p a r a d t r i c a  de la r e c t a  que con- 

tiene al origen de coordenadas y es bisectriz del p r i -  

m e r  ruadrant@. 

4. Investiga si las ciguientes puntos pertenecen a la rer- 

tn  que rnntiene al punto 1315;--3) y tiene vectar direc- 
+ B 

ttlr a (&;-1 . 
4 

5. Escribe una ecuaribn param&trica para la recta que 
-9 

contiene al punto &1-1;3) can vector d i rector  a(?;-Si.  

Ind ica  atras tres puntos que pertenezcan a dicha recta 

y otros tres vectores directores d e  la m i s m a .  

6. Representa grO+icamente el conjunto de puntos que sa- 
+ -S .+ -+ 

t i s f a c ~ n  la ecuacih ? = r 4 t a  con r (-1;4) y a(2;.-3)  
n O 

para los siguientes intervalos de t - 
a) t = 5  b l  l t 1  C 3 ~ > O ; t < 1  

d) t = -S e) 50 < t < +u, f )  m <  t < 4 

7.  Sea la rec ta  r de ecuacihn: y = -1 - 5t , halla una 

ecuación paramitr ica de la rec ta  que: 

a) cont iene  al punta Mr2; -5)  y es paralela a r, 

b) cr in t i ene  al punto Q(-i ;2)  y es perpendicular a r.  

8. finaliza sl los siguientes pares de r e r t a s  san para le las  



1 0 -  'finaliza la posicicin relativa de Xa recta que pasa parir 
+ 

punto (3; -2) can vector director a - 1 ;  2 , y la que 

contiene a la mediana d e l  triAnqula ABC re la t iva  al 

l a d o  fiC; si Xosi vbrtices d e l  m i s m o  san:  A ( - 1 5 4 )  , 
Bt2;5) y C(3;-2). 

11. Las siguientes ecuaciones representan una recta, e x -  

presa1 as en X a f o r m a  Ax + By + C = 0.  

a) (x;y)  = (-3;s) + t (2;1)  b )  (x;yi = (1;-8l+t(-l;-h) 

12. L a s  siguientes ecuariones representan rectas- Expr&sa- 

l a s  en forma parambtrica. 
I al 3x + 4y + 12 = O b)  x - z y + 3 = 0  

C )  2 x  + 5 y  = O d )  4 x + y = O  

e) x + 2 = Q  f )  y - 4 = 0  * 
13. Sean P un punto del plano de una rircunferencia de "e' 

tro a y radio r, y d = Im(, entonces si B y R son l a s  

~ u n t o r . d r i  interseccibn de una recta que pasa por  P con 
* Z 

ia circunferencia, se cunpie;  JPBI Id = ilz- t- . 
D e m u B s t r a l  o. 

Ejercic ios  del c a p i t u l o  

1. Una recta de pendiente 3 pasa par el punto ( 3 ; 2 ) ;  l a  

abscisa de o t r o  punta de la r e c t a  es 4, halla 5u orde- 

nada, 



2. Una recta pasa por los puntos Mi-2;-S) y NI4;l). Si un 

punto de a b s t i s a  1 0  pertenece a la recta, ¿cual e5 su 

ordenada? 

3. Cornpt-u~ba que la rert.ñ que pasa por losi puntas l4 (1; 1) y 

8 ( 2 ;  -1 1 e5 paralela a la r e c t a  que pasa por los puntos 

C t - 1 ; s )  y D(0; 1) y perpendicular a la recta que pasa 

por Los puntos E(6;2)  y F(0;-1). 

4. Dado el tríbngulo cuyos v&rtices son: A I 2 ; - 1 1 ,  6(4;71 y 

C ( 6 ; - 3 ) .  Halla 

a) una ecuacibn p a r a d t r i c a  del lado m, 
bl una eruacibn paramhtrira de la recta que pasa par A 

y es paralela al lado E, 
c) la eruaciún d e  l a  mediana relatlva al  lado m, 
d) la ecuacidn de la mediatriz del lada , 
el la eruacidn de la altura relativa al lado s. 

5. Halla las ecuaciones de las rectas paralelas a la recta  

3x - 4y - 10 - O que se encuentran a una distancia d e  3 

unidades de ella. 

6*. Dadas las ecuaciones de das lados de un cuadrado 

5 x  + 1Zy - 10 = O , 5 x  + 12y + 29 = O; halla las ecua- 

ciones de lo5 otros das lados, ci el punto M(- 3; 5 )  es- 

ta en un lado d e  este cuadrada. 

7". Se dan las ecuaciones de das lados de un r e c t h ~ u l o  

5 x  + 2 y  - 7 = O , 5 x  + 2 y  - Sb = O y la ecuación de 

una de sus diagonales Sx * 7 y  - 10 = O. Halla la5 ecua 

clones de las otros das lados y de la otra diagonal. 

8- Dados do5 vbrtices de un trianqulo ABC, A(- 21- 3)  y 

B ( 2 ;  1 1  y el punto Nf1;-2) de interseccidn de sus altu- 

ras, ha1 l a  las  ecuaciones de  sus ladas. 

9 m  Dados dos vertices de un trianqula, A<-10;2)  y BI6;4), 

cuyas alturas se cortan e n  el punto N(5;2) ; determina 

las coordenadas d e l  vdr t ice  C, si se encuentra en la 

recta x - 2y -18 = 0. 

los Una recta pasa por el punto P, ri sabemos que C = -UB, 

h a l l a  la eruacíbn d e  la  recta si: 

a) P(-2;&) y ñ + B = 5 b) P(4;10> y C I - B Z 9  



12. 

13. 

14. 

15. 

l b .  



r >  21a;2/3) , g(3;11 y a - = 4 
+ 

d) a1!5;-1) , g[2a;31 y Sa - /3 = 1 

e) Zia;4 )  , g(2a;fi) y a + p = S 

S )  Z~a;31 , G(a;~p) y 7a + 6~ = ií! 

g )  2(4a;2) , G~a;2 (3 )  y a + 0 = 3 

h) 21,; U , 6(1; -/31 y a2+ 02= 32 

17. Dadas l a s  f u e r z a s  ? (3;-4) , e <2;3) y 83(-312) a p l i -  
1 2 

e a d a s  a un punto ,  calcula el trabaja realizada p o r  I a  

r e s u l t a n t e  s i  el p u n t o  de  a p l i c a c i d n  ge d e s p l a z a  d e  

l a  posicibn A ( 5 ; 3 )  a l a  p o s i c l d n  B[S;A) con un m o v i-  

miento rerti l i n e o .  

18. Se dan 10s  v & r t l r e s  d e  un t r iAngu10  A ( 3 ; 2 1  , B ( 5 ;  1) y 

c (3; -21 . C a l c u l a :  

a) el ángulo 0, 

b )  el Angulo e x t e r i o r  de v b r t i c e  A. 
3 

19*. Sean tres vectores a, d y de módulos a, b y c res- 
+ + + 

p e r t i v a m e n t e  y a = r tg;c), f i  = 1 (a;f), y = L 1a;8). 
Prueba que el mdduln 5 de la suma de 105 tres v e e t a -  

res está dado p o r  l a  fórmula 

sZ= a+ b2+ c2+ 2bc cos a + 2ac cos (3 + 2ab cos y 

20. H a 1  1  a l a  e c u a c i b n  del l u g a r  geam&tricCI de un p u n t o  que 

=e mueve e n  el p l a n o  de  t a l  manera que l a  razdn de sur 

d i s t a n c i a s  a les p u n t o s  A 1 2 ; 5 1  y Bí-1;s) es s i @ m p r @  

i g u a l  a 1. 

21. H a l l a  la ecuacidn del lugar geom&trira de 10s p u n t o s  

tales que l a  diferencia de las cuadradas d e  s u s  d i s t a n  

c ias  a los p u n t o s  ( 2 ;  1) y ( - 3 ; 4 )  es siempre igual a 3. 

22- Halla el p i e  d e  la p e r p e n d i c u l a r  bajada desde el punto 

(-1;2) a la recta 3 x  - 5 y  - 21 = O . 
239 Hal la  l a  p r a y e c r i b n  del  p u n t o  Pí-1; 10) sabre l a  recta 

determinada p o r  10s puntos ñ(2;-3) y 8[+;1)- 

2qm ksde el punto  (2;-3) se t r a z a  una p e r p e n d i c u l a r  a la 

recta 3 x  - 4~ + = 0. fi  qud d i s t a n c i a  50 h a l l a  di- 

cha p e r p e n d i c u l a r  da1 p u n t o  <&;El)? 



25. Hal la  la ecuación de la recta, si el punta P(2;3) es 

e l  p i e  de I d  perpendicular bajada d e l  arigen de coor- 

denadas a esta rec ta .  D e t e r m i n a  la d ~ s t a n c i a  d e l  ari- 

gen de coordenadas a dicha recta. 

26. El  punta (4;s) es un vértic~ d e  un cuadrado y l a  rec ta  

2 x  + y + 4 = O contiene uno de sus l a d o s .  Halla el 

Area de dicho cuadrado. 
* 

27. Dadas las  ecuacianes de dos lados de un cuadrado y una 

de su5 v&rtices, halla las  eruaciones de las  ot ros  dos 

lados de este cuadrada, 

4x - 3 y  + 3 = O , 4% - 3y - 17 = O , A(Z;-3) 

28. Un punto P se mueve de t a l  manera que su distancia al 

punto A < - 1 ; 5 )  es dos veces l e  d i s t a n c i a  d e  P a la rec- 

ta x - y + 1 = O. Halla l a  ecuacidn de s u  lugar g@om&- 

t r i c o .  

29*. D a d a c  las ecuacianes de dos ladas de un paralelagrama: 

Ex + 3y + 1 = O , 2x + y - 1 = 0 y l a  ecurtcibn de tina 

de su5 diagonales, 3x + Zy + 3 = O ; determina las cg 

ordenadas d e  sus  vert ices. 

30. Dos de los lados de un paralelogramo t ienen por ecua- 

ciones x - 3y + 13 = O y 3x - 2y  + 4 = O respectiva- 

m e n t e  y uno de sus vArtices es el punta I - 3 ; X ) .  Halla: 

a) l a r  coordenadas de las  vbr t i ces  que faltan,  

b)  las l o n g i t u d e s  d e  sus d i a g n n a l e s ,  

cl sus Angulos in te r io res .  

Halla la pasicidn re la t iva  de las siguientes rectas 

con la mediatris d e l  segmento que une los puntos 

A (-2; 31 y B ( 4 ;  -5). En c a s o  d e  que se c o r t e n  h a l l  a el 

punto de interseccidn y s i  son para le las la d i s t a n c i a  

e n t r e  l a s  m í s m a k .  

a) 4x - 2 y  - i l  = O  b )  3 x  - 4y + 13 = O 

Los ladas de un tri Angulo se dan por sus ecuacinnes: 

~ 4 ~ - Y - 7 = 0 , ~ + 3 y - 3 1 = ~ , ~ + 5 y - 7 = ~ -  

Hal la  el punta de interseccibn de sus a l tu ras -  

Las l ados  de un t r iAngulo est&n en las  rectas cuyaS 

ecuaclnnes son: x 4 5 y  - 7 = Q , 3 x  - 2 y  -4 = 0 Y 



7 x  + y + 19 = O. Calcula su brea. 

34. Halla el c ~ n t r o  y el r a d i o  d e  l a  c i c u n d e r e n c i a  i n s -  

crita en el tr-iAngulo cuyos v&rticec son: 

35. Demuestra que en todo triAngulo rectz%ngulo la mediana 

r ~ i l a t i v a  a la hipater~usa es igual a la m i t a d  de la hi- 

patenusa. 

36. Demuestra la ley de los cosenas. 

37. Demuestra que en una c i r c u n f e r e n c i a ,  todo Angulo I n s -  

c r á t o  en un d i A m e t r - o  es recto.  C T e o r e m  de Thales) 

38. Demuestra que e n  t o d o  triAngulo rectangula l a  al tura  

r e l a t i v a  a la hipatsnui ia  es media p rop~rcional e n t r e  

l o s  segmentos en que divide a la hipotenusa. CTeorema 

de l a s  al .twas3 

3T. D e m u e s t r a  q u ~  en todo trisngula rectangulo cada cateto 

es media proporcional ent re  la h i p o t e n u s a  y su proyec- 

c l ó n  sobre e l l a .  CTearew de l o s  catetús3 

40. Demuestra que la suma d e  las cuadrados de las diaqona- 

les de ura par-alelogramo es igual al  duplo d e  la suma 

d e  lo?, cuadradas; d e  BUS l adas. 

41. En una ciudad con ral les  p e r p e n d i c u l a r e s  (f íg. 2 -27) ,  

un grupa d e  2'- 32 personas 5a- u 

le de un punta &-  La mitad  se 

dir ige  a l  narte y l a  otra m i -  

tad al este; en cada esquina 

ocurre una div iskdn anAloga 

(mitad al norte y mitad al 
A 

este) durante  5 cuadras .  Fig. 2.27 

al Encuentra la etiuacíhn de un lugar qeom&trica cono- 

c i d o  5abre el que se encuentran las  32 personas. 

b) I n d i c a  las coardenadar ( c o n  referencia a l  punto fl) 

de l o s  puntos donde estAn las 32 personas- ¿,Cuantas 

hay en cada punto? 



SOBRE LA HISTORIA DE LAS SECCIONES CÓNICAS 

Las curvas qlle se nhtienen a l  in t -ersecar , .  r.kn cunu circu- 

Zar r e c t o  con un plar iu  C.-jecclnntis cdnicas), et-an ya cono-- 

cidas. por 105- ant kguos q r - i  egos. Por p r i m e r a  vez 1 as estu- 

d i d ,  sistemAticament~ M e n a e r m a ,  matemStica griega, alumna 

de P l a t ó n  q i w  vivib en el s i g l n  XV a .n .e . .  Menaecmo estu- 

d i ó  estas curvas como un medio p a r a  resalver el p r ~ b l e m a  

de l a  d u p l i c a c i d n  d e l  cubo*, y las obtenla interserando un 

cono circular r e c t o  con uri p l a n a  perpendicular  a una gene- 

ratrir: 

s i  el A n g u l a  e n  el v&rtice d e l  cono es agudo 

se ohtiene una e l i p s e ,  si es recto una par&- 

b a l a  y si  es obtuso, una h i p & r b o l a .  

EL estudiu mas completn d e  l a s  secrianes c h i c a s  en l a  

antiqcra G r e c i a ,  t a n  completo que 50l0 ha s i d o  superado en 

los tiempos moderrios, e5 debxdo a Apalnnio d e  Perga, quien 

ensef'id e n  Al e ~ a n d r - í  a y eii PBr gamo en La segunda m i t a d  d e l  

s i g l a  111 a . n . e .  y es r o n s i d e r a d o  e1 segundo m a t e m á t i c o  de 

la anti giledad, despuGs de Cl r -qu i  medes. 

ApuLanin ii-itraclirre en el es tud ir i  dp las cbnicas una 

novacidn f ui3damental: r io concldrira cada tipo de cánica co- 

rno p r o c e d e n t e  de la interseccihn d e  un plano con un cono 

de di+er-ente ahe r t i i r a ,  5inn que las obt iene  todas de un 

m i s m o  tuno, liacitrndo variar- la inclinacidn del plaria tal Y 

L D m D  5rJ hace eri t x l  cipiqra.Fe 5 d e  este cap1 t i . . l l  a. 

Como se mtincionh en la natra hxstt5rica d e l  capitcrP0 2 i  

al estudi .ar  l a s  cibnicai;, Gpnlnnia lo hace d e  manera que 

"- -. ,- .- 
1 '  E8t8 p r o b l e m a ,  ccirioc.i.do t a r n b i e n  como eL p r o b l e m a  *' 
Dolos, c - a r i s i u t i u  e n  e n c o n t r u i .  La a r i s t a  d e  u n  c u b o  

v o L u m e n  f u e r a  e l  d o b l a  deL q u e  e e  u t t l i z a b a  c o m a  a l . t . U r  

L a  c i u d a d  d a   alo os. ~ a n a m c r n u  ut i l  ~ z b ,  p a r a  s u  r e ~ o ~ u ~ ' ' ~ '  

c L o n e 6  
x Z :  ay e y 2 =  a a x  

3 
d o n d e  x o s  la c i r ~ s t c l  d e  u n  c u b o  d e  v o l u n i e n  2ci . 



le puede ~ons ide ra r  un precurrior de 1.a G e o m e t r i a  Clnaliti- 

Ca, ya que u t i l i z a  una especie de coordenadas: e l  diámetra  

se usa como nuestra eje " x "  y l a  perpendicular en el v&r- 

t i c e  como nuestro eje "y". Para caracter izar las  curvas &l 

utiliza un equivalente qeoniiétrica de nuestras eruacionec, 

en tbrminas de lo que se conoce como algebra geowtricn y 

que juega e l  m i s m o  papel que el Algebra en nuestra Geome- 

t r í a  Rnal i t ica.  

Las propiedades a las que se hacen re+erencia en el 

p A r r a f o  anter ior,  S M ~  las que nosotros expre5aremos me- 
2 2 2 

d i a n t e  la ecuacibn y = 4px - (1 - e 1 x , que significa 

que el A r e a  del cuadrado e o n s t r u i d ~  sobre l a  ordenada es 

igual, menar o mayor que e l  Arca del  rectangulo de base x 

y a l tura  4p. De esta propiedad derivb Apoionio las n o m-  

brms, pues parabola en griega viene a s i g n i f i c a r  que e l  

Brea  es igual  te=l). el ipse que hay un defecto (e<l)  e hi-  

p e b o l a  que hay un exceso le>l1- 

A 1  considerar la obra de Apolonio y su u t i l i z a c i b n  d e l  

-todo de coordenadas, na se debe o lv idar  que para 83. 105 

S ls t~mas de coordenadas eran inseparables de las curvas 

Cmcrctas, que n o  introduce caardenadas para tados los 

PUnto5 del plano y que no  reduce el problema qea&tr ico a 

otro algebrairo, pues nri disponía de una teoria algebraicñ 

suficientemente desarrollada. Esta serla obra de Descartes 

Y Fermat como ya l e i s t e  en la nota h i s t ó r i c a  d e l  cap1 tulo 

i n te r io r  . 
aespu&s de l a  abra de Apolonio, e l  s iguiente paso de 

*vame en la t ea r ia  de l a s  secciones cánicas ser-A dado 

Cuanda Fermat aplique 105 m&todo'i de la Geametri a anal1 ti- 

'a Y obtenga l a s  ecuaciones reducidas de l a ~  cbnicas. A 

Partir da ese m o m e n t o  se abandona el estudio de l a s  cbni- 

como curvas en el espacia y se les considera como luga 

'4e-k) cus planos, t a l  roma se hare en e1 cap1 t u l o  

que cumienzas a estudiar . 
Sin embarga, en 10s trabajos de Fermat habia m u y  poco 

no Cuera una traducr idn de l o s  t-esul tadosi de Rpolanio 



al lenguaje del blgebra. Una via cualitativamente nueva sr 

abrid c o n  los k r a b a ~ a s  de J - D e s a r g u ~ ~  (1595-1h621 y 81as 

Pascal (1623-lh621, que,cansiderarnn las ~lecc iunes  cónica.; 

como "prayecríanes" centrales de una circun+erenria, con 

lo que sentaron I . a s  bases de la Geometri a Fr-ayectiva e i R.?.. 

ciaron un capítulo nuevo en la T e o r i a  de las s e c c i i o n e i  c6- 

n i c a s  con el estudio de sus propiedades proyect ivas ,  que 

7uera de los objetivos de este libra. 

Para terminar debemos senalar que las cbnlcas Idescu- 

biertas en el s i g l o  I V  a.n.e.) canciti'tuyeri el modelo m a t e -  

matico para d e s c r i b i r  el movámlenta de las p l a n e t a s  de 

acuerdo a las  l e y e s  deccubñertas por Johanrr KepPer 11571- 

1630) y que Nentan fundamenta: las planetas se mueven er! 

drbitas elípticas con el sol e n  uno de sus focas. 



CI RCUNFEKENCI A 

CURVAS DE SEGUNDO GRADO. SECCI UNES CÓNI CAS 

de roordei-lada.,, se puede  asociar una  eruac i ln  a un ob.jetu 

TAP~TULI? 

3 

geom&tricn cnnurido: la l l n c a  rec ta .  En el presente e p i  - 

qra7e est:udj aremnc;. camo hacer corresponder  una ecuacr hn, 

la circunferencia Ipunto 37 d e l  M e m e n t o ) .  

Teorema 1 

La c i r ~ u n 6 e r e n c i a  de c ~ ~ t r o  Oih; kS y r a d i o  r 
t iene ecuaci 6 n :  

Demostrar l ún 

Y Un punta F ' t x ; y )  pertenece a 

la c ircunferencia  si y s o l o  

si se cumple: 

d(í3,Fi) = r  t f i y .  3.1) 
C 

X que puede  escribirse: 

Fig.  3.1 / l x  - h12+ (y - k i 2  = r 
2 

que es equivalente a Ix - hlZ+ i y  - k j 2  = I w 
Si se considera c a m o  or igen d~ roordpnadas el centro  de 

la circunferencia su eruaci6n 33-21 

que es la ecuacibn d e  la circunferencia referida a s u -  cen- 

Y se cnnace cama ecuación cantmica d e  la ciircurs+er~n- 

ci a. 



1 I L i C I I  ~ L c i 1 : n I  

2 2 
d, Sust~ t t t y t l r rdo  en la ecuacitn t x  - t i j L +  <y  - k )  = r la.; 

~ u i i r  denadas d e l  centra  y el radio  t ~ r i e m o s :  
í I ,  t x  - 4jL+ {y  +" 5 )  - 1 

4 ~ n r  es la e ~ u d c . . t O r ~  de Pa tircunferen~xa ped ida  ( + r g . 4 . 2  al 
C 2: 

J ,  .. -3 y = i b  , es ia ecuacian de la c l r  cun+erenc~a  pedida 

!+¡y. 3.2 b). 

d~ L U I I I ~ ~ I  alado Con la ecuarrhn general tenemasz ti '= - 4 9  



conocer su centro y s u  radio .  

Conriceriic_ic; 1 oti; PUII?.~. .~S e.>, k.r em(.t?, 

d ~ !  un dlAiriett-o b~ e l l a ,  I ~ 1 t 3 q ~ i  
$ . - - '  

. .  .. .. . .  
s i  rralculainos el p ~ ~ t \ t ~ i  media  -1 2 

. _/l 
X 

. - 

m d e l  5 e q m ~ n t . o  &-G obtenemos l ai 

coordenadas d e l  crei-itrn O de lii. 
l 



sustituyendo en ( S ) ,  encontramos: 

para yi== 72 j x = (-21 + 2 = O * 
p a r a  y = l  J x = i + 2 = 3  

2 2 / 
luego 5e intersetan en dos puntos P (0 ; -2 )  y Pz(3; 1) - 

i 

E s t a  significa que la recta es secante a la clrcunfe- 

renr ia ,  la distancia d e l  centro de la circunierencia a 

la recta  e5 menor que el radio I f i g .  3.4 e). 

Despejanda y en (21, obtenemos: y = Sx - 15 I 3 )  

sustituyendo ( 3 )  en ( 1) i 
B 7 

x + t 3 x  - 15) - 2 ( 3 x  - 15) - 8 O 
2 

X +- 9 x 2 -  9 0 x  + 225 - 6 x  + JO - 8 = O 

10xz- 9 6 x  + 247 = O 
2 

t o m o  D = b - 4ac = 9216 - 98BO = -644 < 0 ,  wta ecua- 

c i ó n  rarece de soluciones reales, la recta y la rirrua' 

Qerencja no se Inkersecan, O sea, la recta es extariar 

a la circunferencia. En este caso la distancia del  can- 

P r a  de la círrunferenria a la recta es mayor que el ra- 

d i o  (fig. 3.4 b ) .  

5cic;tituyr;nda (21 en ( 1 1  se tiene: 



2 
T + y - 2 y - # = O  

yz- 2 y  + 1 = O 
2 

l y  - 1) = O 

y - i  

que es un cero doble, luego salo t i e n e n  un punto comdn 

"dable", P ( 3 ; I ) ;  l a  rec ta  e5 t a n g e n t e  a l a  circunferen- 

cid, y por tanto 5u d i s t a n c i a  a l  c e n t r o  d e  la  clrcunfe- 

rericia e5 igual al r a d i o  y e5 perpendicular a este en 

el punto  d e  contacto (f iq- 3.4 cl . 
[ Ejemplo 5 ( 
Los puntos ACO: 2) , EK3; 0)  , CC5; 3 3  y DC2; 53 son los ver- 

tices de un cuadrado, E s c r i b e  la ecuación de la circurife- 

rencia inscrita  en dicho cuadrado. 

Resol uc i dn 

E l  c e n t r o  d e  l a  circunferencia 

los l a d o s  d e l  cuadrado 

( f i g .  3.5), e5 d e c i r ,  e5 el 

punto de intersecci6n d e  las 

bisectrkces; como en el cua- 

drado l as diagonales san b i -  

Sertr ires,  el centro ser& el 

i n s c r i t a  equidista d e  

F i g .  3.5 

Punto de interseccibn d e  s u s  d i a g o n a l e s  y cu r a d i o  es l a  

mitad de la l a n g i t u d  de su5 ladas .  Cano las diagunales se 

Cortan e n  su m e d i a ,  b a s t a  determinar el p u n t o  media 

de una de el las: 

Y el radio e5 la m i t a d  de la longitud de un lado, sea: 

2 13 
luego la ecuacidn pedida es: 



Halla lo s  ptmtos de interreccibn de las circunferencias 
z 

x2+ IB y + dx - 12 m a 

Kesulvamos el sistema formado par las dos ecuaciones: 

Liustituyendo í X  en (2) , t e r i e m a s :  

16 - 4x  - 12 O de donde x = l 
2 

=.ut;t~tuyendo x - f e n  Cl), obtenemos: y 1 15 
7 

luego y = ' . / . & . = í 3 , 8 7  

1 khcribe la ecuaribn de la cirrunfereni ia  que t iene cen- 

t r ' n i  O y radio r.  

2 .  L)etet.mina el centro y al r a d i a  de la circunfer-encia ru-  



g )  013,1~4,1) , A I 3 ; 2 , 1 1  h)  012,6;6) , A ( 4 , 9 ; 5 )  

i) 13(5;3) , fi(+'Z;fi1 j) 0(4;51 , AI4.51 

4. Si m es al diPmetro de una circunferencia, halla la 

ecuacifin de la m i s m a  en l o s  siguientes casas: 

a) A ( 2 ; 3 )  , BC-4;s) b j  A ( - 1 ; 5 )  , B ( 1 ; - . 3 1  

C) &( -5 ;2 )  , 815;-2) d l  A ( 4 ; 3 )  , B I - 3 ; - 1 )  

C )  fi(4;3) , ~ ( 3 ; 4 )  + )  &E;*] . B[- ; ; S )  

fi@g B.[.! - i] ) A[O;+] B & ~ z )  
i l  f i (16 ;3 )  , ~ ( 3 ; s )  j )  AI10,4;3,61, 8(14,1;20,4) 

S. Dada la ecuacibn de la circunferencia 

a) xZ+ 4 x  + 2 y  - 47 - O 

h) nZ+ 8 x  * Zy  - 20 0 

C )  xZ+ y'+ 1 0 ~  - 4y + 21 = a 
d) x2+ y'-4x + by 4 13 = O 

halla la ecuacibn de la circunferencia concéntrica de 

radio doble. 

4. Escribe la acuacidn de la rircunferenria can centra en 

al punto O(-1;-1) y que es tangente a la recta: 

a ) y = x + l  b )  4 % + 3 y - 5 = 0  

CI x - Z y - 2 = 0  d )  2 x - y - 7 = O  

7 .  Halla la ecuacibn de la circunferencia concéntrica a la 

rircunf @rancia xZ+ 4x + by - 17 = O que sea lanqen- 

te a la recta 3 x  - 4y + 7 = 0. 

8. Halla la ecuaribn d e l  diAmetra de la ciircunferencia 

X2+ 4x  - by - 17 = O 

que es perpendicular a la recta  Sx + 2y - 13 = 0. 

9. Halla la ecuaci6n de la ~ e c t a  que contiene al diámetro 

dei la circunferencia (x  - 2)' + Cy + i l Z =  16 y que bi- 

Seca a la cuerda de e x t r e m o s  fi(á;-l) , B12;3). 
Halla la ecuacián de la circunferencia que paGa por 

los puntos: 

a) ~ ( 2 ; - 2 )  , a(8;41 y cw;m 
bl  & ( O ; Q ~  , B(2 ;61  y C(10 ;O)  

Una circunferencia pasa por los puntas Cll-3;3) y 

8(1:41. Halla la ecuacidn de la misma si: 

a) la abscisa de su centra es 2, 



b l  su centro se encuentra en el e j e  "x  ' a ,  

rl su centro 512 encuentra en la recta 2 x  - y + 1 = 0. 

12. D e t e r m i n a  la re lac idn de posicibn entre la circunbe- 

r e n r i a  y la rec ta  dada:. 

13. Determina las caordenadas de los puntos de i n k e r s e r -  

cidn de la circunferencia y la rec ta  indicada en cada 

14. Halla los puntos de interseccihn de las circunferen- 

15. Determina para qu& valoras de la pendiente k las  51- 

guientes rectas son secantes, tangentes o exteriares a 
2 

la circunferencia x t - 4~ - 2 y  = 0.  

a) y = kx b )  y = k x - 8  

16. Escribe la ecuacidn de la rec ta  tangente a la elrrun- 



2 ., - ., 
d) s + + Z x  + b y  = O ; A ( Q ; O I  

el x2+  + 4x  -- by = O ; CiI--5;s) 

f l  xz+ + 2 x  - 16 = O ; fA<0;4) 

17. D e t e r m i n a  l a  longitud d e  l a  cuerda d e  la c i  rrun+er-en- 
2 2 

riia ( x  - 21 + ( y  - 4) = 10 cuyo punta reredio e5 A I I ; L I .  

18. Halla la ecuacic5n de la circunferencia circun~crita al 

t r i h g u l a  cuyos v&rtices son l o s  puntmi (5;3) , 16;3) 

y ( 3 ;  -1). 

19. Un circulo de radio 4 tiene s u  centro en el punto 

U ( I ; - I ) .  Halla la ccuacibn de3 lugar geam&trira de las 

puntos  medios d e  todos sus radios. 

20. Halla la ecuacifrn de2 luqar geométrico d e  1 purikos 

tales que sus distancias al punto (3;2) sean la mitad 

de sus distancias A1 punto (-1;31, 

21. Dado el f r l A n g u l o  de  v & r t i c ~  f i E U ; 2 > ,  B ( 2 ; Q )  y C ( 4 ; U ) ,  

determina: 

. el punto medio de cada lado,  

. Xos p ies  de l a s  t r e s  altures ,  

. los puntos medios d e  l o s  segmentos determinadas par 

cada vértice y el ortocentro. 

a) Prueba que todos X Q S  puntas encontradas estAn en 

una c i r c u n f e r e n c i a  (esta e5 l a  l lamada irirccrnfiiren- 

cia d e  las nueve puntos )  y determina s u  ecuacián. 

b)  Prueba que el c e n t r o  N d e  la  circunferencia d e  los 

nueve puntos  esta e n  la recta de E u l e r  ( recta  que 

contiene al m-torentro (H ) ,  al b a r i c e n t r o  IG) y al  

circuncentro ( O '  ) del t r i b n g u l o )  . 
cl Prueba que O'G = 2m, * 

22- Hal la  la  ecuacibn d e  la recta tangente a Xa c i r c u n f e-  

rencia dada que pasa por EX punta P. 
2 P a) x + y = 9 , P[5;0)  

b )  ( X  + 2j2+ ( y  - S ) * =  S , Pt3;3) 

C )  x2* 8 x  - by = O , P111;4) 

239 Sobre la circunferencia x2+ i. se sitQan b puntos 

de f o r m a  que sean 10s v&rtices d e  un exAqono regular, 

a) ¿Cual es la longitud d e l  l a d a  d e l  exAgano d e t e r m i -  



1 

13 ath? 

h )  Si imo de Los puntos tiene coardenadacj (1;0), ¿cuA- 

Les son 1 as coor denadasi de I i x i  restantes puntos? 

r )  2,CuQntas diayunales se pueden t r a z a r  en ese ex¿igono? 

d )  kne ciiántac; fnrmas se pueden u n i r  los Ci puntos me- 

d i a n t e  5 seqnientos que no 5e interseqrien? 

24. Halla la e c u a r i h  de la rZrrunCerencla i n s c r i t a  en el 

tri&i'igt.rl.r~ cuyos v é r t i c e i i  son 1.0s puntos: 10;O) , (&;O) 

y 13;4) ,  

25. Halla la ecuacihn d e l  lugar genmiotrico de l o s  puntos 

tales que la s u m a  de los cuadrados de su5 distancias a 

l a s  purit.ns 13;0)  y [ S ; & )  sea i g u a l  a 30. 

PARABOLA 

2. Caracteriracidm g e o r 6 t r i r a  de la parábo la  

Desde cursas anteriores conoces  que la g r 6 f i r a  de la 

funcihn y - a x 2 +  b x  + c es una curva llamada parabola. Es- 

ta curva puede ser trazada, i g u a l  que la circunferencia, 

mediante un  movimiento cantinuo. 

T ~ m e m n s  una regla ,  un ~artabc in  y u n  hilo cuya l o n g i t u d  

sea igual a l  cateto mayor del csrtabbn, fijemos un e x t r e m o  

d e l  hilo en el extremo d e l  cateto mayar que corresponde al 

Angula aguda y el o t r o  en un punto d e l  p l a n o  ( f  ig. 3.6). 

Des l i cemos  el cartabón so- 
\ 

bre  la regla manteniendo t e n -  

512 el h i l a  can un lipiz, al 

hacerlo se describe una para- 

b o l a .  El  procedimiento ante- 

r i o r  pone de m a n i f  ieclta uita -- 
propiedad de la parAbola: Fig.  3.6  

s u s  puntas e q u i d i s t a n  d e  una rec ta  f i j a  llamada d i rec tr i z  

Crepresentada par la reg la )  y de un punta f i j o  llamado 

faca (representada par el punto donde se fij6 al h i l a ) .  



Para demostrar esta propiedad tnmarernus la parahnla re- 

fer ida a un sistema de coordenadas en el cual. e l  v e r t i r ~  

e s t A  en el origen, e n t o n c e s  su ecuación PS de la f o r m a :  
Y 2 

y ax y por comodidad la escribirernns: x Qpy . 
Teorema I 

Sean P ( x ; y )  un punta cualquiera de la pardbola, F t O : p )  

= d(P, t )  

Reclprocamtinte, s i  un punto P ( x ;  yl sa t i . s f  a r ~  I ' a  r o n  

dic ión  d IP ,E )  = d ( P , F )  se demuestra que P esta en la p a r a  

bola. De esta forma las puntos de Xa parAbala ,  y s n l n  

ellos, satis6acen l a  condici&n, cun lo que se ha demostra- 

d~ que es el lugar- genm&tricn pedido. 

La rec ta  y r - p es l a  directriz de La parAbola ,  el 

Punto FCO; p) es el foco de 1 a parAbala. Cama ya sabes, 1 a 

recta x i O e5 eje de simietrla de la parábola y la I n t - r '  

s@Ccibn de este eje y 1 a par-Abnla e5 el punto YCO; OS qiip 

'Su V&rt.ice. La d is tanc ia  del.  foci-i a la d i r t z c t r i z  es ?P 

Y S@ l l a m a  pardmtro de la parábola.  

Escribe la ecuaci dn y representa graf.i camnte 1 a ~ h n i  a 



R e s o l  u r  i Cin 

al En este caso conocemos el vérté.re y el foca. Pademaci 

hallar el valar de p,  pues es la distancia  en t re  estas 

puntos (por ser el ver t ice  un punto de la parAbala,  

equidista del foco y l a  directriz) luego p = 3 par l a  

que l a  ecuac ih  pedida es: x2= 12y < r * p  = 4.3 = $2,. 

Para representar esta pardbola  debemos conocer, por .lo 

m e n o s ,  t r e s  puntos de e l l a  uno de los cuales debe ser 

s i e m p r e  el v&rt ice ,  los otros dos 105 puedes h a l l a r  eva 

luai-rdo e n  la ecuacidn de la parabola, por comodidad es 
tas pueden ser d o s  puntas s i m d t r i c o s  can respecto a s u  

P je. Como canacemos el v&r+ice I V  ( O ;  O) 1 busquemos los 

otros dos puntos evaluando e n  l 'a eruación de la paráb- 

la. Para la ordenada d e l  faca < y  = 3) obtenemas: 
2 

x = 36 luego x = t 6 .  

Lo5 puntos de l a  parhbola  a 
II 

representar serían: (0;0), t6;3) 1 
y (-&y31 ( f i q -  3.71, uniendo es- 

tos con un trazo contlnun obten- I 
I 1 

1- 
dremos el grá f ico  aproximado de -6 O v 6 "  

esta parabol a. 

F i g .  3-7 
b )  Canacemos el foca y l a  ecuacidn-de la directriz, fue40 

podemos determinar p ya que: 

2p = dtP, t )  = ly + 21 = 12 + 21 = 4 

par lo que p = 2 y l a  ecuacidn de la parabala ser&: xZ= 8 ~ .  

Para representarla canocemo~ '1 
su v&r t lce  ( V  <O;?) , ha1 l e m o s  

las otros dos puntas. Para y=2  

SP o b t i e n e  x2= 16 de donde --Y? -k-? 
x = f 4 y la parAbola pasa por 1 1-2 1 

los puntos (-4;2) y ( 4 ; Z i  ( f i q . 3 . 8 1 .  Fiq.3.8 1 



S i  el v&rtice no esta en el arígen, sino en (h; Ir), y la 

parabola mantiene su eje para le la  al eje " y " ,  la ecuacidn 

puede escribirse coma: 

Cx - 4pCy - k3 

Escribe la ecuación de la parAbola que cumple: 

a) V < 3 * 8 3  . FC3;103 b3 FC4;83 , dr y 2 = O 

Resol uc i 60 

a) Conocemos el ver t ice  y el 

foco, podemas hallar e l  valor  l I 
de p :  p = d(V,F)  = 4 ( f i g . 3 . 9 ) ,  

y coma 5u eje es paralelo al 

e j e  "y", la ecuarldn pedida es: 
I 
I 

2 

( X  - 5 )  = l b ( y  - 61 
I 
I 
1 
-2 - 

'3 % 

F i g .  3.9 
b )  Conocemos el foco y la ecuaci4n de la directriz, debe- 

mos buscar ef v&rtice y e l  

valor de p. E l  v&rtice es el 

punto medio de la perpendicu- 

l ar  bajada del foca  a la di- 

re~triz, ruega tiene l a  mis- 

ma abscisa d e l  # oca y su or- 

denada es 3 I f  ig. 3 - 8 0 >  , por 

tanta V ( 4 ; 3 )  y p = 5 pnr lo 

Si en la ecuacidn I x  - h 

que la ecuacidn ped ida  es: 



que representa una parAbala que abre hacia abajo. 

Observa que estas parabolas tienen eje  paralelo al eje 

" y " ,  y eh sus ecuaciones aparece 1a variable y lineal. 

S i  la parAbaXa t i e n e  su eje paralela al eje " x "  SU ecua- 

ci6n ser&: 

Cy - k)'= 4pCx - h3 6 C y - k 3 * r - 4 p C x - h J  

en dependencia de que abra a la derecha a a la izquierda 

respect i vamente. 

Erj general: 

-- 

La parabola es el lugar gaodtrico de los puntos 
de un plano que equ3,dlstan de un punto f i j o  d e l  
plano, Llamado f cico, y de una rectq f i ja ,  llama- 
da directriz,  que no pasa por el foco. o-- 

[ Ejemplo 3 1 
Las sigui entes ecuaci oner representan parabol as. Ha1 1 a 

cada caso l a s  coordenadas del  foco y d e l  vbrtice. y 

ecuacitm de La directriz. Representa en un sistema de co- 

ordenadas la paribola del incf so s. 

a3 4y + bx - O bl BK O 

cl xz- I O y  - 10 = O 6 3  2x2- l 2 x  + 3y - 0 O 

Resol uri6n 

a) 4y + 4x = Q 

Para hallar 105 elementos pedidos debemos  expresar l a  

ecuacidn en la f o r m a  conocida, para e l la  dejamos en el 

primer miembro los t4rminoc que corresponden a la varia 

&le de segundo grado (en este caso y )  y completamos 

cuadrados: 

4y + 4 x  = 0 

)F2+ 4y = -4x 

4y + 4 = -4x + 4 
2 

l y  4- 2) = - 4 ( x  - 11 

luego 4 p = 4 ,  dedande p =  1 y V ( 1 ; - 2 1  

La parabola tiene el e j e  para le la  al eje  x les l a  va' 

r iab le  lineal) y abre hacia Xa izquierda,  por lo tanta 



el foca es FI0;-2) y la directriz C es: 

x = h + p  

x = l + l  

x = 2  

x - 2 = u  

Para representar esta paribala, como ya conacemos P '  

v e t i c e ,  salo nos queda hallar otros das puntos, por r n  

modidsd evaluaremos la  etuacidn para la x d e l  facn. 

Para x = O tenemos: \ Y 1  
4y = 0 de donde se obtiene: 

y,= O y yz= -4 

La parAbola pasa por los pun- 

tos 11;--2), t 0 ; O i  y (05-41 

t+ igw 3- 11).  F ig .  3.11 

b)  Hx = O 

En iwta caso no es necesario completar cuadrados, la 

l parabola tiene e3 v b r t i r e  en el orlqen de r o o r d ~ n a d a =  

el eje coincide con el eje "x"  y la parAbala abre h a r ~ a  

1s derecha, luego: 

4 p = B  , V ( O ; O l  , Fith+p;O) ,C: x = h -  p 

P E Z  =. t2;ú) x = -2 

x * 2 = Q  

E) XK 1 0  y - 10 = O 

x G  3.0 y + 10 

xf= iu ty  * 1 )  
5 luego 4 p = 1 0  dedonde p 2  y V ( O ; - l l .  

EI eje  de la per&bola es paralela al e je  y (es la va- 

1 r i a b l m  lineal) y abre hacia arriba, luego 

Zr y - k  - p  
5 y = - 1 - -  
2 



El eje de la parsbala es parale la  al eje " y "  y esta 

abre hacia abajo, luego: 

8 y - 7 5 = 0  .; 

( Ejemplo 4 1 
Datermina l o s  puntos de interssccidn entre l a s  curras: 

a3 y2- dy - 8x + 12 a O , y = x - 5 
2 b> yZr 4x , x + Bx - 6 - O 

Resolución 

a) Para obtener l o s  puntas d e  interseccEc5n re5olvamas el 

sistema formado por las ecuaciones d e  l a s  d o s  curvas: 

y - 4 y - B X  + ~ z = a  (1 1 

y = x - 5  I '  ( 2 )  

Sustituyendo (2) en ( 1 )  se o b t i e n e :  

( X  - 51'- 4 ( x  - 5) - 8 x  + 1 9  = 0 

que es equivalente a: x Z -  2 2 x  + 57 = 0 

cuyas saluciones son: x = 3 y x = 19 
i z 

Sustituyenda estas v a l o r e s  en (2) se obtiene: 

para x = S , y*= 3 - 5 = -2 
i 

para x = 1 9  , y== 3 - 19 - -16 
2 

por lo que la recta interseca a la pardhola en 105 pun- 

tos (3; -21 y (19; - 1 6 ) .  

b)  Resolvamos el sisfema Y 2 =  4% (31 

X 2 +  )f2- 6 x  - 6 = 0 (4) 

Sustituyendo 13) en (4) se obtiene la ecuacidn: 

xZ- 2x - 6 = O 

cuyas sal ueiones son: 



luega l a  pdrAbols y Zd c ~ r ~ ~ n f w - t m c ~  a se t LJ I  tan - 4 1  L o . ,  

pun tos  lZ,b5;3,821 y f<,6?1; -- ,E l%) m 
E ~ e r c . i r i o s  lepl graf  e 2 )  

3. Escribe la ecuacidn dc la parabr~la que pasd p a r  el o r l  



10. Halla 103 p u n t o s  de intersección de las  s i g u i e n t e s  

curva5. 
2 2 a) y"= 4 x  , I x  -- 1) t. y =  25 

2 2' 
b )  y - - .  &y - b x  - 3 = O , x ' +  8~ - b y  - 11 = O  

2 2 
K )  I x  .+ 112= -.By , tbx i- 1) + y = 2 

2 
d )  x - 2x - 5y + 26 = O , x Z -  2 x  +- 5 y  + b = O 

e3 x2- 2 x  - 5y - 4 = 0 y x Z -  2 x  + 5y -- 24 = O 

11. Escribe ia ecuacihri de la circunferencia cuyo centro 
2 c o i n c i d e  can el foco de la parPbola  y =- Bx y es tangen- 

te a l a  d i r e c t r i z  de la parAbola- 
[Z'f' - Una parAbola contiene a lo5 puntos de intersercibn de 

P 2 la r e c t a  y .  = x y la circunferencia x 't. y - 10y = 0 Y 

e5 5 i r n * t r i ~ a  respecto al eje de ardenadas. Escribe la 

ecuw:Idn de 1.a parabala y de s u  d i r e c t r i z .  

13, La cuesda de un p u e n t e  c n l q a n t e  t i e n e  la f o r m a  de una 

par-&bola (f i q .  3 . 1 3 )  . Halla la al t i r a  sobre el puente 

d e  los  postes que s o s t i e n e n  la cuerda si, en la  f i g u r a *  

[a/ - 5,Q , Iñx1 = 0.27 y la lnngitud del puente e5 



1.- I_ .--_._ __-.- ----_ ..----- -.-. .--- - 
L.y --- A* - -  - 

Fig .  5.13 

Un punta Eje mueve diz t a l  manera que Pa rasdn de SUS 

distancias a Xa rscta y - 4 = O y a l  punto 13521 es 1. 

Determina la ecuacián de su lugar qeonicltrico. 

Un punta se mueve d e  t a l  forma que 5u distancia  a la 

recta y = x es igual a su distancia al. punto C37--1>. 

Halla la eruaca6n de 5u lugar geam&trico. 

3. Ecuación car tes iana de l a  elipse 

-"---- 
La elipse es el lugar geom&trico d e ' i o s  guntns 
de un plano tales  que la suma de sus distancias 1 
a dos puntos f i j a s  del m i s m a  plano, 1 lamadas 
4ocos, es una constante m a y a r  que la d i s t a n c i a  
entre l a s  focos, 

----+- 

De la propia definicibn de la  elipse surge la idea de 

c6ma t ra tar la  mediante un m o v i m i e n t o  continuo. Para ello 

basta f i j a r  dos alf i leres en los puntos que s e r A n  los +a- 

tos, tomanios  entonces un biXu 

ínextenzi ible  c m  una lorrgi- 

tud m a y w  que la distiaiicia: :": entre los .fwoc; y a n u d a m o s  

sus e x t r e c n o ~  en las alfáIeres, 
F2 estirando e1 hilo can la pim- 

ta de un I A p i z  (Cig, 3-14]  y 
-/---' 

moviendo este abtenemos la 
Fig. 3.14 



F i g .  3-15 

w i  B.r.~iirt-.-, a. representa l a  l o n q i t u d  d e l  s e m i e j e  mayar. E s  

f 5 c l l  vm- tgine la rec ta  A A es eje de s i m a t r - i a  de la e l i p -  
1 2  

* 

1L.d mediat í i r  del eje mayor interseca a La @lipce en dos 

p k ~ f ~ t o ~  í3 y B I-F 14, 3,151 1 lamados vhrtices no principa- 
2 - 

les; el. segmento El H e5 el e j e  mnor y su Xangitud se de- * 2 

rirr.t:a,  u c , u a l m t i n t e ,  por 2b, doride b ris la lungitud d e l  sed- 

e%Je menor-. Es .FAcil v e r  q u ~  la rec ta  B B  ~s o t r a  e je  de 
i 2 

simet~rla de la elipse. 

Resulta, pues, que la elipse tiene das eJes de s i m e t r i a  

que s a n  perpendiculareti, de ~isira se deduce que el punta de 

Inter-secci6i.i de ambas ejes es centro de simetría de la 

~ l i j s t n c .  E ~ t n  s i ~ n i f l c a  que l a  eXi.pse, al igual. que la c i r -  

c u n f e r e n c i a ,  e5 una curva con centro- 

Observa que, aunque la elipse t i e n e  un ccntru, sus pun- 

Ti35 I I U  ~ q ~ ~ i d l ~ t a n  de este, ec decir-, tiene c i e r t a  e x r e n , -  
C- 

t r  cl dad que puede ser medida par la razbn - < . m En 
a 

t i 4~c l :o  hi c - U ambos Cocos c o i n c i d e n  i r c m  el centro y l a  

c~.~c)?.L.  se r f lnv ier te  en una circunferencia E = 01 y no 
C 

t iene exc~?r.iIricidad~ A mt3di.da que - crece la . e l . i p s ~  se 
a 

a$iart.a iirAc, de la rir~ruri-ferancla (se aplasta mAs)  y se hace 
C 

m a s  exc&ntráca.  A l  n c i m e r a  s - - se l e  llama excentricidad 
a 

de la e X i p s ~ .  



Y l E T )  = a 

y c o m o  e l  tr lbrryulrs B 5 F  ei, rectLirrqull, eri t r ,  u - ~ - . r , r r l  'cfi ( 1 )  . * I 

quiera  d e  La elipse I f i g .  S. 1 ' 7 ) .  

Como el cerrtr-o es el origen d e  

coordenadas, Ins f ucos son I n s  - 

puntilis F' (-c;O) y F 

L k  la definición de elip5e 



elevando al cuatrlradu ambos niiembr-os se t i e n e :  

z f 2 2 2 - 2 2  2 z 2 
t a -  r 1 x + a y - a l a -  c ) , pero b -  a

2
- c , luego 

2 2  2 2  2 2  
13 x + a y = a b , por t a n t a  dividiendo por- a%" 

obtenoemo~: 

Recíprocamente, si un punta Pi Ixi; y * )  sa t i s*  cice 1 a 

ecuaciOn I T ) ,  ~s d e c i r ,  cimpJe: 

X : y: 
--c ;= J 

2 2 
multiplicando por a b se tiene: 

2 
a b2 

2 2 bZxZ r a yi 2 2 2 2 2  = a b ,susti tuyendo b = a - c se t i e n e  
i 

2 2 2  2 2 2 2  2 
(a - c ) x +. a yi = a (a - c 1 , restando 2azcx  en ambo? 

1 

m i e m b r o s ,  efec tuando  la s  operaciones y agrupando cnnveniey 
2 1 2 

a' [ c x i  - c )  + = <a - E x L )  
S 

temente se llega a: 

Z 2 
pera a > cx Irtegn a - c x  > 0 , por t a n t o ,  

i i 

multiplicandn por 4 esta ecuacidn y sumando e n  ambas m i e m-  

bros x2+ c2 ' se &.tiene: 



. 
rntrayimdu raiz cuadrada se tiene: 

a la que es equivel@nte: 

- 

luaga el punto Pi satisface la candicldn genm&trica y par 

tanto pertanece a la elipse. m 
La eruacibn I I )  es Xa ecuacibn de la elipse re fer ida  a 

su centra y ajes ion l o s  ejes rruordeiiados y recibe el. nom- 

bre de rcuacibn canbnics de la elipse. En lo sii~resivn sew- 

siempre que los eias son paralelas a lus ejes de 

coordenadas. 

1 Ejemplo 1 1 
Ercribw i a  ecuacibn de la elipse que t i ene  centro en e% 

origen de cnordenadas, aje mayor paralelo al eiJe " x "  y 

a) Sustituyendo a y b en Pa ecuacibn candnica se t iene-  

que es la e?cuacibi de la elipse pedida. 

bb Para e ~ c r l b k r  la eeuaclbn de la elipsc se deben conocer 
Z Z Z  

t y b. 0% la relacicin a =  b .t c cje t ñ e r i r * :  
2 2 B P = a - c  " l ( 5 - C i ) -  7 

por lo que la ecuaeihn pedida es: 

S i  la elipse tuviera su eje mayor sobre el eje " y "  Za 

Una elipse pueda tener su centra en cualquier punto d e l  

P l e n ~ .  !X el centra es el punto U(hgk1 y sus ejes son pa- 



E s c r i b e  la ecuacidn de la e l ipse  que tiene centro O y cum- 

a) Cnmo nn 5e cunuce la pusirión de los e jes  tendremos dus 

b) Segun la posicibn de O 

y F t e n e m o s  que el eje 

mayor de la elipse es pa- 

ralelo al eje " x "  (ambos 

. t i  enen 14 m i s m a  y )  

Ifj y, 5.19) y r = 4 

Idic'ltararr~a t ? ~ ~ t r ~ ?  O y F ) 
2 

ds5r m a s  d e t e r m i n a r  el va- 

9 0.- .a* i~': 

b2+ yz= 23 -& 16 = 41 

F i g .  3 .19 



Fig,  3.20 

b)  En este caso no  t e n e m o s  e x p l i r i t a m i e n t e  .Las cctordenada.; 

del centro y los s e m i e j e i i ,  par tanto, debenir~s expresar 

la eruaribn en la farna conarida. 

9 x Z +  lby'+ l B x  - 64y - 71 = O 



b = 3 y s u  eje mayor es p a r a l e l u  al eje x ,  

Pura representar esta elipse procedemoc como en el i n -  

r i sa  al-hterior a p a r t i r  del centra d e  l a  e l i p s e .  Obser.va 

que esto e q u i v a l e  a m e d i r - ,  a partir del centra ,  las l o n  

gitudecide l u ~ c j e r n i e i e s e n  r l i t - e c c i o n e s  p a r a l e l a s  a 

la5 ejes canrdenadas g 3 . 1  De esta f igura  se 

obiieiieri f A c i l m e n t e  l a s  coardenadai, de 10s vihrticeci-. 
/ 

Necesi Tamo-, ha1 1 a r  1 as c w r -  F i g ,  3.22 

denadas d e l  centro y 10% valares de a y h. 

Del qrAfico obkenemos que 2c = 1 0  I d i c t a n c i a  f o ~ a l ) ~  

l u e w I i ,  c = 5. P a r a  determinar las coardenadas del  centra 

podemos hacerlo hal. l ando  el punto m e d i a  d e l  segmentn Fz 
o s i m p l e m e n t e ,  coma la absc isa  es la m i s m a  que la de 10s  

f acos (h 2) , determinamas Xa k (y1 contando c unidades  

15 )  hacia  a b a j o  a part ir .  d e  F o hacia ar r iba  a p a r t i r  de 
i 



ahora podemos determinar g., cal c u i a n d o  la d~ q t d r i c  i a Ein- 

tre O y A  tenitindo que: a =  )mI\ - 1 7 -  (-411 - b 
i' 

Para determrnar b utilizamos: a2- bZ +. c2 r i e  i l a r i c f e  

2 36 = h 4 25 

hZ = 111 

Como el eje mayor es parale lo  al eje y ,  la ecuaci6n es: 

También se puede i isvestlgar si una curva r_i~al qui ev a y 

una elipse se ln te~secan Q no. 

s i s t e m a  con la ecuacibn d e  la ~ l i p s e  y la rer ta .  

Despejanda ima variable en ( 2 )  SE- t . i e n e :  
3 y -: --- x -t 3 i _i) 
5 

susti tuyendo en I I _i) nbtencinios: 

2 de dande se obtiene la ecuacibn : x F 5: = 0, 

la cual t iene s o l u c i 6 n :  x = O ; x - - c 
i 

.' ? 

Puega sustituyendo en ( X l  se t i e n @ :  

a la elipse. 



La T i  ~ i r  ra ti erre xrna ta-ayectori a el l p t i c a  al rededor d e l  Sol 

- 
A F :r t i i ~ ~ i m -  d i s t a n c i a  ds la Tierra  al. Sal. 
7. Z 





h) a - 5 , b - 2 , r = 4 y D Í - 3 2 2 )  

3 .  Escribe Xa ecuacibn de la elipge que cumple: 

i) F1(-,.3;0), F ( 3 ; O )  y a = 4 
2 

C )  fi (-4; 21, Fi ( - b ; í ! )  y 13d-2;2) 
1 

4. Determina centra, semiejes, v&rtices,,focos y excentr i-  

cidad de l a s  siguientes elipses: 
2 2 

al x + 4y - 25 
2 

b )  4:c + 9y2 - t -  Bx - lEjy - 23 = 0 
a 

r l  x2-1- 4.y '+ 4x  - 36 = (3 

db 10x2+ 2oy2+ bOx - 20y - 105 = O 
2 Z 

e) 3 x  + y + 2y - 1 1  = O 

f )  lEIxz+ ay2+ 72x + lby - 64 = 0 
2 

q) x -+ 4rx - 24y + 48 = 0 

h) 2 x 2  + 3yZ - i b x  + by * S 9  = 0 

i) 2x2- 4xy + Ely" + 7 - U 

5. Representa en un sistema de coardenadas l a3  siguientes 

el i paes : 

a) 9 x 2 +  1 ~ ~ ' -  144 

g )  3x2+ syZ- 30x + IOy + 65- U 

6.  Oados lac gráf kcos de l a s  siguientes elipses, obten su 

eeuacihn ( f i g .  5.241. 



2 2 
X 7. Halla en la elipse - + = 1 10s puntos de esta que 
25 4 

c de radio r = . 
10, Calcula el drea de2 tluadrilAterer que tiene dos v&r+i- 

ces an los f CPCDB de la elipse bZx2+ a'<= azb2 y la45 

otras dos coinciden con las extremos d e l  e j r  w e r m r .  
1 * 

I 
11 .Encuentra la ecuación y excentricidad de una elipse sa- 

bienda que uno de sus w & t i c e c  ES c a l  punto (0;--71, que 

I SU centro es421 en el origen y que pasa par el punto 



-N 
J 7  . I h R ! s  I ,+ PLL!KI h! LCP rma elipse c:crri. centro ( 1  j 21 , urrct 

d~ ii nr, 3 c.ico5 eib 16; 2) y que pasa por ei purito (4 ;  6) . 
1.3.. Ih?8.rr-rriiiia X.a eeu-ici&i'! de una. elipse cotb cer!tro cn clC 

[ . i ~ . ~ f l  to i -.5- , 3) y t.aiqentl- a X 05. ejes c:onr .denat ; l~~ ,  

'0 4. Dpt-m-iitl a - t d  l o 5  pun LUS de .i ra.terseccibr.i d e  l a el i p s e  y i a 

rvt-: +" Lidas: 



l o s  Cncns,  la d i  s t a n r i a  w -  

ellas es l a  distancia foca1 

son 1 0 5  ver-tices de la lilp&r-br_ila. 61 seqnientu fiiq kcl j.J.a- 
1 %  

m a r n o s  eje pr inc ipal  y 511 l o n g i t ~ l d  se cktit-totd Lsa, a i.-ipr-i.-.. 

serlka ti1 sernieje pr ir i c ipa l .  
C A l  i g u a l  que en la el ipse,  el cuc:ltiihte e 3 - 5 1 1 a r n ; i  
a 

excentricidad de l a  h i p & r b o l a ,  y dri l a  p r o p i a  slefi.~xlri*nii 
L 

Se t i e n e  q u e  Z c  ? a ,  entonres, c 1:. a y por- kari'ho t. :- - > 1 
a - 

L;I mediahraz  d e l  i,rigmentn A (?I r3s e j ~  d e  s i m e t r l a  d i  f 3  
1 2  

h i p & r ' t i w l a  I f r y .  3 .261,  pero  n w  La K u r ' t . a ,  (ii; c?X. a j ~  n o p r i r i -  

pr i ric i pal. . 
B % Z  

h m c - a  



(ir-denadar; l o s  f ecos son l o s  



R e c l  p r - c ~ t i a m e n t . ~ ,  5(1 puede clemcistrar q u e  51 v y * ]  e5 

u n  punto cualquiera que c,a+i3face la ecuación I I ) ,  enton-. 

por ta ra tu  este  punto ~ 5 t A  5 ~ b t - e  la hi.pirrbnla, luego la 

a su centro y eJes,y r e c i b e  el. nombre d e  acuacidn canbnica 

d e  la hip&rbnla.  

m i G T - /  
E s c r i b o  la ecuncicin de .l.a hipérbola que t iene  cent.ro en el 

origen de coordenadas. eje p r i n c i p a l  sobre el eje "x'" 

cumple: al a = 3 ,  b = E  b > % a = 6 ,  c = 5  

Resol ~tci  r5n 
i 

a) S u s t i t u y e n d u  a y h er-i la ecuar i l in  c a n t i n i r a  SE! t iene:  

que es la ecuaclhn de la h iph rbn la  pedida. 

b l  Para e s c r i b i r L  la ecuacldn d e  la hiper -ba3a se d ~ b e n  cono- 

por- lo quti la ecuacidn pedida es: 

Si la h i p G r b o l a  tuv isra  su e j e  p r i n c i p a l  sobre el eje 

" y " ,  la ecuacidn qu~zdarla: 

y 2  
L 

X - -- - -- 
2 

- 1 ( 1 1 )  
r3 b 

E l  c e n t r o  de la hlphr-bal a p u e d ~  estar en cual q u i w  pun- 

dos, entonces 1 as ecuaei unes f X ) y C I 1 )  se expresan: 



respectivamente, las cual es se obtienen por tras1 acidn. 

Observa que el cuadrado d e l  e j e  pr inc ipa l  de la hiper- 

bo la  siempre se encuentra en el denominador de la variable 

precedida de2 signo pos i t i vo  (es el 6nico para el que so  

obtiene interseccibn), es decir, que el eje principal es 

p a r a l e l o  al e4e correspondiente a esa va r iab le .  

1 Ejemplo 2 1 
Escribe l a  ecuacidn de la Np6rboLa que tiene centro O y 

a3 DC3;-43, a m 4, b = 3 b> Mt3;13, 2b - 10, F , C 0 ~ 1 3  

R e s o l  uc i bn 

a) Como no se conoce la pasicidn de los ejes tandremam dos 

b )  Sigilin l a  posicibn de O y F tenemos que el eja prirtci- 
2 

pal de le hip&rbola es paralela a1 cje x (ambos puntas 

tienen La misma y )  y c = 6 (distancia entra 0 y Ez) 

( + i g .  3-28). debemos deter- 

luego la ecuacidn pedida es: F i g -  3 .2B  

Ubscrva que l a  hiphrbo- 

la no es una curva cerrada 

y l imi-tada t o m o  la elipse, 

para t razar la  es necesaria 

tener i d e a  del transcurso 

de la curva a grandes  dis- 

tancias del centro. Se pue- 

de comprobar que para valo-  

r e s  m u y  grandes de 1 x 1 ,  

(fig.3.29) la curva se aproxima Fig. 3-79 



de l ados  parale los  a las ejes coordenadas, centro en el 

origen de r u o r d e n a d a ~  y lnngitud d e  las lados %a y 2b. 
b 

E ~ i t i ~ :  rectas t i ~ n e n  eruaciories y + -- x y se l l aman  
a 

a s i n t ~ t ~ a s  de la hip&rbola.  S i  rl  eje principal es paralel n 
a 

al eje " y "  1 as eruacianes son de la f o r m a  y m k -- Iír x . 
CETEE~E --"A-.- - - T I  
Representa en un sistema de coordenadas l a s  siguientes hi- 

p é r b o l a ~  y escribe l a s  ecuarj.wnes de sus aslntotas.  
2 2 

X 
a> -- -. -Y- ni 1 - 23' Cx - 312 b, CL -- 

ci 
= l 

16  9 4 

Canstruyamos el rectAngula de lados 2a y Sb, como la 

variable x estíí preredlda del signo pusitivo, el eje 

principal es paralelo al eje >: ademAs,  a2= 16 y b"= 9 ,  

por la que a = 4 y b = 9 ,  luego a partir del centro d~ 

Xa hip&bnla  ( 0 ; O )  ( f i g .  3.30) situamo5 4 unidades a la 

izquierda y 4 a la derecha obteniendo las v&rtices f i  y 

A a p a r t i r  de estas situamos b unidades ( 3 )  hac ia  a r r g  
2 B 

ba y hac ia  abajo obteniendo as1 el rect6ngulo deseado. 

F i g . ,  3.30 

Trazando las asintotas, obtmema5 un g r A t l c o  q r a x i m a d o  

de la curva pedida. 



í l C 5 ; 2 )  y c! ~ i c  pi-arrcipal e5 para le lo  al ~ 2 j c '  " y "  ívarichtk8r 

~ . j r  pr. is icspal  I 2 ~ 1  p a r - a i c l c ,  a1 e jc y, y b paral .e in al. ejc 

'\:. 'V il+q.. ..T.. !.l. 1 , t r a r e m n ~  I (3% ,351 n to tas  y por' eiirle la c u r  

Par  ;a ha]. l ar- I ~s er: i.~ax.i. tiries d e  las aci r i to tas  +en@mo~ que 
2 

A r i  .- !. y FFdsari rinr- PH. pcrr i tu  (412) eri.i:onces-. 



p k b a l a  pera sus asintotas son los ejes de coordenadas y .  

por tanto, perpendiculares- Si observas 1 a hip&-bala 

x Z -  1 t r ig .  3.32 b)  , puedes apreciar  que es la m i s m a  

anterior paro ratada: ahora las asintotas  san Las h i ~ e c -  

trices d e  l o s  cuadrantes, que tambi&n son perpendlcuXares. 

(a) 

Fig .  3.32 

Las hip8rbalas cuyas asintatas san perpendiculares se 

llaman equilAteras, parque e n  este casa ( c a m a  puedes com- 

probar en el ejemplo a n t e r i o r )  a = b. 

Halla los puntas de intersecci4ri de la hiperbola 

Farmemas los cisternas can las eruaciones de la hipdrho- 

1 a y de la curva para determinar los puntos de intersec- 

Despejando en (2) una var iab le  obtenemos: 
5 y = - x - 4  
d 

( 3 1  

sustituyendo 13) en I i )  se tiene: 



de doelde se ubtiene la ecuaciún: 

I?c - 51Z=. O 

de so luc ibn x - 5  
9 sus.tituyendo x * 5 en (3) obtenemos: y = 4 , 

por tanta la recta interseca a la hipérbala en el punto  

2 
Y= - 1 - --- -  

b l  { :
E

, 9 
( i )  

2 y - x  + i i J = o  12) 

2 
Despejemas una variable en ( 2 ) :  y = x - 10 (3 )  

sustituyendo (31 en ( 1  1 obtenemas: 

5%'- l d < x  - 10) = 144 de dande se obtiene la ecuacidn: 

9xZ- l b x  + 1 4  = O 
2 cuyo discriminante D = b - 4ac = 25b - 576 = -320 i 0 

por lo que la hipbrbola y la parAbala no tienen puntos 

comunes. 

Ejerc ic ios  lepigrafe  41 

1. Halla la ecuacibn de la hiperbola con eje principal pa- 

ralela al ejc x ,  sabiendo que: 

a) a = S, b = 2 y 0(1;3) 

b)  2a = 6 ,  2c = 10 y 0(-2;0) 

2. Halla la ecuacidn de la hip&rbola  can eje principal pa- 



4. D e t e r m i n a  centro, s e m i e j e ,  v&rtices, focos y e x c e n t ~ c i -  

dad de l a s  siquienter; hip&rbolas. 

a) xZ- Y$- 25 

b)  4yZ- 9 x 2 =  36 

C )  4 x r -  qyP+ 32x + 3 6 y  - 8 O 

di  2 5 x 2 -  4y2+ 150x  * 325 = O 

e) 4xZ  - + 2 y  - S = O 

$ 1  xZ- Y2- X + 4y = O 
2 

g )  x
2
- 2 y -  x y  "+" x - Zy = O 

h) 16xZ- 20)"- 20y - 75 = O 

i) x 2 -  4yZ- zx + 1 = O 

j) 3x2- Y2+ 30x + 78 = O 

5. Representa en un sist~ma de coordenadas las siguientes 

hi p&r-bol as: 

al xZ- 1 6  bi  4x2- ?f2- 2 4 x  - Sby - 36 = 0 

C)  x2- 4Y2+ lby = U d l  4x2- 2oyZ- 8 x  - f30y - 79 = O 

6- Los s l g u i ~ n t e s  gráficos representan hlp&rbolas. Escribe 

I la ecuación c o r r ~ s p a n d i ~ r i t e  en cada caso ( f i g .  3.33)- 



F i g .  3.35 
2 

X 

I ti 
- 1 halla 7. En la hip&rbola cuya ecuación es - - - - 

9 
los puntos que cumplen: 

a) Su abscisa es: -5; 8; 4. 

b )  Su ordenada es: 3; -4; 7. 

8. D e t e r m i n a  cuAles de las siguientes puntos estan e n  l a  
2 hip&rbbola cuya ecuacibn es 3xZ-  y = 1 2 :  

a) P i ( 4 ; 6 1  b l  P Z I - 1 ; s )  r )  Pa(-3;ri%i d )  F 4 ( & ; f i )  

Y*. Escribe la ecuaridn de una hipkrbala de centro en el 

origen y 6 0 ~ 0 5  subre e l  e je  x ~i se sabe que pasa por 

el punto N[-5; $1 y 5u d istancie  fpcal  es igual  a 1 0  

unidades. 

10 .  Los facas de una hipérbola coinciden con las facas de 

l a  e l i p s e  ?x2+ 2sy2- 225 = 0. Escribe le eruacidn de 

la hip&-bola si su excentricidad es igual a 2. 
X 

2 1  - Halla la eruaridn de l a  hipbrbola de c e n t r o  en e l .  
l 

origen, eje p r i n c i p a l  sabre el d e  ardenadas y que pa- 

sa por l o s  puntas (4;&) y (1;-31. 

12. Las focos de una' h i p & b o l a  son  l o  puntos ( 4 ; - 2 )  Y 

(4;-8) y la longitud de su eje pr inc ipa l  es 4. Halla 

l a  ecuación de l a  hip&rbala, l a s  acuacicnes de sus  

asintotas y la excentricidad. 

13- Demuestra que la distancia  de un foco de l a  hip4rbnla 



los  focos de la hiperhnla. 
2 bc: 

:< 
13. Por el foco izquierda dr la hipCr-bnl a - - - [ -  - 3 ne ' 

1 44 7': * ..f 

ha trazada una pcrperhclil r - u l  a p  a II a r r - > c L a  qur corat a i o i i r  

bXe5 es siempre igua l  a 4- 



A t 2 ; O )  y B I 6 ; O ) .  Ha1 la la ecriuaizic5n d e l  lugar g a a m l o k r i  - 

r o  det.rrninadci por e1 t e r c e r  ver t ice  IC) si '$%e m u e v e  de 

t a l  manera que 1.a difer l incla entre  l a s  longitudes AC y 

BC es s i e m p r e  i g u a l  a la m i t a d  de la longitud d e l  lado 

AFI. 

72. S e  han situado t res  puntos de escuche, A ,  B y t, de 

m o d a  que A esta situado a 700 m al nor te  de 3 ,  y C a 

1500 m al este d~ B.  E l  ruido de un raRonaro 5e escu- 

cha s i  m i n l t A n e a m e n t e  en fi y B 2 despues de o i r s e  en 

C. k t w - m i n a  l a  pusicidn d e l  cañbn asumiendo que la v e  

lucidad d e l  sonido es 340 m / s .  

.Y. 
5 . S e c c i o n e s  rdnrcas 

Al e s t u d i a r  l a s  curvas de 5egundo grado has podido 

a p r ~ c i a r  que e x i s t e n  s e m e j a n z a s  entre ellas y ,  a d e m b s ,  re- 

c i  hen el n m m b r e  coman de secciones cdnlras. 

L.as semc jarwac; y el numbre gen&ricn se deben a que t i e -  

r t~r ' t  un n r i  gen r u m u n :  son serriones planas de un cona riircu 

l a r  rec to  ( f i g .  3.341. 



Como se puede apreciar en la figura,si el Angulo  de 

i n r l i n a r i ~ 5 n  del plano (a) e5 menor que el Angula de i n c l i  - 
nacldn de las generatrices del rono (o ) ,  es decir u < (3? 

la Intersrccahn es una elipse; si a - 0 is una parAbala y 

s i  a ? f3 una hlpbrbola, e n  este casa el p l a n a  corta  a las 

dos hojas d e l  cono y par esa Za hipérbola t i e n e  dos ramas, 

Teorema 1 

Sean C un rono ~ i r c u l a r  recto de vsrt ice V y cu- 
yas qeneratrices forman un ángulo con el pla- 
no de la base, y E un p l a n o  con A n ~ u l a  de inrli- 
naci6n a respecta a la base del cana y que no 
c n n t i r n e  a V, entonces la interseccibn del p l a n o  
y e 1  C-C)nn es: 
a )  una elipse s i  a < 0 ,  
b )  una parAbola 5 i  a = 0, 
C )  una h i p é r b o l a  s i  a ? p. 

Demostracibn 

Para realizar la demostración inscribimos PP el cano 

esfera5 tangentes al plana c. Estas esferas reciben el 

namhre de esferas de Dandelin, en honar al matemático que 

l a s  utilirh por primera vez en 1822. 

al S i  CY P 0 se inscriben dos esferas tangentes a c en das 

puntos Fi y Fz. En la figura 3-55 se tiene: 

- 
P F = W  y ?=m2 por a e r  tangentes d u a d e  u n  punto a 

u n a  esfera. 



b )  S i  a = (3 ,  hay una sola es+era tangente en F al p l a n a .  

c. En la figura 3.36 se tiene: 

E l  inciso c se demuestra come el tnciso a utilizando la 



un origen común, el t . e o r ~ m a  2 mostrar& q u w  pct@d!:?n 5a;:r r-a- 



a1 igual que en l a  parAbola,  l a  d i s t a n c i a  d e  l a  d i r e c -  

triz a l  foco de una seccibn cdnira l a  denotaremas 2 p  y la 

llamaremos p a r h n e t r o ;  se puede obtener una ecuacibn comím 

para lae s e c c i a n e i l  c h i c a s  en ,Funcibn d e  ESE p a r A m a t r o  * y  

la excentr- icidad. 

T e o r ~ m a  3 

Sean C una .ama d e  seccibn cdnica de e x c e n t r i r i  - 
dad e y p a r A m e t r o  Zp, F un f o c a  y 4 l a  d i r - e c t r i z  
&S p r ú x i m a  a ese foco. Denotemos p o r  p l a  dis- 
t a n c i a  d e  un punto de l a  curva al foca y par p 
el &ngula f a r m a d u  por una s e m i r r ~ c t a  de nrigen 
en el foro que contiene al punto y PI i l e m i c l i e  d e  
l a  c d n i c a  que corta a l a  directriz [ f i g .  3 -42] ,  
enturicesi: Z ~ P  

P =  l + r J c o s p  

D e m o s t r a c i d n  [ f  ig. 3.40) 
P - - 

d(P,C)  - E
! 

dtP,l1 = Zp - p ros p 

p = e(2p - p cos p) 

Fig .  3.40 
En el casa de la hip&rbola, ~.icj+a ecuacibn corresponde a 

la r a m a  asociada al foco dada, para la otra r a m a  la ecua 

cidn ser ia :  



- Cep  
P =  I - e c o s c p  

E 3 t a  es la llamada e c u a ~ i h n  polar d e  l a  ~ e c c i ó n  cónica. 

I _ _ - E m F p i ~  
a3 XdenLfIica la secc.li.dii cónica de ecnac.i.fm polar: 

1 44 p P -- 
13 + 5 cos p 

b3 Escribe l a  eruacki5n polar de 1a elipse que tiene foco 
1 

y cuya directriz t iene FCZ; 13 ,  excentricidad e = -- 

a >  Llevamos la ecuacxdn a la f o r m a  randnica. 
144 - 

p r: 
13 

S 
1 + - COL; $3 

13 

fi p a r t i r  de la ecuacián polar se puede o b t e n e r  una 

eruaribn car-tesiana re fer ida  al v & r t i c e  (el origen d e  co- 

o r d e n a d a s  esta e n  el vBrticel. 

Teorema 4 

1 La ecuacidn r e f e r i d a  al v & r t i c e  d e  una s e c c i b n  1 

En el caso de la hipérbola,  la ecuacidn representa una 

r a m a .  La demostraribn de este teorema se d e j a  como ejerci- 

cio. 

S i  e = 1 se obtiene la ecuacibn candnira de la p a r A b d a  

Y'= 4 p x .  Esta ecuacidn representa quc el Ares del cuadrado 

t o n s t r u i d n  sobre l a  o r d e n a d a  es igual a la d e l  r e r t A n g u ~ o  

de base x y altura 4p. De aqui se der iva  el nombre, pues 

l a  voz gr iega parabol& i&mpq3o~<) cignif ica comparar o 



poner al lado. 

En el raso d i  la elipse E : 1 ,  y el 6rea d e l  rectángulo 

es m e r i o r  que la d e l  cuadrado, hay un defectu, de ahí el 

nombre, pues la vns griega e l l . e lps i s  ( r p s X X ~  L W L ~  ) 5igr1i-F i - 
La insuf j c k e n c i s .  

Para la hip&rbala  c > 1, y hay un "exreso de Area",  su 
\ ,  

nombre, .-,e d e r i v a  de la voz griega hyperboleb I r p n e p p a h ~ ) ,  

que r , l g r t i + l r a  exceso. 

Cuarado E 8 I recjulta una c h i c a  r o n  centro, en  este ca- 

so se puede prubar que las ecuac ianes  de las  directrices 

a 
referidas al cen+vu son: x = - f - 

b
2 

Y que 2p = - 
-.- C 

[ Eiempla 2 7 
2 

Dada la hfpprbola X y2 E - 1 , escribe la ecuacidn polar 

de una rama, 

Hesol uc i br-i 

h2 9 
P = c = S Y La ecuac idn  es: 

E3er~iciac l epi  grafe 51 

1 -  Ident i -Fica al t i p o  d e  cttinica y escribe La ecuacibn 

2. Escribe la ecuacidn palar y la ecuacidn re fer ida  al 

v é r t i c e  de la5 cbnicas. 

al 5x2+ 12yZ+ I Q x  - 48y - 5 - O 
b )  4x2-- byZ- 3x + lt3y - 20 =: o 
cl 2x2+ bx - 4y -+ 8 = 0 

d) Y,:'+ 4yZ-- 27x  - I b y  + 2 = O 

referida al centru. > I 



f l X O ~ ' +  SQy - x = O 
2 2 

g )  x + y -  Bx + lQy - 5 - O  

Dados ne dírcctrir, el foco y la excentricidad de una 

cbnica escribe l a s  eruariones: polar , randnica y ref e- 

rida al vbrtice de la m i s m a .  

a) x = 5 , F(&;U) y e = 1 

b) x = --1 , F t Z g i l  y e = 0 , s  

Demostrar que la curva dada por la eruacibn: 

c 
P -  1 + a c o s Q + b s e n @  

os una cbnica- Clasificala. 

Dados tres puntas de una ctinira, donde la prrmerd L u v r -  

dcnada ea p y la segunda e5 p de la ecuacibn polar-  E5- 

cribe sus ecuaciones polar y candnira.  

E l  pr inc ip io  de tavallieri generalizada afirma que si 

das regiones determinan sobre cada r e c t a  &. .un haz de 

rectas paral  el as, y segmenkas que e s t A n  en , 1 a raz6n 

ki: kz, entonces sus A r e a s  estan en esta razbn. 

Utiliza este resultado para calcular e l  &ea de la 

elipse a p a r t i r  del ares de la cirrunfereneia.  

Encuentra una ecuacldn paramltrica para la elipse. 

Demuestra el Teorema 4 ,  

Demuastra que las  ecuaciones re fe r idas  al centro, de 
a l a s  directrices de una cónica con centra, san x = I - . 
E! 

b 
10. Demuestra que p a r a  una cbníca con centra, 2p = - . 

E 

Ejerc ic ios  del r a p f  t u l o  

1, Escribe la ecuacibn de la  cirrunterencia que cumple: 

a) Tiene centro OC4;3)  y r a d i a  8-  



b l  Tiene centro en el puntc 015;-2) y pasa par el pun- 

ta Ft-1;5). 

r )  Tiene 10% e x t r e m o s  de un d i A m e t r o  en los puntos 

ñ(5; 1 1  y 8(3;?). 

d)  Es tangente a la recta x - y 4 4 3 O y tiene c m -  

t r a  en el punta ( & ; O ) .  

2. Determína el valor de k para que la circun+erencf a 

x2+ 8 x  + 10y + k = O tenga r a d i a  7. 

3. Halla la distancia mfnima d e l  punto a la circunfermn- 

c i a  en cada uno de I n s  rasos siguientes: 
2 2 a) A [ & ; - 8 )  ; x + y = 9 

bl  B(S;?) ; x
2
+ y-*-- 2 6 x  + 30y i S13 = O 
Z 2 

C )  C(-7;2) : x + y -  IOx - 14y - 151 = O 

4. Escribe la ecuaribn de la cuerda de la circunferencia 
2 

I x  - 2 )  + ( y  - 4>'= 10, que t iene punto medio en el 

punto  PtI1;Z). 

5. E l  punto 013;-1) es el centra de una circunferencia 

que interseca a la recta 2 x  - 5 y  + 18 = O? si la longi- 

tud de la cuerda que determina esta recta es A ,  halla 

la ecuacidn de La circunferencia. 

6. Escribe la ecuacibn de la elipse que cumple: 

a) 0<4;6) ; a = 7 ; Sb = 12 

b l  F1(0,4) ; F2(á;4)  ; 2a = 8 
3 

C )  0 ( 0 , 5 )  ; a - 12 ; e = 4 
7. Halla la ecuacibn d e  la elipse que tiene su centro en 

el origen, un foco en (0;3) y longitud del semieje ma- 

yar igual  a 5.  

8. Si sabemos que el punto E(-4;2,4) esta en la elipse 

16x2+ 2Eiy2 = 400, halla la distancia de B a los focos. 

¿Bu& resultado se muestra en este ejercicio? 

P. Se da el punto A en la slipse 5x2+ qy2== 43. HP- 

l l a  las ecuaciones de l a s  rectas que pasan par PI y l o s  

+ecos de la elipse. 

10- Halla el &rea d e l  cuadri latero que t i e n e  sus vdrticas 

en l a s  v&rtices de la elipse: 

a) 16xZ+ 25y2= 400 b l  5xz+  qYz- 3 0 x  + XBy + 9 = O 



11. Halla la ecuacibn de la hipbrbala que cumple can lo 

siguiente: 

al Tiene centro 0(0;0) , 2a = y e = 2. 

b)  Tiene rentro 01-4; 11, un vbrtice en (2; 1 )  y la se- 

midistancia Socal m i d e  €3 unidades- 

C )  Tiene centro 0 ( 0 ; O I ,  A I b ; O )  y la ecuacibn de una 
2 

asintota 4x  - 3y = 0. 

d l  Sus v&rtices san los puntos (1;7) y [ i ; - i )  y la e x -  
5 

centricidad es e = - . 4 
12- Halla la ecuacl6n de la hipérbola equilAtera que pasa 

por el punto 13;-1) y cuyos ejes coinciden ron los 

ejes coordenadas. 

13. Halla el rentro, la excentricidad, los facas y las 

a-álntatas de la hipkrbala 9 ~ ' - 4 ~ ' -  3 6 x  - 24y - 36 = 0. 

14. Halla la ecuacic5n d~ la hipbrbola can centra en 

(0;-l) , eje principal paralela al eje x y que pasa por 

las puntas (3; -31 y (7; 5). 

15. Halla la ecuacibn de una parabola que cumple lo si- 

guiente: 

a) Su v&rtice es el punta <2;3) y para par el origen. 

b l  Su foco est6 en e1 arigen de coordenadas y la 

directriz e5 x - 6 = O .  

c) Su vértice es el punta (3; 2) y el f aco e- (5; 2 ) .  

d i  F(2;-2) y la directriz e5 y - 4 = O .  

l b ,  Halla el vdrtice, el -Foco y la directriz de la parAbo- 

la: 

a) y2+ 4y - &X + 7 = O b l  4x2+ 4~ + 3 y  - 2 = a  
27. Halla la ecuación de la parabola con vt$rt ice en la 

recta x + 2 y  + 5 = O y pasa por los puntos I-2;Q) y 

(-2; -41 m 

18 .  Halla la ecuacibn de la circunferencia del m e n o r  r a d i a  

posible que pasa par el foca de la parAbola - 8 x  

tiene su centra en la recta x - y + 4 = 0. 
2 2 

19. El centro de la circunterencia x + y - 4 x  + 2 y  - 5 = (3 

es el ver t ice  d e  una par-~bola cuyo eje tiene por erua- 

cidn y + 1 = O. Si la parabola pasa par el punto 



A ( 4 ; 3 l ,  halla su ecuacidn y la de la directriz. 

20. Hall a 1 a ecuación de la elipse que t i e n e  focas Pn l,os 

focos d e  l a s  parabolas: 
2 ( y  + 21  = 8 í x  -1) , Iy e 2i2= - l h ( x  - 61 

y cuyo semieje maynr a - c + p , donde  p es el menor 

de los semipar6meti.-os; de las  parBbalas dadas. 



EIunque la nocidn de l í m i t e  cit;tA i m p l l c i t a  en l a s  obras 

del gran A r q u i m e d e s ,  cuando para calcular el v a l o r  de n e% 

t e  emplea el &tado de exhauscibn de Eudoxio 1370 a. n. e. ) , 
esta idea no reaparece hasta Fermat que l a  retorna en su 

t r a t a d a  M&todo para hallar exLrsios y niisiiriios. En e s ta  abra 

Ferinat compara el v a l o r  dado a c i e r t a  .funciCin f Cx 1 en un 

puntn, con e l  v a l o r  f I x  + E) en o t r o  punto que se a p r o x i m a  

al p r i m e r a  al hacer E - 0, S i n  e m b a r g a ,  Fermat no tiene 

aízn con claridad el cuncepta de l i m i t e .  

Nuevamente en lh76, es o t r o  de las grandes m a t ~ m A t i c n r i  

de la historia, Nawtan Cl&42-17271. quien  en su obra 

La cuadratura de las curras, se prapane hallar la razdn ole 

incrementos que e1 denomina "evanescentes" (que se desva- 

necen) y a l  realizar esto se aproxima al toncepto de l i m i -  

:e. La ririica objecibn que s~ Xe hace es la fa l ta  de preci-  

sidn de la palabra desvanecerse. 

Vuelve o t r a  v@z sobre la naci6ri de I l m i t e  el rnatiematica 

-Frandc D' A l e m b e r t  1 l?17--1783) , el que en su Encyclopedia 

lo def Xne al expresar que: 

Una cantidad es el limite de una segunda can- 

t idad  var iab le ,  si l a  segunda puede aprax i -  

narse  a la p r i m e r a  hasta diferir de ella en 

menas que una cantidad dada (aunque nunca 

ILeaue a coincidir  con e l l a ) .  

Esta a e f á n i r i h  de D'hlembert fue  l a  piedra de toque 

para que los m a t e m A t i c a s  del s i g l a  X I X  llegaran s Ia defi- 

nicidn de limite, fisi es que finalmente, Agust in  Cauchy 

(lfW-1857), a l  considerar la definicidn d e  D ' f i l e m b e r t  co- 

ma punto de part ída,  f o r m u l a  en su 0bI-a Curso de AnAlisis 

publicadu en 1821, la definiridn de l í m i t e  casl c o m a  la 

esrudi amos hay: 

Cuenda los sucesivas valores que t ~ m a  una 

var i abl e se aproximan i nde+ir i i  damente a un 

v a l o r  d i j o  de n i d a  que terminan por diferir 



de este una t a n t i d a d  t an  pequeKa cama se 

quiera, este r3I.timu valor se denomine l i d t e  

de los restantes valores, 

En este cap1 t u l o  estudiarás una de la5  de+ inicianes ar-- 

tuales del ronreptu de limite y ccmocerAs algunas prapie- 

dades de las Punciones y de las  1 E m l t e s  que te p e r m i t i r A n  

calcularloc can cierta facilidad. 



Desde grados anteriures ccnaces el c o n c e p t o  d e  funcidrt 

y sabe.; que es rin m o d e l o  mateinAtico para r e p r e s e n t a r  la 

d e p e n d e n c i a  entre maqnikudes. G s i ,  pur  ejemplu, l a  funrihn 

r u a d r A t i c a  r~presen ta  l a  f o r m a  en que depende el A r p a  (P i l  

d e  un cuadrado d e  l a  longitud 11 ) de su lada: 
2 A = I  

Tambien esta funcit'm puede representar la forma e n  que 

depende el e s p a c i o  recor r ida  (5) del t i e m p o  (t), en  un mo- 

vimiento uniformemente aceleradaw: 
i 2 

5 = v t + - at ; v : v e l a z i d a d  i n i c n a l ;  a: accleraclc5n. 
O 2 O 

Estos ejemplos ilustran que el mismo madela matemAtiro 

sirve para reflejar di ferentes s i t u a c i o n e s  practicas, esto  

es una evidencia d e  l a  generalidad d e  la matem,Atica y una 

de las causas de su importancia y aplirabilidad, 

En matemAtica, por la general, las  funrianes se repre- 

s e n t a n  mediante una formula que expresa la forma en que la 

v a r i a b l e  dependiente Ifuncibn), depende de l a  variable in-  

dependiente largumenta). En los puntos 20 y 2 1  del Wemento 

aparecen  l a s  fdrmulas que corresponden  a las  f u n c i a n e ~  que 

has estudiado; tambíen aparecen las qraficas y propiedades 

fundamenta le s  de esas funciones, esta i n f o r m a c i ó n  te sera 

d e  utilidad e n  el resto del curso. 

1 Eyemplo 1 1 
Haz un es bozo d e l  gr A f  i co de l a s  f crnci ones: 

e) y L x9+ x 
i 

t*3 y = - -  * 2 
X 

Resol uc ibn 
3 a) y z x + x  



T o i l i ; t r u ~ m u s  una t a b l a  c o n  a l g u n o s  valores de la -Euncltiin 

(calculamas sulo hasta l a s  d&cimas, pues nu sr  pueden 

representar con mayur precisic5n): 

Representamas estos puntos e n  un 5 i s t e i n a  de coordenada-; 

y esbozamos la curva que los contiene ( f i q .  4.la). 

Comenzamos por construir Xa tab la :  

En este caso la funcibn no e s t A  de+inlda para x = o ,  al 

pasar de valores negativos a po.; l t~vos se cirnduce un 

'salto" en l o s  v a l o r e s  de la funcibn. Basándonos en La 
1 

g r a f i r a  de y = , t razamas dos arras de curva, una 

que contiene las puntos  que corre=ipond~n a x < O y 

o t ro  que cantiene l o s  que currecpunden a x > O  

I-fig.  4 . 1 b ) .  

Dada una cuncidn cuya grá f ica  nos es descnnocida, sola 

esbazamas la parte  de la grAfica que contiene lo5 puntos 

calculados. Para hacer la represenTaci6n completa de fun- 

cisnes a r b i t r a r i a s  se necesitan otros recursos que apren- 



derás en este curso y otras posteriores. 

1 Ejemplo 2 ( 
Parm 18s f ~ t l l ~ i ~ n e s  de f in idas  en l a s  graficas de la figu- 

ra 4.2 indica: doiainia, imagen, ceros, Intervalos de -no- 

toda,  puntos de d x i m n  y m E d n r i ,  paridad y s i  son o no 

inyectf vas. 

al CFig. 4.2al. Las flechas que aparecen en el graQico i n -  

d i c a n  que este se prolonga Indefinidamente. Entonces: 

Dom f - R* 

Proyección sobre el 

eje - y ' .  c u b r e  h a m C a  2 , Z .  

* ~ ' a  grAf i c a  asciendo de 
Creciente en <-ria;-i]  y E+ 

izquierda a derecha. 

~a g r a f i c a  d e a c i e n d s  de Decreciente en C - i ; O )  
izquierda a darechu. 

Observa que el punta donde cambia la monotanla se puede 

incluir en ambas intervalos: crecimiento y d e c r e r i m i e n t a .  

La g r á f i c a  r n  @ m e  p u n t o  

~ s t d  por e n c i m a  d e  los Punto de máximo: x = -1 
q u e  Lu rodean.  No e e  u b s o  - 
luto, toma vatores mayores 

~ i n g ú n  puntb e a L A  r o d e a d o  
Punto de m i n i m a :  no t i e n e  

d a  v a l o r e o  mayoree. 



No es par ni impar, 

NP es inyec t iva  

b )  ( F i a .  4.2  b ) :  

Dom j = I-l;0)u(0;43 

I m  f = I-m ;41 

n 
C e r a  x = -0,9 

No e r  i i r n & t r t c a  rwrpac to  
úI origrn n i  a l  * j *  " y " .  

H a y  rectas y = y qu+ La o 
carlan in dos puntos. con 

yo E I - O P .  ; X l .  

Lu proyeicibn no c u b r e  í L  
o r i g e n  n i  eI p u n t o  x = 4. 

C o r t a  al * j r  " x "  #n 
x=-o ,  9. 

Decreciente en C 0 ; 3 7  

Observa que e l  punta donde cambia la monatonla se puede 

i n c l u i r  en ambos intervalos:  crecimiento y decrecimiento. 

~ l n g t i n  p u n k m  rata rodeado Punto de dximo:  no t i e n e  
de v a l o r o a  menúrír. 

E\ v a t ~ r  -n es* punto er 

Punto de minimo: x = 3 menor qu- Lom que lo ro- 
d a ~ .  

No es par ni i m p a r  NO +m airn&trica r o r p + c t o  
aL origín ni al m i -  " y " .  

Hay r+clam y = y qur La 
O 

cúr L u n  en & m  puntoi,  

de y = B a y = r ,  m+nom u O 
1 

Las funciones que estudiaremos en asta cursa tienen ca- 

ma dominia e imagen subcon~untos de R. Estas funciones se 

Llaman funciones n&rica6. 

Para que una funcíbn este rompletamcnte deSinida, pr 

necesario i n d i c a r  su dami n i  a; s i n  embarQo, 1 as funciones 

n u d r i c a s  que estudiaremo5 se definen mediante una ftírrnula 

y en ese caso, e l  dominia  puede quedar i m p l i c i t a ,  gracias 

al convenio siguiente: 

Cuando una funcibn numbr-ira, f ,  se d ~ f  inc mediante ( 
una fdrmula para  f C x ) ,  su dominia es el subconjunto 
más amplio de IR en el cual esa fdrsula tiene sentido. 



Deterdm el dominio de lar funciones n d r i c a s :  

x2- 4 
b3 y = log 

x + x - 2  

c> qc y3 -i, cas y 
2 

cos y - cosy 

La función es+& deqinida salo si: 
E l  radical enla dofrnido 

x '- -- 2 $ r ~  soto ai el radicando es 
x + :5 

no nsgat  Cvo. 

A~aXizamos el signo de la +raccidn a 1 

en la f i g u r a  4.3~3). Resulta: + + - 
Dom f = [ - m : - 3 )  u E2,+m) -. 3 

- 2 

Se ha e x c l u i d o  e113 pues la f r ac-  b)  

cabn se indef ine. 

= l og  F i g .  4 .3  

La funcihn está definida 5010 si: 

E l  Logaritmo í m t g  cief i n i d o  
xZ-  4 > * 

solo ei el argumento es 
2 

X + X - 2  peei t ivo. 

En la tigura 4-3b se analiza e1 signo de la  fraccibn, 

Para l a  funcidn g, el dominio es el subconjunta d e  IR 

donde e1 radical ~ 5 t h  definido y el denominador es di- 

ferente de 0, El radical est& definido i cas y ? 0, 



a sea, s i  y es un Angulo del primero u cuarta cuadran- 

tes, es decir, 

2kn 5 y 5 2 k n  * E & E + 2kn 5 y S 2 ( k  + 1 ) n  
2 2 

E l  denominador se anula cuando: 
2 

cos y - tos y = O 

cos y (tos¡ y - 1 )  = U 
n 

y = y + k n  d y = 2 h  

Luego se anula en l o s  valores extremos de los i n t e r v a -  

las de definicibn de w, y  es necesario eliminar la 

igualdad puesto que deben cumplirte ambas condicianes. 

La imagen d e  las funcianes nudricas - no se determina 

tan sencillamente coma el dominio; no pueden darse pruce- 

dimientas generales aunque a veces resultan Gtiles los 

que se aplican en el ejemplo siguiente. 

[ Ejemplo 4 7 
Determina la kinagen de las  funcianerr 

R e s o l  ur Xón 

Para determinar la imagen comenzaremos por despejar x 

en la ecuacidn de la +uncibn cesto es, resolveremos la 

ecuaridn de la funcibn en t&rminos de y ) :  

y ( x  - 21 = x + 1 

y x - x = 2 y * 1  

( y  - l l x  = 2 y  + 1 

b 1 e m o 5  obtenido una expre&bn d e  x en tr$riainar, T(P y ,  Lin 

ella podemos apreciar quO valares puede tomar y .  

Come todas las  transfarrnacion~s realizadas son equiva-. 

lentes, la ecuackc5n 1 1 1  ohteni .da  5e satisface para Ins 

mismas valores que la cicuacibn de la +uricibn; dada que 

( 1 )  cola se indefine para y = 1, la imagen de la +un-. 



ción es: 

En este raso panemac y -  = f l x )  

y = Z + v z T  

y - 2 = -  

que e s t i  definida para y E R. S i n  embargo, no pademos 

concluir que Xa imagen es todo IR, pues en la obtención 

de (2) interviene una transformacibn que no es equiva- 

1 ente (1 a el evaclbn al cuadrada) ; por consiguiente de- 

bemos utilizar utra recursa para precisar la imagen. 

En este caso se pueda wbtener la  imagen de una funcidn 

conocida: la +uncidn y = -i/n+;. 
Esta funci6n toma todos los valores reales nn negati- 

vos, Luego y = S + que se obtiene trasladdindo- 

la 2 unidades en la direccibn positiva del eje "y', o 

sea, sumándole 2 a cada uno de sus valores, t o m a  todos 

las  valores mayores o iguales que 2 .  

E s l a  crpreribn roLo d e j a  d e  emlar drfinido p a r a  y = 1, 

pero como intervi-nmn Lraniformacionis n o  equivalentea. 

rmL0 no detrrmina n-ceiariam-ntr la imagrn d r  t o  f Un- 

cibn. Por b j r r n p l . ~ .  ar fácil ver que - 2  no pusda osLur 



e n  la imagen de la f u n c i b n .  s i n  embargo. en e n t e  c a e 0  

n o  o n  deduce diracturnenta d u  La i m a g w n  d e  otra conucida 

y d e b e m o s  p r o c e d e r  d e  otra forma. 

P a r a  precisar La i m a g e n ,  c ~ & ~ r o b a m o a  c u á t s s  d e  ostoe 

v a l a r e a  satisfacen 1 a ecuacidn a r ~ g a n a L .  p u a c  uL d e s p e -  

j a r  x h e m o s  resuelto u n a  ecuacibn y mi l a s  traneforma- 

cionea no i o n  e q u i v a l e n t e a  d e b m m o e i  c o m p r o b a r .  Para e l l o  

m u s i ~ l u i r n o a  on La e c u a c i ó n  original L a  sao luc ibn  

- - =g= 
v - 7  

Luego M I  = HD malo s i  y 2 O .  s a t o  s i g n i f i c a  q u e  La ecud - 
c i b n  d o  la funcibn m e  oatisface para  y > i ( p a r a  ( y  1 5 i 

no sst& definido e1 miembro d e r e c h o )  y a imagen es: 

.E~ercicioi;  (epigrafe  1) 

l .  Representa g r A f  i camente Las f uncianes siguientes: 
9 

a) y = xZ-  x + 3 b j  y = x - S  

q) y = 3 x  - 4  h) y 3x2- 1 

1 )  y = 3 + log Ix-2) j) y = coc(2x-1)  

k~ y = tan x + i I) y = 2 + 1 0 ~ ~ ~  

2 .  Para cada una de las funciones definidas mediante los 

siguientes gr&f  i c o s  (f ig. 4.41 indica: 

Damini o, imagen, ceros, intervalos dc monotoni a, puntos 

de mAximo, minimos, paridad y s i  es o no inyectiva. 



F i g .  4.4 

3- Determina los valores de cada una de las f u n c i ~ n e s  si- 

guientes en los puntos: a - h,  2, Z + h, 2 - h. 

a) sen x - sen 2 61 xZ* 5 x  - 1 4  

c >  JT - JT d) lag  x - log 2 

4, Determina 5 k  la5 funciones 5iqui~ntes pares  o 

e) y = x sen x 

1 
d l  y = tan  x i- - 

2 
x 



5. SE? t i ene  uri a lambre d e  langi t r i ~ i  fl'::,tS c m  y 5e quiere 

+ r ~ r r n a r -  ron  8 1  un a r c r  rectangular-. 

a) E x p r e s a  E% área d e l  r e c t A n q u l o  en funcián de la lon- 

gitud del menor Iadn del rectAngulo. ¿CuA1 es el da- 

minio de la funcibn obtenida? 

b >  Ueterrntns qu& l o n g i t u d  debe tener e 1  l a d o  para que 

el. Ares s z a  ni&x i iiia. 

h. Knn  un i k i a m b r - e  d e  2ang i tud  2 se construyen un t r - i a n q u l a  

~ q u i l A t e r o  y un cuadradfi ,  

a) Expresa La suma d e  l a s  Areas como funcihn del lada 

del tri&ngula equilátera y determina el d o m i n i o  d e  

esta funcibn. 

b )  Hall a cu&l debe ser la longitud del lado del t r i A n -  

gu1.o para que el A r t l a  sea m l n k m a .  

7 .  S e  insrribe un rerrt6nytilo en una circunferenria de ra- 

d i o  1. 

a) Expresa el A r e a  d e l  rectAngulo e n  funr ibn  de su la- 

clu rnwior y de termina  el dominicli d e  l a  funciárl obte- 

nida.  

b )  Halla W a longitud d e l  l a d o  que corresponde al A r e a  

m&>: ima. 

E. Determina en cada caso s i  f = 9 .  Explica tu reípuesta. 

9. D e t . s r m i n a  el dumlnia de l a s  funciones nukricas si- 

g u i e n t e s  y calcula 5u valor en l a s  puntos Indicados: 





5 x Z +  7 x  - 1 
h) y = log 

1 6 x z  - 81 

k) y = 
x X -  1 

cas 2% - sien x 

sen x 3n 
m )  y = i x " " 4  

t a n z x  - S tan x + 4 

11. D e t e r m i n a  para que5 valore3 de x no estAn definidas las 

funciones siquientan. Si se indica, calcula 5u valar 

en eX punto. 

Lega ( aen2x - 11 x - 5  
ti) y = 1 

d) y = l o g z  7 - 2 
e sen 3 x  - 

C 0 5  X 
e) y = ; x = 1,3 

2 
2-~ien x - sen r 



-/ cos x 
-7 5rr 

gl  y "  * X Z -  
2 

ros  2x + 3 9 x 1 2 ~  - 3 
6 

12. Determina 10% c e r w s  y la imagen de Las funciones 51- 

gui entes: 

ñ) f í x l  = 3 %en 2 x  - í! al y - 5 CQS x + f 
1 p )  g t x )  = - q )  y = log lsen x (  tan x 

2, Opcracioae~ con funci~nes 

Dadas das funcione5 nunrk.ricac, f ( x j  Y q ( x ) *  se definen 
las funciones: 
Suma por ( f  4 g )  ( x )  = f ( x )  + ~ ( x ) ;  

con Dom <j + p) = Dom f I? D M ~  g 

Diferencia por (f - gl i x )  = J l x )  - g I x ) ;  
con D a m  I f  - q l  = Dom f Ti Uom g 

I Pr~ducto por  [ f  * g ) I x )  = f ( x )  q ( x 1 ;  
con Dom <f * q )  = Dom f n Dom g 



nCx3 san x. Determina l a s  fmcionasr 

R e s o l  ucidri 

Dom ( f  - g )  = N+. Es ner~sario aclarar el dominio por- 

que la f uncidn nu&rica y = 2 t i e n e  dominio que, por 

t a n t o ,  no coincide con el Dom(f - g ) ;  e5 dec i r ,  no ae 

puede aflrmar If - q )  i x )  = 2. 

aclarar  e 

tienen el 

= (x 6 IR+ i x r< 1} . Nuevamente es necesario 

nl dominio. Observa que: [ $ - ] ( x )  e ( ( x l  C i N o  

nirm damirllo!l m 
&demAs de lar; operaciones algebrairars r o n t e n i d a s  en l a  

de- f in ic i¿m 1,  con l a s  funriones se realizan otras  opera- 

ci o m e e .  

D e S i n i c i 6 r i  2 

Sean j y g funciones tales que Imf n fmg PIC 4, enton- 
ces se llama func ibn  compuesta g o f a la funcibn 
d ~ f  i n i d a  par: 

Ig  a f )  ( x )  = g l f í x ) )  

con Damlg o f )  = E Dnm f :  p ( f l x ) )  est8 definida 

= Dom f n Dom ( g ( f ( x ) ) )  

Dsdis lar fuiiciorris f C x 3  x2; > = ; k € x >  1 



de esta f crr i c~ tm;  p n r  t i a n t o ,  para que la .Funcibn quede 

bien de+ i r i i  d a  hay 3uri p r e c i s a r  e1 dominio: 

En ucasiuries, para  facilitar la dettirminacióri de la fun 
~ i h n  compuesta, l a s  +uncianrs 5e representan mediante ecug 

c i a n ~ s  en l a s  que se diferenciar? las  variables. 
- -. --. . 

~ . j e n i ~ l o >  C. - - 
1 

Dadar f a n  f iinciorirs w , z --. , y = tan x. 
1 + y= 

D e t e r m i n a  la funcihn compuesta w m hCx>. 

peru teniendo en cuenta el d o m i n i o  d e  y = tan x 



Desde gradas anteriores conoces el concepto de funciún 

inversa,  en la practica se necesita con frecuencia d e t e r m i  

nar la funcibn inversa de una dada (punto 19 d e l  Mementa). 

1 E~arnp10 4 1 
A n s i l l z a  si L a s  siguientes funciones 

tardnalas  en ese caso. 
2x + 1 

a3 y 
x + 3  b3 fCxS 1 - 

Rasa% ucibn 

a) P a ~ a  deterhinar si ti .ene Inversa 

tienen inversa y de- 

es necesario averiguar 

si e5 inyectiva o no. Una forma cbmoda de hacerlo es 

despejar x y ver cuAntas elementos del  dominio corres- 

ponden a rada elemento de la imagen: 

y ( x  + 3) = 2 x  + 1 

yx + 3y = 2% + 1 

yx - 2 x  = 1 - 3 y  

( y  - 2 ) x  = 1 - 3y  

fi rada elemento d e  la imagen, y + 2, corresponde un 

t n i c ~  valor d e l  dominio, luego es ihyectiva. 

Camo todas las trand a r m a r i  onm han s i d o  equi val  entes, 

le expresiún obtenida puede u t i l i z a r s e  para definir la , 
Inversa s i n  precksianesi adicionales. Luego la inversa 

rntercambi a m o i  Lao vur ia- 

- b ~ * m  p a r a  mantanrr +L con- Y ' , - 2  
v+nio de q u e  x H La varia- 

b)  Pdniendo y = f ( x )  y procedienda como en a) 

A cada valor de y corresponde un único va lar  de x ,  es 

inysctiva? pero en este tasa las transformaciones no 

han sido equivalentes y es necesaria tomar en cuenta 

que! el dominio de la inversa as la imagen de la fun- 



E)  En este raso de y h I x )  resulta 
2 P y = l - x  

2 
XZ" 1 - y 1 1 )  

A cada valor de y corresponden  2 valore5 d e  x, l .ueyo no  

es i n y & t i v a  y no t iene inversa. 

Puede obtenerse una f uncidrt inyectiva 1 i m i t a n d o  e l  d a m i  

n i o  d e  h ,  d e  moda que a cada v a l o r  d e  y correspanda un 

solo v a l a r  de  x e n  ese dominio (por  ejemplo a C-1;03 

6 t0;13) y en ese casa l a  ecuacidn (1) d e f i n e  l a  i n v e r-  

sa  y = -  O y = m segdn  el dominio 

escogido. 

Ejercicios lep igrafe  2) 

1. Dadas l a s  f u n c i o n e s  f y g, de termina:  f + g ,  f - g ,  f-9, 
J . 
P 

1 1 
a) f I x )  = - + - ; q l x )  = x x x + f  

2. Dadas lasi f u n c í o n e s  f y g determina  f U g y q o f -  

a) f ( x )  = 2 x  + x-" ; q t x j  = x 4 + 2 x  * i 

b) f < x )  - log x ; g ( x )  = i s e n  x '  



si 1 as prapacli c i  ane5 si guierites sor) verdade- 

4. Determina la f u n c i ó n  compuesta z = h l x )  : 
9 B 

a) y = s e n x ;  r = y  b ) y = x - l ; z = y - y  

C) y = tan x ; z = 1 + y2 





Si en una circunferencia 

( f i g .  4.5) se inscribe un cua- 

drado el A r e a  de l  cuadrado es 

menor que el A r e a  del circula. 

Si a partir del cuadrado se 

inscr ibe  un octdgono, el Ares 

se aprox ima  mAs al t r e a  del 

c i rcu lo .  51 se c o n t i n 6 a  de la 

misma forma inscribiendo poli- Fiq. 4.9 

gonos de 2" lados, veremos q u m  a medida que n crece la 

apr~ximacihn es cada vez mejor, pero para cualquier ndmera 

finito n, el A r e a  ser& diferenta del Araa d e l  cf rcule. 

Sala s i  cansideramos que n crece illmitad&mente padre- 

m o s  alcanzar el Area del ~ í r c u i o ,  se trata en ese caso da 

un proceso i n f i n i t o .  

Aunque el origen d e l  concepto se r e m c i n t a  e is tes ideas 

geom&tricas, nosotros lo uti l izarmas en otra prmmia fn- 

f i n i t o :  el análisis d e l  comportamient~ ds lus v a l w e a  d m  

una f u n c i h  cuando la var iab le  Independíenta t x )  sc aproxC 

ma l o  como se d i c e  usualmente, tiende) a un varor dado 

Ix*). En la figura 4.6 se ilustran distintas posibilidades 

para este comportamiento. 

a) Li) 



F i g .  4.6 

La f i g u r a  4.ba i l u s t r a  el caso d e  una funcíbn En l a  

cual s u s  valores se aproximan al v a l o r  f ( x  ) en el punto 
o 

x , cuanda x P S ~ A  sufirientemente prbximo a x . 
O O 

Esta aprox  lmación podemos comprobar1 a si se t r a z a  una 

banda h o r i z o n t a l  tan estrecha rama se quiera a*reder ior  d e  

f I x o ) ;  esta banda está limitada par las rectas y =. f Ix ) + E  
O 

y y = f ( x o )  - E ,  donde s: > 0 es un nGmero arbitrariamente 

pequeña. 

Una p a r c i b n  d e  La grAbica queda rontenida en cl inte- 

rior de la banda y se puede e n c o n t r a r  un n ~ 3 m e r n  d > O tal 

q u ~  l o s  valorea de l a  ?unción en el intervalo ( x  -6;x + 6 )  
0 O 

est&n rentenidos en la banda Ila porcibn d e l  grhfiro 

contenida en la banda vertical limitada par Las rectas 

x =; x - 6 y x = xo+ 6 , est5 tambien en el i n t e r i o r  de 
0 

E a banda horizontal 1 .  

L a  f i gura  4.6b i l u s t r a  el caso de una funcihn en La 

c u a l  sus  valores se aproximan a un valar L * j l x  ) cuando 
r) 

x tiende a x ( x  + x 1; en este caso, puedes observar 
a o 

que en el i n t e r i o r  de l a s  bandas harizcmtale!zi está conte- 

nida el grAfica d e  l a  funciQn para los valores d e l  argume,!, 

to suficientemente prbximas a x , excepto el punta 
Q 

Cxo; f [ x o )  ) . Esto muestra que, para ana l i za r  al comporta- 

miento al aproximarse a x , no es conveniente  hacer i n -  
O 

t e r v e n i r  el v a l o r  d e  l a  f u n c i ó n  e n  x , ya que su5 valores 
0 



5e pueden aprax imar  a un número L. r f (x  1 .  
0 

En l a  f i g u r a  4 . 6 ~  se i l u s t r a  el caso d e  un vaiar  N a l  

cual no se aproximan l o s  valores d e  la  +unc ibn  cuando 

x 4 x . En este caco puedes observar - que p a r a  toda banda 
O 

vertical, es pasible encontrar una banda h a r i r o n t a l  d e  mo- 

do que el grdf ica  quede completamente Cuera d e  l a  i n t e r -  

seccibn d e  las bandas. Si comparas con los g r A + i c o s  

anteriores puedes o b s e r v a r  que los v a l o r e s  d e  la f u n c i d n  

se aproximan a otra nomero f I x  ) * N. 
O 

La f i g u r a  4 - b  d ilustra el casa de una funcibn cuyos  

v a l o r e s  na 5e aproximan a ningún valor cuando x --+ x . En 
Q 

este casa puedes observar que l o s  v a l o r e s  d e  l a  f u n c i ó n  543 

hacen arbitrariamente g r a n d e s  al aprax imarnos  a xo; cual- 

q u i e r  banda h a r i z o n t a l  deja fuera una por-cibn del grAfiro. 

En el caso en que los v a l o r e s  de  l a  funci6n se aproxl- 

man a un nt3rnet-o L ,  ~ u a n d a  x --, x decimos que C es el 
0' 

limite de l a  f u n c i ó n  en ese p u n t o ,  a que l a  f uncibn t iende 

a L ( f ( x 1  -+ L). E s t a s  ideas se p r e c i s a n  en La d e f i n i -  

ción 1.  

D e f i n i c i d n  1 

Sean f una f uncidn nudr i ca y xm e se dice 

que L es el l i m i t e  d e  f a  funrj.bn en x o ,  o que 

f ( x )  t i e n d e  a L  I f C x )  --, L1 cuando x t i e n d e a  
x ( X  - x 1 , y se d e n o t a  

O O 

1 1 m f ( x 1  = L 
X + X  

9 

5% cualquiera sea el número s > O, es pasible 
e n c o n t r a r  un n6mer-a d > O que satisface: 
si O < I x  - x 1 < &,entonces  ( j r x i  - L (  < E  (1). 

O 

La candieiCm ( f I x )  - L [  < E s i g n i f i c a  que las valares 

de l a  f u n c i d n  es tAn contenidos en la banda h o r i z o n t a l  í i- 

mitada p o r  l a s  rectas y = L - c y y = L + E , a s ~ a ,  

L - E < f ( ~ 1  < L + o; l a  condicibn O < l x  - x 1 <  6 s i g n i f i -  
0 

ra que están contenidas e n  l a  banda v e r t i c a l  d e  r e n t r o  e n  

x y amplitud 26 y que x x o ,  a sea, que el valor f l x  
0 Q 



no interviene en l a  definicibn. 

( Ejemplo 1 1 
a3 ¿Que valor deba tener 6 para que de ( x  - 21 < 6 se de- 

duzca ( 2x  - 4 ( < 0,0001. 

b3 Probar quet 1 i m 2x 4. 
x + z  

R e s a l  ucidn 

a) Para que se cumpla 

p x  - 41 < 0,0001 = 10- 

debe ser S ]  x - 21 < IO"* 
Di v i d i e n d o  por 2 

ambo* mi crnbrar.  

luego basta escoger 6 < 0,5*  10-*= 5 16' 
b) En este caso J ( x j  = 2 x  , x = 2 y t = 4, para verificar 

O 

l a  definicidn debemos tamar un ndmero c $ Q arbitrario 

y ,  a p a r t i r  de 81, encontrar un número 6 > O que ver i-  

fique la rondicibn (1) , que e n  este casa es: 

si O < I x  - 21 < 6 ,  entonces 12x - 41 < c. 
Para t r a t a r  de encontrar 6, razonamas a p a r t i r  de la 

conclusibn ( (2% - 4 ) < c) y "buscamos' el valar canve- 

niente para 6,  es dec i r ,  razonamos "hacia atrAsW,  dc la 

conclusic3n a la premisa: 

12x - 41 < c 
~ x t r o y * n d o  f a c t o r  

2 1 x  -- 21 < E 
cornrin 0 .  .. 

8 Dividiendo por 4 am- I X  - 21 < y 
b o i  mi +mbr a-. 

Como las transformaclonea han sido equivalentes, e% su- 
E ficiente tomar 6 5 Vamos a comprohaslo: 

E 
5 x - 2 < 6 5 entonces 

l x  - 21 < 5 
Z ( X  - 21 < k 

12x - 41 C E 

ComD se queri a. 

El ejemplo 1 ilustra el uso d e  la dofinicih: s i rve  pa- 

r a  comprobar que un n G m e r a  dada es limite, p w o  na dice 

nada sobre ~ 4 m o  hallar el l i m i t e .  La determinacibn d e l  

1 

límite puede llegar a ser un problema m u y  d i f i c i l ;  en este 

cap i tu lo  estudiaremos pracedimlentas para calcular limites 



en los casas mA5 simples. 

Comenzaremozi por analizar la unicidad de2 l i m i t e .  

Puorsma I 

E l  limite cuando ex is te  es ú n i c o  

~emostracidm 

La f ipura 4.7 i l u s t r a  que 

51 lis 1 se pueden sal ec- 

ckonar baridati alrededor de 

1 y 1 que n o  t ienen pun- 
5 2 

toa comunes; si l a  yr-A+ica I /  
mstA an una banda, entan- - 
ces no puede estar en la 

O 
Fig. 4.7 X 

atra y uno de 10s dos no es l im i te .  

Formalmente precedemos por reduccibn a1 absurdo. Supone 

rnos que existen dos l i m i t e s  l t  y l2 (12 > l*) . entanres 

para todo c > O e x i s t e  6 > O ta l  que; 

1 -- I I  
tomemas (como induce  el g r A f l c o )  t = 2 , entonces para 

Qua significa 

que es una contradiccidn. m 



f Sa cumple: 
a) E l  limite de una constante er; ella m i s m a :  

si f l x l  - c .  , entonces I. i m f ( x )  = C  (1: el!?). 
€3 

X + X o  

h l 1 i m  x = x .  
o 

X r X  
0 

c) El limite de un radical es l a  r a i z  d e l  L i m i t e  

L i m K = C  0 ( X  O E IR). 
X + X 

O 

D e m m s t r  ar i bn 

a) La figura 4 . 8  i l u s t r a  que 

para un c > 0 arbitraria se 

cumple siempre que: 

t f ( l 0  - c l  : E 

pues 

I f ( x 1  - C I  = Ir - c l  = 0 i E 

b )  Basta tomar 6 = c pues 

en tianccc;: 

o <  I X  - x , I  < d C  E 

lo que siqni4ica lim x x . 
O 

X-bX 
o 

r) Debemos probar que para un 

e x i s t e  un 6 t a l  que 

c > O cualquiera . f . i jadn,  

Procedemos nuevamente razonando "hacia atrAs":  
' 

' i r  1 -  1 o < i equivale  a 

M u l t i p l ~ c a n d o  numerador 

y denoni i  n a d o r  p o r  



\ >€ ,- x 1 1 :c . :I 1 
. t-. .... ". . _ -  , ri. , . . . , --. - -- 

s i  d ~ r r n i i i i i y e  sl deno- 

r- .y-;-- '-' 
m i  n u d o r  aurnent n La 

.. Jn." ' 4- 9 ;c f r i x c c i b r i .  

I 
0 Cr 1 X -. 5; - 

CI < S .i 1, - x-1 ,< -4%- M U I  t i p l  icundo 
Y . . .- .--- 

yr 
I 

K- p o r  fl? > O .  
o 

O 
7 

Prubimon ~ e r -  la rlciiustracidn ron 6 < c A 
0 

vale a: 





ñj 1 i lfl C T  
x + -0.5.3 

hmor,t.rar;j.bn 

I'udot; lar- i r r t icos se demuestran d e  forma anAloga de- 

m o s t r - @ m a s  el incisn al (par-a la suma) a manera de 1Pustra-  

cibn: 

Dado c ? 0, e x i s t e  6 ? O t a l  que s i  O < I x  - x 0 [  < 6 



e s  decir-, 1 i m + y )  ( x l  :: F + G. I 
:c + X 

0 

L-l-G-T--/ 

A p l  ~ r ~ t r - d o  el. t eo-. 

r r i n i r  l o , 

no se puede util i z w -  el teorema. Cumn el numeradur t a m -  

b i e n  se anula p a r a  x = 2, t iay  e r i  el  un f a c t o r  x - C ;  @n 

este caso, analizamos l a  f r a c c i h n  para  t r -a tar  c l e  s i n i p l  j. 

l í m i t e  no intervienr E?I valor- f l x  ) (en este caso x - 2 )  
o O 

podemos u t ~  l i . z a r  la f r - a r c i d n  s i m p l  if i cada  pa ra  ca lcu la r  

el 1 l m 1  te: 



r r5i.r y 1 a i:.iiii i. 1 L mi1, 

EI Cwcii' ertta 2 5 i c : i i ~ i  C i ~ i _ r  i . l~n~ ~ i ~ r .  a (.al L L - I ~  ar cl. l i m i t e  d e  

u n a  Gtti-rrrhn r-,t~roi-hal hb;ihCa c i d ~ i a r .  y ,  5i 1.a ftrnrihn -o es- 

f.s r l ~ 9 : i  avida, pi.iti5 e l  rk?ntxr~.n~dnr- se anuLa, r;e arlal iza s i  

k!5 p ~ v s i  l i l  t. 5.1 rril:i l i, -F -i. t:,+r- 5ti I:ir.i.bi:t?de c o m a  cn el c.~erripl n l c .  

x - l  
d) 1 J. YII - 

2 
x >:S IC - 2x + 1 





I sen  x - sen x o /  i I x  - x 1 < 6 i s 
O 

2 ?c 
b l  ros x = I - 2 sen -- , por t a n t o  

2 

K 
2 o = 1 2 cien -- - -- E 0 5  X 

2 O 
n 

r b  En este casa, como x * ( 2k  + 1 ) 2  , rns x O y se puede 
0 0 

aplicar cl teorema Ict 
1 i r n  sen x 
XIX 5en x 

sen x - <II - 0 1 i m  tari x - 1 i m -- - - -- - - tan x 
CDS X l l m  ~ 0 5 ~  C D S X  o 

4iJX X + x  0 
O c X-CX 

C1 
I 

b l  I I m  ren - cos 5 
C a l c u l a :  a3 X i m  C l  - cor; x) 

tan x 
x 4  x+n& 

l En algunas ocasiones el calcula d e  l i m i t e s  se facilita 



Calcula; a> l i n k  
Jx.+ y* 

k l i a n  ~ , + > 4 ,  ' 3 ~  
x+i x + r i P  

Hei;ol uci dn 





sen x tan x - cns x t a r i 2 x  m )  1 1 m .-. ---- 
5erh x c-as x C C I ~  7x 

x 4 n / 4  

1 - tan x R) X I m ---.--- 

x -+ n / 4  cur, :c 

5 .  Lirnites no tab le : ;  



fria lc d e l  epigr-a+ e 4, pues  1 i m x = 0. 
x i o  

Para realizar la  demostra- 

c i b n  utiltzaremos el signifi- 

cado geométrjco del sena y el -. 

O 
arro. En la fig.4.11 tenemas 

que: 

X i luego sen x ros x 5 - 5 - tan x 
2 

X 1 D i v i d i e n d o  
ca5 x 5 - I -- 

SPil X C : 0 5  X p e r  e e n  x > O .  

- 1. pero <ama 1 i m cos x = 1 i m 2 - 
LOS X 

x + O  x + O  

tSFrnm 
%en Z x  1 - ci35 x tan x 

C a l c u l a t  a) l i m  b> l i m  C )  I l m  
2 X 

x-?O x+O - X x-bo 
2 

san ZX sen i x  M W L  t ipL i c a n d n  y 
a) 1 i m = 1 i m  2~ d i v i d i e n d o  p o r  2 

x + O  X .  X - r O  

U t i t i z a n d o  el L e o -  
= 2 

r s m u  1 , 
En la p r á c t i c a  no es necesaria r e a l i z a r  explicitamente 



1 Ejemplo - 2 ) 
E n  tina circunferencia d e  radio r se inscriben pa1.l g n m i  

regulares de r i  lados. U t i l i z a  t u s  canacimientos sobre 11.- -  

mite para just i f icar la I c 5 r m u l a  del  A r e a  de 1 a cbrc~mfc- 
- 

renda, 

ser d e s c n m p u ~ s t o  en n t r i i 5 n -  

qulos como i 1  c l e  1 a f i q w  a 



flid5 i n t i ~ x t  7 va,  f r.w i i t  i l i .iaslc$ prw l ns mattiméticos g r l r g o 5  



bl> 1 Ii. nrr 
x * o 



m u l t ~ p l ~ c a n d o  y 

d ~ v ~ d ~ e n d o  p o r  2 

r 1 e x p o n e n t e .  

P r o p ~ ~ d s d s n  d e  

Las p o  t enc L a a .  

1 - cus x d )  1 i ," -~--.--.- 

x 4 0 
2 

k 
1 



3: Considera la e c ~ i a c i b n  d e  segunda grado: 
3' 

a>:"+ b x  -+ E = 0 

su5  50Luc~une5 50n ~ U ~ C ~ E W P S  de los rue+icient@s de la 

e c u a r i d n .  Analiza el limite de esa5 s a l u c i w n e s  cuando a 

t i e n d ~  a cera y La y r permanecen tonst.antes, ~ B u é  i n t e ~  

pretación puedes hacer de este resultado? 

4. Un segmentn de Icnqitud .T se d i  v i  de en n partes i g u a  

l e s  y sobr-e  cada una de ellas 5e Lonskruye un triánqula 

P - C ~ ~ W J L I J D  1 5 h 5 ~ ~ l e s .  CaBcuI a el 11 m i  te d e  Iei l o n g i t u d  

c ( ~  l a .  l i n ~ a  quebrada as1 cnral;trcrida cuanda el número de 

Xados crrre ilimitadamente y compArala con la longitud 

del s e g r n ~ n t u  as-iylnal. T 
* 

5 . Sean AC un a r ro  d e  cir-runf e- 

r e n r i a  d e  radio F? ( f  ig. 4. ? 5 ) ,  

A T  y TC tangentes e r i  A y C ,  

T O l A C ,  EF tangente ev el pun_ 

ID medio d e l  arco RC.  S i  i? 

e5 e3 anqula formado pnr  las  
,' C 

rad ios  m y DE, calcula la L.. $3 ', 
r a r d n  e n t r ~  las &reas de las O 

t .r iknqulos ATE y ETF cuands B+O. F i c ~ ~ 4 . 1 3  

En un capitula an te r i o r  estudiaste 13.5 funciones expo-  

n e n c l a l e s  y logaritmiras de base 10 que t ienen numerosas 

aplicaciones prActicasy s i n  embarga, debido al tenrema 2 

d ~ l  ~ p l c y a - I . ~  5, en la t e c r í a  m a t e m á t i c a  el papel p r i n c i p a l  

corresponde a l. as f uncí anes :  



IWS naturales con e1 c u a l  se les canare, y que cie debe a 

41-1" apar eceri d e  modo n a t u r - a l  en l o s  problemas d e l  Flnáll- 

Lus valor -es  dt? e s t a  t a b l a  pueden ser cíal culac!os; utili- 

in-U,8G92- 10-1+ 0 , i Y O O  - I n v x p r e s a i n n s i  c o n  mant L S O .  

p04 L t L V L  

- ar?t:r3og I - I  + 0,1709) 

tr-acemot; la curva qlde Inr, ~ o n t i p r a e  y cuya f n r m a  te es capo 

cida (+ig.4.14!. 

c o m p l . e j a n  y e n  o - t e  t e x t o  no l a n  u t c  l. i x n r e n t o ~ .  



F i g .  4-15 

En ~ ~ t c i c ;  qrLd i c i : ~ ~  snn ev* tlar.i t es 1 a s  rwopl rdadri, ya crir-in 

c i  das de I . a s  d i . i n c n u r i ~ s  e x p o n r i r r r i a l ~ i ~ ;  y P ocgar-í l m i  i..a.7.: 

T-...- . 

- " - "-7 y 7.: i rs  ,Y 

......--.-. * 
LJ? + 

....... . , , ............. 

IE 
........ -.......... 

. . . . .  ........... 
>< 

. A 

Donlr. ni. n 
-. - . -. . - 

Imagen 
~ - -  - 

Y - e  
......... ,.., , .......-. 

IR 
........L......, -- ... 

.y ....... 
Ceros 

-.-7 

Noncitoni a 
....... ....-.-. 

Mhx a. m 0  
........ .... - 

MF n i  [no 
- 

Par- a daif 

-- -. - 
1ilyeirt.n va 

.... .....-.. 

T r ~ v e r  r,a 
L...- .........- 

Nci t i. e n ~  Nt.1 ticme 

- 1  
, 

.......... . 

Cr FC. i ente i ......-.......... .... 
............- 

C ~ ' P ; ? C ~  ~ n t c  
-- -A 

No t iE3iti -4- .... . ............... 
Nri t i e n e  

-- L--...--.-. 

No tiene P4i.t .i. i pnc 
.............. ................-A . . . . . . . .  

1 1 
- -  1 

M n  PS par t i i  Nu e.; p;rr n l  
r irip ;r r t i mpLtr- 

. . . . .  - -  -1- . . .  . ...... 

S i  5 i 
-.. ........... 

l 
y - ] n  ., 

X 

Y - '  
A 

...,...L...... .. ,. ., , ,.. . .  . . .  



a> Calcula l n  3,7 b> calcula e5" 

c> Resuelve grbf icamnte  la ecuacibn I n  x - x + 2 O 

R e s a l  uci ón 

l o q  S,? 
al l n  3,7 = --- 

Inq e 

so ~ o n i h  c o n  L re8 - antilog ( 2  + 0,3018) = 200 
c i f r a s .  

pT.  Y = 2,oo lo2 

rS La ecuacjhn dada l n  ;< - x -+ 2 = O, e5 equivalente a: 

l n x  = x  - . 2  

y = 1ii x 
que puede escribirse romo un sistema y = x - 2  

En l e  f l q . 4 - 1 h  se han 

represenCado las grikficac 

el l a s  se puede aprec iar  1 y-x-2 



ni{' r+i ) - xl nx + --------- 
l. 1-1 B x  x-ti ' 1 

Ejercicios (epi graf e 61 

1. Calcula: 

a) I n  15,5 b) e 7.3 

d) ,%671 e) e 0,9Z 



:i -t O 
.E 

4 . a) Comprueba la d e s c o r n p o s i c i h n  f a c t a r i a l  
n-i r i - 2  (xn-- 1 )  " ( X  I ) ( x  " 3  -+ + x  + 1) 

b )  4plica e1 resultado d e l  .inciso a para probar que 

( 1  + A)"-  1 3 n X  , X > U 
c >  Deduce d e l  inciso b la desigualdad de Eernoulli: 

i - * r-l 

S . a) Utilizando el hecho d e  que e > 1, escribe 
i 
- 

pn = 1 + A A í O y aplica la desigualdad de Ber- 

b )  U t i l i z a  el r e s u l t a d o  d e l  inciso a para probar que 
1 

e .-. I e*' -. 1 .; .-.-- , 
n 

X-K 
O h: a)  Frueba que e

x  
FXo i c s i  y sol o s i  1 e - 1 1 <* - 

Q 
P 

X 
0 b l  Diiduce d e l  ir-tcisa a que 1 i m ex.= r~ si y solo si 

x - b x  

exponericial i,e calcuba evaluando si y 5aio si esto 



L a i  q r - A j  in;ac; r . 1 ~  tiid;ts F ,:s .f i i r a r  T uriea.< q c r e  ha:, ~ ~ k u d ~  a12n. 

sr' [ . j ? i ~ d ~ ! i  J::?-g?z~r s j i i  H ~ s a r t l . ; h r  ch I , ? p i r  d e l  pavi!, ~xcepf: f :>  
T7 

VI! al.girni>s i.mn+o-. r=xr:epi lci iaf i l  r s  ,c uriiri 1 ns p i ~ r ~ i t . o s  171. + 1.) 5, 
d.. 

p-tr a 1 ;). f ~ K T ~ L I  hn t a n g ~ ~ ~ f . ~ > ,  ct ei-I p i r n t u  x - ij par.;h 1 a .Fi..\ni:7tr! 



En la figura 4 . 1 7 d ,  hay que saltar al pasar par  x - r , 
O 

pues 

j . l x  ) S 1 i m f l x )  
0 

X - + X  
0 

al b )  

F iq.4-  17 

Estos e jemplos !sugieren una nupva ~ n t e r p r i t a c ~ d r i  d e l  

concepto de cont inu idad:  una funcián es continua en x si 
O 

a va lores  de x p r á x i m o c ,  a x , corresponden valores de j t x l  
O 

cercanas a f í x  1 ,  en o t r a s  palabras, a pequeEos incrernen- 
O 

tos d~ la v a r i a b l e  rorresponden pequeEos incr~mentos de la. 

Definición 1 

"- -.-- - - - - - - - - -  ..--e 

una funcñdn rrumPrica, f 45 r m n t i ~ w a  FE S si: 
- f l x  I e x i s t e  o 

O 



L E j ~ r n ~ l o  1 1 
--.,---.-A,. 

a3 Prueha que 1.a f nncitin y ,  = sen x es continua en x = O, 
U 

bl Pi-ueha que la ft~ncibni y = ln Cx - 1 3  nci es ccli~tiriira en 

x = l. 
0 

SEfll X 
c> AnalPza I n  continuidad de la f u r i c i t r ~  f C x )  B 1-1 

X 

x O. 
<S 

ser1 O - 0 ; l i l i t  cen x = 0 , enliarires: 
,i 90 

I i m  Srn x - s e n  O, 
x +O 

luego es rontiriua. 

La.; +LU-Y~.- t nraec; el eirter?tdl tis 'ion ~ o n t i  n u a s  en tocfos 
lo5 puntn i  en q u e  eik&n d w C l t ? ~ d a s ,  l c i e q a , s i  f e5 
uika f unci c5i.t ~ 1 1  wntxital. y :; e Dom !' 

Ci 

ta c lemas . i . r -ac i  br! c f e  ~ s t e  te r i r -e roa  e5 uriñ s irnpl  e a p i  i r a - .  

ciL1r.i de Lus' tcur-rirn.3.s snbr L+ 11 1irrr.Le cfc funcxnricii ,  y nri la 



i:r'as X M l i n k  j s r i i  n r:us x - cns 2 x  + ~---] 
K + T ~ / S  5e1-r X~ 

I c. 1 En ei,t c r::at3t> ., . - -  i'tr.3 e i , i A  rlt?+j f l i  da y c n m n  cos 0 :: 1 , 
tan  II 

H 
3 Ci 

2 . 5c def r ni:' 1 ,A f u n r x  bi-r "pdl te eril ri. d" , d - i ~ c ~ l  ada ruri un 



3 .  Analaza si. l a s  funcioneil s iguienter ,  son c u r i i i i r i i ~ a ~  en 

x = O. Si no lo son investiga si es p o s i b l e  "tiaeer'las 

4. Ealcul  a l o s  ll m i t e s  siguientes: 

5. Calcula: 

* 
b . Calcula: 

2 2 
l+r;en x - q,'l--=en x ' sen x - sen 10 

a) lím ' b)  l i m  
tan x 

x+O x*10 xZ-  100 



1 ,  O m y de bases i g u a l  PS 

a 1 m ,  e?stAn separadn% 

una de o t r o  por una dis- 

t a n c i a  de Im ( f i y .4 .181 .  

Sea x la distancia horl-- 
, A  P zon taL  desde el p u n t o  'A 

al punta v a r i a b l e  F. Fiq.  4.1.8 

al Expresa el A r e a  rayada en funcihn de x .  

b )  analiza la rsntlnuir!ad de esa funridm. 

E l  estudiu d e l  l í m i t e  que ht%ms realizado has ta  ahora, 

estA relcacionadiii con puntos d e  coi?tinuidad de l a s  funcio-  

n e s :  SF? t r a t a  de puntos x fi E? r n  l o s  q u e  el 1.l n i i  te es, 
a 

tanihibn, un numero r e a l .  

En ].a p r A c t i c a  resulta c o n v e n i e n t i  hab lar  de l i m i t e  ta* 

se hacen arbitrariamente grandes. P a r a  i n d i c a r  va lu res  ar-  

b i  t r a r i a m e r h t e  grandes, hablaremos de v a l n r e s  i n f  i r i i t o i ;  

(que  denota reos  m ) ,  pero dibe5 t e n w  en cuenta que es 

5010 una f o r m a  dc h a b l a r ;  m na es un número r e a l ,  
1. 

La Cigura 4.19a, ilustra el taso de la funcidn y = -- 
X 

pn x * O; cuandu x -4 O, los valares de La f uncihri 5e h a  

cen a.rtii trarr amente grandes y p u s i  t i v o z ,  para i n d i c a r  lo 

1 En e 1  casg qiie y = - (fig.4.19bl la.-, valares se hace2 
2 

X 

arbitrariamente grandes en m t i d w l a ,  pero s o n   negativa^: pa- 

ra indicarlo escribimos: 1 
1.. (- ,.] = - m .  
x 4 

1 
F i n a l m e n t e  la f igcr ra  A .  1% ilustra el caso de y = ;, en 

la cual los va lores  se h ~ c e r ~  arb i t rar iamente  grandes,  pero 

pueden ser pnsitivns o n e g a t ~ v n s ,  para  i n d r c a r l o  es~ribi- 



m c s  : 

a 1 

i i m  * = m ( s i n  s i g n o )  
X 

x+O 

En t o d o 3  l o s  Lasos decimas que la funcibn t l e n e  un li- 

mite i n f i n i t o  e n  x y que x o  es un polo de la funcibn. Db- 
O 

serva que s i  x es un p o l o ,  l a  g r A f i c a  d e  la funci&i !  se 
0 

a p r o x l m a  a la recta x = x cuando x -+ x esa r e c t a  es 
O Ci ' 

una as in to ta  vertical de la g r A f l r a .  

En e1 caso d e  Xas f u n c i o n e s  racionales.  s u 5  v a l o r e s  p u ~  

den crecer arbitrariamente solo si ~1 denominador se 

aproxima a cera y el numerador se conserva dtfcrente de 

cero; esto es posib le  s o l o  en l o s  p u n t o s  en Xac cuales se 

anula el denominador y no se anula el  numerador. Dado que 

si un m i s m o  v a l o r  anula al numerador y al denciinrnador la 

f r a c c i b n  puede ser  simplificada se cumple que: 





nal, x = n / ?  ~5 un polo.  
O 

b )  Para anal izar las p u l a s  deberno5 ver  si es pasable s i m -  

p l l f  i c a r :  

x - 3 es un polo; x = 2 a s i n t o t a  v e r t i c a l .  
O 

2x3+ x 2 -  sx + 1 g ( x )  = .------.-- el denominador se aibul a e n  
2x  -- 1 

1 
X = -  , divSdimos el numerador- pnr 2x  - 1, para tratar 

de eliminar i a r t u r e s  comunes; en este caso r e s u l t a  d i -  

v i s i b l e  y ubt~nernos: 
Z a (3 - l l ( x  + >: - l ) - =  ><.,x,, ,-l  

..-+- .m 

7 x  - i. 
no tiene polos ni asintotas. 

Lx9+ X 2 -  :3X +. 1 
fJb5er-va qrne la funcián rac ional  y 2 -- 

1 
3 x  - 1. 

nu e s t S  de+ inrda eri x = , , es d i  ~jcorkt i n u a  en ese punta 
0 c 

(pues nu est6 d e ? ' i n i d a ) ,  pero tiene l i m i t i i -  +i l i . i tn i  

t ~ e n ~  pul 1 . 1 ,  es u n a  s i  tua- 

f i i j u r ~ ~ k  4. 1'7b.. 



de zdl- i i  y r í i d c  < p u ~ ~ 1 . c  1 3  d e l  
M €4 III e I r ,  t S' ) . 

I i . l r i L 7 0  

igua la rnus  a cero x i- 1 - 0 , x - - 5  e5 un cero  d e  f 

1 -. 2.. - I 
-" - *.- ), :.: -1 

[ S )  
es un pu l a .  

x 2 -  1 
Fir ia lmentr '?,  anai icrsmos en la . f igura 4.19 que cuando las 

vabnt-PS de x se hacen arhl  trdriamenkc grandes (pasj tivas 

o n e g a t i v o s )  l a s  valores de la + u n c i ú n  se aproximan a cc- 

ro. En ew3s c.asos decimos que el l f  rnl te en el intinito <+si 

1 I - l i r n  t l r n  - -  - O 
X -S - m  X + + W  

LA 1-filcta y CI sr 1 l a m a  as1 n t u t  rl hm-i r e ~ i ~ t a l  de 1 a ti.ki.irlbn. 

E l  cunc~dpto  d e  limite en el in+initu se puede formular  

de una forma m65 p r e c i s a ,  an6lr iga  a1 limite ya d d i n i d o ,  

amquf  n n s o t r o ~  n o  lo haremrss. Para el ~ A l r i u l o  utilizare-. 



mas el hcchu de que el limite en el i n f i n i t a  sri pucdr re- 

ducir AI l i m i t e  finrtu y utillrarpmos ias reglas  de cAlcu- 

lo que ya conocernos. 

ht..st-mtna l a s  asi ntotas horizontales, si existen. 

Para aplicar las reglas d e  c A l r u l o  t r a t a r ~ r n o r ,  de obte- 

ner l i m i t t ' s  finitos, para el lo dividimos por x nnmer -a -  

X b )  y = -  
X 2 4  1 

En este caso dividimos por x Z  (la naynr potencia d e  x ) :  
1 -. "- 

Para el c A l r u l o  resulta útil el conacimiento d e l  si- 

guiente  teorema que no vamas a demostrar, puede5 conven- 

certe de su val  i d e z  r e v i  sanda los graf  i cos de 1 as f un- 

c i ones . 
Teorema 1 

----- 

+m b1 1 i m ex=- O cl 1 i m 1~1% x = +as 
X + --m X + +-al 

x ; 1 i m ros  x ; 1 i m tan x no existen. 
x + fm x + +m 

*-p.- .-- .- 
Ziercicios Iepigraf  e El) 

L = Uetermiria l u s  ceros y 105 palas de las f u n c ~ w r i t i s  si-. 

quientes .  Escribe las ecuaci ones de 1 as as1 ntutas ver- 



2 
q )  y = ras x -t sen x + 1 

2. Determina, si e5 posible, el l i m i t e  en +m y -m de l a s  

f u n c i o n e s  del e j e r c l r i o  1. Escribe la ecuac.ibn d e  las 

asintotas hcn-izantales. 

f ~ e r c i c i a ~  del r a p l t u d s  

1. f31 Representa g r A f  icamente l as f u n c i o n ~ s  si gulentes y 

determina analiticam~nte s u  d o m i n i o ,  imagen, pari- 

dad y ceras. Si tienen inversa, determinala. 

a) y = S x . +  5 
1 ti) y = 7 X Z + 1  
& 



2. Calcula l o s  l l  mites s i g u i e n t e s :  
1 

al l i i n  
x - , l / C  4 x 2 -  1, 

x 2 -  5 x  + b j )  l i m  --- x"+ xz -  2 x  
k )  l i m  - 

x+L x Z -  1 2 x  + 20 x + l  x " -  2 x 2 -  X + 2 

x 9 s  x 2 -  9 x  - 9 - * 
11 l i n i  S 2 

m ) l i m ( x - x  + l b  
,e + 3 x Z -  x - & x -t -m 

ex+ 3 x  -2 n )  l i m  -- 
2 x x + 2  e i- ex- I 

2 
I n  t x  + x -. 1 )+Z  ñ) Xim - san x -+ 3 

x+ 1 



* 
r 1 l i m  tan x 

X +o3 

sen i a  + Th) - T s e n  l a  + h l  + s e n  a 

1 - cos 3.. z l l i r n  - *.. 

1 - c!35 
x + O  

Analiza s i  existe el limite de las s i g u i e n t e s  funcirí ines  

eri Ins puntos dnnde de.iari d e  5er c o n t i n u a s .  Si. cs pos1 - 





pero lo hace en e! t r i d n g v l a  MPB, en al que calculca el. YO-- 

c i  e n t e  qu- 113 condi.rce a l a  p e n d i ~ r i t e  de !a tarigenti! por el 

p u n t o  F' i f l q .  1 1 ) .  

s i  mpl. e m e n t e  detPi vada, 



m a s  en este libra. 

Las derivadas y algunas de sus apllcacianes Las estudia 

r i s  por primera vez en este Cap1 t u l o  y ~ontinuarAs praSun- 

dizando en ellas en o1 siguiente, relativo al C A l c u l o  in-  

tegral 



CALCULO D 1 FERENCI AL 

rcu!7f ci...enci a, y en un cap1 t u1 o ar-rtiw- i or  e s t u d i  as te  1 a 

t a n g e n t e  a la elipse; en ambos rasos La t a n y r n t e  es una 

r e c t a  que I l l e n e  tin úrii..cn puntu de contac.t,o cori l . a  curva 

I . F i g .  5.1 ) .  

Sin embargo, nu has estudiado ninguna d e f  inicidn g i n e -  

r a l  de tangente a una rurva o a l a  gr6fica de una funclbn. 

La t i g u r a  5.2 muestra que l a  idea d e  que se t r a t a  de una 

rricta que tiene un punto comlin ron la curva i 7 ~  e5 aplica- 

b l e :  en la f l q u r a  5.2~3 la ricta "parece" t a n g e n t e ,  pero 

carta a l a  c u r v a  en m i s  de un punta; en la f i g u r a  5.2b la 

r e c t a  "no parece" tangente, pera corta a la curva en un 

ú n i c o  punto. 

F i g .  5.2 

234 



E l  problema de la tangente na puede ser re5uel tu  rnedxan 

te  procecjoci f i n i t a s  y fue una de los problemas qi i r  d i t ~  

Par-a drif i n i  r 1 a tangentci a u n a  clirva,  se debe u t - i  l i r tñr 

el concepto de limite que dcabarno~; de e s t i ~ d i a r - .  

Canc,ideremas una curva cualquiera f pdr a f i lar- ~ d ~ a s ,  la 
2 

g r A f  ica de y - x en la figura Y.  3 ) ,  la tangente PT ci-I el 

puntn P puede  ser abt-enlda de la farma s ~ q u l e n t e :  

F i g .  5.3 

cada uno d e  esto.; puntas de tw-mina  ron P una secan tc :  

P O * ,  P Q 2 , . - . .  S i  los puntas Q se van es c o q i ~ n d o  cada vez 
n 

m A s  p r 6 x i m a s  a P la secante PR se aproxima rada v e z  a35 a 
n 

La r e ~ t a  PT; de moda que la tangente es, en c i e r t o  sin- 

t i d o ,  el l l m i ' t e  de las serantes. 

C a n  estas i d e a s  intuitivas podemus determinar  rectas 

tangentes a algunas curvas sencillas, como se hace en c l  

e~ernplo 1 para la parábola. 

r ~ T ~ n i p l o 1  
Determina la ecuación de la recta tangente a la pargbola 

Y r x  
2 

en el punto de ahscisa x - 2 . 
O 

Hesnl  ucibn 

La t a n g e n t e  s e r A  el l i m i t e  de las secantes, c o m a  una 

r c x t a  está determinada por un punto y la p ~ r i d i r n t e ,  y tci- 

das pasan por el punto dado, para d e t e r m i n a r l a  basta l a  

p i n d i  ente. 



C c m s i d e r e m o s  una secante que pase par P y G! (G! puede 

estar a la derecha o a la i z q u i e r d a  d e  F; en la f i g u r a  5,4 

se ha cnnsiderado B a l a  derecha).El punto P tiene abscisa 

x = 2 y ordenada y - = 2' = 4 . 
O O o 

Fig. 5 . 4  

La absrisa d e l  punto L! puede expresarse en f a  S o r m a  

X = X  + A x = 2 + A x  
O 

d a n d e  bx es el "incremento" (positiva a negativo), e5 

decir, lo que hay que añadir a it == 2 para obtener x .  
O 

De la m i s m a  fo rma  la ordenada 53 puede expresar 

y = yo+ A y  = 4 + Ay 

donde Ay es el "lncrementa" de la variable  dependlente: 

este incremento puede calcularse coma la difer~ncla entre 

Xas ordenadas de P y Gt I f i g .  5.4): 

A y = y - y , = y 4  
2 Pero cnmo se t r a t a  de La funcibn y = x y x = 2 + A x  

esta d i fe renc ia  puede escribirse 

Del anali~is de la figura 5.4 resulta c larn  que la pen-. 

d i e n t ~  de la rec ta  PQ es: 

Como la tangente es el limite de l a s  secantes, su pen-. 

d i e n t e  es el l i m i t e  de las p e n d i e n t e s  m cuando B se arw-- 
5 

ca a P, es decir, la absc isa  x t i d d e  a x y por t a n t o  
O 

h E x - %  tiende a cero: 
O 



m = l l m  m = l i m  14 + A x i  = 4 
*x+@ 

'5 
A%--+O 

4 x - v - 4 = 0  

En general ,  la r e c t a  tangente a la g r A f i c a  d e  una fun- 

c i b n  en un punta  es la r e c t a  que pasa por el p u n t o  con 

per1di.ent.e rn dada par: 
t 
I I  

A la p e n d i e n t e  de la recta t a n g e n t e  5 ~ )  l e  I l a m a ,  t.xt- 

b i h ,  p e n d i e n t e  de la curva en el p u n t a .  

Como E i m  - puede no existir, es p o s i b l e  que nn c x i -  
Ax Ax-+O 

ta la tangente; ese es el caso de la g r A f  l c a  de la f uncldn 

E j e r c i c i o s  { e p i g r a f e  1 )  

1 .  Calcula el incremento de la variable dependiente y 

al y - x3+ 1 cuando  ?: pasa d e  :< = 0 ;a !,: = ci, 1 
U 

b l  y = x2-- 1 cuando x pasa  d e  x = 1 a x = 1,2 
O 



C )  y -= 1 2 x 2  cuanda :< pasa de :: = O a x = 0,2 
O 

d i  y = 5  cuando x pasa de x = 3 a x = 3,1 
O 

C )  y .r<- cuando:  = O y Ax - 0,0001 
CI 

t l l  y = lo$ x iuar-tdo :: = ICiOOOQ y Ax = -90000 
t.:> 

T. Sra y = Zx + 3 y Ax - S. Calcula Ay, ~ F o d r A  plantearse 

un ejercicirii s i m i l a r -  para Xa funcidrr y = xZ? &Por que7 

4. cuAl es la p e n d i e n t e  de la tangente a la curva en el 

5. &Bu& clrr-vas representan las fcincione.~; d e l  e . jwc i c io  an- 

Lerior') $epfnderA el va lor  de la pendiente d e l  punto 

h.  Caicula la p e n d í ~ n t e  de la tanqente a la curva e n  el 

7 .  <;,nepender:~ d e l  puntu seleccionado el v a l o r  de l a pen- 

diente de l a s  tangentes a las curvas d e l  ejercicio an- 

ter i or 7 ,  Fundamenta. 

1;5. L k  1 rt5 C u r  vas deter-minadas por las ecuaciari~s 

y :  x - 1 y = 3 + 5x,  y = x z + x ,  y = y 1 ( 1  + 1 5 x 1  
d 

~ C u . 4  1 es tienen la m i s m a  p a n d i e n t e  en cualquiera de sus 

puntos?. ,CuAles tienen la m i s m a  p e n d i e n t e  en el punto 

x 2 29 
O 

Y. La rec ta  de ~cuacidn v = Zx + 3 es tangente al g r A f i -  

c n  de l a  SuncirSn f en el p u n t o  x = 1. ¿Cual ea ef v a l o r  
Lr 

d e  la pendiente de l a  curva en x = l? 
D 



r u A l  os de 1 u 5  puntos represeritadocs nu ti e r i t i  

te la curva  d e  I d  i i g u r a  5.8 ? 

I 

I I  
- 1  8 . - 

5 6 X 

F i g .  5.8 

14. E s c r i b e  la eciuaribn de la tangente a l a  curva en el 

punto indicado- 



l 
2. Derivada de u n a  f u n r i b n  

Cama cabes, la pendíente d e  la tangente a una c u r v a  se 

obt iene  como un l i m i t a .  Este l i m i t e  tiene gran importancia 

por sus apliraciones en La matemAtica y en otras riencias. 

---.-m-.--- ..-M .--. -.*,..------..m-- 

llama derivada de una f u n c l d n  y = j ( x >  en el 

o y se d m o t a  por j ' (x ) al l l  mi te de 1 a ra+&n 
O 

1 Si ta l  l i m i t e  n o e x i s t e ,  f na t i e n e d e r i v a d a  En x n .  1 

La de+inicihn d e  derivada d e  una funclbn en un pun ' t o  

per-trir te f trrrnal izar- la def i n i c i ú i i  d e  t a n g e n t e :  

1 el punio P t x  ; f < S  I )  es l d  recta que pasa por P y 
0 U 



4 x - y - S - O  

Una funcibn puede no tener- der ivada err algunos p u n t a s ,  

por ejemplo, d e l  análisis realizado en el epkgrafe 1 ,  uue 

des concluir que La f u n c i d n  y = 1x1 no  tiene drrlvaria c l t r  

x - O. 
O 

Cuanda una funcldn tiene d e r i v a d a  en uh punto SE! r i j ce  

que es derivable en csje punto. A s 1  , por E j e m p l  a, X a f un.- 

e i d n  y = x Z  e5 dw-ivñble cm x = S y la func idn  f I x )  - 1x1 
O 

no es der ivab ie  en x = O. Una func idn  es derivable s i  I n  
O 

es en cada punto de su dominio, 

Que la ,funcián f sea derivable en el punta x 5 i g n i . f k r a  
O 

que la curva que representa su gráf ico t i e n e  tangente e n  

funcidn continua puedes i n f e r i r ,  i n t u i t i v a m e n t e ,  que para 

que una funcidn sea derivable t - i e n e  que ser continua. 

Teorema 1 

CZ una f uncidn es derivable en e l .  punto x 

entonces es continua en ese punto. -7 
Sea J una Quncibn derivable en x o ,  es decir, t a l  que 

Se tiene 
f ( x )  - f [ X * )  

f l x )  = j I x o )  + Ax con Ax = x - x 
Ax O 

existe, resulta 
f I x  + A x )  - f l x o )  

Xim f ( x )  = f ( x o )  + X i m  O lim Ax 
X+X X--+X 

Ax 
X-+X 

O O a 



=. J ( x  ) + {'(xl O - f ( x o )  
O 

Es d e c i r ,  j es continua e n  x 
o' 

EB fec iprocu na es vAlido, es decir, no siempre una 

-I;urkciiln sr.ori.kiñrua es d e r i v a b l e .  Por ~ j e m p l u ,  1 a funribn 

y = 1 %  ( es continua, pero no d~rivable en x = 0. 

41 ralcular la dw-ivadtt de una funrihn j Fin un punta se 

n h t ~ e n e  un v ~ l o r  Y n i c u .  Podemos entonces considerar I a. 

t..rnLibn aue a cada punto x le hace correqmnder f ' 00 u f i  

7:aL + u n t i d n  se Ic llama furicfdn derkvada de la funcibn f y 

5e d ~ n ~ t  a f ' - 

Sesi~lt-a entonces que para l a s  x E IR tales que f es de- 

r i v a b l e  en x EZ c u m p l ~ :  

E i  ernPTE3-2 L.. - 
2 H a l l a  la derivada d e  la funcldn fCxl = x .  

EL c X l c u I a  que r e a l  izamos en este ejemplo es igual. al 

que se real i x a  en el ejemplo 1 d e l  epígrafe  1 pero 

La d e r i v a d a  de la funcidn f I x )  = : t2  es f ' ( x )  - 2 x .  u 

1 h r i . v a  la f uricibn JCx3 - - . 
K 

R e s o l  u r i 6 n  

Tambien pod~rnoc, calcular l a  d e r ~ v a d a  en x can x ar-  
o o 



b í t i a r i o  mediatite  l i m  -- 
X - 

entonces 

Por lo kanto 
1 

J' t x O )  = -' -+. y como x ES arbitrario 
2 O 

X 

1 
O 

f ' ( x )  - - -- 
2 w 

X 

La derivada de la func ión  y = f I x )  se denota tambien de 

otras formas, Par e jcmplo :  

Y -  para denotar la Cunribn derivada. 

y ' t x  ) para denotar  la derivada en x . 
O O 

d y  p a r a  denotar la f uncibn derivada. 
d x 

-- dy ( X  ) para denotar la derivada en no . 
d x  o 

d f l x  ) 
O 

para denotar- 1.a derivada en x . 
d x n 

Puede ncurrir que la derivada de La func idn  f sea una 

funridn d e r i v a b l e .  En t a l  casn a la d e r i v a d a  de la deriva- 

da de f se le llama sequnda  derivada de f y se denota  



A r i A l r q c r m k ? n i e ,  1.a d ~ r  i v a d a  d~ la -,ey~iiida derivada de f 

es l a  tor-r-ei a del i v a l a  d e  j que se t lei iota p r r  f ' ' ' , y así  

 su^ e-il v a m e r ~ h e .  

. En p8wt:icu14-ni, si y=i (c c :o r s s t an t~z i ,  ni=U y C t : > ' =  O 

ci yi!i , fvl y ( x > ' -  1 

T&mtai&n resulta se i?c i l lo  el cAiculci  de derivadas d~ l a s  

poterrrl ar, de e:;portenl:~. rtat ural . 



Recuerda que para der i va r  La f u n c i d n  y = + ( x )  aplican 

d o  l a  d e f i n i c i b n  debes: 

1. S u s t i t u i r  x por x + Ax y h a l l a r  f l x  .+ A x l -  

2.  Hallar el. i n c r e m e n t o  d e  l a  funridn 

3. D i v i d i r  por Ax 

4. Calcular el 1 i m i t . e  cuandn Ax t i e n d e  a c e r o  

E j e r d c i c 5  iepigraf e 2 )  

1. Calcula la derivada d e  l a  f u n c i á n  e n  e l  punto I n d i c a d a .  
2 

a l y = 4 x + 3  e n x = l  4 )  y 2 x + ! 5  e n x - - 1  
a O 

2 2 
C )  y = 4 - x  e n x = 2  d )  y = 4 x - x  e n x = O  

O O 

2 
k )  y = a x + b x  + c  e n x  = 1 

O 

e, tangente al grAfico . La r e c t a  d e  e c u a c i d n  y = 5 x  - - 
2 

d e  l a  f u n c i b n  J en el punto x  = 2. Determina f ' ( 2 ) .  

3. Si J e5 l a  func ión representaba e n  La f i g u r a  5 . 9 ,  

halla f ' ( 3 ) .  

4. En la f i g i r a  5.10 aparece reprec;entada una funcidn f .  

a) Calcula f ' 1 5 ) .  b )  Calcula f I 5 ) .  

F i g .  5 .7  



5. Si f I 4 )  = -3 y , f r 1 4 )  = 5, escr ibe  la ecuacibn de l a  

rec ta  t a n g e n t e  al g r A f i c o  de la funribn J en el punto 

x = 4. 
o 

6. Halla la dcrivada de la función: 

a) y = 5x - 2,'. b l  y = A x  + B  
2 

c) y = x + - x + l  d )  y = i - x 2  
3 

e) y = -  
X 

f l  y = - + B  
X 

2 6 
g )  y = a x  a b x  + c h) y = x  

i )  J [ x j  = x 
LI P 

j )  y = x 

7. Calcula la derivada de la función f ( x )  = [ x - 1 1  

puntas xa= O y xi= i .  

al LES derivable la Buncidn? Fundamenta. 

b i LES continua? 

8. Cibserva la curva representada en  la figura 5.11 

al ¿En cuAles de los  puntos x = O, x = 1, 
1 2 

x = 2, 5 , x5=  3 es derivable la funcidn que 
1 

senta la curva? 

b )  Halla el valor de la pendiente de la curva 

puntas x = 2-5 y x = 4. 

en l o s  

F i q .  55 -11  

5'. LQUB di4erencias exis ten en t re  la der ivada  de una f u n -  

cidn en un punta y la fu.ncibn der ivada?  

2 10. Halla los  puntas de l a  rurva J ( x )  = x - 2~ en 10s cua- 

les la tangente f o r m a  con el eje OX un á n g u l o  de 

a) 4 9  b)  0" cl 135O 

11. Malla al Angulo de incl inacihn de la tangente a La 

curva e n  PZ punto indicado.  
3 

a) y z x  en ( < ) ; O )  



C I  y = x C  en <3;1)  

12. Enunc; a en l a  f n r m a  "Si , . . , entonces . . . " el r e c i  pro- 

to del  t e u r e m a :  Toda funcidn der - lvab le  e5 ~ r ~ n t i n u a .  

Fundamenta por qu& no es verdadero.  

3. Reglas de d e r i v a c i ó n  

La derivacibn d e  Funriopes aplicando la d~finicibn puc- 

de resultar engnrrosa, e x c e p t o  er? rascic,  r e l a t i v a m e n t ~  SER- 

cill~s. Por e l l a  ~5 r o n v ~ n i ~ n t e  establecer reglas ~ \J .P  per~ -  

mitan e+ ectuar r d p i  d a m e n t . ~  el ci%l.cul o de derivadas. 41 g u -  

nac; de e5t .a~  reg las  5e r e l  acinnan e r i  el teorema s i g u i  ente. 

Tearema 1 
---... ""p.d..---" .- 

S i  J y Q son d e r i v a b l e s ,  se cumple: 

i )  (f. + gl' = f '  1: y '  

q + f - ! 7 '  

f ' I x )  

i 
i i i ,  = - .-m , f ( x ) * O  

[ f i x ) ~ =  

f ' ( x ) * q l x )  - J ( X ) * Q ' ( X !  
----- , g ( x  ) * O 

(gb,?)2  
..-- 

Este t e o r e m a  (cuya demastracidn haremos despu&s) p e r m i -  

te, junto  con l a s  derivadas calculadas r n  el ep lgra fe  ?, 

derivar f uric: ones racional es. 

Deriva la funcidn: 

luego las derivadas pueden obtenerse aplicando la r e q l ~  de 



La r ~ g l a  de derivacibn i 3 puede g~neralizarse a cual- 

quler número de cumandos y se expresa con palabras en una 

f o r m a  senci J. 1 a: 

2 Halla la derivada d e  la iiuiclhn y - Cx + 3x3Cx-11. 

R e s o l  uci  ór! 

En este caso aplicamas la regla a i l .  
2 y'= ( x  .+ 3:;) . *1:<. . -1)  4- { X 2 +  3 1  ( x  - 1 ) "  

La derivada de cada factor  se obtiene aplicando la re-  

gla i ) .  
2 y ' =  (2x4-3) (x-1.1 4- Ix + 3 x )  - 1 

y ' =  ? x Z -  Zy +3% - 3 + X 2 +  5~ 

y ' = 3 x Z t  4 x  - S 

Esta r e g l a  se e n u n c i a  can palabras de una f a r m a  senri- 

lla: 

i 
-".-- -------. 

La der ivada  de un producto es la 
factor par el wgunda más el primero par la derivada 
d e l  s q u n d n .  

" 

Tambien en este caso se puede e x t e n d e r  a un nt3meru fi- 

nito d c  tactores.  

Tsrnbn &n se puede proceder : 

Si  c es nGrner-o real y f una funridn d e r i v a b l e  se cumple 

I c  f ) '  = J 4- C - f' = o- f  f c a f '  = c . f .  

es deci r :  



por la der I v ~ d a  d e  I A f unL i &P. IL -. . . _ - - - .- - . - -. - 

Resolucibn 

a) y -. BX' 

Se conoce que ( x 4 )  '=  4 x 3 ,  luigu 

2 1 z 1 
t i l  DP x - Iby, (;e obtiene y - :: lueqn y = - 4'- 1 o l h  

D a r  l vando 

y evaluando en x - 4 u h t e ~ e m o c i  y '  (4) = .-L. . 
1 

2 
La tai iyente ti ene pendiente .-y- y pasa por ~l pui7to 

L 

Su ecuaridn es x - 2 y  - 2 - O ( v e r  f i g u r a  5 . 1 2 ) "  

1 Lkr iva 1 n f unc 1 dn y = 
3xz  - 9 x  * 1 

Resol uci bn 

Aplicamos la regla i i i ) :  



Esta  r e g l a  se e n u n c i a :  
.. .... ...... -- ..... . . . . .  

LA d e r ~ v a d a  r l e  un c t : i c len te  e-; el denrirnir~adm por Ila 
dar  i vada d e l  rturnet ador muilus el ~iumerador  p i r  1 a 
dcr i vadd d e 1  r l t m a m i  i.rador r;obre el. cuadi-adi.i d e l  
der-tomi n,ráor. 

..... . . . . .  



y di  v ~ d i  errc!o por- Ax 

D i v i  d ~ r n d o  por Ax 

Como f es d ~ r - i v a b l e ,  es c o n t i n u a .  Luequ Af-+O iuandn 

Ax+c?. 

5e t i r n e  c n t o n c e s  



L a  Fui. , irxcSr: j ei, cim.tii>ua por- ser. crlerivabl e, prsr Xo 

Y -  l o  ssn. Pnr 1 n tanta en v i r t u d  de la reg la  de la 
Y 



2. D e r i v a .  Halla el valor de la derivada en el punto i n d i -  

cado. 
Y 2 

a) y = 3 ~ - 2 x + S x  - 4  x = - 1 o 

2 

1 )  y = a x  ta,b # 0 )  
b x z +  c x  + d 3 

3. ¿En que puntos la derivada de la funcibn f I x f  = x coi!? 

cide nu&ricamente con el valor d e  la propia funcibn, 



bI Cntnpr ueba que p x i  st.e un numero real c tal que 

i 1 0 .  .3er- i va l a f unc i t;ln J I x ) -= ----- 
X 2 +  5,t + b 

a) aplicando la reg la  de deriuacibn d e  un c n c i e n h ,  

i 1 l . .  Calcula la derivada de la funciti i~ y = ------. s i  
f ( x )  + g ( x )  

f y Q son do5 funcione5 derivables, y f l x )  iir - - g Í x ) .  

!2. D e t e r  mina una furicitiit f que satisfaga lar, cnrkdicionc~; 
X 

C . >  j l x )  = 3% b)  f ' < x )  = 3 x
2  

C )  f S ( x 1  = 4 x 3  4 x Z  

f (0, = a f t o ,  = 2 f ( i i  = 4 / 3  



15. D e t e r m i n a  l a  pendiente d e  la Pangente a la curva de 

e c u a c i ó n  y = f ( x )  en el p u n t o  indicado. 



21. Halla la ecuaclhn de la tangente  a La parabala x2= 25y 

en el punta de abscisa x - 5. 
22. Escribe las ecuaciones. de l a s  tangentes a la parabola 

2 y - 3 x  + 3x - A en 105 puntos de ordenada y = 0. 
-, -+ 2 
L;. Halla La ecuacihn de la >aráhola y = x + bx + c cuya 

t a n g e n t e  en el punto (1; 1) es la recta x = y. 
3 

24.  Demuestra que La-, curvas y= x -t- 2 r. y = 2 x 2 +  2 tie- 

nen una tangente comtín en el punto (O;?). 

23. &En quB punta la tangente a l a  parAbola : +  ':' -?: '  + y': 

ic para le la  a la r e c t a  J x  + y - 3 = O? 

26. 51 f + g e5 d e r i v a b l e ,  &son d e r i v a b l e s  f y g? Funda-- 

menta. 

27. Si  f + g y f s o n  derivables,  es derivable 97 Funda- 

menta. 

Todas l a s  reglas de derivacibn que hemas estudiada 

hasta ahora se re f ie ren  a aperacinnes racionales con 

Cuncianes; una opcracidn irsaclnnal  que se presenta can 

frecuencia es la radicaridn. 

Teorema i. 



AY - Jxtb̂ - - /?I . " .  - _llI_-lC-."--.-__ -- 
Ax Ax 

Multiplicando numerador y denominador por / x l b X 1  + 

-7 

Como la f u i i c i b n  y = J T  es continua, i . i m  /:+ AX = 
Ax -0 

pasa x > O. Entpnres 

Resol ucibfi 



Otra nper-acx hn conucida es la cotnposici bn d e  +unciones; 

la reqla para drrivar funciones compuestas p e r m i t e  aumen- 

t a r  c o n s i  dw-ahl entente el nrjmera de funciones que podemos 

iler i. var . 
rear ema  7 (Regla de la cadena) 

--* ------_. --e.--- 

Si l a s  f unclnnes f ( x )  y g l x )  san derivables, entonces 

la función compuesta F I x )  - / I g E x ) )  e5 derivable y 

SE? cumple 

( / ( g ( x r i  ] = j'lq(x)l . ~ * I x )  

C a l c u l a  la derivada de la funcibn y = P3x - 5 5 2 0 ,  



par al el as al e j e  " y "  la c u r t a n  en do5 p u n t o s ,  ~5 decir , 

F i q .  5.13 
16 

2 2 
X Coma ya- , I O . con';iderarnns Ir .  curva + x-~ - 1 ..I 25 1 A 

con y ? O ( f  i q .  5 . l Z b ) .  E s t a  s~mielipse r - e p r e s e n t a  una 

La ecuación de esta f u n c i 6 n ,  en Q o r m a  e x p I i r i t a ,  5e ob- 

t i e n e  despejando de la ecuacihn de la elipse: 



ecuaci án de Xa swnielipse. 

U p r  i vando se abt i ene: 

Halla la ecuacifiri de la t a n g e n t e  a 1 a hi y ~ + t - t a l a  

de una .F ttricribn , pues e:i 1 ~4-w-> 

t t i y .  5.14a). 

h 

Despejando en la ecuarihn de la hipbrbula:  



Deri varida: 
4 2% - - - 4 x  Y '  = - - ---. 
1 

2 - 7  3fi-L-T - 3 3  3: .J 

Evaluandn p+ra  xn= $ obteneinns ,,; ' ( 5 1 ~  --"- 
- ..- 

'idL's7' 
_1 

La r r c t a  t n n g e ~ t e  t ~ e n e  pendiente - 5 y pasa por "1 

' h  5 punto < S ; -  ---). Su ecuacihn es y = - -%-- .-. x +. 3 . 





Demuestra q u ~  Xa de r i vada  de una fui-icihn par es una 

f unri 60 i m p a r  y la d e r i v a d a  de una f uncidn i m p a r  es 

una i u n c i h n  par. 

x ,  a + p E D n m  f . )  

5e llama Angula de interc;ecciCin de dos curvas al Angu- 

I n  que forman l a s  tangentes a las curvas en el punto 

de interreccidn. Halla el ángulo de intersecribn de 

1 
c ) y = : i X  , y - -  

Halla e l  gngulc~ de interseccidn de les circunfrerencies 

Demuestra que las  hip&rhalas xy  = I y xZ-  1 son 

ortogonales,  e5 d e c i r ,  el Angula de intersccci6n de 

esas dns curvas es r e c t o .  

Las funciones ceno, cnseno y tangente son d e r i v a b l e ~  y 
SE? cumple: I 

hy = S,, . cos Ax - 1 sen Ax + X ---- 
A :í Ax Ax 



Aplicando la regla  de la cadena se t iene 

entonces y' = i s e n  x ' - cos x - sen x (tos x l . 
. ----------- 

2 
C 0 5  X 



x -- 5rn x cus x 
U".>" 

H a l l a  la derivada de la furicidn: 

Kftsnl uc i fin 

aplicando 1 a r eg l a  de la cadena 

y' = [3;< + 2) ( 3 x  + 2 )  ' = 3 LOS 13x  * 21 

f 
b! y =, c n s  x 



, , Y = = . -  sen 4 C  

1 
3. La funrldn secante se de fin^ por y = sec x = -- . 

E05 X 

Ha1 X a su derivada. 

4.  Calcula el valor d e  la p e n d i e n t e  de la curva y = f I x l  

en el punto indicado. 

a) y = 5 tan x x , z  
O 4 

1 e) y = 2 tanx  - - cos x 
n 

4 a 

g )  y - cocr2x x = n  
a 9 

5. Determina la funcldn f que sat i s face  las condicicnec; 

bl  f ' ( x )  = cos x - sen x 

j r c o  = 1 

6. Prueba que la derivada de 
2 al y = sen 2x puede Fxpresarse comu y '=  2 12cne x - I ) , 

bl y = cos 2 x  puede  expresarse como y ' =  - 4  5en x ros x , 
2 

r) y cos x puede expresarse c a m a  y ' =  - sen 2 x  . 



7. ~ E r i  q u e  puntcrs la curva 
Z 

a) y - 2 sen x + cas 2 x  b )  y - 7 ser+ x J- 3 ~ 0 5 ~ ~  

t,iene derivada nul a'? 

8. ¿En que puntar, Xa t a n g e n t e  al g r á f i c o  rde la f r ~ n r i h n  

y = sen x t i ~ q e  pendiente m = 1 7  

9 ,  E s c r i b ~  la ecuaci,dn de la t a n g e n t ~  a la curva y - f í x )  

en el punto indicadn: 

*a) y = spn x (TT  j 0)  h )  y = tos 2 x  (?; -..i > 
2 ' 

haciendo r = - se abt iene 
X 

i 

Como lirn r n. es d e c i r ,  r t i e n d e  a ccru cuandu Ax t ~ e n -  
A x 4 0  

a cera, entonces 





Hall a I a d ~ r x v a d a  (Ir.. la. f i irrc.ic5n: 

/ 

Resol u i  1 bn 





X + ] .  
d )  y = l n x -  e) y - eXln  x 

X 

B + I n  x 
f y = (eX+ 2 )  (ex- 11 g )  Y = x 

2. Halla la der ivada  de la funcibn: 

al y = l n l x  + 1 1  b )  y = I n  Zx el y = Zn13x + 1 )  
2 2 

d )  y = I n 1 3 x +  1 )  e) y 4 l n I 5 x  - x + 1 )  

a) y -- I n  sen x 

p1 y - 5en x + s e n  I n  x + Ln sen x + I n  x 
Z 

q )  y = ( 1  + l n  sen x )  

3. Deriva la funcibn: 
X 2 X  X t 9  3 X + i  a> y = e - + @  b )  y = e  C I  y = e -t. :;x + 1 

-2% X 3K 
db y = e) y - e  f 1  y = 5 ~ ? - e  

4. H a l l a  l a  p e n d i e n t e  d e  la curva y = f ( x )  en el p u n t o  

indicado. D e t e r m i n a  l a  ecuacibn de la rec ta  t a n g e n t e  r n  

los  incisns b y c. 

3 x b)  y = - e +  1 
5 

en x = Ci 
O 

c) y = 4x  ex+ 2 l n  x en x - 1 
E] 

5. Halla la ecuarrihn de la rec ta  perpendicular a l a  tan-  

gente a la curva e n  el punta i n d i c a d o .  
3 

a) y - x -  2 x 2  + 4 12:4) 

b) y = l n < 3 x 5 -  2 )  ( 1 ~ 0 1  



i0 .  Halla { ( O ) ,  f'(01 ',,"' (O> y ,f ' ' ( 0 )  ,si f ( x )  - c i X s e r i  :.:. 

12, Escr ibe  la ecuacidn de la tangente a la c u r v a  y = Ir :< 

sabiendo que su p e n d i e n t e  es 3 .  

13- D e t e r m i n a  una función f que cat is faqa Zac condkcianec 
4 - 

a) j' ( x )  = --- b) j ' t x l  = -.=- 
X X 

14. Demuestra l a s  reglas de der ivac idn d e l  pr odurto y d e l  

cociente de das Sunrimnes pasi ti vas, empleando la 

d e r l v a d a  de La + u n c i ú n  Xsgaritma Y la r e y l a  de 

der ivac ibn de funciones compuestas. ISugerencla: 

Aplica logati tmns al praducttii f * g y der i v s .  ) 



Resumen d r  las reg las  de derivación: 

- (sen x 1 ' = cas x - (tos x ) '  = - 5en x 

E s t a s  reg las  te permi ten  calcular derivadas de las 

ciones elementales. 

f un- 

En es te  epigrafe te proponema5 ejercicios que te ayuda- 

rAn a sistematizar lo aprendido sobre el cálculo  de deri- 

vadas. 





TI 
d )  y 7 r  Ir? X - E  r - 

~ - -  
: i, :? 

7 

e) y - 2 
;c 2; !.l .. -./'-- 

5. D e L i r - i n i  rsa el ~ ~ ~ a i  r i i  d ~ =  la iler i v;xcí~i r i c .  E .T f uv!. a i:>ri eir el 



6 .  S i  J t x )  = I a r .  4 b ) s r r i  x i- ( c x  .+ d>cos x ,  d~termina l o s  

valores d e  a ,  b ,  c y d para quq se cumpla 

:e: + r:< +. 2 
7. D e m u e s t r a  q1.w l a  f cincrbn y = -------- 2 satisface la 

eruacihn 1 + ( y ' ) '  - 2 y  y , ' .  
9 

X 8. Muestra q l - t e  1 a + u i ~ c i ó n  y = satisface la ecuacibn 

Y y ,  + -. - X 2  = ow 
X 

10. ~~~~~~~~~~a l a s  v a l u r e c i  d r  ,$ para 1.05 tilales la f ~ n c i h r ,  

11. D e t e r n r i n ~  zn.3 r u n r i b r l  f que satisfaqa las  condicione^: 

12. Halla l a s  er;~.i-lc-ioriec de l a s  tangentes a l a  tiipdrbola 

15. Halla el dnqu3ir3 d ~ ?  i r ~ l i n a r i 6 r r  d e  la tangente a la 

cw-va tsn el punto indicada. 

14. Muestra que lar; cur-vas =- a:,:"+ 3. - \i 1. ;:?- ;: li . ,~ 

15. E l  = l g u ~ e n . t ~  programa de cnniputarzbn, e s c r i t o  en B R S I C ,  

permlte r a l ~ u l a r  la Urrivada n-&sima de P +  f u n i l f i n  





CF55 X 
a) E2 coe6iriente de ---- en f" .  

X 
2 

Peureina 1 
ITeuretna de l  va lw  m e d i o  d e l  cAlcuXo diferencial) 

r Si f es una $uncien continua oii el i n t e r v a l o  

1 C x i ~ x I 1  y es derivablc para rada x d e l  intervalo  I 1 <xi ;xZ) .  entonces e x i s t e  c e <x ;x 8 t a l  que 
3 2 I 

incrsmentas f i n i  .tos y ti erie una interprtetacf ón geonidtri ca. 

f I x  ) - f t x , )  
2 E l  cociente - PS la pmdientc de la eecante 

a 5 
AB d e t e r m i  nada por los puntos A (xs; f tx  ) 1 y B<sZ; f (xz) )  p 

i 

f "  t c l  ea la pendiente de l a tangente al gr-Bf irru de J en 

(t;fIcl).Entonces el teorema aflrnra que hay un punto en el 

cual la tangenksi ee para le la  e la wpcarite CIB t f i g .  5-15). 

Observa que si ercribimos x - x E A x ,  x E  ni+ Ax, I r  a I 2 

igualdad del t e w e m a  se transforma en 



Hasta ahnr a heirrrris analiiadn la inunntciiii. ;n d ~ 7  l a s  f u n c i u -  

Res apoyA~doniiis , f ui-idaliientiat mer!i:.e, en 5~1 gr. á.í  i i- ( 3 ;  el t.&in. 

rema 1 r.iLir, p e r - m , i  .ti t-3 &t: eiler c r  j .i!!:@+i os anal 1 t i  í-:tia GPnK: i - 

110s p a r a  el. a r i A l  isls de la inoncrtoi ' ! ia-  

Teorema 7 
_.___.ll__.______ _ . -- .... -..- 

S i  j iis una Curai..:ihn dc ir - lvahlc  eii cl ?r-rtervaIo (%i b: 

. b SE c. i . rmple  ) - ' i x i  ': 0,  y para cada K ~ w n  2 x 

entonces la .I.urtcihn j e5 ~!ritrictarnerit:e r.rc!:.i~r:ti. eri 

el Interv&aln dado. 

a 3 

1 . . , _ .. . _..-_j .. .". . . . 

Dernas+rLaci t i i - i  

Sea f una +uncihn que sa t is tace  a pr-rimisac, d e l  

tearema y sean x y x 2  ta le5  que a T: x xí x < b. (ver. 

f i g .  5. lb1.  

Debentoi; pruhar  Q t i e  f (xL) ii f I i c  ) .  
2 

Cumu x Z  E x e n t o n c e s  x :: + A x  rin!-i b ; c  s O, 
i i 

En el i n t e r v a l o  Cn - x 7 1 . 3  tr-[nciim derlvablt? pcii., 
i 3  2 

lo que se cumplen las prerriísa5 d e l  ter . i r$?nia do 1 . n ~  i r 7 r . r - c . -  

mentas f initns. Entur- tres  e x i s t e  un puritu :< curk x i x < x 
43 1 (3 2 



ma: 

L-c7G;-p-lx.. . 

A 
rict ~ ~ - m i .  na 1 o'; . i . r i t  a! r ,vn l  t ,S de CI-ec.i m i ~ s n t ~ ,  y d e c r e c i d e n t . o  de 

3 o l a  fu11cj,.'in y r -- 2 
X + X  + l .  

R P S O ~  LIC i t ~ t  > 



F i g .  5.17 
L Ejemplo S 1 

A r i a l i z a  la nwnotunia de la funcfbn j C x S  x ex. 

Resnl ucibn 
X 

f ' l x l  = e ( X  + 1 ) .  Como e'' .> O, para t o d o  x r e s a l t a  

que f' es negat iva  i x < -1 y positiva x > - 1 .  

i f i g .  5.18al. La #uncidn es estrictamente d e c r e c i e n t e  si 

x 1 y c r e c i e n i e s i  x '-1. 

Can estos datas obtenemos un e s b o z o  aproximado d e l  

grAfico de la f u n c l 6 ~  que representarnns rm la f l g u r a  S .  i B b .  

3 &termi nzi los i n te rva los  d e  r ~ m 0 ~ ; : x : i  ::: C P  11;: i-?XK i c h  y = X - 

tanto l a  funr_j.ón es estyi.'-c::2r;trr;. cr+:icieriti? - a  'ií ? t:( Y 



Investigar el. crecimfent.~ y dccr-ecf.mlento de 1s funcibn 

'u + 1 
coc ien te  -2- Se o b t i e n e  ( f i g .  5.19a ) :  

Cx + 1l4 
y '  '. 0 1. 

si - - < x c :  i 
-3 

y ,  < 0 1 s i x a - 1  6 i - L < x < - ~  d si x i 1  
3 

Por la t a n t o  la funclún cs estrictam~nte creciente en el 

Fig. 5.19 

En los e3emplos anteriores se observa que el dominia de 

la f u n c i h n  puede dividirse e n  un número finito de interva- 

los de c r e c i m i e n t ~  y de d e c r e c i m i e n t o  Iintervalos de mono- 

t o n i a f ,  Est ins  inkervalo i ;  esthn limitados por puntas c r i t i -  

ros, e5 decir., puntas d o ~ i d e  f ' [ X )  = O ó f ' l x  no e x  1st~. 

Ta l  d i v i s i b n  d ~ l  durninio de la firncidn en i.ntervalo-c; d e  mo- 

nolan.ta puede hacerse para todas las  . f~ inr ior iec que estu- 

diaras  en este libro. 



Ejercicios ( e p i g r a f ~  E31 

1. Determina los intervalos d e  manotanla de l a  funcídn: 

z 
a) y = -x2  b )  y ( x - 3 )  

10 S 
p )  y = x S + 7 X + 5 ~  .A - 2  

2. Analiza la manotonla de la función: 
2 

a) y = x - 2 x + 5  
1 

2 -x r )  y = x e  
4 4 tl y = sen x + cos x 



-... -. 
J.  Demuestra que y - .x ~ ' - r -  2 ~ i ;  -- & pi unzi . ! r ~ : ! : ~ l l  crecr ente. 

3 " 

4. I)efliu~stira que y = I -- x - S '  PC; Urtd f ~ i ~ c i i o ~ r  deicr. et:lri!Le. 

5. La f i g u r a  5 . Z r i  a i u e i , t r a  ei grd+ico d~ la der  l vada  d e  l a  

f u n c i t ~ n  j ,  Detiermiria Ini ,  i r \ - L a - v a l u ~  de rrinristionia de l a 

Quncidn J .  

F i g  5.20 

6. E5 posible que una función f sea d ~ r r e r i c n k e  en el 

i n t e r v a l a  Ta;hJ y e x i s t a  x con a 5 x 5 h tal que 
O D 

a) J ' I x )  = O  b)  f ' I x )  ? O  rl J ' l x )  n o e x i s t e  
a n O 

7. 2, E s  posible que una Cuncihn ,i sea crec iente  en el 

i n t e r v a l o  Ea;b3 y exista x Q a 5 x 5 h t a l  que 
u U 

a) f ' ( x 0 >  = U bl / '  (x,) < U c i  f '  l x  ) no existe 
O 

B. D e m u e s t r a  que r;i el ángulo de i n c l i  naclhri  de l a s  t.ai.1- 

g e n t e s  a la curva y - ,f ( N )  e n  c a d a  i.lno de !;u.- rii.rirtoc; E-5 j  

agudo, entonces Ia funcibn f es crecñerite, y s i  es ub-- 

tuso, decreciente.  

D e l  estudio p r e v i a  de la.; funciones conoces que un pun- 

to x es un e x t r r i t i i u  local. ( m á x i m o  a mf r i i m o )  d e  u n a  $un- 
D 

ción f ,  s i  el valor  f tx 1 es mayor ( m A x i m o )  o m e n o r  ( m i n i  - 
O 

m o )  que todos l u s  valores que torna Xa tuncxún en un n n2 or- 

vala d e l  tipo ( x  -6;x t6). 
a o 

Teorema 1 
. .- - 

funcidn d~ bvable en x o  tenga un e x t r e m o  

l local en x o  es necesaria q u e  se cumpla f ' ( ~ ~ 1  0. 

Consideremos que ,f tiene un e x t r e m a  local en x y demn- 
u 



t r e m r i s  que 5e cuinple f ' l x  = 0. 
O 

Entonces para h x  c;uf t ci enf e m e r i t e  I > E . L I L I P ~ ~ ~  c u m p l e ,  

es posible que / '  t x  ) * O y eri r n  a se cumple  n 
f ' i x ) = 0 .  

o 

cal en x o ,  enturices ¡.a t ~ l . t q ~ r ! t . r ?  al :-:i+?cc.~ ( f -  ! ~ 5 e  puE 

t0 t i . e n e  pendi.riptp nr - 1 1 ,  cs r1t.c r i - .  L.? : - . $ ! . i r j ~ ~ - i :  -: cs., ; . , , q r . , i L e -  

la al eje x I f  i g .  5.21). 



Analiza en qu& puiitos cr p o n i  b l e  que tenga exLrems loca- 

les l a  función: 

La d e r i v a d a  de la funrihn es y ' =  5. La funcibn no t iene 

extremos lacales p c t ~ s  y . 8  O para  tndu x .  

y ' X3+ 2 

y '  = 4  cos X y resolviendo l a e c u a c i h n  y ' =  O obte- 

nemos 4 ros x - 0 
COL; X - Lb 



La candic i f in  J ' ( x  f = O na  es suflrlent~ pa ra  la e x j , s -  
O 

t e n c i a  de extrerno5, 435 decir, una f unribn p ~ t e d ~  t i i r i l i r -  de- 

r i v a d a  y '=  55 e n  un p ~ i f i t o  y rari t e n e ~  e x k r e m n  pn ese p u n t o .  
3 

por e jempla,  para la función f c x )  = x + '3 se c t i m p l ~  

f ' t O I  = O peru no t i e n e  e x t r e m o  lacal  en x 2: O I f  ig. 5.33)  
0 

E x i s t e n  funclonec que no 

pera si P ~ ~ P P I ?  e x t r e m o ,  Far 

nimo local en ese p u t ! t ~ .  

En la  p r A c t i c a  et; n ~ ~ e ' i m - ~ . n  un c r - r t e r i o  que  n o 5  p e r m i t a  

a f i r m a r  q u ~  una funridn t i e n e  un ~ x t r e r n n  Lacal. Un anAl8- 

sis de la .&igura 5.21 nos permite afirmar: 

S i  f ( x 9  decrece en ( A  - A x ; x  ) y crece en I x  ;x + hx! u O D 0 

se t r a t a  de un m i r i i m o  local .  

Como 431 crecimiento esta dit~aminadn por el 5kgno d i  la 

derivada tenem-5- 

-. ..--- . . 

es un punto de 

m A x  i mn local 5 i  f ' ! x  ) pasa de puci  ti va a negat i v a  







una función debes: 

3 4U 4) y -. ;.: -t - 8  ) y = 2:(3,- 7;< 
:< 

h ? t ( i f ' ' f l i i  ria 105 pinrti:ucl in 1. ni; qk.te 1 a 4 une i fin f tiii;i  

~ ; : t r - r r r i ~ + i  .! ocalos. li lasi +j .  raloi;. 
--. 3 . . .. . 

; - Jc*++ ~ 4 1 ~  b )  l t n )  = J 1 - x 2  



3. Determina 105 intervalos de crecimiento y 105 e x t r e m o s  

locales de la funcidn: 
1  

a) y = & x 3 + - x 2 - ~ x  3 T 4 9  

4. Determina l o s  puntos x ,  O 5 x 5 2rr, en los que t i e n e  

e x t r e m a s  locales la funcidn. Analiza si es m a x i m o  a mL- 

1  
a) y = - sen Zx 2 
C )  y = x - 2 sen x 

a x 
e) y = 4 coa x - 3 ros x f l  y = 1 - 7 sen(rz + -1 8 
g )  y = 4 sen x - 3 cas x hl  y = sen x (1 - 2 cas x )  

5. La figura 5.24 muestra la g r á f i c a  de la derivada de la 

funci6n f .  Halla todas l a s  puntas en l o s  que j t i e n e  

e x t r e m o s  locales.  

F i g  5.24 

6.  LES posible que una funcidn tenga un extremo lacal en 

x y no se ~umpXa f ' ( x o )  = 03 
D 

7. Esboza el gra-fico d e  una funcibn f que tenga un m A x i m o  

local en x = i y un mlnimo Laral en x = 3 tal que 

a) f 1 1 )  3 3 f 13) = a b)  j ' ( ~ )  # O f c c 3 1  = u 
C )  f t l l  = ft31 

d l  f I l )  = { ' ( l b  = j i 3 )  = f ' ( 3 )  

fl- Demuestra que la funcidn carece de e x t r e m o s :  

a) f ( x )  = 2 X 

2 x  + 3 b )  f I x )  = 



9 .  La abccica d e l  vbrtice de toda parábola que se obt~ene 
2 

como r e p r e ~ ; e n t a c i d n  g r 8 f ; ~ c a  d e  una tuncibn y = x +px+q 

es un punto en ei cual psta f uncic5n t i e n e  un e x t r e m o .  

D e t e r m r n a  par esta via las coordenadas del vertice de 

la parAbmla. 
2 

10. Halla el e x t r e m o  Local de la funcidn y = a x  + b x  + C. 

¿De quia depende que sea m A x i m o  o mínimo? Da una in te r -  

-prctaci qeom&tri cá del resu1 tado, 

11. Determina p y q de tal m a n e r a  que y = 3 sea un rnLqimo 
2 

de la funclon J ( x )  = x + p x  + q para x = l .  

12. ¿Para qu.4 valores d e  a ,  l a  f u n c i á n  
1 y - a sen x + - sen J x  3 

t i e n e  un e x t r e m o  para x = 5 7 3 .  

¿ Es un mAxirno o un m i  n i  mm? 

13. Halla l o s  va lores  de a y b para los ruale5 la f u n c i h  
* 

2 
y = a I n  x + bx + x tiene e x t r e m o s  en los puntos 

x = 1 y x2= 2. 

14. Demuestra que 
2 

y = (a - X I '  + (a - x ) '  + ..- + (a - X )  
2 

ai 7- az * m.. 

tiene un m í n i m o  local cuando x = 
+ 

n 
.* 

15. Demuestra la desigualdad e" 3 x + l .  

lSugerencia: Prueba que la funci6n f t x )  = e
x
- x - 1 

t o m a  5u valor  mi n i m o  para x = O. ) 
* 

16- Demuestra l a  desigualdad: 

a) sen x < x para x > O 
b l  lnIx + 1 )  C x para x > O 

* 
17. Esbaza el grAfico de la Suncibn. Para e l lo  determina 

el dominio de la funci6n, ceros, puntos de disconti- 

nuidad, e x t r e m o s  locales, manotania, comportamiento en 

e l  i n S i n i t o  y asintatas. 
Z 

a) y =- x
9
-  3 x  

1. 
b) y = - t3x*+ 4xP- 1 2 x P  * 5) 

6 



Representa qrAficamente la curva: 

2 
a) y = 3 e e n x  

d) y = Xn sen x (0  5 x 5 2n) 

2 x 
e) y = x e  

D T R M  64PLICACXONES DE LA DERIVhDA 

10. CAlculo aproximado de Los v a l o r a s  de una funs idn  

A l  estudiar el concepto d e  funcihn continua vimos que 

para valares de argumentos prdximos a x los valares de o ' 
la funcibn estan prdximas a f I x o ) ,  en otras palabras, si 

x Y X  f í x )  % f ( x  ) .  A s i ,  por ejemplo, o ' O 

o 
sen 1 = s e n ( L 1  = sen 0,0175 % sen O = O 

i EIO 
ti 

S i  buscamos 5en 1 en la tabla, encantramos 

Vemos que en efecto sen 1" sen O, aunque la dif eren- 

cid  es casi 0,OZ; e5 decir, el error que se comete es casi 

0,OZ. 

La introduccidn de la derivaci6n nos p e r m i t e  hacer 

cAlrulos aprnximadas m A s  precisos para las funci~nes deri- 

vables. 

Dado que si f I x )  c-i derlvable  en x o  r e  cumple: 

entonces podemos e s c r i b i r  la fórmula aproximada 

con cualquier preci~ibn dada de antemano, 5iWIlpre que se 

Prcoja Ax suficientemente pequeña. Esta fdr-mula puede es- 

cr i  b i r s e :  

Y ser& nuestra fdrmula bAsica para el ~ A l c u l a  aproximado. 

Utilizando esta +6rmula, tendremos en el cálcul~ de 



Para apl i r a r  l a  +di-mula debemas encontrar un x p r b x i n i n  
cl 

a 38 eri el cual se pueda calcular ron e x a c t i t u d  ; en 
O 

este caso es c laro  que x = 34 c a n v i e n e ,  Entonces 
U --" 

y ' y  = [--& , x = 36, Ax = 2 
P 

Observa que e1 v a l o r  que imscamac no estA e n  la tabla, 

o sea, que aplicando el procedimiento que estudiama5 pade- 

mos mejorar  la p r e c i s i b n  de l a  tabla. 
1 Consideranda y = tan x se tiene y '  = ---- 

2 
C 0 5  X 

Ax Por io tanta t a n I x  + A x l  z tan x + -- 
O 2 

O -  cm5 * 
a 

Coma 45,1Ft0= 4sP+ 0 , 1 5 O ,  convertimos a radianes y tomamos 

tan 45,15~= tan 14s0+ O, lsa> % tan (- rr + 0,002621 4 
n 

5 tan - + O, 00262 
4 2 r'l 

E 0 5  - 
4 



En la computadora d e  tu escuela puedes encontrar  que 

con seis  c i f ras  el v a l o r  es 1,00525, es decir ,  el error 

aparece sólo en la sexta  cifra. m 

1 Ejemplo 3 1 ---- 
Justifica las fdrrnulas de cAlculo aproxi.mado C x z O 3 :  

r--- X a> i + x  S 1 + -  
i 

2 
b) A-- z 1 - x 

1 + x  

E j e r c i c i o 5  ( e p i  graf e 10) 

F i g .  5.25 

295 



Deduce 1 a f brmul a aprux i mada 

I x  + A X ) ~  zx x3 + ~X'*AX 

Da una intcrpretac idn geomOtrira a esta ?órmula. 

(Sugerencia: D i b u j a  un cubo d e  l a d o  x 4 A x . 1  

Deduce Xa fórmula aproximada: 

Ax 

Jp- 4 

y halla los valores aproximados de z, x% 
Z r  

D e m u e s t r a ,  basAndatc en la l e y  de Ohm ( S = - n ) 9 que 

una pequefia variacidn d e  l a  intensidad de la cor r ien te ,  

debida a una pequePia variaicidn de la r e s i s t enc i a ,  puede 

calcularse de m a n e r a  aproximada par la +&mula 

Demuestra que un error  relativo de 1 % , cometida al 

determinar la langitud d e l  rad io ,  da lugar a un error 

relativo aproximada de un 2 %, al calcular el drea d e l  

circula .  

11. Problemas sobre  v a l o r ~ s  ex t remas  

Muchos prablernas prArticos de optimizacidn pueden ser 

resueltos aplicando el cálculo di fe renc ia l .  

[ E j m p X o  1 1 
Halla dos númrcis naturales cuya suma sea 120 de tal mane- 

ra que el producto de una de ellas por e1 cuadrado d e l  

otro sea mAxinio. 

Resaluci6n 

Para resolver el problema se requiere optimizar un pro- 

ducto, el p r i m e r  paso consiste en representar ese produc- 

t o  mediante una funcíbn, es dec i r .  modelar el problema rna- 

temAtiram@nte. 

Sean Ni y N2 los nírmeros, entonces el producto de uno 

por el cuadrado d e l  o t r o  se puede representar 



y ambos números e s t h  relacionados por la ecuacihn 

NI +- NP = 120 

Representemos el producto en +uncidn de uno d e  los núme- 

TOS, sea N = X ,  entonces Nz = 120 - x y 
i 

De esta m a n e r a  hemas encontrado un modelo matemático al 

problema prActica:  encontrar el m d x i m o  de La funcibn 

P' ' (801 = -240 i O hay r n d x i m a  local. 

Como en [ O ;  801 la f uncidn P crece y en [SO; m1 de-- 

crece, el mAxima hallado es absoluta,  es deckr ,  es el 

mayor v a l o r  que toma Pa f uncidn. 

Calculamos y = 120 - x = 40 

Respuestas Los números son 40 y 80. 

1 Ejemplo 2 ) 
Se necesita una superficie rectangular cercada por tres de 

sus l ados  con tela niet&lica y por el cuarto lado con un 

naire de piedra. Se dispone de 20 mtros lineales de t e l a  

mtAlica. C a l c u l a  l a s  dimensiones que ha d e  tener l a  su- 

perficfe para que su Area sea Lo mayor poskble. 

ksoX uci ón ~~ En la figura 5.26 aparece r e p r e s e n t a d a  

la superficie. Su Area PS A = X Y  siendo 
m2E- 

Y x , y  los l a d o s  de2 r ec tAngu lo .  

F i g .  5.26 Coma se d i s p o n e  de 20 m de t e l a  m e t A . l i -  



sol ap  cala  liih so1 uo2 sowr ~ e d w o s  i7 OLIJ t X ~ W  a753 ' n w  x e w  

un A e q  S K ua a n h  o1 . ~ u d  * x  opos r ~ e d  cj ;.. k-- ::: j x ) .  , W  l 
l 



Respuesta: La al Cura d e l  c i 1 i ndru d e b ~  ser el dable d e l  

radio  de la base, 

, _ _ _ _ _ - _ _ - _ _ _  .---".. ",- -.-.--.--.-.,. ----- 
P a r a  resol v e r  un prabl e m a  subre val ores e x t r e m o s  d e b ~ :  L. D i b u j a r  una f iqura  de an&.li sic; i s i  es ncresar. iu) . 
f .  Determinar- rud'i es la inaqriitud a aptiiinir.a.r,, e5 dc- 

cir, a m a l d i m i z a r  u minimizar: 

3. Expresar esa magnitud en +unci.ún de una sala  v a r i a-  1 ble .  1 
1 4. Determinar el extremo pedido. I 

Ejercicios ( ep ígra fe  1 1 )  

De todas l o s  pares  de nimer*uS n a t u r a l e s  cuya suma es 

10, ~cuAles son los que su pruducto es mdxinia? 

D e t e r m i n a  e1 númera p o s i t i v o  que al adicianarle su re-  

c íproca  5e obtiene la menor s u m a .  

Cual e5 el nirmeru p o s i t i v o  que numadu con el cuádru- 

plo de su recipraco da el menor resultada? 

Halla d o s  númeras cuya suma sea 1 8 ,  tales que el pro- 

ducto de uno de ellos par el cuadrado del otra sea 

m a x  i. mo. 

Halla das números cuya s u m a  sea 24 tale.; que el produc-  

to de uno de ellos por el cubo del o t r o  sea m A x i m u .  

Halla das nt3meros positivos cuyo praducta sea 1 5  y 

al 5u suma sea minima,  

b)  la suma de uno de ellas con el rüadrada del o t r a  sea 

m í  nima. 

Descomponer un número p o s i t i v a  dado l a )  en das suman- 

dos, de ta l  forma que su praducta sea el mayar posible.  

La suma de t r e s  númeras naturales es la y se sabe que 

al menos dos de el las  son iguales. ¿ C u A l ~ c ;  501-1 astus  

nQmeros si su producto es mAximo? 



11. Entre todos lar, rectSngulos aire t . ienen 48 cm de p e r l -  

m e t r o ,  cual  es el d e  Arca maxima? 

12. ton i.rn t r - n z o  dp alambre de longitud 1 se quiere f o r m a r  

u n  r ~ c t á i i q u l o  c u y a  Area sea la mayor pasible. Ca1c:ula 

s u s  d i  nienci unes. 

1s. Se dezea c o n s t r u i r  una caja a b i e r t a ,  en forma dc o r t . ~  

edro de base cuadrada y cnn uva r a p a c i d a d  de 108 li-- 

tros.~Culles deben ser sus dimens lnnes  para  que t e n q ~  

rninima cjuperbf ic ie  y ,  por t a n t o ,  m l n i m u  costo'? 

14. Ue una ho ja  d e  car.t.tin cuadrada de 1R c m  de lado, h a y  

q u e  h a c e r  una caja abierta que tenga el mayar volumen 

p a s i b l e ,  recor tar ido cuad radns  i g u a l e s  en las esquinas 

y dablanda después las sal  ¡entes if ig. 5.27) . 
~ C u d l  debe ser la l o n g l  tud d e l  lado d e  3 os cuadradcm 

cortadusr> 

F .  5.27 

X 
15. Una hoja de papel  para  un carte l  tiene una superf . i c i e  

2 
de 2 m . Las m A . r q o n e 5  superior e i n f e r i o r  miden 20 c m  

y los  laterales 12 c m .  ¿Cuáles son l a s  d i t c e n 5 i ~ n P S  del 

papel 5i el drea  de l a  p a r t e  impresa es mAxima? 



A una semirircunferencia debe inscribirse un r s r t A n g u -  

lo can la mayor A r e a  posible de modo que un l a d o  del 

~ectAngulo esté situada sobre el d i A m ~ t r o  de la semi- 

rircunferenria. &En qu& rardn deben estar los lados 

del rectAnqul o? 

fi  un triangula isbíceles ABC de base = 10 cm y al - 
tura sobre la base = 20 cm se le inscribe un rectAn 

gula con dos de sus v&rtices en m. Calcula las dimen- 
siones d e l  r e c t h g u l o  para que su A r c a  5ra mAxima. 

2 2 

la+. Se inscribe un rectangulo e n  la elipse >- + = 1 400 235 

con SUS lados paralelos a las ejes. Halla las d i m e n -  

s i o n e s  de dceho rectAngulo para que 

a) el &red sea mAxima, 

b l  el perf metro sea m A x i m a .  

19. Halla las dimensiones d e l  r e r t á n g u l o  d e  d r e a  mAxima 

. , Z 

que tiene uno de su5 v&rticcls sobre l a  curva y = E> 'I 

y uno de su5 lados subr Q -1 eje x t i g .  5 .28 ) .  

Fig. 5-28 

* 
20. Halla la al tura que debe tener un cilíndro circular 

recta inscrito en una esfera de 6 m de d i A m e t r o ,  para 

que su volumen sea mAximo.  

* 
21. Halla e¡ radia del cono c i rcu lar  recto de volumen m A x h  

ma que se puede inscribir en una esfera de Z m de Fa- 

d i  o. 

22. En un cono circular recto d e  6 c m  de r a d i o , y  8 c m  de 

altura se inscribe un cilindro c i r r u l a r  recto. Halla 

el radio del cilindra para que 



a) su volumen sea maximu, 

b )  su A r e a  lateral sea m á x i m a .  

u. 
23. U e t e r m l  na 1 as dimensiones d e l  ~i 1 indro circular recto 

de drea lateral mdxima que se puede i n s c r i b i r  en una 

esfera de 4 c m  de r a d i a .  

* 
24. Calcula la al t -ura  d e l  cono circular recto de m A x i m o  

volumen que puede i n s c r i b i r s e  en una esfera de radio P 

dada. 

25. Halfa sobre la r e c t a  y = x el punta @ t a l  que La suma 

de la5 cuadrados de sus d i s t a n c i a s  a l o s  p x t t n s  

P I - a ; O )  , Pz(a;OX y P I0;bl  sea m í n i m a .  
i 9 

2 
26- &Cual es e1 punto de la curva 4y = x 5 p r b x i m ~  al 

punto fi t O ; 4 )  ? 

* 
27. E l  alcance de un proyectil !no tomando en ransidera. -  

c ión  la resistencia del aire y otras causas perturba- 

darasl esta dado por la f6rmula 

donde vo representa el valor de su velocidad inicial, 

g la a~eleraci6n debida a 1.a gravedad y u el AnguZo 

de t iro.  v a l o r  ha de tener a para que el alcance  

d e l  proyectil sea maxima? 

* 
28. En el problema anteriar, la altura del proyectil en el 

instante t e s t A  dada p o r  la +brmula 

1 h = v t c e n a - s q  t2 
a - 

Halla la a l t u r a  maxima que alcanza el proyectil para 

una vclocldad inicial y un Angulo de tiro dados .  

* 
12. Rapidez de cambio 

Conoces que si un punto se mueve ron movimiento recti-. 

l i n e o  uniforme, entonces la ~ u a c i b n  de su movimiento  es 

5 = 5 + v t  donde s es el v a l o r  d e l  desplazamiento, s el 
13 a 

valar  del  desplazamiento i n i c i a l ,  v el valor de la velori- 



dad y t el tiempo. 

Observa auo romo en este caso la velaridad es constante 

F E ~ u X ~ ~  que el desplwzamíenta ES una funcibn lineal d e l  

tiempo, e5 decir, s = 5 ( t l  = 5 c v t .  a 
Se cumple e n t o n c e s  s' lt) = v. 

En el caso general de cualquier clase de movimiento, 

uniforme o no, se decine: 

vi' velo~idad en un instante dado e5 La derivada ( 
d e l  desplazamiento con respecto al t i empo .  L...- l 

1 Ejemplo 17 
La ley del mvimienta de uri nbvil es rCt3 .r 50% - 10t2 
Cs en metros y t en segundas?. Calcula su velocidad a los 

2,o s. 

Resol ur i dn 

D e r i v a n d ~  a 5 con respecto a t se obtiene: 

v I t )  - s ' ( t l  = 90 - 20t y evaluando para t = 2 

v121 -5' l Z f  = 50 - 40 = 1 0  

Respuesta: fi los 2 5 la velacidad es de 1 0  m / s .  

( E j e m p l o  2 1 
4 S La ecuacitrn d e l  movimiento de un punto es s - 12t - -t B 

donde t se mide en segundas y s orurietros. Determina el 

instante en que el Mvi l  r e  detiene. 

Resol uc i &n 

La velaridad en el instante t es 

Cuando el mbvil se detiene 5u velocidad ea Cero, par lo 

t a n t a  

Como t 3 0, entonces t = 3- 

Respuesta: El móvil se detiene a los 3 s. m 
EX concepto de velacPdad puede extenderse a un problema 

mas general: Supongamos que m = m ( t l  es una magnitud que 

depende del tiempo, entnnces 



1 ,  

l 

1 

La rapt-der cari q u e  cariitiia la inagni t-t.:(! m 6::: l-m I I? .>I -  3n.- 

te? r:ado ES la dei  l vada c i e  i i i  coi'? r e s p i c t . n  al i; ieiiipu, 
a--- -.-..--.-.L.-- --,--*k--..--,.-..--..--..--------- -. -- "- -.-. 

I rxpresAndme t. mi segundos y S e r i  c e n t ~  rwtros. C a l c u l a  la 

dad, rrc d ~ r i t - ,  la d e r i v a d a  de la velot- idacl  cori r t i i p r c t r ,  al 

t i e m p o .  Coma la velocidad es la de r i vada  d e l  desp la~at t i i err - -  

to resulta que la a c e l e u a c i f i n  es La segunda d a r i  vada d e l  

Fara  t = S se obtiene a = 26 

Respuesta: La acc'leraciori a los 5 s es 26 cmisz .  m 

p G G i F G ' 4 - f  -A - -- 

Una esfera di? nwtal  se dilata por el calor da t a l  m r r e r  a 
a que su valumen es V ---nl l + 3tI 
3 

C t  en segundos y V 

a3 El volumn inici al.. 

b> La rapidez can que varia el vvlu~wii a 10% 3.00 s. 

Resolucitm 

a) E I  volumen i n i c i a l  se obtiene para t = O ,  es V = 4, i?  

b )  Calculamos la derivada d e l  valumen can respecta al 

ti empo V '  S 12r i i1  +. 3 t > z  e 

Fara t = 3 5e obtiene U '  = 3770 

3 Respuesta: E l  vt 'r lumer~ i n i c i a l  es de 4,1? c m  . Fi les 5 se- 

gundos el volumen cambia can una r a p i d e z  d e  3,77 d m g / s M m  

)Ejlompl;;T/ 

Uno de l o s  catetos de un triángulo rectAngula varia de t a l  

manera que su longitud es S + 2t centlmetros C t  e n  se- 

gundos) mientras que la hípotanusa as constante e igual a 

80 cm, Calcula la rapidez con la que e r t A  cambiando al 



oir-o cateto cuando el prfnrero mide 3[5 cm 

Resal ucibn 

Sean a = 2 + 2t un cateto y c = 60 la hipotenusa de l  

trihngul O- 

~1 otro  cateto es t~ = = J3600 - ( 2  + 2 t j P  ' 

Calculemos al cabo d e  que tiempo el cateto a m i d a  36 c m  

2 + 2t = 36 

t = 17 , es decir, a los 17 s 
Derivando, se 3bt i ene 

Evaluando para t = 17 obtenemos b x  = - 1,5- 

Respuestas E l  cateto e s t A  cambianda Can una rapidez  de 

-1.5 cm/s, es decír, está disminuyendo I,5 cm cada 5egun- 

do. m 

1. Calcula la velacLdad y la  arel erac idn  cuando t = l , C  de 

los  cuerpos cuyos  movimiento^ rectilineas obedecen a la 

ley s i g u i e n t e  ( l as  d i s t a n c i a s  se suponen medidas en 

rent lmet ros  y los tiempos en segundos): 
2 a) s = t - t + 4  13) c. = 5tZ 

n 
g) 5 = 10 co5 - t 3 

2. Calcula la velocidad y la aceler-acíón iniciales en el 

movimiento de ecuacidn (t en segundos , 5 en metros? : 
a) s = t4+ 3t + 4 

b )  5 = 8 r o s  Lt + 4 sen 2t  

3- Calcula la pusicibn, velocidad y aceleración i r r i c i a l e s  

y despues de 10 s tt en s~gundus y 5 crr! metros) . 



4. Un punta se mueve d e  moda que el desp1asamier1to cs 

5 = l l r  + 4Bt - t2. ~CLdndo y dónde se detiene? 

1 5. .&u&ndo y d6nde se detiene un &vil cuyo movimientu 

tiene par f6rmula x = a ssn nt ? 

1 &. Para un mbviI, lanzada verticalmente hacia ar r iba ,  la 

1 ecuaciCin d e l  m ~ v i m i e n t o  es s = 56t - 4,9t2. Ha1 la: 

I a) l a s  expresiones de I a  velocidad y de la aceleracibn 

l en cualquier instante  k, 

l b)  el instante en que la velocidad es nula ,  
I C? la m á x i m a  altura alcanzada. 

7.  Dos trenes parten de la misma ectacidn, uno hacia el 

sur a 50 km/h y el otro  hacia el este a 70 km/h. ¿Con 

qu& rapidez 5e estdn separando? 

8. E l  Angula a en radianes, girado por una campana en t 
2 

segundos, viene dado p m r  la +6rmula a = 4t + - Halla t 
la expres íbn  de su velocidad y cuanda esta se anula. 

9 .  POF el eje x se mueven dos puntos que tienen respecti- 

vamente las l e y e s  de movimiento x = 100 + St y 

x = ' t' con t 2 O. que rapidez se alejarh estos 2 
puntos, uno del otro, en el momento de su encuentro? 

t x  se da en centimetros y t en segundas). 

1 O 10, Un punto se mueve sobre la hipkrbola y = - de tal  
x 

modo que x = t Ct en segundos, t > 01. Con qu& ra- 

pidez  variara su ordenada cuanda el punta p a s e  par la 

posición ( 5 ; 2 ) ?  

11. Uno de los ladas de un rectingula tiene una longitud 

con!=tante a = 10 cm, mientras que el ot ra ,  b, es va- 

r iab le  íb = 2 + 4 t ,  t en segundos). ¿Can qu& rapidez 

aumentan la diagonal del rectangulo y su &red en el 

instante en que b = 30 c m  ? 

12. Los extremas de un c e g m e n t ~  C)B d e S , O  cm de l o n g i t u d s e  

deslizan por las rectas perpendiculares entre si DX y 

OY ( f  ig. 5.29). 





2 i l  y = x - 2 sert x t 
J)  y = 5 ( 1  - coa xl 

5. &Bu& punto del qr6fica de la funcidn y = l n  x tiene l a  
1 menor distancia a la recta y = 2 x + 5? 

6. Nuest~a  que l a  derivada de la funcibn 
1 . 1  

y = - ca5 Z X  - - 
4 1 & ros HA es y '  = sen 3 x  cos 5 x -  

7. Si y = 3 sen x , halla las valorcs de x que satisfacen 
1 z la ecuacibn y '  + g. y - 3 = 0. 

B. h a l i r a  la monotonla y determina los e x t r e m o s  locales 

9 )  y = 1 + ln sen x (0  5 x 5 n) 

h) f ( x )  = 3(sen x 4  os x >  D i x 5 2 n  

i )  p l x )  = ex - 3 ln<eX+ 1 )  
1 9 .  Muestra que la f uncidn y = L n  - - no time ex-  

X + 
tremos locales. 

* 
10- Halla una funcidn f que saticf aga la eruacit5n: 

a) 2 j ' l x )  + 1 = e K  

b )  ( f ' l x )  1' - 3 x  f ' ( x )  + 2x2 = O 

11. Halla dos funciones f y g tales que: 

a) f '  I x )  + 2 q ' ( x )  = 2 b) f '  t x )  + q ' t x ,  = 3x 
f ' ( x )  - g ' C x )  = 0 , 5  f ' t x )  - g ' t x )  = x + 2 

2 12. Sea f (x -1)  = x . 
a) Halla la ccuacián de g, si 

g ( x )  = f ( x + i )  + / ( X )  - J<x-11 .  

b) Prueba que en el punto x,=-3, la tangente al gráf i -  

ECJ de q es paralela al eje x. 



C )  Calcula h'(2) si h ( x )  = g ( x ) - g l x + l ) .  

13. Un punto material real i z a  el movimiento  rectillneo se- 

gen la ley s ( t >  = 5 t  + 2tz - $ t3, donde r. es el des- 

p l  azamiento en m e t r o s  y t, el t iempo en segimdos. ¿En 

qub instante de tiempo, t, la velocidad de movimiento 

del punta sera m a x í m a  y cual es la magnitud de esta 

velocidad m á x i m a ?  

14. Halla el &red m & x i m a  de un recthngulo cuyos vert ices 

estan en el origen de un sistema carte5iano de coorde- 

nadas. s ~ b r e  el eje x ,  cobre el eje y y sobre l a  par-&- 
2 b o l a  y = 4 - x . 



LrF C~LCULO INTEGRAL 

Debemos r e t a r n a r  al s i g l a  V a.n.e. para hablar  del 

C A l c u l a  Integral. En esa Bpoca el matemAtica griega Denit - .  

cri'to d e  Abdera, arstatilecil l a  nocicjn d e  geometria a t d d c a  

al concebir un segmento, un A r e a  o un volumen coma i r t t e -  

grada par un enorme (aunque finito) número d e  Atarnos i n d i - -  

v i , ~ ; i b l e c ; .  G c j i  por ejemplo, el volumen de  un 5 6 l i d o  era  1.3 

suma de 10.; svolúmenes de 1 os Atarnos que compwnian al sdli- 

do. 

Tres s i g l a s  mbs tarde,  es a t r a  ver  Arquimedrs dc 51. a-  

cusa, quien u t i l i z a n d o  l a s  teorias d e  Demúcrito y el H e t u -  

do de exhauscibn d e  Eudoxlo, real iza l a  mas irnportartte de 

l a s  aplicaciunes de estas Ideas y ton ella SE aproxirns 

cansiderablemente  al C d l c u l a  Intiegr-el. firyuicnedes, en s u  

abra Le cuadrat.ma de la parabola determina FEI 6rea d e  un 

segmento d e  esta c u r v a  usando l o s  procedimienkos menciona- 

dos y dem~wc, t ra  que: 

el Area d e l  rsegtnento de va- 
4 rabala  es d e l  A p e a  d e l  
.5 

tr i Angul a qut? tenga igual  1 I - - -. -I - . 
altur- que e? segmento pa- 

- 

rabhlico I 4 i q . I ) .  F i g .  1 

L a  nocidn da int~gral se introduc~ de nuevo en 1635, 

c:uandu el i tal i a n o  Buei>aventura C a v a l  ieri < lW8- . lb47)  re'- 

g r p s a  a l a s  ideas atorni st icas de D e n i b ~ r ' i t o  y pub1 i ca en 

lb35 un t r a t a d o  en el que describe su nietodo de 10s i n d i -  

visibles, mediante el cual encuentra un teorema geum&tricn 

que r-esulta ser- equivalente al que mediante en n u e s t r a  ac- 

tual cAlrulo i n t e g r a l  se expresa: 

E s t  i m u l  adrx por- las  ideas de Cavalieri , atroc. matemAti - 

C U ~  d e d i c a n  a buscar Areas  de curvas, y entre estas SE 

deataca f e r - m a t  el que considera el i n t e r v a l o  d e  área baja 

una c u r v a  par54 f armar r e r t A n g u l a s  cir-cunscr i tos, Suma des-- 



pues l a s  Lreas de estos rectgngul os, que c o n s i d e r a  cada ver  

más pequefios y obtiene de este modo el di-ea baja la curva 

Fig. XI 

Y es de nueva otro de 105 grandes matemáticos, el IV- 

g l h  Newtan quien par primera vez calcula un Breahmediante 

el proceso inverso de I D  que ronacemas p a r  d w i v a c i h n .  D e  

este moda descubre la relacidn inversa que existe entre la 

determinacíón de la pendiente de una curva y del Area bajo 

esta, es decir ,  la relacibn q u ~  existe e n t r ~  el Cálculo 

Di f wenc i al y el Integral. 

Es el gran matemAtico alemdn Leibniz, quien por primera 

vez hace uso del actual s i g n o  de in tegra l .  E l  10 denota 

par una S alargada S ,  y la der iva  de Xa primera l e t r a  de 

la palabra l a t i n a  Summa que indicaba la suma de l a s  " indi -  

visibles' de CavaLíeri. 

En este capitulo aprenderas de una manera sencilla los 

Conceptos de integral indefinida y definida.  as1 c o m a  

aprenderas a calcularlas y, en especial , los podrAs usar 

Para calcular áreas que antes no podlas hacer con las fhr- 

mulas conaci d a s .  



CALCULO 1 NTEGRAL 

En este c a p i t u l o  consideraremos el problema inversa 81 

planteado en el anterior: se t ra ta  ahora de encontrar Xa 

funcidn conocida su derivada. 

Definición 1 

Sea f ( x )  definida sobre un intervalo 1: 

F definida sobre I es una primitiva de f r 
si F' ( x S  = f I x ) ,  para cada x E 1 . 

] E j e m p l o  I / 
Comprueba en cada caso que FCx3 as una prf mitiva de fCxl 

en el intervalo dado. 

F ( x l  = & xP es una primitiva de la funcidn f ( x >  - x z  

en C-%m), 

La funtidn 

cidn f í x )  

para cada 

La +uncidn 

x 
puesto que = x para cada x E IR. 

i 9 F 4 x )  = ~x + 5 es una p r i m i t i v a  de la fun- 

2 2 = x en ( - m , d ,  puesta que 

X E R. 

F < x )  = es una primitiva de i a  func ibn  

f ( x )  = 1 
en <~,m) , puesto que [Jr* 1' = 1 

2 c  2 c m  



En el ejempla 1 puede apreciarse que la func idn  p r i m i -  

tiva d e  una funcibn dada no  es única.  

Teorema 1 

S i  F l x )  es una primitiva de  l a  
bre I e n t o n c e s  F ( x )  + c es también una primiti- 
va donde c es un número rea l  cualquiera Icans- 
tinte). 

Teorema 2 

5 i F < x )  y 6 < x )  s o n d 0 s p r i m i t i v a 5 d e u n a f u n c i 6 n  1 
f ( x )  sobre el intervalo  1, entonces F I x l  - GCx) = c 
en 1, donde c es una constante r 

Demostr ac i bn 

Debemos demostrar que H ( x )  = F ( x l  - 6 ( x )  = c, para esto 

es su+ i c i e n t e  demostrar que H' ( x  = O sobre 1. En e+ ecto, 

si se cumple 4ue H' i x l  = 0, par el teorema del valur medio 

d e l  c A l c u l ~  difekencial  se ten&& que si xi , x 2  E 1, 

H ( x z )  = H l x * )  + ( x a  - xi) H ' l x )  = H l x * ]  x,': x < x 2 ' 

es decir, H ( x )  = c sobre 1 .  

Por hipetesir; F' ( x )  = G' Cx) = f ( x )  . 
D e r i  vanda H ( x  ) obtenemos: 

H' ( x )  = Fn ( 8 )  - G' < x )  = ~ I x )  - f ( X )  = O para tado x E 1 

Corno se querl a. 

No siempre es firil determfnar una p r i m i t i v a  de una 

f ~ n c i 6 n  dada, no obstante  s i  la funcitn f es continua en 

el i n t ~ r v a l n  1 ,  se puede a f i r m a r  que 1 a p r i m i t i v a  e x i s t e  

aunque na padamos calcularla .  En este cursa n o s  l i m i t a r e -  

mos a d e t w m i  nar p r i  m i  tí vas para funciones elementales es- 

tudiadas en cursos anteriores.  



Teorema 3 

-.y--- " ---,-. ----.."-"---A--,. 

rada intervalo dandc estan definidas, una 
primitiva de la f u n c i d n :  

a I 
al f ( x )  -; x (a  es F t x )  = -----,- a *  i 

a + 1  " 
51 a = -1 y x ? O es F I x l  = In x 

b) g l x l  = sen x es GZx)  = - c o s  x. 

c )  h l x )  = ros  x es H ( x l  = ser1 x 

d3 i ( x )  = ex es I l x )  = ex 

- --.- - .- 

1 
S i  o = -1 entonces F ( x l =  ln x pues I l n  x ) *  = - - -1 - X 

X 

a) Una primitiva de xk2 'en cualquier intervalo donde esth 

definida PS: I x  -2+í - x-í = - - 
-2 + 1 [teorema 3 a). 

X 
Todas las primitivas se obtienen sumando una constante, 

Z luego l a s  p r i m i t i v a s  de x s a n  - - I + c m  
X 

b )  Una primitiva es - ros  x , todas las pr imi t ivas  se ob- 

tienen sumando una constante: - ros x + c. 

Sea fCx3 - l - , determina la primitiva F de f ta l  que 
x 

FC13 m S, 

Resolucibn 

Cabemos que una p r i n i  ti va de es I n x , todas  1 as p r i  -- 
m i t i v a s  se representan en l a  forma; 

f ( x )  = l n x  + c  



Para determinar el valor de c, sustituirnos para x = 1 

F(Z) - 1 n  l + c = O + c  luega c = 2 

Ejercicios (eplgrafe 1) 

1. Determina cuales de l a r  siguientes funciones san p r i m i -  
Z t i v a s  de la funrl6n j ( x )  = ( x  + 1 )  en R: 

1 a) F t x )  = - I x  + 1 1  + 3 
i 

3 
b l  F W =  - [ X  + 1)' + 5 3 

C )  FM = 3 ( X  + I P  + 5 
1 

d i  F [ x )  = x a +  x 2 +  x + 1, 

2. Comprueba on cada casa, si F ( x )  es una p r i m i t i v a  de 

f [ x )  en el intervalo dado. 
1 a)  F t x )  = 3 s e n 3 x  f [ x )  = c o s 3 x  e n R  

B b l  f t x )  = 2% - 8 , f I x )  = &xZ - 8 en D? 

C )  F ( x )  = 3 + cos x , f ( x l  - - sen x en Iff 

d )  F ( X )  = .ZX + ea* 
8 x , f ( x )  = 2 + 3e en E? 

e) F t x )  = c05 2% + 5en x , 7 ( x )  = cos x - 2sen 2 x  en íR 
1 1 f )  F C X )  = -- f t x )  = - en E* 

a! X 

+ 3 f 
gl F ( x )  = l n  x + 317 x + 3, f ( x )  = - en R, 

X 

3. Determina una primitiva de: 

a) xB b)  iien x CI CB ci )  cos x 

x a +  x Z  + )  g ) - - , x > ~  1 t7) cot x sen x "' x + l  
4, Determina todas las primitivas de: 

a) tos x b)  x - ~  C )  e
x d) sen x 

e = x  7 ' + 1 g )  = % ?  h) x Z ( x  + 1) - x 
P e) S f ,  >\  

8'. -7 j Zros x 9 
C05 X - CaS A i b  Zcas x - cas ( - x >  ir ... 

k) X - 2  - -  
l.) 

X 4 +  x B -  Y - 1 + 

# x  t Z  
9 x  + 2'- 2 x z +  X + X 

5 .  Dadas las  f uncíones p r i m i  tavas de La f unc idn  f ,  esrrit ie 

la ecuaciún de d i c h a  funcián (c; c o n s t a n t ~ ) .  



, d f) F t x b  = + l n  x - JX + c I x  > 0) 
6. Determina la primitiva G t a l  que GtOI = 1. 

4 
a) g l x )  = x b) g ( x )  = ca5 x c )  g ( x )  = sen x 

d )  p [ x j  = ex 1 
E?) q i x )  = - 

X 

7. Determina una p r i m i t i v a  F de f bajo l a s  siguientes con- 

diciones: 

3 

g) f ( x )  = sen  x cas 2x  i. 2sen9 x ; F ( n )  = 3 

2 .  I n t e g r a 1  indefinida 

&si como el paso de la funcidn a l a  derivada es una 

aperacibn llamada deriracibn, el paso de una firnci6n a su5 

pr imi t ivas  es una aperacidn llamada integracibn que se 

denota con el simbolo J. A s i ,  para e s c r i b i r  las pr imi t ivas 

de f Cx l se escribe f ( x  i dx . 
E l  símbolo $ se llama integral; j (xldx, integrando y 

í ( X  1 .  funcibn subintegral, y dx i n d i c a  que x es la varia- 

ble de integración, es decir ,  la variable con respecto a 

La cual f es derivada, 

Si F ( x )  es una de las p r i i i t í v a s  de f(xl,podemoij escri- 

bir S f l x ) d x  = F t x )  + c, teniendo en cuenta que dos p r i -  

mit ivas de una misma funcibn se di f erenc ian  en una cons-- 

tante .  

' 

La exprec;ibn J f t x )  dx = F í x )  + c se llama 

integral indefinida d e  f lx l . 



Utilizanda l a  s i m b o l o g l a  establecida y el teorema Z del 

e p i g ~ a f e  1, podemos r e s u m l r  las reglas para  la inteqracibn 

de l a s  f u n c i o n e s  conocidas y que llamaremos i n t ~ g r a l e s  in- 

mediatas: 

l 4. cos x dx - sen x + r 

Resol uci &n 

Resultan uti les l a s  p r o p i e d a d e s  de l a integral indef i -  

n i d a  contenidas en el teorema I . 
Teorema 1 

S i  f ( x )  y g ( x )  san funciones rontinuas,se cumple: 

a! Sa f ix dx = a$ f < x  1 r l x  , o s e a ,  toda crinstarl- 

te que sea f a c k a r  de la f u n c i d n  subintegral 
p u e d e  ponerse  como factor fuera d e l  sxqno de 
integración. 

b) t f ( x )  + g ( x ) )  dx = S f t x )  d x  + f g l x )  d x  , 
o sea, Xa integral de una suma es igual a La su- 
ma de la i n t e g r a l  d~ ~ a d a  unn d e  l a s  sumandas. 

C) Si F l x )  es una primitiva para f ( x )  , entunctz-5 

p f h x  + b )  dx = - Flax + b l  
a 



E )  Sea F ( x )  una p r i m i t i v a  para f c x l ,  entonces 

cadena. 

1 = - a F ' I a x  + b)  
a 

Las igualdades del t e o r e m a  1 son igualdades entre p r i -  

, ~ i t i v a s ,  e5 decir, significa que ambos m i e m b r o s  de l a  

:.gualdad tienen la m i s m a  derivada. En otras palabras, la 

i gualdad se in te rpre ta  en el sentido de que la diferencia 

e n t r e  ambos m i e m b r o s  es una constante. 

( Ejemplo 2 ) 
Calcula 1 as i nt egral es sigui entes t 

a> 1 32' dx b) p x 2  + x + 13 dx 

1 9  a 
3 )  5 3 x Z  dx = 3J x Z  d~ = 3* , x + c = x + t ApL i c a n d o  

3 tuorerna la. 



~ 1 . 1  L c n n d c  
;= .?fil'dX + 2 S seri :: 

el t c r o r e m o  

rna I c .  

Ejercicios I ep igr -&fe  2 )  

1. Calcula: 



3. S i n  i n t e g r a r ,  comprueba si son validos los siguientes 

r esul  t ados. 

a) <xB- sen x 1 d x  = x4- c m  r + c 3 

I se17 x '' S 1 - cas x dx = l n  (1 - ros X )  + K 

4. E s c r i b e  en cada casa, dos primitivas de: 

5t
2
- 3t *x k )  j- -F.-.- 1) S (ros 2x + sen 3 x 1  d x  



3. Integral definida 

Definici6n 1 

Sea f I x )  
se 1 lama 

Id, b e 1 

una funcibn continua en un intervalo 1 ,  
integral definida de f desde a hasta b 

y se denota f ( x )  dx a1 nllmero 

dande F es una primitiva cualquLera de f ,  a y b 
son los limites de integracibn, 

Esta dejinicidn es correcta pues la expresián 

F(b) - F(a) no depende de la primitiva, en efecto s i  G ( x i  

es o t r a  p r i m i t i v a  de f l x ) ,  tenemos: 

Resol uci bn 

1 e x Como F ( x )  = - x es una p r i m i t i v a  de f ( x )  = x 
3 

En la prActica se procede de la s i g u i e n t e  f o r m a :  

Esto es, se e3cribe la p r i m i t i v a  y se indican los limi- 

tes de integracidn, luego se evalcía la Qunci6n y se ~ f e r -  

tQa l a  d i f  erenria indicada. 

Las funciones para las que se puede calcular la inte- 

gral definida desde a hasta b se llaman integrables sobre 

tasbl. 

ae la definicidn 1 resulta entonces, que l a s  funcianes 

cohtinrras son fntegrables- 

Las integrales definidas conservan las propiedades de 

l a s  integrales indefinidas. 



T e o r e m a  1 

r 
S i  f y g son funciones continuas e n  un interva-  
lo 1 :  a, b t 1 ,  5e cumple: 

a) Para todo c E IR, Jb, c f ( x )  du = c f ( x )  dx 

b >  ~ , [ f ( ~ )  f q ( x )  ] du = j < x I  dx + < I ( x )  dx  

1 
b 

cl , f tcx + c i ,  dx = - F t c x  + d ) ] ,  
C 

donde F ' ( x )  = f l x l  
- 

Estas operaciones r e s u l t a n  i n m e d i a t a m e n t e  a p a r t i r  de 

l a s  propiedades de la integral indefinida. 

s e n  x e a  u n a  p r i r n i  l i v a  
2 d e  c o a  x .  

- - - ' lsen n - sen 0) = O 
2 

L a s  integrales  definidas poseen, además,  algunas pro- 

piedades que dependen d e l  in te rva lo .  

Teorema 2 

si f es una funcidn continua en 1; a, b E 1 ,  5e 
cumple: 



E j e r c i c i o s  ( e p 1 g r a . f ~  3) 

1. A Bu& d l l e r e n r i a s  y similitudes e x i s t e n  e n t r e  la inte- 

1 
2.  C u m p l e  1 a i n t e g r a l  - d x  con l a s  exigencias de la 

-i X 

de+ i n ic ión'?  

3. DI cuáles de las  s i g u i e n t e s  igualdades san corrertas.  

Justifica ( s i n  e+ ectuar el c A 2 r u l  o). 

a) f l x  - 1) d:c = ( 1  - x )  d x  J1 



6 .  Det ie rn i i t : a  ci l a s  siguient~s proposiciones son verdade- 

r a s  o f a l s a s .  

2 
91 JO tan  x C U ~  x dx = 2 

h )  S; dn = 2 

7.  D e t e r m i n e  lus valores  pasibles d e  a en las ígualdades 

si gul rntes: 

i 

4. A p e a  e integracxdn 

En e s t ~  epigrafe estudiaremos la re lar idn entre Area e 

integraclbn, para harerlo es conveniente utilizar la nata- 

cidn siguiente: 

Sean f'Cx) una funrihn contintia, no negativa, en un in- 

t e r v a l n  y sí un punto de ese Intervala, por A(;;}  denotamos 
O 

el A r e a  comprendida entre la griifica de f I x )  y el eje " x "  

desde xo hasta rc I f i g .  6.1) .  



1 F i g  6. í 

En estati cnndlciones S @  c ~ i m p l e :  

Tearema 1 

Calculemos la derivada de A ( x i  

A ( x  + A x )  - A C x l  ---- = Area IMSUN) 
A ' ( x )  =- l i m  - l i m  --- -. 

A% Ax 
Ax -+O h x  +O 

Pera, para Ax sufirientemente pequeRo, la g r a f i c a  de l a  

funcicin puede ser- cunziderada cnino uii segmtlntu dc r - e ~ t a  Y 

la figura PISUN como un tr-apecio, ent.or?ces se t l e n c :  

J í x )  + f ( x  + Ax) 
y F i ' ( x 1  = l i m  --------- = j ! x )  

Ax-O 2 

e s d e c i r ,  A ' t x )  = j ( x > ,  coma s e q u e r l a .  

fearema 2 

-. 

/ I K )  es una funcíbn continua, no negzt iva  en 
un I n t e r v a l o ,  y a, b dos puntos d e  ese in te rva lo ,  
enC.uncres el A r e a  de la r e g i b n  coinprendida ent re  
1 a gt-áf i r a  de la f uncibn y el eje x desde a has- 
ta b se calcula  m e d i a n t e  la i n t q r a l  



Demostr ac iún 

Cumo R I x )  es una primitiva de f l x ) ,  en Ea figura 6.2 

y esta es exactamente le 4---7-4- 
l 1  

-4'' 
1 I que queremns demostrar,  1 

I I  1 
1 l 

pues esta diferencia d r  A L . _ _ . i  . 
%O a. b Y. 

Areas es el área pedida, Fig. 4.2 

[ E j e m p l o  1 ) 

Halla el Area de la reyidn l imitada por las rectas y = 5x; 

x = 2 y el eje de l a s  abscisas. 

Como J { x )  2 O, para toda x en - 

t r e  O y 2 I C i g .  6 . 3 )  se t iene: 

E- jer r ic ios  lepiqrafe 4 )  

l. En Xoc siguient~s ejercicios, t r a z a  la grASica carres- 

p o n d i e n t e  y luego, auxiliAndote d e l  céklculo i n t e g ~ a l  , 
ha l l a  P X  drea: 

a )  limitada por la recta  y = 2 x ,  el eje x y la r e c t a  

x = h w  

b )  limitada par la recta x + y = 1 0  , el eje x y las 

rectas x = 2 y x = 8 .  

Comprueba cada resultado de los incisas anteriores, 

hallando el A r e a  par La f d r m u l a  e s t u d i a d a  en qPome- 

tri a. 



5. Demuestra, usandu el c8lclilo i r i t e q r - a l ,  que: 

al Ek  Area de un rectángulo es el producto d e l  larga 

por el ancho, 

b) el Ares de un t r ~ A n g u l o  r - ~ c t A n g u l o  es ~l semiprnduc- 

tu d e  l o s  ca te tos ,  

c) el Brea de un trapecio r e r t A n g u l o  es el p r o d u r t n  de 

l a  5 e m j  suma de l as b a s e s  por Z a altura. 

E l  t e a r e m a  L d e l  e p i q r a f  e 3 permite calcular el A r e a  de 

una super+ ic le  p lana Limitada por l a s  recta5 x = a; x = b 

Ia  ,< b )  , el eje de 1 as abscisas y la gr&f í ca de una f un,.- 

t i i t i n  f I x l  no negativa i f Ex) ? O para t:odo x de s c i  d ~ w i n i u ) .  

&mplu IJ 

Calcula el area de la r-eg.iSn comprendida entre  la curva 

Y = - xZ+ 1 y el eje d e  las  abscicas. 

Resol uc i b n  

En este casa no S@ 

del &re,= La f ñqura 6 

eje " x "  en d u 5  puntos 

ca y el eje " x "  e s t A  

indican lo5 l i m i t e s  para el c3lcuXo 

-4 iI~iistt-a que Za qrBPica corta al 

y el drea comprendida e n t r e  la g r b f i  

limitada pnr es05 puntos;  luego ,  d e b e  



rnos comenzar por calcular los  

puntos dande la grafica r o r t a  

al eJe " x " ,  es d e c i r ,  los ce- 

rus de f .  
2 

-x + 1 = O d e  d o n d e  x = ? 1, 

luego l o s  limites de integra 

c i b n  son -1 Y 1. 

EL drea seria:  F i g .  6 .4  

Como el A r e a  de una regidn na v a r i a  a1 reflejarla en 

una r e c t a ,  este resultado puede ser utilizado para calru- 

l a r  el área comprendida entre l a  grAfíca de una funcidn 

continua, positiva a negativa, y e1 eje " x " ;  basta utili- 

zar el mddulo (fig. 6-53: 

E l  A r e a  l i m i t a d a  por la gráfica de una funcihn 
continua fCx1, el. eje "x" y L a s  rectas x a, 
x b esth dada par: 

Fig. 6-5 

En la figura 6.5 se i lus t ra  que para calcular la inte- 

g r a l  d e l  mbdulo es necesario descomponer el intervalo de 

integraci6n en subintervalos, segun Xa f u n c i d n  cambie de 

s i g n o .  

El Ares ~ 5 ,  entonces, una suma de Areas: 



2 T r  
C a m u  A 5 So (sen x 1 dx hay que analizar cl s igno  de 

y = sen x ,  ~ ~ ~ b a r n o s  que: 

luego hay que deiicomponer el i n t e r v a l o  de i n t e g r a c i h  en 

das sub inter -va l  as: 

Calcula el área de la regiCin compreridida entre e1 grAfico 

da la fui1ci6n f C x 3  = xa- x Z -  Ex y el ejo "x". 

Resol uc ibn 

Para calcular el A r e a  debemos analizar ddnde la g r A f i c a  

Cor ta  al eje " x " ,  o sea, donde la funcidn cambia d p  s i g n o :  

luego el A r e a  debe 

t e r v a l u  la +uncibn 

Sabemos que: 

A 

X3- 2~ = a 
t x  - 2 ) 1 x  + 1) = O  

x = - 1 ;  x = O ;  x = 2  
i 2 9 

calcularse de - 1 a 2 porque en ese i n -  

limita un A r e a  con el e j e  " x "  I - F i g .  6-61. 

= f. 1 xg- xz- 2 x  1 d x  
2  para calcular hay que analizar el signo de x

9
- x - Z x .  



Fig.  6 . 6  

Dado que x9- x2- 2 x  = x í x  - 2 ) ( x  * 1 )  al analizar el 

s i g n o  í f  ig. 6.71 vemos que 

f e5 na negat iva en E - 1 ; O l  + + 
1 1 

- 
y no p o s i t i v a  en C0;23, - 1  0 - 2  

4 
X 

a :< 0 4 - Ii 
- -- .- - - x 
4 3 

. z ]  - 1 [ Y .  4 -. .--- .3 - - z ) ] I  

4 
1 - 1 )  - - [k! L... - .--- 

4 3 4 3  - [F---  -J " 2 7  - 01 

Sea" Y = J í x ) ,  y - g ( x )  das funciones, sus graficas 

~innip~ender i  wka rey i d n  subre el i n t w  v a l  o l i m i  taiclo por l a5  

atrsri sas de los  pcmtrir, de i.nitev.seccibrt de ambas curva~l  

I f  i y . L . 8 ) .  

- -. 

o 
I 1 

- .A .- L.. .-., 

X, x, X 

Fiy. 6.B 

C3i la + r qiru-¿i &. B pod~rnoej ver- que s i  amihe5 1 u n c i o n e s  sor) 



1 imitada par el Z as puede calcularse: 

-- 
1 En general el drea entre dos curvas se r a l c u i a 7  

( j C x )  - Q C X S  1 d x  

I 

donde x i  y x 2  con las abscksas de 105 puntos de 

interseccián. 
Si tenemos &s de dos puntos de interseccihn el 
Area se calcula por partes.  

IEjeinplo] 
a3 Calcula el Arsa limitada par las gráficos de f C x 1  a x 

z 
y qCx3 x . 

b) Calcula el Brea l imitada por las g r A f i c o ~  de f C > O  .t X 

9 
y gCx) - x . 9 

Resol uc i bn 

a) En la f igura b.9 se han repre- 

/ 
sentada a m b a s  curvas, para ralcu-  

lar el Area debemos determinar 105 - 1 
.i A 

X 1 X 
puntosí de interseccidn y para ha- 

cerla planteamos la igualdad: 

Fig. 6 .9  
2 

x = x  

x 2 -  X = O 

X = O  , X  = 1 
1 2 

Como en el intervalo C 0 ;  2 3  la función x2-  x es no po5l- 



b )  También  aqul. planteamos l a  i gua ldad:  

3 
X = x  

x3- X = O 

2 
x l x  -- 1) = O 

x < x  - l ) f x  + 13 = O  

~ - O ; x - ~ ; x =  -- 1 
i 2 3 

coma f i  = ]xB- x ( d~ , anal  icemos el . j i gno  de n9- x .  

Dado que x9- x = :c(x - 1) ( x  + l ) ,  ccmcluimor; que: 

S 
x - x e5 na negativa en C - 2 ; Q 3  + -t 

9 
+--.-e-- -+ - - 

( f i g .  6-10) y J X  - x 1 = x" xx; - 
- I o - I  

ademAs,  es no positiva en C 0 ; l I  

9 3 y ( x  - x l  E x - x , luego: f i g .  b.  LO 

Ejercicios 

Cal rul  a al drea  d e  l a  f i gura  limitada por l a  parabol3 
1 2  y = -  x 1 par 1 as rectas x = 1 ,  x = 3 y el eje d e  , las 

absr i sas- 
2 Calcula el A r e a  limitada por la parabola y - 4x - x y 

el eje de lasi abscisas. 

Determina el Area ba ja  cada una d e  las cllrvacj s l q u i e n -  

te5 e n  el i n t e r v a l o  i n d i c a d a .  
2 a) y = x  en 2 5 x 5 5  
B b ) y = x  en 1 S x i 3  

n c >  y = 5 ~ n  SX e~ O 5 x 5 - 
3 

d ;  y = e X -  1 en -1 I X  5 0  - 
2 e } y = ?  en e s x s e  

X 



a 
4. La figura 6.11 muestra la curva y = x2- x e n  al inter- 

valo CQ;Z3. Caltula el A r e a  combreada. 

1 
Fig. 6.11 

5. Calcula el Brea de la regibn limitada por la func ibn  J 

y e1 eje de Xas abscisas. 

6. Halla el &rea comprendida entre las curvas; 

z 
x y  2 a ,  el eje x y l a s  rectas; x - a y x = 2a (a >O) 

7. Calcula el área de las regiones representadas en la f i -  

gura 6.12. 





8. comprueba q t r e  f1 x d x  = O y q u e  el A p e a  de la rt iyron . - 1  
determinada por la f u n ~ i d n  y = x e n  al l n t r r v a l a  C - 1 ;  1 J 

z e5 igual a 1 u . Just 1 f i ca par qu& ril área no se cnt-r cr, 

ponde con e1 valor- de l a  i n t e g r a l .  

1. D e t e r m x n a  todas l a s  primitivas de: 

s e r !  3 x  X4.- zx a) j [ x )  = --. 2 
ti ) g ( x = ----- 

a 
x 

3. Dadas la% funciones primitivas d r  f ,  et icr ihe l a  ecua- 

4 .  Calcula: 

a) J dt 



2 
2 sen x 2 

Ir r d x 
2 

e cl x J 3 ~ < 1  - cos r )  

5. Calcula Xas siguientes integrales: 

6. a) Halla t x  - 3 )  dx si para x = 2 el v a l o r  de la +un 

c i d n  primitiva es igual a Y. 

bl Halla $ (sen x + cos x )  d x  s l  para x = nf2 el valor  

de la funcidn primitiva es igual a 2. 

7 .  La funcidn J t x )  t iene valnres iguaI.es en I n s  puntris 

x = a  Y x = b y una derivada continua. ¿A qu& es zgual 

la integral  fi  ( x )  dx ? 



7 ,  Sean las funciones j t x l  = x2- 6i + 8 y g{:<) = -ZX + B .  

a) Halla el A r e a  de la regibn d e l  plana limitada por 

las  funciones f y 9. 

b )  ¿CuAZ ec la f u n c i h n  p r i m i t i v a  de f que cumple: 

F(-1) = - l f ?  

c) LCUAI es la 7uncibn primitiva de Q cuya grAfica pasa 
1 

por el punto IT ; 1)3  
;i 

10. Halla el A r e a  comprendida entre las curvas: 

a) y = la r e c t a  y = x + 1 y el eje " x "  

11. E l  A r e a  bajo la curva comprendada por el q r A f  ica de la 

función y = y ei eje " x * '  en el i n t e r v a l o  

12. Calrula el A r e a  de l a s  regiones representadas en Ia 

f i g u r a  6.13. 

El A r e a  de la parrión d e l  plano limitada por la fun- 
3 

cidn x = - - I x  7C O) y el ~ i j ~  de l a s  al-vscisas 
4 

X 

2 en el inkervalo C k z i 3  es 26 u . ~ C u h 1  es e1 valor  nu- 

m b r i c o  de k en dicho in t erva lo?  



X 
14 . C a l c ^ w l a  el A r e a  limitada par la curva 

Y = X 3 -  9 x  2 -+ 24x - 18, 

e1 eje d~ l a s  abscisas y dos rectas paralelas al eje 

de urdenadas y trazadas de manera que pasan por 105 

puntos de e x t r - e m a s  locales  de la fun~ ibn .  

* 
15 . Calcula el A r e a  comprendida entre la c u r v a  

Y = - x -  x + 12, el PJP de l a s  abseisas y la t a n g e n t e  

a la curva en el punta de abscisa x = - 1. 







al  log 1,s + lag 2,6 
a a 

b )  l o g  2,s + lag 7 - laq 5 - l w g  6 
a a a U. 





4 

a) x = m b )  x = 125 c.' x = 1 

m a l  1 b) 2 c l  -2 d) 1 el 2 f )  -2 g )  4 h) 1 

i i  .3 . j )  0 k) 1 1 )  2 m) -8 n) 3 f i  - 3  o) - 1 

m a) 1. i lag x r 2 b )  4 < log x < 5 c )  -1 < lag x < 0 
d) -5 .< log x .; -4e) O lag x < 1 f l  -3 < lag x < -S 
g ) 2 < l a g x < 3  h3 l < l o g x < S  i ) O < l o g x <  1 

a a) 0,3522 b )  rJ ,Sb47 cl 0,9279 d) 0,3522 n )  0,9491 

f )  0,7340 g) 0,W h l  0,8B i) O j) 0,6021 

k i  0 ,804~ i  a ,  a,az 
m al 2,8927 b )  1,3945 C )  0,3636 d l  -1 + 0,5378 

P)  -2 + 0,6S04 f )  O ,  1732 g l  0,4031 h) 1,9Q 

i> 2,Lb ji O.R407 k )  -4 + 0,9494 1) 0,7324 

m) -1 + 0,4514 n l  1,5403 ñl  No defInSdo a) 0,62 

p )  -1 + 0,73 4) 3,29 r) -1 f 0,46 S )  3-48 

t) 2,3& u )  4.05 v i  0,lO 

wl No de+inida. X )  0,4355 y )  0 , 9 4  Z )  2,9?% 

a)  0,7340 b l  291 c) 27,B d) 1,5416 e) 0,157 

f )  2.92 q )  -3 + 0,6812 h) 1,6021 i )  2,8176 

j) 84,8 k)  4,82 1 )  1,699 m )  4,42 n )  3,36 

ñ) 5,l-5 a )  0,5599 p )  9100 q )  1,3551 

r )  1v26 lo5 SI 1,26*10' t) x = 26 

a, 834 b )  83,4 c) 2440 d) 5,47 e) 0,0835 

+ >  1 1 0  gl 5,02 h) 40,4 i) 1,02 j . 1  32,B 

k )  0-65 1) 6,32 m) 29300 n )  9.14 E) 14,2 

o.' 243 p l  0,CWl.ZB q) 4450 

171 ai 3,17 bl  17,s C )  '112 d) 9.12 

el 1530 f )  í,53 g )  0,0745 h) 53,2 

i l  8,45 j) 2,15 - lo3 k> 2,15*10" 1 )  1,4 la7 
m a) li5798 h) 0,7945 C )  1,2648 d) -1 + 0,8069 

e) 0,1492 f )  -2 + 0,0792 g )  3,3222 h l  -4 + 0,6325 

i l  1,6325 J )  O,l5 k)  1.66 1) 2,84 

m) -1  + O,H2 n )  -4 e 0,699 K)  2,85 

m a) E l  terremato B .fue 10 veces rnAs fuerte que el A. 

b l  E l  terremoto C fue 10 veces más fuerte que el B. 



Epi  graf e 5 

b )  Na cortan el e j e  x: f , g ,m ,n :  h la c u r t a  en x = h 

3 1 
C )  ( O ;  1) e f ,  ( O ;  t q r  (0 ;  --- '3 E h.  

10; 10) S m ,  (0; 3 )  e n 

Eplgraf e 6 





4- 
c) m log  d)  m = - Xoqb ( 1  - ac) 

Los valores admi s i  b l  es son: 

4 

+ ) m  Q ) ~  h, Ia+b) m 
a - b  





O,?bS b )  1 1 d i  4,70 e) Nodefinida. 

Langitudes: 2& ; pendientes: 1 y -2 ; cuadrada. 

Longitudes: 6 s  y 3 c  ; pendientes: 1 y - 1 ; rombo,  
i. Longitudes: 4 6  y Z G  ; pendientes: 1 y - - ; para- 
2 

l e l o g r a m o ,  
2 3 Longitudeci: 2<? ; p e n d i e n t e s :  y - ; cuadra+lo, 

Longitudes: 10 y 4 ; pendientes: 3 
y no de-Finida; 

Nn pe--.tenece a 1 a cl a5i f lcación dada 
7 1 Longitudes: : pendientes: y - i5 ; t rapecio .  





cZ C i  rcuncentro (2; 31 , or'.tocentru ( 3 ;  1 ) 

Epigra f  e 3 



4 

y = -5 4- 7 t  

17 
x = -3t 

y = --6T y = ? + - t  - 2 

= a - 7,2t 

y = -3 -t 3,ót Y + 3t 

-l 

, = q - % . t  3 

y = 6 - 3 t  

m x = t ;  y = t  

a) P e r t e n e c e ,  b >  Pertenece. c )  N" pertenece 

d) Pertenece. e) No pertenece. fl No pertenece. 

x = -1 + 2t 

y = 3 - 5 t  

x = 2 + 2 t  x = -1 4- 5t 

y = -5 - 5t y = 2 + 2 t  

b >  Perpendiculares. c) N i  para le la s  n i  

perpendi ru l  ares. 



0 d) (-Y,8;2,4); .53,7 e) Na tienen. . f )  !-1;C1); 

rg se corran.  

a >  x - z y  + 13 =: r) h )  ó x  - y - 1 4  = n 

? j e r c i c i o ~  d e l  capitulo 



el MI-3;O); r = 4 f )  ME; 21; = -  -6- 
2 

g >  M[;; -1); r = - h l  Na es una circunferencia. 2 

i )  N o e s u n a c i r c u r i + e r e n c i a .  j) MF- -;): r=G 
2 ' 

k )  No es una circunferencia, 

191 a) (X - 512t ( Y  + 2)2 1 (ri5 ti) Ix + 2j2+ = 14 
2 c) IX - 212+ ( y  - 5 )  = 2s 

d) ( X  - 2-4-?12+ Iy - m ) 2  = 17 

e) IX  t 4 t r +  i y  + 11' = 34 

f )  I x  - 3 C 1 2 +  ( y  - 4,GhZ= 5 
2 2 9)  ( X  - 3,2) + ( y  - 4.1) = 4,01 

2 h)  ( x  - 2.6) - + y  - = 12.9 
2 

i l )  [ X  - 5) + ( y  -5 j2= 12,O j l  No e x i s t e  - 
L4_I a) ( x + i ) ' +  ( ~ - 4 ) ~ = 1 0  b )  X 2 + ( y i ~ 2 = 1 7  

2 
c) x 2  4- = 29 z 65 d )  - $1 + < y  - 1 )  = -- 

4 



17 ' Z 1 ros 
4 b ,  b + k ] + y 2 =  - 64 

[12( a) Secante. b l  Tangente. C )  E x t e r i o r .  

d)  E x t e r i o r ,  e) Tangente. $ 1  Secante .  

Li3) a) (O; 1) ; (2; 3 1  b )  (4; 5) 

c1 Na tienen puntos de interseccibn. 

f )  No t i e n e n  puntos de interseccidn. 

m a) (2.6;-1,5) ; (-2,6;-1,51 b) ( - l j 3 1  r )  I4;2) 

d) (2; 11 ; (4;3) e) (4; -21 ; - 3 ;  - f )  No existen. 

)iSJ a) Tangente:  I k  = - 2 ) ;  secant-ir: ( k  # - 2 ) ;  e x t w i n r :  no 

e x i s t e  ningún valor d e  k tal que D i 0 .  

. Fun'tos medias: (0;-1) , (1;-2) , ( 2 ; - 2 ) - ,  



Epl graf e E 

a) V1O; O); F(5; O ) ;  C: x t 5 = O 



2 
X y 2  - 1 

4 - -  
81/4 6?/4 

h) No e x i s t e .  

hb Ma existe. 

2 2 
[ X  - S )  

+ 

( y  - 3) 
b, 

36 9 
= 1 

1 1 
Bpt-3; -2,6&) 1. FsI-A,I6; s) ; F2(U,16i 

010; -11 ; a = 3,M ; b = 2 ; c = 2,83 ; e = 0,818; 

%10;2,46) ; A$;-4,4&) ; Bd(Si-l> ; Bz(-2:-1) ; 

F ( 0 ;  l,83) ; Fz(O;-3,B3) 
S 

OI-S; -1) ; a = 4,23 : b = 2,83 ; 6 = 3,1& ; 

o = 0.74 7; 6t (-2;3,23); fi I-2;-5,231; Bi10,B3;-f ) ;  
i Z 



t "  - 1 j 2  * ( y  - 2) 2 ( X  + 3) + I y  - 21 2 - 
45 20 = 1  p3-J 

4 
- 1 

114) a) No tienen. b )  ( 0 ; - 2 ) ;  f3;0) ) [- 36-1s] 7'7 
d )  No t ienen. e) (0;0); (4;3)  f )  (0;2); ( 2 ; s )  
g) (3,6;-3.2) h) (7-6;-1.2) , i )  10:Z); (4;s) m Tangente: (n = 2 5) ; exterior: (n ) 5 6 n < -5)  ; 

secanti: (-5 < n í 5 )  

( x  - m 4 + - -  - l 2  - - 1 e = 8,50*10-z 3 

m a) (2;+5> b >  (3:kI) . C-.X;*l) 



( y  + ~1~ 
2 2 

( X  - 3j2 - X 
ei - 1  f )  Y = í  4 32 7 2 

( X  + 212 I y  - isX 
g 1 No existe . ? 

- 
6,25 

= 1 

X 
R (-;11 ; Fit - l  ,iZ;11 ; F2í1,12;1)  ; e = 2,24 

2 2 
f )  a = b = 1.94 ; c = 2,74 ; 010,5;2) ; Ai (0,5;3,941 ; 

A2í0,5;0,04) ; Ffi(0,5;4v74) ; Fz10,5;-0,74) ; 

e = 1,41 

g )  Na se pueden determinar. 

h l  010;-0.51; a = 2,09 ; b= 1,87 g c = Z,91 ; e = 1.34 

f i i í - 2 , O 9 ; - 0 , 5 ~  ; 82(2,0V;-0,5) ; F ~ I - 2 , B l ; - O y 5 )  ; 

F2(2,81;-0,51 

i ) Na es una hiperbola , 

J )  a(-5;0) ; a = & e  f ,73 ; 4 = 1 ; c = 2 ; e = f,15; 

As(-5;1,731 ; A2(-5;-1,731 ; F i (-5;21 ; F2(-5;-2) 



b)  12 5,&4;31 ; tk -* -  " 41 ; 1' 10,2; 7 )  
3' 

a )  Pertenece. b l  No pertenece. c) Na pertenece. 

d )  Pertenece. 

m E l  cañdn se encuentra a 0,39 k m  al oeste y 0,35 k m  al 

norte  de C. 

Epigraf e 5 

2 d )  Hipérbola;  9216x2- S84y - 625 

1 f )  p = ---- 2 1 ; L' =-- :< 
70 + 20 cos cp 1 i l  

3 )  Es una c i rcun fe renc ia .  



Ejercicios de l  cap1 tu lo  

Se muestra que : 



Epi gr af ri 3 

m , ~ , j D r i m :  EL' : I m :  (O;*ai) : cerase na t i e n e  ; decrrcien-  

decreriente: (1;3) y 13:5) ; minimn en: 5 ; r n A x i m o  

w ti Ene ; no ei par . nl i m p a r ,  es inyectiva. 

m a ?  sen ( r i - - i i l - ~ ~ n  2? 0; sen (a+[-?) --sen 2;  ser, f2-hl-5en 2 
2 b j  a"- CLi-i--5is+h -5h-14: 9: h (h-i-4') ; Eí ih-7)  



a) Impar h) Par C )  Ni par ,  n i  impar. 

d l  Ni par, ni impar . e) Par  f l Par g 1 Par 

hf N i  par, n i  i m p a r .  

No; O a Dom g b )  No; Dom y = (O; +m) S Dom A = W* 

Na; j ' ( x )  * g ( x 1  d i  No; f I x l  = 1x1 * x 

7 
- - a ,  15 Do.: ~ \ @ ; 3 ; -  f} ; .- 



b )  I m :  E-"; +col ; ceros: +6 % C.12,24 - 
C )  I m :  W ceros: - - = - 

ceros: no tiene, 

el Im: C-2,125;+ai) ; ceros:<i,281; -1 ,7H 
4 

f l  I m :  [R : ceros: - 1,S.r 
3 

g )  Im: U?* ; ceros:no tiene. 

i )  I m :  C4;+m) ; ceros:no t i e n e .  

J )  I m :  W+ ; ceros: -0,55 ; -5 ,45  

k l  I m :  y 2 1 ; No t iene ceros. 

1) I m :  R \Cl>  ; ceras:-5 m) I m :  R\Cl>;  ceras:3 

n)  In: R ; ceros: % 2.33 



ñ) Im: C-5; 1 3  ; reros; 0,365 + 2kn ; 1,21 + Lkfl ; ~ E Z  

a) Im: C-4;67 ; ceras: + 2 , 7 7  + Zkn  k e Z  

p >  Im: U?'; ceras: no tiene 
Tt 

q) I m :  R- ; ceros: <4k+I I -  ; ~ E Z  
2 

Epigrafe  2 





Epigraf s 4 

i 1 E ~ , 7 3  . j )  ~a e x i s t e  . 
1 1  

B a ) O  ti)-! ~ ) 6 ~ 2 , 2 4  d ) O  e ) O  $ 1 0  

g )  N o e x i s t e .  h )  6,80 i l  l ( e p i g r a f e 5 )  3 )  N o e x i s t e .  

kl -0,301 1 )  No e x i s t e .  m )  -1 n i  tr 

m a) 0,842 ti) 2m'J5+.R' 5 5-32 c) 12.0 d )  0,754 7 
e ) 43-fiI - 4r - 0 , O f I f  NP existe . p )  t f l + f l )  2 % 7,BB 

IS) a) 3 b )  - = 1,19 
san 1 

f l  e-' x 4,98-10-' C l ]  1 

). .k-l 1 %OCi,358 1)--- 
log c 

a 141 % 4,24 6 3~1+7@) * 
m 

cateto  o la hipotenusa. 

LSJ 
Epi  graf'e & 

7,24 sey3n cada par te  sea un 



m a) Conti i iua.  b )  Continua para todo x o e  @?\E. 

a) D i s c o n t i n u a .  b) Discankinua. cl Continua s i  x rf R ,  
O 

a) No; no e.; posible, b )  No; no es posible . 
E )  Si; y C O ) = l  d) S I ;  y(O) =; 1 

e) No; no es pos lb le .  f No; no es p o s i b l e ,  
8 ,E a) 23 b ) S  c) - 2Z%0,345  d )  -1 e) N ~ e x i s t e .  

f No existe. 

sen 20 9 a) I b>  4 4,57+10-' 4-2 1 
C )  - ;- O, 177 d )  7 

8 
a) l f 1 1  glNo miste .  hlNo e x i s t e .  2 

1 5 x 5 2  m a) csl(x1 = 2 S x 5 3 b)  Ee c o n t i n u a .  
3 5 x 5 4  

Q a) CWP: O ;  polos: f i;  A: x = 11 

b) Ceros:  2; 35; -0,851 ; polos: no tiene; fl: na tiens. 

7 7 
C )  Ceros: 4,79; -0,209 ; polos: -- b 2,33 ; a: x = -- 

3 3 
d )  Ceras: no tiene! polos: 1; 1.79; -2.79; A: x = 1; 

x = 1,79; x =  -2,79. 

O) Ceros: na t i e n e ;  polos:-1; A: x = -1 

$1 C e r o s i  2; -1 ;  polo^: J3  ; A: x = I 3  

g )  Ceros:  1 ; polo: -2; A: x= -2 



h) Ceros:-2 ; polas: no tiene 3 a: no t i e n e .  

i )  Ceros: 10 ; palos:-2; 19,fl;  2.33; fi: x = -2 ; 

k) Ceros: na t i e n e ;  polas: no tiene; A: no tlene. 

1 )  Ceros: +4; polos: no tiene; h:no t i e n e .  

m )  Ceros: ?1; polos: nn tlene; A: no t i e n e ,  

r ~ )  Ceros:no tiene; po1os:no t iene; h:no tiene. 

i31 Ceras: 1,s ; po1os:no tiene; R: na tiene. 

o) Ceras: 2; 1,s ; polos: no t iene; R :  no tienc, 

p )  Ceros: -4; - 1 ; polos: nn tiene; A: na tiene. 
n 

q l  Ceras: (4k*31-. palos: no tiene; &:no tiene. 2 
s) Ceros:3  ; polas: no t iene; A: no t i e n e .  

s )  Ceros: 0,387; -1,72 ; polos: -2 ; A:x = -2. 

t) Ceros: 5 ;  polos: - 3 ;  R: x = - 3 .  

u) Ceras: n o  t l ene  ; polas: IZk+l)n ; A: x = C%k+ 1 ) n .  

v )  Ceras: no t iene; palos: no tiene; A: no t i e n e .  

x -*?ID 

n) lim y = +m; A: no t iene .  
x +km 

O )  Xím y = +m; A: n o  tiene. 
x - t f w  

q )  lirn y no  existe; 
x ++a, 
A:no tiene, 

V )  lim y = I w ;  A: no t i e n e .  
S -P?m 



Ejercicias del capitulo 

Los alumnas que no han e s t u d i a d o  el epigrafe 8 no t ienen 

que c o n t e s t a r  La5 preguntas r e l a t i v a s  a 105 limites i n f i -  

nitos y l a s  asintotas. Cuando en la  respuesta aparece un 

infinito entenderan que no e x i s t e  el l i m i t e .  

Dom: [R ; Im: IR ; n i  par ,  ni impar ; 

5 x - 5  ceros; - 3 3C: - 1-67 ; i n v e r s a :  y = ---m 3 no t iene 

polos  n i  asi n t o t a s  . 
Dom:R : I m :  fl;+m) ; par; ceros: no tiene; inversa: 

no t i e n e ;  na tiene palos n i  a s i n t o t a s  . 
3 D o m :  iR ; Im: i-úom 1 ; par ; ceras: T - ?2 + o,saa ; 

inversa: no  t i e n e ;  no t i e n e  polos ni asintotas . 
Dom:fR; 1 ;  n i  par,  n i  impar; ~ w o i :  zz - iT44 ;  

i n v e r s a :  y = Gi no t i e n e  polos n i  a51 ntotas . 
Dom: W ; Im: C-2;23 ; n i  par n i  impar ; 

277 ceros: - + k n  ; no tiene inversa ; na tiene p o l o s  
3 

n i  a s i n t o t a s  . 
Dom: i R \ C l l  ; Im: R ; ni p a r ,  ni impar ; ceras: 2; 

-1 ; i n v e r s a : n o  t i e n e ;  p o l o s :  1 ; asintotac: x = 1 

y = O  
* 

Dom: iX\Ck33 ; Im: IR+ u <-m;- :] ; n i  , r r ,  ni impar; 

ceros: n o  tiene ; inversa: no tiene ; polos :kS  ; 

asintotas: x = 23 y = O 

Domi IR ; Im:  C-1;13 ; impar ; ceros: 

t i e n e  ;na tiene polos n i  a s i n t o t a s .  

iba: IR\ ; In: R \ ( Z l  ; n i  par t +.) 

k n 2; inversa:  na 

ni impar ; 

Dom: R ; Tm: l i  ;+m) ; n i  par, n i  impar ; ceros: no 

tiene; inversa: x-1 y-ln ; palos: no t i e n e ;  a s i n t w  

ta: y = l 
* 

Dom: R+ ; I m :  W ; n i  par ,  n i  impar; ceras: 0,135; 



x-2 * inversa: y = e , palos: no t iene;  aslntota:  x = O ' 11 Dom: I l ; + a i l  ; Im: [R ; n i  par,  n i  i m p a r  ; reros:O : 

inversa: y = e
x
-1: pdos:na t iene;  asintatar x = 1 

m) Dom:IR; Im: C-Q,779;+m) ; n i  par,  n i  impar, ceroszno 

tiene 3 i n v e r s a :  n o  t iene ; no  t i e n e  p o l o s  n i  a s l n -  

tatas , 

n) Dam: IR ; Im:C-l;+ml ; par ceras: 1 6 ; inversa:no 

tiene ; no tiene p ~ l o s  n i  asintotas .  

ñ3 Dom: Cf;+ad ; Im:  W+ ; ni par ,  ni impar ; ceros: 1: 
Z inversa: y = x + 1 (~10); no t i e n e  polas n i  asinto- 

t a s  . 
o) Dom: E-l;+m), x * O ; I m : C R \ E 1 ; 2 ) ;  n i  par,  n i  impar; 

ceras: x = 3 ; inversa: y = [ - ~1: 1'- 1 ,n n ( 1 : 2 3 ;  

palas: x = O ; asintata: y = 1 ; x = O 
* 

p l  Dom: R\<+2) ; I m :  ü? \:1/23 ; n i  par ,  n i  impar ; 

ceras: no t i e n e  ; inversa: y = 2 ( 2 x + l )  (,( , 0) ; 
Ex-1 

polos: x = 2 ; asintota: x = 2 

q l  Dom: R\C5/23 ; Tm: W\íi/SI ; n i  par ,  n i  i m p a r ;  
5 x  + 3 ceros: -3 ; inversa :  y = 2x - ; polas: 5 -  2 , 

5 
a d n t o t a :  x = - 

2 
r )  Dam: E 7 ; + d  ; Im: C O p l )  ; n i  par, n i  impar; 

ceros: 7 ; inversa: y S zxz+ <O 5 x I 1) ;  palasi 
1 - x 2  

no t i e n e ;  asintata: y = 1 

a x t 2  ceros: no tiene; inversa: y=[ - ) x r (- I; II 
palos: x = 3; asintata:  x = 3 

i m p a r -;  ceros: (Zk + 1 ; LEZ; i n v e r s a : n o  tiene i 

palas: no t i e n e  : a s i n t o t a s :  no t i e n e .  

3 impar; ceras: 1; ; inversa: no tienp. 



g )  2 coi, a h ) O  
1 .  

i l  nri existe 3 )  8 = 0,125 

g )  e s 2,72 r t  no existe 5) - sen a 

I n  Il+x? tan x - ~ = n  x 
9 

x #O 

d i  y = e) y = X 

x =o w =O 

al 0,001 b l  0.44 C )  -0.08 d> O 

al 0,21; 2 , l  b )  624; 1560 

c)o,úi; loa d ) - i  ; o , o m  a i i  
a Ay = 10. No, para la funcihn lineal y = mx + n se cum- 

p l e  Ay = m - A x  por lo que basta canacet- Ax para hallar 
2 2 2 Ay, pero para la funcidv y=x se cumple Ay=<x-+dx)  -x 

y por tanto para calcular Ay es necesario conater t a m -  

b i e n  el v a l o r  de x .  

m al Z. b )  -3 C) - 1 d )  m 
2 m Rectas. El v a l w  de la pendiente no depende del punta 

se lecc ianado,  pues la pendiente de una r e c t a  es la 

m i s m a  en todos su5 puntos. 



4 Y Si. E l  valar  d ~ ! .  E l r r i  ---- 
l i d  -* 0 

Ax 

a,b y d ,  Todas. " 2 

d3 No e x i a . t e .  e )  3 f )  S 

depende de x a 



tante .  





le) 1 2 x  + 5y - 41 = O 

tan x y - =  sen 'C + 
COS g 

g )  y ' =  - 
i - sen # 

2 
h)  y ' =  2 cos x - 2 

CDC X 







i )  Creciente 
4 4 

j 1 crec: lc'i;,) LJ dec: t-m;O) , (--m1 S *  

n) crec: (-m;-0,51,17;ml dec: I-0,5; 7) 

2 2 5) crec: (-m; -8) , I-T;m) dec: (-6; --) 
3 

d )  erec: x > 2 dec: x < 2  e) Creciente. 

kl crec: x':-1, x > l  der: -lq:x<l 1 1  Creciente 

1 1 m) rrec: x>- der: O r x i -  
e E 

n) r rec:  x > 2  dec: , xe :Z  ñ) dec: x<:3, x > 3  

1 ql crec: x<- 1. =, x)1 dec: -<:xTl  
2 

e e 



Ilj a) Si b >  Na C )  Si 

Epígrafe $3 

a) max: f 12) = 128 min:  f ( 6 )  = O 

b3 min: f ( 5 )  = 75 C )  min: f (-1) = - 4 

í7 5n d9 rnax en x = ,*Zkn, rnin en x = ,+2kn 
3 .3 

e) rnin en x = 2 2 k n  
4 f l  No tiene, q )  No tiene, 

h) max en x = Z k n ,  rnin en x = (2k+l)n 

4+ k n ,  j )  max en x = m i n  en x = - E+ k n  
4 

k )  max en x 3 - 1 1 )  m i n  en x = - 1 

m al crec: (-06: -3) I 2 ; m )  
c 

dec: 1-3;21 
4 3 max: f I-3) = - 2 2 m i n i  f ( 2 )  = , 

3 

min: f (2) = -63 
d) crec: t-m;-0.5). (0,25;m1 dec: I-0,5;O9Z5) 

- 197 max: f (-0,s) - - 76 3. 12 m i n :  f t0,Z-3) = - 48 
n 5rr aS max en x = -, - 3n 7 n  
4 4 rnin en x = -- a

y  

41. 

?f d l  m a x  en x - - 577 
3 min  en x = - 

3 
2n 4n e) m a x  en x = 0, -- - 5n 

3 rnin en x = $, n, , 
cl a 

f l  Na t iene g )  m l n  en x = 2,21 y en x = 5,35 





14-1 A l  cabo del tiempo t = 24 de iniciado el movimiento,  a 

una distancia s = 592 d e l  punto de partida. 

Rl caba d e l  tiempo t = 0 ,5  a una d i s t a n c i a  s = a . 
16) a) v = 38-?,8t a = -9,8 b )  t o 3,67 C )  66,12 

Ejercicios de l  capitulo 

rLJ a) y ' =  3 x Z -  3 b )  y * =  - - I + - 4 
3 3 



n 377 
d l  cree: C o i Z ) ,  k g - )  3n 2 dec: í;;n>, --2n) 

R 32t 
2 

max: f c  1 = f ( - 1 = 3  2 2 m i n :  f ~ ~ ) = , í < n i = f  í2n)=0 
fl 3rr 3n e> crec: tO;Z), (--27r) 

2" 
deci I,,-1 

L 2 
f l  max: J i s ) = 2 e  m i n i  f (--)=- 3rr 2 

2 e 
f )  Creci-ente. No tiene 

Tl 
dec: [-;n)  2 

1 - $ e X - I x  + E  m a) Cualquier f unci&-t d e l  tipo f ( x )  - 
Ic&) 

2 b l  Cualquier func idn  d e l  t i p o  f Cx)= x + e 6 d e l  t i p o  

f tx l  ' x 2  + c (t&) 
2 m al Cualquier par de funciones J y g tales que 

1 f I x ) - :  x .+ a y g t x )  = * -  x + b 
2 (a&, bdR1 

b) Cualquier par de functanec, .f y g t a les  que 
2 X 2 j I x ) =  x + x + a y q ( x )  = x ,- x + b {a&, bdR) 

m a). g ( x 1  = x 2 + 4 x  -1. 5 C )  572 

113) Cuanda t = 1 s y su va la r  es v 7 mis 



4 

LI) - rus  x + E f,)) 2- + >. i ? 5 F f b  >; . ? ~  !: 

3 1  sen x -i- c i+\ ::x + .. . 
,< 

l -4 4- :; 

a) f (y..! - bx + J Li I ..F i x f - ,:'-- iprli Y 
t 

C )  + ( x .  :::: &:; .!- .-:- d3 -b l x  > ::: 4 ~ .  .. ? 
2 

' ' 5 .  '( - 7 .  17% " + -t .*, A- ,- -. -- 
13 2 '17 

e) P ( x )  = 5 + .: -- xk,< z 
: c 

"f- !< x 1 
i 

+ ( S >  -y y + :. - !f.) 

m a) G I x )  = .i x 5 +  1 
5 6. " ' Gb::! = ,,, , ( 

r>  G 1 x 3  = - c,, . + 2 E! 1 ?.< P! m e;< i 59-e 
2 m ai F ~ X )  -2. 

2 6 )  Ft:t)  - spp x r >  F.: ( :<)  .= sp,'+ >< 4 r, 
2 

d) F I x )  = e) F i x l  - 5 .... a 1 * j  c - ~ ~ ~ ~  !c . , 7 -- ,-. 
~ y j  F ( x ~  := - C D ~  x + 2 h 1 6- c x ) :: 1. -+ q 1 ,  ;< 

W g r a f e  s 





1 2  @ al b u  ~ i )  1.0 Lid  ) &,q ... i i 2 217 
. ' f . i  :., .- l.! 

&. 

I z 
e 1 - 1-1 

1'7 z 
.f l :, 

J. 2 
3 .> L]! :., i l t  

B 2 
m a l 3 "  t ? ~  j , l o  '1' C: ) u y y,:iI7 Ls2 c ~ )  3 , i h  t.," 

e) 4 u2 10 z 4 2  7 2 
f )  F.- .  LI  y )  = i> h) - -  ~i 2 

.5 5 







' {Y' 





64.48  64.96 65,45 h5.94 66\43 6 6 , 9 2  67,42 67,92 68,42 
. _ .. . .- _ . .  . . . . . _ ._ . .. . - .. . . 

b1.13 69.93 70.44 7 0 V h  7 1 , 4 7  71.99 72J1 73.03 73.56 
7 4 , h l  7 5 . 1 5  ? 5 h Y  7 k 2 1  ' l h 7 7  77.31 77,85 78,40 7835 
80,Oti K0.62' KI l K H l i <  82.3 1 R > J #  8 3 \ 4 5  64.03 84,6D 

. ... ... . . . .. .... _ .  . .. . . .. ..... 

H5.77 Hh.15 HhU4 47 5 1 UN.! 2 K 8 . 7 2  B9Jl 89\92 90+52 
O 0 2 . i 1  Y ?  90 'i l Y H  94.11) V4.82 95.44 96.01 96t'1° 
97.97  9 H h 1  ~ 9 . 2 5  V O Y O  lou,$ 101.2 1 0 1 8  102,s 103J 

. . . . .. - . . . . -. -. ... . -. -. .- - .. . - . . - .. - - - - - . - - - _-..--/ 
104.5 105.2 l05.R 10fi.5 1 0 7 2  107.9 10R,$ 109.1 109,9 
111.3 112.0 1 1 2 . 7  113.4 114.1 114.8 115.5 116,2 1 l á n 9  
1184  I I Y , I  I l i  120.6 121.3 122.0 122.8 123.5 124J 





~ 

J I  O . ( ? 5 I i I  O S 1 , I  (,sil7 iiii(lli ~ . > l i l l  h/>?,O 

4 2  l .  1 ~ 7 1 1 1  h i 1 7  f i I i O  O741 O / i I i  
I l . !  i !  b X 4 i  ( I X ~ H  f i X 7 i  hKX4 

.......... - --..--. - ..................... .- .- - .. .. - 

41 ii.09117 h Q 5 Y  h07? ti984 h 9 0 7  71109 



seno 
. . . . . . . . . . . . . .  .-++---..---.--.-.-.------.------ 

3 .. i .4 .5 .6  .7 .B .Y (1.0) . 
.... 

0.7071 7083 '1096 7 1 0 8  7120 '1133 7 1 4 5  7157  7169 7 f B 1  7 1 9 3  

51 0.7771 '7782 7 7 9 3  7804  ' l B l 5  7 8 2 6  7 8 3 7  7 8 4 8  
0 .7X80  71191 7 9 0 2  7 9 1 2  7 9 2 3  7 9 3 4  7944 7955 
0.7Yl lh  '7997 XOO7 HOlf i  1102tl 11039 8049 8059 -. -. 
0 ,8090  8100 8111 8 1 i I  8131  8 1 4 1  8151  8161  
( 1 . ~ 1 9 2  n z 0 2  w i i i  u 2 2 1  nz.31 8 2 ~ i i  e z s i  8261 
0.11290 8.100 8310 8321) H 3 % Y  8 3 3 9  R 3 4 R  8158 

---A---. 

O 8 3 8 7  H 3 Y 6  K40h H415 8425  8434  8443 1453  
5 8  0.8480 8 4 9 0  8499 HSOB 8 5 1 7  8 5 2 6  K53h M545 

0 .8572  8581 4 5 9 0  HSYY 8 6 0 7  8616 8625 8634  .. . 

0,8660 Hbú'l 8678 K O H O  HhYS 8 7 0 4  871.2 8 7 2 1  





50 I ,L92 196 200 2 0 5  200  2 1 3  21'1 7 2 2  2:i: ;.'(o 235 > Y  
....... . . . . . . .  

5 1  1.235 2 3 9  244  24H 2 5 3  2 5 7  261  2hii ! i i  280 ? K  
52  1,280 285 289 2'14 2 9 9  103 !I)H i1 .1  : i I /  ,322 2 2 7  37 
53 1.327 332  337 342 3 4 7  3 5 1  356 3 1  , b  ,171 3'76 36 

. . . . . . . .  .. -- 
54 1.176 381  38'1 392 397 402 407 4 41X 4 4?B 15  
5 5  1.428 4 3 3  439  444  4 5 0  4 5 5  4 6 0  4 6 h  4'11 ,117 4 # J  i 4  

56 1,483 
---m.- 

4 8 8  494  499 505 51 1 517 5 2 2  51:: ii.: + 1 3  
~ v..--" - .-- . . - 

5 7  1.540 546 5 5 2  5 5 8  564  570 57h S 5 n H  : > ' i : <  iil)O 12 
5 8  1.600 607 613 6 I Y  6 2 5  6 3 2  6 1 8  h4S ' 1  o ' :  ¿.O..! .II 
S9 1,664 671 678 684 6'11 0 9 8  704 71 l i i 8  i 1 . ; : '  jl'l 

---m--.- ................................-........- 
60 1.732 739 746 7.53 760 767 7 7 5  78.2 / '7W 804. 2'1 ........... u . . . . . . . . ,  
61 1,804 X I I  819 8 2 7  854  842 849  857  BhS H7.1 K 1 i I  ? R  
62  1,881 $ 8 3  897 905 1 921 ! ) L I ,  917 94k 9.74 O h i  27 
63 1.963 '471 !'KU 9KX 997 'i1Ub "U14 ' 023  * O 3 2  ' i f4I 5 26 

w------,-.-m-..-,..--.-.---p---- ........................................................ - 

64 2,050 059 069 078 08 '7  UV7 IOh l 12.5 'i:i 145  ? 3  
65 2,145 1 5 4  164 174 1 8 1  1'44 204 215 215 2 3 6  ?4h  ? 4  
66 2 . 1 4 6  257 267 278 L X U  100 311 3 2 2  373 344 356 2 1  

. , .  . .  . . -p 

67 2.356 367 3.1') 3'11 411) ,114 4 2 0  4311 4.50 403 475 2 2  
68 2.475 4NK 500 513 5?6 539 5 5 2  565  578  5 3 2  h U 5  ? I  
69 2,605 619 633 646 hh0  0 7 5  hH9 7 0  7 1 8  7 3 3  7 4 1  1.0 

_ I - - - _  .. ... ............. 
70 2 . 7 4 7  7 b 2  7 7 8  191 K O X  1121. 8 4 1  8 5 6  8 7 2  8 H H  9114 1'J - .-........ - . - ..... , ..... ---- . . . . .  ," ................... 
71  2.904 Y21 93'1 9 5 4  Y71 'iK0 *O06 '021 '"U42 'Ohii "078 I K  
72 3.078 096 115 1 3 3  1 5 1 .  112 191 2 1 1  L?O 2 5 1  271 1 7  
73 3.271 291 312 3 3 3  154 :176 .!Y8 ~ $ 7 0  4 4 2  465  487  I h  -- - . m - -  .. -.... . . . . . - .  ........ 

511 534 5511 .582 h0h 6JO 6 5 5 .  O 8 1  70ci 712 15 

lp- 

758 7KS 812 $39 H f i 7  YO5 9 2 3  Y 5 l  ' ) W 1  "011 14 
041 D l l  1 0 2  134 lb5  19d ?.iO 4 7 i - i l  1 1  ...... -,-.---.u.-- ..u...- - . .  , ... ., . .  
366 402 4 3 7  4 7 4  5 l l  548 S H h  O '  6 ó 1  T U 5  1 ?  

4.705 '145 '187 829 8 7 2  5 1  ' 1 ~ 9  *oos  - i ! i 3 l  : ' 1 4 %  1 1  

u--- 
193 7.4) 29% 34; 396 44'1 50?  ).% 6 1 1  671 I i i  ".. - ...... ............... .................. 

5 . b 7 i  5.730 5,789 5 .850  5.912 5.976 b.041 6.107 h . l l 4  h . % 4 !  f i . .1!4 0 
. . .  ....... . , ., . . . . .  

81 6.314 6,386 6.460 6 , 5 3 5  b.612 6.091 7 b . 8 5 5  L . W I  ' 1 . O i O  7,115 fl 
1 8 2  7.1 i5  7.207 7.300 7.396 7.491 7.596 7.700 7 8 0 6  7 s i O  K.ii.iH 11.14.1 7 







Li dntíilrii n dl.+ 105 rii:tir!ir-.o~ en ' t i r - c )~  est6 farrnado por I .DS ria-- 

f u r i ~ l r ;  y s u s  ~ p ~ i v z t n s :  I = c:: j : ~ :  ~ 2 ;  j : ~ ;  * ,  .} f 
:'J d,~!nI r + l  LI dlp I 13'; !~II~IP!-o~; r-aci onal e5 esti$ +nrmadu par 1 os 

r-t~ci  r r i i - i . 5  d-. L<i , s  entnrns: O = { - : p,q E Z: q 
O ) 9 

k.1 l-irrinr 17i.n de 3. ni; ririrnern!? t-ea1 es, II., esta f trirmado por 3.05 



l ai r egl ac; d e l  reilc-íi-iciers, ti er!e CuLC&s iui ~ 1 . 5  !' AL; s i q r l l  -f i~: , :+-  

1 
-, 

ei uii valoi- apr-ox i  madc, dp $2 ~ r r i r i  1 ~ i . f  r-a c u r r . ~ i : . t  A. 

1 
O, es í..tr~ valut apra:íj r n a c j ~  L ~ Q  . . E m >  3 ci.Ft.d+i cnt-r-pct 33. 

1,4. 10' ei, i-iii valor . .  a~rr.~:i?*.i,rnaijr7. rle ~ u r r  2' c:.fiai, 



aea demasiado engnrroso, se calcidla con tantas  ri-Fra.5 cuino 

jebe tener la respuesta; nunca can m e r i u s .  

Expresiones algelraicas 

rfl Palinomici  es una suma algehraica d e  m o r t o m i o c ,  5e r-e- 
n- i 

~recjenta P ( x )  - a x"+ a x . . . + a. : an$ O , grado: n 
n-i 

-raccibn algebraica es un cociente  de pa l  ~ r tomias :  

S i  .;E mulkiplican o d i v i d e n  sl numerador y el d~?rmrni.riadiir 

je l a  frar icíbri  por un mismo - fac to r  I d i f e r e r i t e  de reru)  la 

:a: e5 c o n v e r i i e n t e  operar con f racc iones lo rn8s s i o i p l i f  i -  

:adas posible. 



[;ig Hadicales 

Y a d ~ ~ a l e s  srmejantee s r m  Iris q'ie tleiierr E Z  m i s m o  í n d i c e  y 

la m i s m a  expresi617 whradica l ;  se reducen como Los termi -- 

R a c  i a n a l  izar  et, el i m i  n a r  I os r a d i  ca i  es d e l  denomi nadnr . 

2 - 2 - -46 - ~ ( - 4 2  - m1 - .- {a,b>O; a&) 
#á-+ fi f i + . f i ? G -  7 6  

a - b  
. ....--- - -.-----. 

r l ~  cal r;ci c? . l evcr i - i  r: i.~ailr '  arji:) anttrns mlert i lsros;  dr.32~8; 

La.; 

do5 

fin 



lpor iin - i i m r r e  i i ega t~uo ,  ae i n v i e r t e  el srntcdo d e  la desi- 

Y ~ L .  ? d  i r : i c r l : 5 ~  e n  r-da ur!o d p  ior,  i n t e r . u a l o s  e n  que d i v i -  

F Y g . ~ ~  ., ,% i . 7 . - 1.3 fraccidn ps positiva y cambia de s i g n u  al 

[pasa?- poi- cada p u n t o  de d i v i s i c 5 0  {tudos 1.as e s p a i a i ~ t ~ s  sori 



t 

i 
F'ilric-. .i nne5 

-.. .. , -" - ~ ~ - .  .- . . -- - m F ' ' u ~ c i < ~ ~ t  

Ana furrr ihn, j ,  e5 una c c ~ r r ~ s ~ s u n c i e n r l a  que a cada! elemento 

F un con jur i tu ,  {i, b e  hare  ~ur~i.'e.l;punclri~ ea~artarnrintri uri el- 

i i i e i . : C i i  de okr-r~ r _ m ~ j ~ n t o ~  P. El ~ n n j u n t a  A e i  el d o m i n i o  d ~ !  

la Cvncidn y ?,e d i m i t a :  h ln rn< / ) .  1 k~ ~ l e r n ~ n t n  d e  D q : A e  c o r r ~ s p n n d e  a un n l i m e n t o  x e DomIJ) 

se l lama iniaqei de x y SP d t 3 n d a  f l ix)  ; el c a r r j u n t o  de to- 

d a s  las imágenes e5 la Imaqrn de la +uncibn y se denota 

'-j F ~ t r i ~ i b r u  i n y e r .  t i va. 

~ u n > [ f - ' )  = I r n c f )  1 m  IJ-'Y = ~ o m  l f 3  

t a l  que f i  = x cuando f IxP = y; es decir: 

~ - ' + I J ( ? : ) )  = . f ( p ( x . ) l  = x 
.-i 

qráf ira d e  J' e5 s i m C t r j  ca de la qraf ira d~ J r e s p ~ c t a  

---- - - - ---.------- 
ErA+icaz d e  funciones c o n o c i d a s .  Propiedades 

a5 grá . f icas  permi ten  recordar Iarn p r o p i e d a d e s  de las  fun- 

Sun crecientes ~der i rec ien .Les)  donde la y r A f  ica asciende 

(desciende? I e  Irquierda 2 dereiha.  

Tienen ceros d o n d e  1 2  gráfica c a r t a  al eie " x " .  

Con pares ( impares)  si la graf ic2 es si&tr-ica r ~ s p e c t c  

al eje " y "  (al nt-¡gen di ruorde~ada~!. 
~ J F -  S!? i ~ l t r l i f l l i ?  / (.'? :- f < - - Y >  y :;a. e? .i rnpayf (,Y) z -.-f (-.u; 



Som: E' ; Irn: y I -U/& .- . ..."-.-.---,-+A-L--~. ... ... . - 
frw!c: i & r i  r-adi  c a l  í f  i g .  ?l5 ! 



.-----A- 
- m Funcion~s elerrieritales 

Funrihn pul inkmi  caz E5 la que a cada x E [R asulria P ( x )  , 
dunde P ( x )  es un pulinnmio. , 

Forrtci&i r - a c i a n a l  : Es la que a cada x E IR, can B(sr 1 S O, 
P(:c ai;uci a 
Q t x i  donde P I x l  y G 1 x 3  son p o l i -  

n o m l  os, Las f uncianes polin¿micas son un 

c:asm p a r t i r u l a r  de f u n c i h n  r a c i o n a l  . 
S e  1 1  a m a n  f u n c j  n n ~ s  elementales l a s  qce se obtienen al re& 

lizar un númer-a finito de oper-acinries a r - i t m k t i c a s  y d r  ra_ 

p r i ~ l c i b r t  con l a s  f uncznnes racianales ,  trigonom&tric&is, 

e x p o n e n ~ i a l c c  y sus inversas. 

".-"--a ....-.m----. M- - --- 
GEOMETH (A Y TR l GONOMETK <A 

. -- ... - . . .. . - *-- - - 
Á ~ - i ~ r r l n s s  y rectas 

E?? Feir-qlelas y perpendi cr.11 ares 

L a ~ j  rec tas  p a r - t l e l a s  t ienen 1a m i s m a  d i r e c c i d n  

La5 rect .as ptwpendi  c i ~ l  are5 forman angcrl a de C T O ~  

Por- ~ a r l d  purito d e  u n  plano se p u e d e v i  t r a z a r  exactamerz te  

una p a r a l e l a  y uva ver -pend icu lar  a una recta  d a d a ,  
-- .. -. . -..,.."-u.-.- 

py] D i s t a r i c ~ a  d e  un p u . n t o  a una r e c t a  .--- 
Si d~sCie ~117 í)i.mtu e x t e ~ i n r -  a una r e c t a  se t r azan  una p ~ r -  

p e n d i r u l  a r  y v a r i a s  oblicuas, la perprnd i  c u l a r  es rninor 

que 1 as nbl. 1 c:lras. 1-3 l o h g i  tu# d e l  +eqrnrnto de prii-pendicu.- 

l a r  es la distancia d e l  p u n t a  a la rec ta .  

. E/ Angulw.; f iv t r~  par -ole1 a5 
- - - - . . > 

- 
Ert lc. 61g.PI113 1- 1 1  p y 5 5 - ~ c a r x t e .  



1 0 6  inker lores de un +r i5.nquE n, comprendi dos 

e n t r e  cada v & r t i r a  y el 1,ado opues to .  

. Las a l t u r a s  se cortan en un punto  2 lamado ortocentro. 

. Las medianas se cnrkan en un punto llamado baricentro 

cuncentro [cent ra  de la circunferencia c i r cunsc r i~ tah .  

tro [centro da La circurlbcrencia i n s ~ r  1 t a l  . 
-- -- - .- .II . - - . . - _ .  _ _._L____ ." ." I-- 

Suma de Xngcrkor, int ir íore- ,  de itn tir.i$rig\tlri - 
Lnri A r i g ~ t l 0 5  in tm- i  ares Fip un tri &nqiiI n 5umai-i 1 8nL'= 

l _ . _ . I _ _ _ _ _  ___ 
3 Tráhngul a5 i s b s ~ e l  es 



. - - sscn B 

= tan  B 
I 2  1 

A F ig .  ~ 1 1 ~  

3 Parale la  media d e  un t r i .Anqulo 

1 segmenta que une I u s  puntos medios d e  la base de 

r¿Angulo es paralela a la b a s e  e igual a su m i t a d -  

m C r i t e r i o c ,  d~ igualdad de t r i A n q ~ 1 é ) ~  

Das triánqulns son iguales si tienen respectivamenke 

i qual ea : 

Un lada y las Angukos adyacentes (a.X.a.l+ 

. Dos l ada5  y el Ari.gu.lo comprendido t l. a. l. 1 .  

. Sus tres l a d a s  i 1 . 1 . 1 . ? .  - . , - 

Criteri os de scrneJanza de t t - i A r q . i l  CIT. - 
Dos triAngulns snn semejantes si: 

- Tienen d u s  A.ngu3.cs respec t i  vamwitti  igixt ler,  (a. a. m 

UI! 

- 



ral  el ogranris 

Los paralelogramos t ienen sus lados opuestas iguales y 

paralelas. Susi Angulncj npcaestos san i g u a l ~ s  y l a s  cansecu- 

tzvus  suman IB$. Las díaqi l ir idles  5hi cnr - ta r i  en su punto me-- 

d i o  (f i g .  M 1 2 ) .  

Lrir rect&ngulas y l as rumbos sur? paral ~ l o q r ñ m ~ s  PSP~I I I  a1e1 

R e c t i n g u l  a Rumba 

- Sus cuatra L n g u l o s  - Sus r,uatr.n lados son 

san rectos i g u a l  es 

- Sus diaqorralerj s o n  - Su5 dlagonalea snn per- 

pendi cul  aras y b i  secan- 

el Anqv.lu d e  dande par ten 

. E l  cuadrado es un paralelograma que es a la vez  r - i c -  



tr-ul de ?as m e d i  &t t - ' i  ces del t i - i á n g u l a  que det.r;iminan. 
-.- - -.- " -- ---- - ,, -.---..--.-,,. -- 

O p r a c J ~ n e s  C O ~  vect.nres 

lpor un segmento orientado. La diréccibn d e l  vector  rs 1 s  

Idir-eccicin de la r ~ c t a  que lo contiene, el sentido cl; e1 dr 

Ila semi r rec ta  c u y o  o r i g r n  es el origrn <%el vector y I c  

ror-ttieiíti y r;~! módulo 1;1 1 c n g i t u c i  d e l  segmentu f f  i q .  M 14 )  . 
Dos vector  es opues tus  ti enen i gual 

F i q .  
di r -ecc i  hn y mGduLa, pe ro  s m t i  do5 _ 

A 

o p u e s t n s ,  se denata = - Bd. .surira OE AB 





;i una f u e r z a  ? se d e s p l a z a  segm " ,/ 
-i 

rn vec tu r  s Ef ig .  M l ? ) ,  el. t r a -  ./ J 

Areas y ~ e i - i m e t r o s  
-.-m -.------m--- .-. .-.-- -- ...... - . . . . .  ....... -m 

3 P w f  metros 

'rl&ngcila: a + b + c Paralelogr..arrtoc 2a + 2b 

0 
lira 

... 7)L"i3( .angitud d e l  arco  de amplitud aC: 1 - 
1 R C ~ "  

: irccrnferencia: A = rrr P 



3 Relaciones entre 1 as f u n c i  nnrs  de CLng:nl ws 

t a r  i os 
?7 n 

sen I- - a) = cns a ( 0  < i .-) 
2 2 

n 
COS (-- - 01) - setl a (0 $ < ?) 

2 2 

n rr t a n  (-  - a) = cot  a I O  < a < .--) 
2 

TI n sen I- + al = cus N I O  < oc C -.-) 
2 
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