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ORIENTACIONES SOBRE EL TRABAJO
CON ESTE LIBRO

Para estudiar por este libro debes tener en cuenta que el contenldo se en-
cuentra en los capftulos 1, 2 y 3.

Cada capitulo estd dividido en epigrafes. En cada epigrafe encontrards con-
tenidos, algunos de ellos destacados en recuadros, ¥ ejemplos resueltos que
llustran como debes actuar para resolver ejerciclos importantes que correspon-
den a ese contenlido. Al final de cada epigrafe aparecen los ejerciclos que debes
resolver, y al final de cada capftulo una coleccién de ejerciclos que Incluyen
contenidos de cada uno de estos. Los ejerciclos que aparecen sefialados con un
asterlsco, son los que presentan un mayor grado de dificultad.

En las dltimas pdginas del libro aparecen las respuestas de la mayoria de los
ejerclclos propuestos. Esto te permitird autocontrolar tu trabajo.

Aparece ademds un Anexo que contlene:

Las tablas de cuadrados y raices cuadradas, cubos y ralces ¢iblcas, y las de
las funciones seno, coseno, tangente y cotangente, que necesitards para cal-
cular y resolver los ejerciclos y problemas.

Un Memento o recordatorlo donde se resumen algunos contenlidos de gra-
dos anterlores que te serdn necesarlos para el trabajo en este grado.



COMBINATORIA Y PROBABILIDADES

El analisis combinatorio y la teoria de las probabilidades estdan estrechamente
vinculados desde su propio origen. Esto puede afirmarse ya que tanto Pierre Fermat
(1601-1665) como Blas Pascal (1623-1662) al intentar resolver ciertos problemas re-
lacionados con los juegos de azar se vieron obligados a analizar y enumerar las com-
binaciones que brindaban los datos de estos problemas. Mas. como disciplina cienti-
fica propiamente dicha. la teoria combinatoria aparece por primera vez en los tra-
bajos de G. W. Leibniz. quien. en su obra Razonamienio sobre ¢l arie combinatorio,
desarrolla con cierta sistematicidad el analisis combinatorio de lo discreto y sobre
todo en los trabajos de quien puede considerarse también fundador de esta nueva
rama de la Matematica, uno de los miembros més destacados de una familia de ma-
tematicos suizos. Jacobo Bernoulli (1654-1705). Bernoulli elabora la teoria en su fa-
mosa obra Arie de la suposicidn publicada pdstumamente en 1713.

Para continuar el desarrollo de la teoria combinatoria se integra hacia 1770 una
escuela de matematicos alemanes encabezada por K. E. Hindeburg (1741-1818). Es
curioso significar que algunas propiedades conocidas mas de veinte siglos atras.
como es el caso de los numeros poligonales, ideados en la escuela pitagdrica. tienen
aplicacién en varias ramas de la matematica merced al analisis combinatorio.

En cuanto a la teoria de probabilidades puede decirse que los primeros problemas
de caracter probabilistico tienen su origen en los trabajos de P. Fermat y B. Pascal
quienes fueron incitados a resolver dos problemas originados en los juegos de azar
por un famoso jugador de su época. Antonio Gombaud, el caballero de Mére. Tanto
Pascal como Fermat los resolvieron. pero mediante diferentes razonamientos: en
particular, la solucion de Pascal fue mediante las propiedades que hoy conocemos
de los nimeros combinatorios, o sea. de los coeficientes del desarrollo de la potencia
del binomio que se obtienen del no menos célebre “Triangulo de Pascal™. llamado
asi pese a que no fue Pascal el primero en descubrirlo ya que en el afio 1303 el trian-
gulo aparece en una obra del matematico chino Chu-Shi-Kie. quien expresa que este
era conocido en su pais desde mucho tiempo atras.



CAPITULO

1

Combinatoria y probabilidades

Induccién completa

1. Principio de induccidn

En este capltulo profundizaremos en el estudio de los nimeros naturales; comen-
zaremos estudiando un método de gran utilidad para demostrar propledades en este
conjunto.

Decimos que una afirmacién sobre nimeros naturales es una propledad en el
conjunto de los nimeros naturales por ejemplo:

A: El producto de dos ndmeros naturales consecutivos es par.
B: Un nimero natural es par.

C: El producto de un nimero natural distinto de cero por cero es el mismo nd-
mero natural,

Es f4cll ver que la afirmaclén A es verdadera para todos los nimeros naturales
pues de dos nimeros naturales consecutivos uno es par y el producto de un nimero,
natural cualquiera por un nimero par da como resultado un nimero par. En este
caso se trata de una propledad que se cumple para todos los nlimeros naturales.

La afirmaclén B es verdadera para los nimeros naturales pares y falsa para los
Impares. Es una propledad que solo se cumple para algunos nimeros naturales.

La afirmaclon C es falsa para todos los nidmeros naturales, se trata de una pro-
pledad que no se cumple para ningin nimero natural,

Una propledad puede cumplirse para todos los ndmeros naturales, para algunos.
o para ninguno; en Matemadtica Interesan las que se cumplen para todos los nimeros
naturales. Para estar seguro de que una propledad se cumple para todos los nimeros
naturales se requlere de una demostraclon.

Simbdlicamente las propledades definidas para los nimeros naturales se repre-
sentan por P(n), es declr, como un enunclado que depende de la varlable n.

Ejemplo 1

Representa simbélicamente las propledades A, B, C menclonadas antes.
Resolucldn
a) A(ny: mln + 1) esparo Al n(n + 1) = 2k, kelN

b) B{n): n es par
e)Cluyn 0 =n nz092



Cuando en una propledad P(n) se sustituye n por un nidmero natural dado, se ob-
tlene una afirmacién sobre ese nimero natural que puede ser verdadera o falsa.

Ejemplo 2

Escribe la afirmacion dada y analiza si es verdadera o falsa.
a) A(2) b) A(57) <) B(3) d) B(8) e) C(15)

Resolucidn
a) A(2): 2(2 + 1) es par ;como 2(2 + 1) = 6 v 6 es par, es verdadera.

b) A(S7): ST(57 + 1)es par ;como 57(57 + 1) = 57 - 58 = 3 306 y 3 306 es par.
la afirmaclén es verdadera.

c) B(3): 3 es par. Falsa.
d) B(8): B es par. Verdadera.
e) C(15): 15 + 0 = 15. Falsa. B
Como hemos dicho antes, para comprobar que una propledad se cumple para to-

dos los nimeros naturales, es necesario reallzar una demostraclén. En ocaslones
puede ser una demostraclén que utlliza los métodos deductivos que ya conoces.

Ejemplo 3

Prueba que A(n) es verdadera para todo n.

Resolucldn
Sea n =N, en ese caso hay dos posibilidades:

nw=2k{par) o n =2k + | (Impar)
EnLonces
n+l=2k+lon+1=2k+2=2k+1)

¥

nin+ 1)=2k(2k + 1) o nin + 1) = (2k + 112k + 1)
jucke en todos los casos nin + 1) es par.l

A veces no es fdcll encontrar una demostraclén de este tipo. Por ejemplo. sl se
quiere demostrar que el producto de n nimeros impares es Impar, podemos proceder
como slgue:

Sean a, ..., 4, nimeros Impares cualesquiera. Es claro que a, « a,es Impar pues
sl a,=2k+1, a;=2r+1, se llene a,+a,=(2k+1N2r+1)=

=d4kr+ 2k +r)+ | =2(2kr+ k + r)+ |, que es Impar.

Para tres nimeros lenemos:
dydy~dy=la,-ay) -a;=5b,-a,

pero b, = a, -u,es Impar y b, - a, es Impar, luego a, - a, - u, &5 Impar.
Podemos repetir este razonamiento para n = 4 y “asi sucesivamente”, luego
@y sdy e ... +y, es Impar para todo n.

4



En este caso comenzamos por la demostracién para n = 2 y hemos “inducido™
su validez general.
lgualmente podemos demostrar

Pkl +2 4 . + 1 = -”—‘iiﬂ donde los puntos suspensivos Indican “asi

suceslvamente”, es decir, que se suman todos los nimeros naturales de [ a n.
En efeclo, si llamamos S(n) = 1 + 2 + ... + n, tenemos
Sn)y=1+2+3+ .. +n
Sm=n+ln -1)+n -2+ ..+ 1

pues s¢ puede Invertir el orden y la suma no se altera. Sumando ordenadamente:

285 =m+1)+m-1+2)+n-2+3+..+Mn+1)
=+ 1)+m+D+m+1)+ .. +(n+1)

donde los puntos suspensivos Indican que *“asi suceslvamente™ cada columna suma
n + l; como hay n columnas resulta,

2 5n) = nln + 1)

Sin) = A_____un{n : ”.

Ambas demostraclones parecen convincentes, pero en ambos casos los argumen- }
tos resultan algo Imprecisos pues Incluyen la expresién “asi suceslvamente™ que no
estd claramente explicada. El peligro de esta Imprecisidén se pone de maniflesto en
casos como el slgulente:

Pin)y: n?* = n + 41 es un nimero primo.
Oblenemos “‘suceslvamente™:

P00 -0 + 41
Pl 12 =1 + 41
P2y 2t -2 + 41
P(3): 3% -3 + 41

41 es primo. Verdadero.
4] es primo. Verdadero.
43 es primo. Verdadero.
47 es primo. Verdadero.

Parece que la proposicién es clerta para todo » natural, sin embargo:
P41): 417 - 41 + 4] =41%= 4] - 4] no es primo.

Si analizamos mds detalladamente los ejemplos anterlores podemos darnos cuen-
14 de lo sigulente: en los primeros dos casos tenemos un primer nidmero para el cual
la propledad era clerta y la expresidn “asl suceslvamente™ enlazaba cada nimero
con el sigulente. Ocurre como con las fichas de dominé en la flgura 1.1a, cada ficha
al caer tumba a la que le sigue y por eso al caer la primera se caen todas las demads.

En el tercer ejemplo cada aflrmaclén es independiente de la sigulente, ocurre
come con las fichas de domind en la figura 1.1b cada una es Independiente y sl se
cae una no umba a las restantes.



Fig. 1.1

En el Gltimo caso se liene una Induccién empirica o incompleta que es atil para
inferir algunos resultados pero no garantiza su validez.

En los dos primeros casos se tiene una Inducclén completa, la validez de los re-
sultados se garantiza en virtud del teorema sigulente:

Teorema 1 (Principio de Induccién completa)

Si para una propiedad P{n) sobre el conjunio de los naturales se cumple:
i) Pla) es verdadera, a € N;
i) De Plk) se deduce P(k + 1).

entonces Pln) es verdadera para todo n >«

Este teorema, no vamos a demostrarlo, lo aceptamos como verdadero y lo apli-
caremos a la demostracién de propledades que dependen de un nimero natural.

Debes observar que una demostraclén en la que se aplique el principlo de induc-
cldn completa requiere dos etapas:

1. Demostrar que la propledad se cumple para algin nimero natural (en el ejemplo
de! dominé esto significa probar que una ficha se cae).

2. Demostrar que sl se cumple para un nimero natural, se cumple para el slgulente
{0 sea que cada ficha al caer tumba a la que le sigue).

Ejemplo 4

SeaSn)=1+2+ 3+ ...+ n connz=l, prueba que:

Sn) = A1+ D
2
Resolucldn
Como se qulere demostrar la propledad para n>1, hay que comenzar por compro-
bar que se cumple para n = 1. Para n = | la propledad se expresa,

S(l}=1= L;I} que es verdadera.



Ahora suponemos que se cumpla para un nimero natural arbitrario k:
kik + 1)
2 A

¥ hay que demostrar que se cumple para su sucesor, k + 1. Es declir:

S(k) =

SI S(k) = ﬂ.z':_ﬂ entonces, Stk + 1) = £* ”{"; L,
(k + 1)k + 2)
> ,
Debemos partir entonces de S(k) = M y llegar a
Stk % 1) = (k + 1Mk + 2)
2
Para pasar de S(k) a S(k + 1) basta sumar k£ + |, entonces de
S(k) = 3-“";—” resulta,
SEKY+ k+ 1 = M+k+ 1
Stk+1)=(k+ n(i +1)
2
= L ”;k +2) como se queria.
Es decir, hemos partido de S(k) = ﬂt-"-c—‘;'---—l-?- y hemos deducldo
Stk + 1) = (k + 10k + 2]‘
2
luego podemos afirmar que para todo neN, S(n) = M |

| Elemplo §

Prueba que para todo n. 5 - 1 es divisible por 4.
Resolucldn

En este caso P(n):5" - | = 4x, x eN.
Como se quiere probar para todo ne N, comenzamos por verificar P(0)
P0):5°=1=1=1=0=4 .0 es verdadera,



Ahora debemos comprobar que sl se supone P(k), se puede deducir P(k + 1). Es de-
cir, de P(k):5° =1 = 4x, x=IN se deduce Pk + 1):5" =1 =4y, yelN,
Partimos en este caso de 5 - 1 = 4x, es decir, 5" = | + 4x.

Para pasar a P(k + 1), necesitamos multiplicar por 5 ambos miembros:

5.5 =35 (1 + d4x)
5" =5+ 4 :5x 0sea
' =1+ 4+ 4 .5x
§% -1 =4+ 4 .5x de donde 5*' -1 = 4(1 + 5x).

Pero | + 5x = ye N pues la suma y el producto de ndmeros naturales es un nu-
mero natural. Luego 5"' - 1 = 4y como se querfa, es decir, de P(k) se deduce
Plk + 1) y la propledad es clerta para todo n. B

Algunas propledades se cumplen a partir de ¢ > |

Ejemplo 6

Demuestra que la cantidad de rectas que pasan por n puntos del plano, de los cua-

les no hay 3 alineados, es M.

Resolucldn

Sea Pin): por n puntos del plano pasan "{"—_‘__” rectas.

En este caso comenzamos por nt = 2.
Por dos puntos del plano pasa una sola recta (fig. 1.2),

y como | = -112_;—”. enlonces
P2) es verdadera. P

Fig. 1.2

Supongamos que P(k) es verdadera, es decir. que para un valor arbltrarlo de &, por

k puntos del plano pasan Lz_” rectas. Debemos probar que P(k + 1) es ver-

k+ 1)k
dudera, o sea, que entonces por k + 1 puntos del plano pasan % rectas.
Consideremos que tenemos en el plano, k& puntos por los cuales pasan

ki(k -
% rectas. En la figura 1.3a se llustra el caso para k = 3.

Agreguemos un nuevo punto. De cada uno de los k puntos que ya existian puede

trazarse una recta que pasa por ¢l punto agregado. Se obtlenen entonces A nuevas
rectas (fig. 1.3b).

8



Fig. 1.3

Hay ahora en total ﬁ”‘T'Il + k rectas.
Pero kil - 1) 2 kik - 1)+ 2k i kik -1+ 2) . kik + 1)
2 2 2 2
O sea, que por k + | puntos pasarian L;” rectas, es decir, Pk + 1) es ver-

dadera.

Hemos probado que si P(k) es verdadera, entonces AL + 1) también lo es. Como
P(2) es verdadera. entonces P(n) es verdadera para todo ne N, n22. 0

Ejemplo 7*

Demuestra que para todo nimero natural 721 se cumple que 2" =n

Resolucidn

Aqui consideramos Pin); 2" >n

Primero debemoes probar que FOLY es verduders: se cumple 2' = 221, P (1) ¢s verdadera.

Probemos ahora que sl P(k) es verdudera, entonces Pk + 1) también lo s, Supongamos que k) oS
verdudera para algdn nomero natural k21, es decir, gue ok y demostramos que ME « 1 os verda-
dera. Esto significa que 2“1 =k + 1.

S1 2"k entonces 27 - 2=k - 2,

o sea, 2™ =2k
5 decir, ?m:.-: K o+ K

Peore siendo k21 s¢ cumple que & + E28 « 1. luego,
2"Vk s Rk 4|

Fel
yopor Jo tants 27 =k o+ 1, lo cual signilica que Ptk + 1) ¢s verdadera.
En virtud del principhe de inducclin. Mab¢s verdadera para a € N, 7.2 1. es decir. para todo atime i 6d-
twreal a2l se cumple 2 >n. 0



Ejemplo 8*

Demuesira gue cualguier nimera entero de pesos, mayor que 7, puede pagarse en billetes de 3 v § pe-
sas, sin necesidad de cambio,

Resolucion

Consideremuos Plak pucden pagarse o pesos ¢n billetes de 3 ¥ 5§ pesos. sin necesidad Je cambilo,

PiB) es verdadera, pués con un billeie de 3 pesos v otro de § s¢ pagan 8 pesos. sin nécesidad de camblo.
S1 ML) s verdadera para k28, esto signilica que pucden pagarse & pesos usando solo billetes de 3 y 5
pesos. sin nocesidad de cambio. En ese caso hay dos posibilidades:

1) Todos los billetes son de 3 pesos.
1y Way algdan billete de 5 pesos.

§i se cumple 1), entonges hay al menos ires billetes de 3 pesos pues como & >8, ¢l menor valor de & para
el cual s2 cumple 1) ¢5 9. Podemos reemplazar tres billetes de 3 pesos por dos de 5 y oblenemos £ + |
PesOs.

Si s¢ cumple U, reemplazamos ¢l billete de 5 pesos por dos de 3 v se obtienen & + 1 pesos,

Asi, en cualguier caso, si s¢ pueden pagar & pesos sin nccesidad de cambio usando solo billetes de 3 y
$ pesos, s posible pagar & + 1 pesos,
Por 1o tantw, M) es verdudera pars wodo 220

Ejercicios (epigrafe 1)

1. Demuesira por induccidn completa que para todos los nimeros naturales n se
cumple:

a0+ 2+4+ ..+ 2n=unn+1)

h}ﬂ+3+ﬁ+...+3u=l;- nin+ 1)

)5+ 7 +9+ _+(Zn+S)=(n+1)lns+9

DI+ 13 +15+ .. +2n+1)=(n+Din+1)

(m+ 1)5n + 4)
2

)2+ T+ 12+ . +(5n+2)=

D1+2+4+.+2"=2"*" -

FRLE
2

hy4+4 544 5%+ 44 .5 = 5" -

) 3%+ 34 324 43 =

2. Demuestra por induccidn completa que para wodos los nimeros naturales n=|
s¢ cumple:

a)l +3+5+T7+..+(2n-1)=n?

biG + 12+ 18 + ... + 6 = 3nln + 1)

7+ 9+ 01+ .. +1(2n+5)=nln+6)

d) 3+ T+ 11 + (dn - 1) = n(2n + 1)

e)7 + 13+ 19+ . +(6n+ 1) =nln + 4)
10



nl + 1020 + 1)
6

DI:‘F 214" 311' e .'1‘1"_'

B)T+6 « 746 T34+, 46 - T = 7°+!
h) 1049 - 1049 - 103+, +9 . 10" = 10" *!

Dx+(x = De+(x = Dx+.+{x - 1" = x**!
DI+ 324524 . +(2n -1)2= —‘;-I—nl'_ftn'*‘l}

K)Y124+ 325 524 .+ (2n -1 =ni2n? -1)

ala + 1)n + 2)
3

- D1+ 24+2.3+3:44+ ., +nn+1)=

m)d + 14 + 30+ ...+ n3n + 1)=mnn+ 1)

n2:5+5-8+8:11+...+@n -1)3n+2)=n@ni+bn+1)

ﬂ}l*a+a‘+...+ﬂ"=u
a -1
a) I & ! + I + ...+ l = 4
1 -2 2.1 3.4 nin + 1) n+l
1 1 1 1 n
p) + + + ..+ =
1.3 3.5 5.7 (2n - 1)X2n + 1) 2n + 1

1. Demuestra por Induccidn completa que para todo nimero natural n:

a) 3 - | es divisible por 2.
b) ' - n + 3 es maltiplo de 3.
¢) aln + 1)n + 2) es maltiplo de 3.
d*) 4" + 151 - 1 es slempre divisible por 9.
e*) 7" = 3" es miltiplo de 4.
(Indicaclon: 7**! = 3+ (741 _ 7 .3+(7 - 3" =3~

f*) 2** %432+ 1 g5 divisible por 7.
(ndicacion: 3+ =32 338l — g, gl
= (7+2) S LR R B LR _3Jq+|}

4* Prueba que para todo nimero natural n=1 se cumple:
174 2%+ 32 L+ ={l+2+3+..+n)

5% Demuestra por Inducclén completa las desligualdades sigulentes. Analiza para
qué valores de n son vilidas.

a)in>n+ 1 byni+ | =>n
c)(l + n)>1 + n? d) 2° > n?
e)(l +aff >1 + na(azr0, a> - 1)
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6*. Demuestra por Induccién que n rectas, entre las cuales no hay dos paralelas ni

nin = 1)
tres que pasen por un mismo punto, se cortan en -v-z— puntos.

7*. Demuestra que la cantidad de diagonales de un poligono de n lados es
nln - 3)
==

8*. Demuestra que la suma de los d4ngulos Interiores de un poligono convexo de
n lados es (n - 2)x.

9. Los nimeros a, asday, ..., d,, ... forman una sucesidn aritmética sl existe un nu-
mero d tal que a, ,_, = a, + « para todo n=l1.
Asf, por ejemplo, tomando a, = 5 y adiclonando suceslvamente d = 3 obtene-
mosa,=5+3=28a,=8+ 3 = 11, .., es decir, la sucesién aritmética 5, 8,
11, 14, 17, ... .
a) Demuestra, por inducclén completa, que para esta sucesldn se cumple:
a, =5+ 3n -1)paratodon =1

b) Demuestra que:

5+3+II+14+.,,+[3n+2)=5n+%n(n-]].

10*. Demuestra, por induccidn completa, que para una sucesién aritmética a, a4,
dy ..., 4, ... S¢ cumple:

ala,=a;+ (n - 1)d
(n-1n ,

bla,+a;+ay+ ... +a,=na, +

11. Calcula la suma aritmética:

a)e + 10 + 14 + ... + 202,
bY1S + 17 + 19 + ... + 213,
)5+ 55+6+65+ ..+ 1000

12. Los nimeros @, a, ay ..., 4,, ... forman una sucesién geométrica sl existe un
nimero g tal que a,,, = a, g para n 2 1.
51 conslderamos a, = 3 y multiplicamos sucesivamente por g = 2 se obtlene
a;=3:2=6,a,=6-2=12, .. 0 sea, la suceslon geométrica 3, 6, 12,
4,

a) Demuestra por Inducclén que para esta suceslén se cumple ¢, = 3 - 27!
para n = 1.

b) Demuestra que:
I+6+12+24 % . +3.22"=23(2"=1)

13*. Demuestra por Inducclén completa que para una suceslén geométricaa,aya,,
viny @ay +oo 58 CUMple:

a =l

ala,=a,-¢q

12



gli=:l
g -1
14. Calcula las sigulentes sumas geométricas:

a)2 +6+ 18 + 54 + ...+ 1 458,

|

| m—

256
¢)2 -4+ 8 -16+ 32 -...+ 8192

bla,+ay+ay+ ...+a,=u,:

AL R | T
2

15* Explica el error en la siguiente “demostracidon™ por induccion.

Teorema: Dado un conjunto de i nifias rubias, si por lo menos una de las ni-
flas tiene ojos azules, entonces las # nifias tienen ojos azules.

Demuostraciin

La proposicién es evideniemente clerta si n = 1. El paso de k a k& + | puede
ilustrarse pasando de n = 3 a # = 4. Supdn para ello que la proposiciin cs
clerta para n = 3 y sean G,, G, G,y G, cuatro nifias rublas tales que una de
ellas, por lo menos, lenga los ojos azules, por ejemplo, la G,. Tomando ¢,. G,
G, conjuntamente y haciendo uso de la proposicion clerta para n = 3, resulta
que también G,y G, tienen ojos azules. Repitiendo el proceso con &, Gy v U,
se encuentra igualmente que &, tiene ojos azules; es decir, las cualro tiencn ojos
azules. Un razonamiento andlogo permite el paso de & a & + 1 en general.

(Merer: Este clemplo s¢ debe ol matemdtico G. Polya.)

Combinatoria
2. Principio de multiplicacion

Los numeros naturales surgleron para resolver el problema del conteo; en efecto,
para contar los elementos de un conjunto basta ponerlos en correspondencia con la
suceslén de los nimeros naturales.

Desde que comenzaste en la escuela aprendiste a realizar esta operacion elemen-
tal de conteo y desde entonces la has aplicado a diarlo. Sin embargo, en muchas oca-
slones la técnica elemental de contar medlante la correspondencla con los nimeros
naturales es Insuficiente y se necesitan técnicas mds elaboradas. En esta seccion es-
tudlaremos algunas de esas técnicas.

Teorema 1 (Principlo de multiplicacion)

Si un suceso cualquiera puede ocurrir de # maneras diferentes
y, después que ha ocurrido de una cualqulera de esas mane-
ras, un segundo suceso puede ocurrir de p maneras diferentes,
entonces los dos sucesos, en ese orden, pueden ocurrir de np
mManeras.

13



El teorema anterior recibe el nombre de principio de multiplicacién pues afirma
que sl dos sucesos ocurren uno después de otro, el total de formas en que pueden

ocurrir se obtiene multiplicando el nimero de formas del primero por ¢l nimero de
formas del segundo.

Ejemplo 1

Para ir desde el Muelle de Caballeria hasta Linea y Paseo se pueden utilizar 3 6m-
nibus y para ir desde este punto hasta Ciudad Libertad, 2 6mnibus. éDe cudntas

formas diferentes se puede ir en 6mnibus desde el Muelle de Caballeria hasta Ciu-
dad Libertad?

Resolucidn

En este caso el primer suceso es el viaje desde ¢l Muelle de Caballeria hasta Linea
y Pasco y el segundo suceso ¢l viaje desde Linea y Paseo hasta Cludad Libertad.
Podemos esquematizar la situacién en un dlagrama (fig. 1.4).

Cludad
Libertad

Fig. 1.4

En este diagrama cada segmento representa un viaje en dmnibus entre dos de los
puntos sefalados en el problema. Para realizar el viaje completo es necesarlo selec-
clonar dos segmentos sucesivos; en el dlagrama se ve con claridad que hay tantas
posibilidades como segmentos entre el segundo y tercer puntos, es decir, 6.

A este resultado se llega lambién faclimente aplicando el teorema 1.

El primer suceso, llegar a Linea y Paseo, puede ocurrir de 3 formas diferentes pues-
hay 3 6mnibus y después de cada una de estas formas hay 2 formas de llegar a Clu-
dad Libertad pues hay dos dmnlbus, luego el nimero total de formases 3 . 2 = 6.0

14



En la prdctica no es necesario utilizar un diagrama como el del ejemplo 1, pero
sl se hace, ayuda a comprender el problema y, en casos complicados, esta ayuda
puede ser esenclal. Este tipo de diagrama recibe el nombre de “diagrama en drbol”
pues cada punto se ramifica de la misma forma que lo hace un drbol.

Para aplicar el teorema 1 no es necesario gque los sucesos se continden en el tlem-

po; lo esenclal es que se disponga de una forma para distinguir cudl es el primero
¥ cudl el segundo.

Ejemplo 2

«Cudintas silabas de dos letras, que comienzan por una consonante, existen en el
idioma espafiol?

Resolucldn

Este es un caso en que el conteo directo se hace dificil por el nimero de posibilida-
des. El teorema 1 es aqui una ayuda inestimable aungue los sucesos no estan sepa-
rados en el tlempo.

El primer suceso es la seleccién de la primera letra (una consonante) y el segundo
la selecclén de la segunda letra (una vocal).

Como en Espaiol hay 24 consonantes, el primer suceso puede ocurrir de 24 formas
y como hay 5 vocales, el segundo puede ocurrir de 5 formas. En total se pueden ob-
tener, entonces, 24 - 5 = 120 silabas. B

El principlo de multiplicacidn puede extenderse tamblén a mds de dos sucesos.

Ejemplo 3

¢Cudntos nimeros de tres cifras son maltiplos de 57

Resoluclén

En esle caso tenemos tres sucesos. El primero consiste en selecclonar la primera cl-
fra, el segundo en selecclonar la segunda cifra y el tercero en selecclonar la tlercera
cifra (consideramos las cifras de Izqulerda a derecha, es decir, primero la cifra de las
centenas, luego la cifra de las decenas y por ultimo la cifra de las unidades).
El primer suceso puede ocurrir de 9 formas (la primera cifra no puede ser cero); el
segundo de 10 formas y el tercero de 2 formas (sl ¢l nimero es multiplo de 5 debe
terminar en 0 o en 5); luego aplicando el principlo de multiplicacién encontramos
que existen 9 + 10 - 2 = 180 numeros de tres cifras que son multiplos de 5.1
En muchas ocaslones los diagramas conjuntistas son una eficaz ayuda para el
conteo.

Ejemplo 4

En un grupo de 30 alumnos 16 practican natacion, 16, béisbol y 12, atletismo. Si
3 alumnos practican los tres deportes, 5 practican sélo béisbol y atletismo, 2 so-
lamente atletismo y 4 solamente béisbol,

a) icudntos practican solo béisbol y natacién?

b) icudntos practican solamente natacién?

¢) icuéntos no practican ninguno de los tres deportes?

15



Resolucldn

a) Denotemos por N el conjunto de los que practican nataclén, por 4 el de los que

practican atletismo y por B el de los que practican béisbol. La figura 1.5 recoge
los datos conocidos.

Fig. 1.5

Representaremos por A* el conjunto de los elementos que no perienecen a A ¥
por # A la cantidad de elementos de A.

Ahora es facll ver que:

a) #(NnBNA') = #8 - (4 +5+3)=16 - 12 = 4,
es decir, 4 alumnos practlcan sélo bélsbol ¥ nataclén,
b) #INNANB) = #4 -(2+5+3)=12-10=2
#(NNBNA)= 2N -(2+3+4)=16 -9 =17,
es decir, 7 alumnos practican solamente natacién.
¢) Finalmente, ¢l nimero de alumnos que no practica ningdn deporte se obtlene res-

tando al total la suma de todos los subconjuntos representados:
0 -2+5+4+2+3+4+7)=30-27=31.10

El principio que hemos utilizado en este ejemplo recibe el nombre de Principio

de las Inclusiones y excluslones y se recoge en el teorema sigulente que tampoco va-
mos a demostrar.

Teorema 2* (Principlo de las Inclusiones y exclusiones)

Para cualquier sistema de n conjuntos 4, 4. ... . A, se cumple:

mld AU UA) s B A s sdAy e e A, = NA) e A NA) L Bl
[a” S

[@id,dynd, + o+ & (A, 30d, (1AL
PO S R 'l R Y I Y N

Ejemplo 5§°

‘Cudntos ndmeros del 1 al 100 no son divisibles nl por I, ni por 3, nl per 57
16



Resoluckon

Para resolver este problema podemos utllizar ¢l leorema 2: basta observar que la cantidad de ndmeros que
cumplen esa condickdn es igual al total de ndmeros (100) menos el wowal de los que son divisibles por al
menos uno de los nimeros 2. 3 o 5. Con vads uno de cstos nimeres ¢s posible asoclar ¢l conjunto de
sus muliplos.

Ay conjunto de los mdltiplos de 2 menores o Iguales que 100,

Ay conjunio de los maluplos de J menores o lguales que 100,

A ¢ conjunio de los mdliplos de 5 menores o iguales que 100. Y ¢l conjunio de los ndmeros que son di-
visibles por al menos uno de los numeros 2. 3 o 5 es A Jdud

Segon ¢l teorema 2 se cumple que:

BlAddy il m A, % 8 Ay % 8 Ay = [sd,7d40 + =2 (4,74, «

*u Ayndg)] = u (A0 M)

Pero.

Aynid, = A, los mdltiplos de 2 ¥ de 3 son los maliplos de 6 pues 2 v 3 son primos.
Agridg = Ay los malliplos de 2 y de 5 son los maliplos de 10,

Ayidy = Ay, los mdiiplos de 3 v de 5 son los miltiples Jde 15,

Ay™dymidy = Ay los multiplos de 2. de 3 ¥ de 5 son los multiplos de 30,

Entonces,

aldy Ay A = ady+ s d,+ ad;, A, -8d,;, - 2d,+8d,

Para calcular la cantidad de numeros entre | y 100 que son divisibles por # basta calcular ¢l coclente de
li divisidn de 100 por b, cRlonces:

ad; = 50md; = JJI.{,I Eﬂl:.oi‘n Iﬁi.ﬂlul I!:II.-I'” = ﬁ'l.d“l ki

Lucgo.
wlAypuAd A = 50 433+ 20 - 16 - 10 -6+ 3 =74

¥ ¢l numero pedido es
B Ay Ay OAL) = 100 - 74 = 26.0

Ejerciclos (epigrafe 2)

2.

3.

De la cludad A hasta la cludad B conducen 5 caminos, y de la cludad B a la
C, 3. iCudntos caminos que pasen por B conducen desde A hasta C?

¢De cudntos modos se puede escoger una vocal ¥y una consonante de la palabra
“nimero™?

A la cumbre de una montafia conducen 5 caminos. {De cudntas maneras puede
subir un turista a la montafa y descender de ella utllizando tales caminos? ¢Y
sl el ascenso y el descenso tienen lugar por caminos diferentes?

. En una 1eunlén de 18 personas todas se saludan entre si y ningin par de per-

sonas se saluda mds de una vez. iCudntos saludos de manos se dan?

En una tlenda de ropa hay camisas de hombre en 4 tallas diferentes y en 3 co-
lores distintos cada talla. ¢Cudntos tipos diferentes de camisas hay en la tlenda?

De entre 3 ejemplares de un texto de Algebra, 7 de uno de Geometria y 7 de
unode Trigonometria hay que escoger un ejemplar de cada texto. {Cudntos mo-
dos de hacerlo existen?

. Hay b6 pares de guantes de distinias medidas. ¢De clantas maneras se pueden es-

coger entre ellos un guante de la mano lzqulerda y otro de la derecha, de forme
que estos guantes sean de distintas medidas?
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10.

1.

i12.

13.

14,
15.

16.
17.

18.

19.

20"

18

. Se forman slgnos que consisten en una flgura geométrica (circunferencla, cua-

drado, tridngulo o exdgono), una letra y una cifra. {Cuéntos signos de este tipo
pueden formarse?

. Dados los conjuntos A = ja. b. ¢}l B = |l, 2]y C = jp. g} Halla cudntas ternas

ordenadas (x;y:z) pueden formarse tales que x4, y |8, z[g|C.

tDe cudntas maneras diferentes pueden escribirse las letras ABCD, una detrds de
la otra y sin repetir ninguna?

Un nifio tiene un juego de figuras plésticas diferentes. Cada figura es de uno de
los 3 colores (azul, rojo, blanco), de uno de los tamafios (pequefio, mediano,
grande) y de una de las 4 formas (cuadrada, redonda, triangular, ovalada). El
juego tlene una figura de cada uno de los tipos posibles.

a) ¢De cudntas figuras consta el juego?

b) iCudntas flguras trlangulares hay?

¢) iCudntas flguras no son ovaladas?

d) éCudntas flguras azules tlene el juego?

e) ¢Cudntas figuras difieren de la flgura “triangular roja grande” en exactamen-
te dos caracteristicas?

¢Cudntos nimeros de dos digltos pueden formarse con las clfras 1;2;3:4;5:6
y 77 iCudntos de ellos tlenen sus dos clfras diferentes?

iéCuéntos nimeros de tres digltos pueden formarse con las clfras del nimero
24 3567 iCudntos de ellos son pares?

iCudntos nimeros de tres cifras existen que son miltiplos de 27

Determina la cantidad de nimeros Impares que tlenen tres cifras y son menores
que 500.

cCudntos nimeros de 4 clfras existen?

¢Cudntos nimeros naturales de cuatro cifras existen que no contienen la cl-
fra 77

éCudntos nimeros naturales entre 100 y 999 tienen todas sus cifras diferentes?
Comprueba tu respuesta corrlendo el sligulente programa de computacién:

20FOR1=1TO9

JOFORJ=0TO 9

40FORK=0TO?9

S0IF1<>J ANDJ<>K ANDK<>ITHENC =C + |
60 NEXTK, J, I

70 PRINT C

iCudntos de los primeros 1 000 enteros positivos tlenen todas sus clfras diferen-
tes?

iCudntos nimeros naturales mayores que 53 000 tienen las dos propledades sl-
gulentes:

1) todos sus digitos son diferentes, y



il) entre sus digitos no estdn ni el 0 ni el 9?

21. iDe cudntas formas se puede indicar en un tablero de ajedrez dos caslllas, una
blanca y otra negra?

12. iDe cudntas formas se puede escoger en un tablero de ajedrez, un cuadro blanco

¥ uno negro de manera que no estén ni en la misma fila nl en la misma colum-
#
na:

23* Al transmitir iInformaclones por telégrafo se utiliza el cédigo Morse. En este ¢6-
digo las letras, las cifras y los signos de puntuaclén se representan por puntos
y rayas. Por ejemplo, la letra E se representa por un punto ( « ) y la letra L por
tres puntos y unaraya( - - + ). Empleando hasta § signos, icudntas letras
pueden codificarse?

24. Cudntos nimeros naturales existen entre 10 y 96, ambos Inclusive? JY entre
158 v 1 9907 LY entre los nimeros naturales a y b con a <57

25. iCudntos pares ordenados (x; y) de niimeros enteros no negatlvos existen tales
que:

alx+y=4 b)x+y=20 c)x+y=mnnleiN

26. iCudntos nimeros naturales de tres cifras existen tales que la suma de sus digl-
tos es 57

27. En un instituto trabajan 67 personas. De estas, 47 hablan el Idloma Inglés; 35,
el ruso y 23, ambos Idlomas. iéCuédntas personas en el Instituto no hablan nl el
Inglés ni el ruso?

28. Entre los nimeros naturales del 1 al 1 000 hay 500 que son divisibles por 2; 333
que lo son por 3 y 166 divisibles por 6. ¢éCudntos nimeros entre 1 y 1 000 son
Impares y multiplos de 37

29. De un grupo de jévenes se conoce que a 19 les gustan las matemdticas, a 17 las
artes pldsticas, a 11 les gusta la historla, 12 prefleren matemdticas y artes plds-
ticas; 7, historla y matemdticas; 5, artes pldsticas e historla. A 2 les gustan las
tres y a 5 ninguna de ellas. iCudntos jévenes hay en el grupo?

30. Supdn que en una encuesta relaclonada con los habitos de lectura se obtlenen
los slgulentes datos:
El 60% de los encuestados lee la revista A, el 50% lee la revista B, el 50% lee
la revista C, el 30% lee las revistas A y B, el 20% las revistas By C, el 30% las
revistas A y C v el 10% lee las tres revistas.

a) ¢Qué tanto por clento de los encuestados lee exactamente dos revistas?
b) ¢Qué tanto por clento no lee ninguna de las tres revistas?

31. El responsable de un grupo de estudiantes dio los sigulentes datos sobre ellos:
“En nuestra aula hay 45 alumnos, de los cuales 25 son varones; 30 alumnos tle-
nen buenas notas, entre ellos, 16 varones. Entre los 28 que practican deportes
hay 18 varones ¥ 17 estudiantes con buenas notas. Hay 15 varones que tienen
buenas notas y practican deportes”.

Dias después el profesor gufa, quien les Impartfa matemadticas, lo llamd y le dijo
que habia un error en los datos.
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Muestra que, efectivamente, los datos son erréneos. (Sugerencla: Calcula la can-
tidad de muchachas del grupo que no praclican deportes ni tienen buenas no-
1as).

3. Concepto de probabilidad

Como sabes, la matemdtica es un Instrumento para comprender y transformar el
mundo. Esto se pone de manifiesto cuando expresamos matemadticamente las leyes
de la naturaleza.

La matemdtica que has estudiado hasta ahora es adecuada para la descripcldn
causal de los fendmenos; este tipo de descripcidn nos permite conocer con segurldad
las consecuenclas sl se conocen las causas. Por ¢jemplo, sl se suelta una pelota en
el alre podemos asegurar que caerd atralda por la tlerra y, sl conocemos la altura,
podemos calcular la velocldad con que chocard con el suelo.

Ademds de los fenémenos que pueden ser modelados mediante una descripcién
causal, existen fenémenos para los que no es posible una descripclén de ese tipo en
el estado actual de nuestros conoclmientos, 0 no hay recursos para realizar los cdleu-
los que estos requerirfan. Se habla en este caso de fendmenos aleatorios.

Lin ejemplo de fendmeno aleatorio es la determinacion del sexo de un nlito, va
que en el estado actual de la clencla, no es posible predecir cdmo se van a acoplar
los cromosomas sexuales y, por tanto, no se conoce el sexo hasta que el embridn
estd formado y desarrollado.

Sin embargo, el hecho de que no sea posible una descripcién causal no significa
que los fendmenos aleatorlos (o del azar) no estén sometidos a leyes, ¥y que no se
puedan describlr matemdticamente. En estos casos se emplea una descripelén es-
tadistica; el concepto matematico central en una descripcion de este tipo es el de pro-
babilidad y es en este epigrafe donde realizamos una introduccidén a su estudio.

Un ejemplo de descripcién estadistica lo tenemos cuando se habla de la morta-
lidad Infantil; al decir que la mortalldad infantil en Cuba es de 10,7 por cada mil na-
cldos vivos (dato de 1990) se da una descripclén que nos permite conocer, con qué
frecuencla muere un nifio en su primer afio de vida. Por supuesto, esta descripclén
no nos permite determinar sl un nifio determinado morird o no.

El hecho de que una descripcién estadistica no determine lo que ocurriréd en ca-
sos particulares, no significa que sea Inatil; asf, por ejemplo, st comparamos la mor-
talidad Infantil de Cuba con la del resto de los paises de Latinoamérica (que est4 en-
tre 60 y 70 por cada mil nacldos vivos), podemos aflrmar que en esos palses es
6 veces mds probable que un nifio muera en su primer afio de vida. Ademds, la dis-
minucién de este indice permite conocer que el hombre puede dominar también los
fendmenos aleatorlos. En este caso se logra extendiendo la atenciéon médica y me-
jorando su calldad.

Existen diferentes formas de introducir el concepto de probabilidad; nosotros nos
limitaremos al concepto “cldsico™ de probabilidad que se basa en la noclén intuitiva
de “sucesos Igualmente probables™. Intuitivamente conslderamos que dos sucesos
son lgualmente probables, cuando ambos tlenen la misma posibilidad de ocurrir
o, lo que es lo mismo, que sl repetimos el experimento un ndmero muy grande de
veces, ambos ocurrirdn, aproximadamente, el mismo nimero de veces,

Por ejemplo, si lanzamos al alre una moneda de cinco centavos esperamos que
¢l hecho de que muestre hacla arriba la cara que representa una estrella y el hecho
que muestre hacla arriba la que representa un escudo sean Igualmente probables. Si
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se lanza una moneda unas § 000 veces debe resultar estrella aproximadamente el
mismo nimero de veces que escudo; unas 2 500.

Este hecho lo puedes comprobar “experimentalmente™ utllizando una computa-
dora. El sigulente programa, escrito en MSX-BASIC, simula el lanzamiento de una
moneda N veces y cuenia cuantas veces resulla estrella v cudl es su frecuencia.
Correlo en una de las computadoras de tu escuela para diferentes valores de M.

1
Verds que mientras mayor es el valor de N, mds se acerca la frecuencla a E :

10 REM lanzamiento de una moneda

20 INPUT N

WFORI=1TON

40 A = RND (-TIME)

50 A = INT(10*A)

60 IFA>4 THENE =E + |

70 NEXT I

80 PRINT “Frecuencla de estrellas:"™; E/N
20 END

Deflniclén 1 (Concepto de probabilidad)

Sl un suceso A puede ocurrir en n, casos de n casos posibles e igualmente pro-
bables, se define la probabllidad de A y se denota p (A4), al coclente

ﬁ(ﬂ} = -n—"-
n

Al referirse a los casos en que puede ocurrir el suceso 4 es costumbre hablar de
“casos favorables™ y, entonces, se Interpreta la probabilidad como el coclente de ca-
sos favorables entre casos posibles.

Ejemplo 1

Al lanzar un dado (homogéneo), icudl es la probabllidad de obtener un 5?

Resolucion

Con la palabra homogéneo se qulere significar que los 6 resultados son lgualmente
probables, en lo sucesivo se asumird que es asf slempre. Asl pues, en este caso te-
nemos 6 resultados posibles (e Igualmente probables): 1; 2; 3;4; 5 v 6. El suceso A
es “‘obtener un 5", luego de los 6 resultados sélo uno es favorable, que es obtener

un 5,y p(4) = %.l

Observa que “casos favorables” no tiene ninguna significaclén positiva o negativa,
es solo un nombre; en este caso obtener un 5 no es “‘favorable™ ni “desfavorable"
en el sentido usual. En otros casos (como en el de la mortalidad Infantil) a lo que
llamamos casos favorables son realmente desfavorables.

No slempre es tan senclllo calcular la probabilidad como en el ejemplo 1.
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Ejemplo 2

Estudios realizados en diferentes paises y épocas muestran gue la probabilidad de

nacimiento de un varon es aproximadamente 2; . Cudl es la probabilidad de

tener 4 hijos varones?

Resolucién 4
Decir que la probabilidad es R significa que hay 22 casos lavorables (vardn) de

43 posibles. En otras palabras, ¢l nacimiento.de un nifio puede ocurrir de 43 formas
y de ellas 22 son favorables.

Si se tiene un segundo hijo, por cada uno de los 43 casos posibles se tienen, de nue-
vo, 43 posibilidades y entonces el total de casos posibles es 43 - 43 = 43y asi su-
cesivamente.

Si el nacimiento se repite 4 veces, el total de casos posibles serd, sesun el principlo
de multiplicacidn,

43 .43 .43 .43 =434= 3 418 301

y. aplicando de nuevo el principio de multiplicacién, los casos favorables serdn
224 = 234 256.
Entonces. si 8 representa el suceso “los 4 nifios son varones™, la probabllidad serd

Py = —223 236 60685, m

3 418 801

Observa que la probabilidad de nacer vardn es ligeramente superior a 0.5

22 B
T

pero la probabilidad de 4 varones es menor que 0.1. Esto explica por qué son poco
frecuentes las familias con 4 o mds hijos, todos varones.

De la definicion de probabilidad resultan de inmediato algunas propledades ele-
mentales.

Teorema 1

La probabilidad satislace las propledades:
a) Para wdo suceso A, 0<p(4)< |.
b) 51 A ¥ B son excluyentes (es declr, no pueden ocurrir simultdneamente)
entonces,
pld o B) = pl4d) + plB).
clp(no A) = | = plA)

Dempostrgeicin

a) St nm, representa los casos favorables y n los casos posibles se cumple,
0<n, <n
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luego 0 =< ﬂ"—di = |
n H

y esto significa 0 < pld) < 1 como se queria.

b) Como A y B no pueden ocurrir simultineamente, si 1, es el niimero de veces que
ocurre A ¥ 1, el nimero de veces que ocurre B, el nimero de veces que ocurre
Ao Beslasuma n, + n, luego:

n, +n n n

A8 o ZA . ZE = plA) + plB)

" " f

¢) Si n, es el nimero de veces que ocurre A, entonces A no ocurre en 7 - n, Casos,

lucgo;

A o B) =

H -0 n n
pino A) = ——2 = — - 2L -1 -pi4).10
M " n

El teorema lc es dtll, en ocasiones, para calcular la probabilidad de un suceso.

Ejemplo 3

Una obra de cuatro tomos se coloca en el estante al azar. Calcula la probabilidad

de que los tomos no queden en orden ni de derecha a izquierda ni de izquierda a
derecha.

Resoluclon

Calculemos el nimero de casos posibles, es decir, de cudntas maneras pueden co-
locarse los cuatro libros: para ¢l primer llbro que se escoja hay 4 posibilidades (pues
hay cuatro libros), después de colocado este, quedan 3 libros para la segunda posi-
clén, 2 para la tercera y al final queda un solo libro para ocupar la cuarta posiclon,
Aplicando el principlo de multiplicaclén hay 4 -3 -2 - | = 24 ordenaclones posi-
bles. Como los tomos se colocan al azar, asumimos que todas las ordenaciones son
igualmente probables.

Si conslderamos el suceso A: los llbros quedan en orden, debemos calcular p (no A).
El suceso A ocurre cuando se tlenen los ordenamientos | 234 y 4 321, luego

2 1
A B e BT -s— I[[
pld) 14 T y por lo tanto
1 1
mA)=1 - plA) =1 = — = —_ 1
nl ) plA) T T

Ejerciclos (epigrafe 3)

1. En un grupo de 35 alumnos hay 14 varones. 81 se selecclona un alumno al azar,
¢Cudl es la probabllidad de que s¢a una muchacha?

2. Se tiene un juego de domind de 28 fichas (desde el doble blanco hasta el doble
sels). éQué probabilidad hay de que al coger una ficha, haya en esta exactamente
cuatro puntos?

3. En una caja hay 30 tornillos de los cuales 6 estdn oxldados. 51 se extrae un tor-
nillo al azar. écudl es la probabilidad de que no esté oxidado?
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. Sisc escoge al azar una letra de la palabra “'prensa”, écudl es la probabilidad de

que sea la letra n? iCudl es la probabilidad de que sea una vocal?

. Se lanzan dos dados. ¢Cuél es la probabllidad de que la suma de los puntos ob-

tenidos sea 77

. Se lanzan dos dados, uno es rojo v el otro es blanco.

Calcula la probabilidad de que el dado rojo muestre un nimero mayor que el
dado blanco.

. Calcula la probabilidad de obtener “estrella y nimero mayor que 4™ al lanzar

una moneda y un dado.

. Se lanzan dos dados. Calcula la probabllidad de que la suma de los puntos ob-

ienidos:
a) sea mayor que 9,
b) sea multiplo de 3.

. Calcula la probabilidad de que al lanzar un dado se obtenga un ndmero multiplo

de 9.

. Se tienen dos cajas (1 y [1). En la caja | hay 6 ldplces azules y en la caja 11 hay

2 lipices azules y 5 ldplces rojos. 51 se escoge al azar un ldpiz de cada caja, cal-
cula la probabllidad de los sucesos;

A los dos ldplces son rojos,

B: uno de los ldplces es rojo ¥ el otro azul,
C: los dos ldpices son azules,

[): al menos uno de los ldpices es azul.

11*. Considere tres urnas con la sigulente composicién: la urna I contlene 2 bolas

12%,

13.

145,

24

blancas y 4 bolas rojas, la Il contiene | bola blanca y 3 bolas rojas y la urna
[11 contiene 3 bolas blancas y 3 bolas rojas. Una bola es selecclonada de cada
urna. Determina la probabilidad de que:

it) ¢ escojan tres bolas blancas,
h) s¢ escojan exactamente dos bolas blancas,
¢) 4l menos una de las tres bolas sea roja.

Un cubo, cuyas caras estdn pintadas. se ha dividido en | 000 cubos lguales mds
pequenos, los cuales son colocados en una bolsa. Calcula la probabllidad de
que uno de los cubos pequeios tomado al azar tenga exactamente

i) una cara pintada,
b) dos caras pintadas,
¢) tres caras pintadas.

51 se selecclona al azar un ndmero de tres cifras, ocudl es la probabilidad de que
la suma de sus diglios sea 4?

Al lanzar tres dados, équé es mds probable; obtener en total 10 puntos o alcan-
zar solo 9 puntos?



15* Escribe un programa de computaclén que calcule la probabilidad de que al lan-
zar tres dados se obtengan en total N puntos.

16 . En un Instituto de investigaclones clentificas trabajun 55 personas. De estas. 26
conocen el idioma ruso, 20 el alemdn y 16 el francés. Ademis, 13 conocen el
ruso y el alemdn; 8, el ruso y el francés y 5, el alemdn y el francés. Hay 3 per-
sonas que hablan los tres Idlomas. Si se selecclona al azar una de lus personas
que trabajan en el Instituto, icudl es la probabilidud de gue no hable ninguno
de estos tres Idiomas?

17*, Se escoge un nimero entre 1 y 1 000 Inclusive. Calcula la probabilidud de que:

a) el nimero no sea divisible por 7,
b) el nimero no sea divisible ni por 2, ni por 3, ni por 5 ni por 7.

18% Al entrar a un supermercado cuatro personas entregan los paguetes que traian
a la empleada encargada de guardarlos. 51 a lu salida los cuatro paquetes sc les
devolviesen al azar, ¢cudl es la probabilidad de que al menos una de las cuatro
personas reclba su paquete?

19*. (Problema de las cajas de [6sforos de Banach.)

Un clerto matemdtico slempre lleva dos cajas de fdsforos, y cuando quiere un
fasforo selecclona una caja al azar. S| cada caja tiene n fdsforos, determina la pro-
babllidad de que cuando una se vacie, la otra tenga n fdsforos.

4. Variaciones y combinaciones

Con los principlos de la teorfa combinatoria que estudlaste en el epigrafe 2 se
pueden resolver la mayor parte de los problemas que se presentan; sin embargo,
existen algunos casos particulares que se dan con clerta frecuencla y para los cuales
resulta posible obtener férmulas senclllas.

Definleién 1

Se llaman varlaclones (sin repeticidn) de » objetos tomados p a p, a todas las
posibles ordenaclones de p objetos tomados de los n.

Ejemplo 1

Obtén todas las variaciones de las vocales tomadas 3 a 3.
¢Cudntas hay?

Resoluclén

El diagrama en drbol de la figura 1.6 Indica coémo obtener todas las varlaclones.
Obtenemos asi las variaclones ael, aeo, aeu, ale,...,uoi. Para contarlas apliquemos el
principlo de multiplicacién. La primera vocal se puede escoger de 5 formas, la se-
gunda de 4 formas (no se puede repetir la primera) y la tercera de 3 formas (no se
pueden repetir ninguna de las dos primeras).
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AMA

N
-~ B

Fig. 1.6

Segiin el principlo de multiplicacién, en total se tendrin
5:.4.3=0600

Sl n = p hablamos de permutacliones de orden n.

Teorema 1

El nimero de permutaciones de orden n se denota P, y se calcula con la férmu-
la

Po=ne(n=1)e(n=2)+..02-1,

Demostracidn

Procederemos por Induccidn en n; para m = 2 es clerta evidentemente:
P,=2 =2 + 1 pues solo existen dos permutaciones a,a,y a,a,
Supongamos que es clerla para n = k, o sea,

Po=k-(k-1):c.s2:1.
Para formar las permutaciones de orden & + | podemos proceder como se llustra en

la figura 1.7, es decir, selecclonar uno cualquiera de los & + | elementos y después,
para cada selecclon, escoger una permutacidon de orden k.
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0 < }pl permutaciones
a < }Fr permulaciones

s Fr permutaciones

Fig. 1.7

Entonces, segin el principlo de multiplicacién,
Pa=Ch+1) - Po=(k+1)skelk -1)e.. 21
como se queria, luego;
Po=n:.(n-1):(n -2)....2.1.0

Ejemplo 2

En una serie selectiva de bélsbol participan 8 equipos. iCudntas posiciones finales
diferentes pueden resultar?

Resolucidn

Cada poslicién final es una permutacién de los 8 equipos, por tanto, en total pueden
existir;

Pi=8.7.6.5-4.3.2-1=40320.1

El nimero nn «(n - 1) - ... - 2 - | aparecerd con frecuencla en lo que sigue y es
convenlente darle una notaclén especial.

Definiclén 2

* Se llama factorlal de n y se denota n! al nimero
"! =N '{" - I] '(l‘l -2}"”1 '2 '1.




En general se cumpie:

Teorema 2

E! nimero de variaciones de n objetos tomados p a p, se denota ¥,y se calcula
mediante la formula;

Ve=nln - 1n - 2. (n - p+ 1)

Dermostracian

Procederemos por Induccién en n. Para n = p (no es posible que n<p, por eso se
comienza por p) se trata de las permutaclones de orden p:

Vi=h=rl -p -2.2:1=plp -1Mp -Ddp -p+ 2p -p + 1),
Supongamos que es clerla para # = k. 0 sea,
}-’F =k(k - 1).0k -p + 1)

Formamos las varlaclones de £ + 1 elementos tomados p a p (Nig. 1.8).

ay < }"’}4 variaclones

PR é }F:_, variaciones

Fig. 1.8

Luego, aplicando el princlplo de multiplicacién, resulta

Vil=le+ )V, = (kv Dk -1tk - -1+ 1)
=k+Dkk=1)..(k+1-p+ 1)
Entonces,
Vei=n(n-)..(n-p+1).0

Observa que son p factores sucesivos decreclentes empezando por n.
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Ejemplo 3

En un comité de 8 personas hay que elegir un presidente, un vicepresidente y un
secretarlo: i{De cudntas formas puede hacerse?

Resolucidn

Se trata de formar grupos de 3 personas en los cuales la ordenaclén juega un papel
esenclal, pues no es lo mismo Juan Presidente, Pedro vicepresidente y Ana Secre-
tarla que Pedro presidente, Ana vicepresidenta y Juan secretario. El hecho de que
el orden sea esencial nos indica que son variaclones, luego, se trata de calcular las
variaciones de 8 elementos tomados 3 a 3. Empezamos en 8 y tomamos 3 factores
decrecientes sucesivos:

Vi=8-(8-1).(8-2)=8-7-6=2336.1

La férmula para el edlculo de las varlaclones puede escribirse en forma mds com-
pacta utilizando factorlales:

n!
(n = p)

En efecto,

aln = )...(n=p+1Xn -pln =p - 1)...2:1

l-""' ] —] = I =
# ,'{" } {” I"’+ } {” == p]{” - ﬂ . 1}r'12 . I

1
.
= ——— COomo s¢ queria.
{n - p)

Para dar generalidad a esta férmula es necesario que Incluya el caso n = p, en
este caso,

V' = P, = n!

y debe ser (n - n)! = 1. Esta es una de las razones por las que se define 0! = 1.

Ejemplo 4

a) iDe cuéintas formas pueden distribuirse en los dias de la semana los cumple-
afios de 4 personas, de modo que no haya colncldencias?

b) iCuél es la probabilidad de que en un grupo de 4 personas haya al menos 2 que
nacleron ¢l mismo dia de la semana?

Resolucldn

a) Se trata de distribuir los 7 dias de la semana en grupos de 4 en los que el orden
es esenclal ya que no es lo mismo que el lunes sea el cumpleafios de Pedro a que
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sea el de José. Esto significa que hay que contar las varlaclones (sin repeticién)
de 7 elementos tomados 4 a 4.

L L T:6:5:4:3:2:1 o ¢.5.4=840

3 j.2

b) En este caso se trata-de calcular la probabllidad de que al menos dos cumpleafios
coincldan; es mds simple calcular la probabilidad de que no coindan y aplicar el
teorema lc del epigrafe 3.

Calculamos la probabilidad de que no coincidan. El nimero de casos favorables
es el calculado en el Inclso a, n, = 840,
Calculemos el nimero de casos posibles: el primer cumpleafios puede ocurrir
cualquler dia de la semana, es decir, de 7 formas; para cada una de estas formas
el segundo puede ocurrir de 7 formas y asi suceslvamente. Luego, segin ¢l prin-
clpla de multiplicaclén
A=7+7-7.7T=T'=12401
B840

= —————

p (no colincldencla) 3 401 0,35

Luego, sl A4 es el suceso que consiste en que al menos dos colncldan:
Se ve que es més probable que haya coincldenclas a que no las haya. B

Definlcitn 3

Se llaman combinaclones de n objetos tomados p a p, a todos los subconjuntos
de p elementos que se pueden formar con los n objetos.

Puedes observar que las comblinaclones se diferenclan de las variaclones en que
en ellas no interesa el orden.

Ejemplo 5 '

Obtén las combinaclones de las vocales tomadas 3 a 3, icudntas hay?

Resolucldn
En la figura 1.9 se Indlca ¢cdmo formar las combinaclones.
Obtenemos las combinaclones ael, aeo, geu, aio.....iou. Para contarlas debeémos ob-

servar que con cada 3 vocales diferentes se forma una sola combinaclén, en lugar
de 3! = 6 varlaclones diferentes que se forman con ellas, luego, el total serd

Vi 543 @
k| k1]

Establece una comparacién de este ejemplo con el ejemplo 1.
El princlplo aplicado en el ejemplo anterlor se cumple en general.
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Teorema 3

El ndmero de combinaclones de n elementos tomados p a p. se denota

(:_r) y se calcula con la formula

( : ) (ﬂ p]q ol

Los nimeros (” ) reciben el nombre de niimeros combinatorios. Tamblén se
denotan por C;

Demosiracidn

Para demostrar este leorema basta observar que cada p! varlaclones dan lugar a una
sola combinacién, pues no importa el orden, luego

1
( ) F‘ YT —Hp}!p!"

Ejemplo 6

De un grupo de 10 personas hay que seleccionar 3 delegados a la asamblea de
escuela. ¢De cudntas formas pueden elegirse?

Resolucion .
Como en esle caso no Imporla el orden, se trata de combinaciones:
10 0! 10 -9 -8
( ) 3.1.‘—' TR P

Pueden elegirse de 120 formas. B
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Ejemplo 7

En una urna se tienen 6 bolas negras y 4 blancas. Se extraen dos bolas al azar
éccudll es la probabllidad de que ambas sean blancas?

Resolucidn

En esta oportunidad los casos favorables son los que consisten en que las dos bolas
extraidas sean blancas y el total de casos posibles son todas las formas de extraer dos
bolas. Como no se marca el orden de extraccldn (las dos bolas son las mismas, cual-

quiera sea el orden en que se sacaron), se trata de combinaciones y el total de casos
posibles es:

nz(m) —-45

Los casos favorables son los que consisten en extraer dos bolas blancas (suceso A);
de nuevo no Interesa el orden y como son 4,

n,_( ) = 2.;.=

Ejerciclos (epigrafe 4)
1. Forma todas las varlaclones de las letras A,B,.C.D.E, F tomadas dos a dos.
2. Forma las varlaclones de los nimeros 1;2:3:4 tomados tres a tres.
3. Calcula el nimero de variaciones de slete objetos tomados cinco a cinco.
4. Calcula el nimero de varlaciones de dlez objetos tomados cuatro a cuatro.
3

. ¢De cudntas maneras se pueden depositar 4 cartas en 7 buzones no depositando
mds de una carta en cada buzén?

6. Una linea de ferrocarriles tiene 30 estaclones cada una de las cuales explde bo-
letos a las demds estaclones. Determina cudntas clases de boletos se necesltan.

7. Enuna carrera de 100 metros planos participan 8 corredores. iDe cudntas ma-
neras diferentes pueden quedar ubicados los corredores en la carrera (sin con-
slderar empates)?

8. Una habltaclon tiene 6 puertas. éDe cudntas maneras es posible entrar por una
puerta y salir por otra diferente?

9. ¢Cudntos ndmeros entre 100 y 999 inclusive estdn formados solamente por digl-
tos Impares diferentes?

10. iDe cudntas formas puede confecclonarse una bandera de tres franjas de colores

distintos 5! se tlenen telas de colores azul, blanco, rojo, amarlllo y verde?
¢Y sl la franja superlor debe ser roja?
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11. iCudntos dicclonarios diferentes hay que editar para que se puedan hacer tra-
ducclones directamente entre cualquiera de los Idlomas: espafiol, ruso, inglés,
francés y alem4n?

12. Con los digitos 1;2;3:4;5 y 6, icudntos nimeros menores que 1 000 pueden for-
marse que no tengan clfras repetidas?

13. éCudntos nimeros de cuatro clfras diferentes pueden formarse con las cifras del
nimero 2 5747 iCudntos de ellos son Impares?

14. iCudntos nimeros diferentes pueden formarse tomando 5§ digitos distintos del
nimero 43 256 1787

15. Escribe todas las permutaciones de los elementos del conjunto {azul, blanco,
rojo|.

16. Calcula el nimero de todas las “palabras™ (tengan sentido o no) que se obtienen
permutando las letras de la palabra AMOR. Escribelas.

17. iDe cudntas maneras pueden disponerse los 9 jugadores de un equipo de béls-
bol? iDe cudntas maneras sl el lanzador y el receptor son fljos?

18. éDe cudntas maneras 6 soldados pueden colocarse en fla? iDe cudntas maneras
sl a uno de ellos no se le permite ocupar los extremos?

19*% iDe cudntas maneras pueden sentarse 5 personas alrededor de una mesa re-
donda?

20* iDe cudntas maneras pueden colocarse 8 llaves en un llavero?

21. iDe cudntas maneras pueden formar parejas en un balle 10 muchachas y 10 va-
rones?

22. Escribe las combinaclones de las letras 4,8,C.D.E tomadas tres a tres.

23. Un equipo de 8 estudiantes realizé un trabajo de Investigacion. En la exposicion
del trabajo participan 4 estudiantes. éDe cudntas maneras se pueden selecclonar
los 4 estudiantes?

24. Hay 20 puntos en el plano, de los cuales no hay tres alineados. ¢Cuantas recias
pueden trazarse unlendo pares de puntos? iCudntos tridngulos pueden formarse
cuyos vértices sean tres de estos puntos?

25. En una circunferencla estdn situados 20 puntos. Considerando estos puntos
como vértices, écudntos tridngulos Inscritos en la circunferencla pueden trazar-
se?

26. En un plano hay 12 puntos pero 4 estdn en linea recta. Determina el nimero
de rectas de unldn.
27. Calcula el nimero de dlagonales de un poligono de n lados.

28. En una serle selectiva de bélsbol participan 8 equipos. S| cada par de equlpos se-
enfrenta 9 veces, icudntos juegos se realizan en total?

29. Una compaiila estd formada por 3 oficlales, 6 sargentos vy 60 soldados rasos.
4De cudntos modos puede elegirse entre ellos un destacamento formado por un
oficlal, dos sargentos y 20 soldados rasos?
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30. éCudntas formas existen de escoger 12 personas de entre 17, si dos personas de
estas |17 no pueden ser elegldas juntas?

31. En una urna hay fichas con los nimeros 1;2;3;...;10. De ella se sacan 3 fichas
a la vez. ¢En cudntos casos la suma de los numeros escritos en dichas fichas serd
igual a 97 (Y no menor que 97

32. Un coro estd formado por 10 participantes. ;De cudntos modos se pueden es-
coger 6 participantes durante tres dias, de forma que cada dia el coro tenga dis-
tinta composicldn?

33. Dados 5 segmentos de longliudes 4:6:7:8 v 9 cm, respeclivamente, icudntos
tridngulos diferentes pueden construlrse?
Nota: dos tridngulos se consideran diferentes sl no son congruentes,

34. iCudntos nimeros naturales entre 10 000 y 100 000 tienen como Unicos digltos
6;7 u 87 &Y cudntos sélo 6;7:8 o 07

35*. En una reunidn deben Intervenir 5 personas: A, B. C, Dy E. iDe cudntas mane-
ras se pueden distribulr en la lista de oradores con la condiclén de que B debe
intervenir iInmediatamente después que A7

36. Hay 9 libros diferentes en un estante: 4 son rojos v 5 son verdes. ¢De cudntas
maneras diferentes es posible colocarlos 2n el estame de tal forma que:

a) no haya restricclones,

b) lbs libros rojos deben estar juntos y los verdes tamblén,

¢) los libros rojos deben estar juntos pero los verdes pueden estarlo o no,
d) no haya dos libros juntos del mismo color.

37*. Un examen consta de 10 preguntas. éDe cudntas maneras puede un estudiante
responder correctamente a exactamente 8 preguntas? i¢De cudntas maneras
puede responder errdneamente a lo sumo a dos preguntas?

38* Un grupo de danza estd formado por 7 hombres y 4 mujeres. Es necesarlo se-
lecclonar 6 personas de forma que entre ellas haya no menos de 2 mujeres. iDe
cufdntas maneras puede efectuarse la eleccldn?

39*. Para los premlos de un concurso de Matemadticas se tlenen 3 ejemplares de un
libro, 2 de otro y 1 de un tercero. {De cudntos modos se pueden entregar los
premios, sl en el concurso participan 20 personas y a nadle se le otorgan dos
ejemplares de un mismo libro pero se le pueden entregar dos o tres libros di-
ferentes?

40. Una urna tlene 6 bolas blancas y 4 negras. Se extraen 2 bolas a la vez. Calcula
la probabilidad de los sigulentes sucesos:
A: una de las bolas es blanca y la otra negra,
B: las dos bolas son del mismo color.

41. Dos muchachos y dos muchachas se colocan en flla, al azar, para tomarse una
fotografia. ¢Cudl es la probabilidad de que las muchachas y los muchachos que-
dan alternados en la fotografia?
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42. En una habitaclén hay 5 personas que llevan nimeros de Identificaclén del
| al 5. 51 se selecclonan al azar dos personas, i«cudl es la probabllidad de que en-
tre estos dos ndmeros de Identificacién el mayor sea 37

43" Se escribe al azar un ndmero natural de cinco cifras. ¢Cuél es la probabllidad
de que el producto de sus clfras sea 207

44. Tomando al azar digitos del conjunto |1 ;2 ;3 ;4 ;5|se forma un nimero de
3 cifras distintas. Calcula la probabiildad de que sea maltiplo de 3.

45, Se escriben cuatro cartas y los sobres correspondlentes. Se Introducen las cartas
en los sobres sin fijarse en sl corresponden. ¢Cudl es la probabllidad de que se
aclerte en todas? ¢Cudl es la probabllidad de fallar en alguna?

46* Un profesor de Educaclon Fislca decide dividir a sus 10 alumnos en dos equi-
pos de 5 para jugar baloncesto. Para ello anota los nombres en 10 papelitos
(uno en cada papelito) y los coloca en una caja. Uno de los muchachos le dice
a su mejor amigo: “0Ojald calgamos en el mismo equlpo”. El amigo le responde:
“Tenemos 50% de posibilidades de jugar juntos”. {Es correcta su afirmacién?

47. Se lanzan cuatro dados, iCudl es la probabilidad de que los cuatros numeros
mostrados sean diferentes?

48. En un lote de 12 articulos se conoce que 4 de ellos son defectuosos. S1 se esco-
gen dos articulos del lote al mismo tlempo, calcula la probabilidad de que:

a) los dos sean defectuosos,
b) los dos sean buenos,

c) uno sea bueno y el otro defectuoso,
d) al menos un articulo sea bueno.

49. Se reunen 7 personas. Calcula la probabilidad de que todas cumplan afos en
dias diferentes de la semana.

50. Demuestra que sl m.p <N y n3>p + 1, entonces:
0i(3)=(5)
) S Caas )
2 ()=, Ga )
51. Calcula de la manera més ventajosa:
0 (3)+(3)
() -(5)
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Teorema del binomio

5. Teorema del binomio

Desde la secundarla bdsica conoces la fdrmula del binomio
(@ + b)Y =a? + 2ab + b

En este epigrafe generallzaremos esta formula para obtener potencias naturales
cualesquiera de un binomilo.

Teorema 1 (Teorema del binomio)

(a + b = (:)u"+ (r;)a"*".‘?«r (;)ﬂ"lﬂli- S

L Jer e ()

Observa que la suma de los exponentes de a y b es slempre n y que el coeficlente

es el nimero combinatorio ( ’; ) donde & es exponente de b.

Ejemplo 1

Halla el desarrollo de (@ + b)%

Resolucidn

weons (3)ere (5) e0r (3o (5)ewe
+ (i)ab"+ ( i)b’

=1 a’+ 5 .a%+ 10.a%t+ 10 a®h’+ 5 .ab*+ 1 .b}
=a'+ 5a'%h + 10a’h? + 10a%® + S5ab* + b*. 0

Ejemplo 2

Determina el coeficiente del términe a®* en el desarrollo de (2 + B)'°
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Resoluclén
De la observacién anterlor se deduce que el coeficlente de a®h* es

(m) W =210.m

Ejemplo 3

1 \n
Encuentra en el desarrollo de (x - — )
X

a) el cuarto término,
b) el término Independlente.

Resolucidn i
a) Como el primer término es x'?, es decir el exponente de — es 0 y este exponente
X

aumenta de 1 en 1, en el cuarto término aparecerd (— ) entonces este tér.
mino es:

()@ ) - g o k-

b) En el término independiente, x y 3 deben aparecer con el mismo exponente,
X

como la suma de ambos es 12, el exponente de cada uno es 6, luego el término
Independlente es:

(‘i)f-%: a:_i'.!* -924.m

Es facll comprender por qué aparecen los nimeros combinatorios en esta férmu-
la. Podemos calcular (x + a Xx + aj) ... (x + a,).

Para esto se toma un factor de cada paréntesls; por ejemplo para obtener x" es
necesario tomar x en cada uno de estos paréntesis v solamente puede hacerse de
una forma.

Para obtener x" ' se toma xen n - | factores y en el otro factor el término In-
dependiente; resulta la suma de productos:

ax" +ax"'+ax"" + .. +ax" =fa,+a,+ .. +a)x""

Para obtener x*! se toma x en n — 2 factores y ¢l término Independiente en los
dos restantes; se obtlene:

ala!x""" + alalx"" L S A ax"l = (ag,+ag, + ... + a,, -‘:I',.,_]Jt""z

Finalmente resulta:

*+(@, +a, +.+a)x" +l@ag,+aa@y,+ .. +a.,a)x" + .. +aga;.a,
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St ahora se ponea, = a; = a, = ... = 4, = a. los coeflclentes serdn potenclas de
a y su nimero serd Igual a la cantidad de combinaclones de ese orden.

Independientemente de este argumento, el teorema | puede ser demostrado utl-
lizando Inducclén.

Demostracion del teorema |

Ya hemos visto que para n = 2 el teorema se cumple; supongamos que se cumple
para n = k:

(a + b) = (g)ﬂ‘dr (‘;)ﬂ*"b-r,,.-x-(i)a*"b“+...+ (i)b‘

entonces,

la+86"=(a+5) ~(a+b)
= ala + b) + bla + b)*

a4 (“T)ﬂ‘b+...+( ';)a“'"b"+...+ (i)db‘i‘

+(g)a"b+,,.+(p‘i])a““'b"+...+ (k,it)db‘+b‘*

Para reducir términos semejantes debemos sumar nimeros combinatorios de la fo

k k
ma ( l) + ( ); calculemos estas sumas:
P - ]

k k k! k!
(p-l)+(p)= G-Dk-p+ 1 pk-p)

k! [ 1 +_1_]
-D&-p Lk-p+1 p

J k! [p+k-,u+l]
@ -1k -pp plk —p+ 1)
k'k + 1)
@-Dpk -plik-p+1)

(+12 (k+1) ==(Jufl)
pik —p+ 1) i pPlk+1-p) P 3

Entonces,

fa+b) =a" + ("H]' I)a*b+...+ (*;] }a"”‘ﬁ"-b.ﬂ-p.&*"

- (k;t}a"‘+ (k:l)n"b+.,.+

+(k;l)a*“"’b’+._.+(i:: b '.m
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Ejerciclos (epigrafe 5)
1. Halla el desarrollo de:
1 L]
Dment D@+ o@-b &)(h- 3 )

2. Determina el coeficlente del término:

a) x’y* en el desarrollo de (x + y)',
b) x? en el desarrollo de (x + 2)%

3. Desarrolla;
a) (x + 2p)? b) (2x + Sy)*
1 1
¢) (V2+ a)t d) (? ut - 1 v)‘

4. a)Halla el coeficlente del quinto, séptimo y décimo términos en el desarrollo de
(a + b)* (Existen otros términos con esos mismos coeflcientes?

b) iCudl es el coeficlente de a'’h'1?

5. Calcula:
a) el sexto término de (x - y)',
b) el octavo término de (2a - x)'°,
¢) el cuarto término de (x + 3y)%
d) el décimo términe de (2a + b)Y,

6. Halla el término Independlentemente de x en el desarrollo de:
I. 14 : ] 2
a) (-T + ? ) b) (3-‘1-' *—5;)

c) (—J—s + 2.u")1 d) [x + &)3”

7. Expresa como suma de potenclas:
ayi(x + 1)+ (x - 1)
b) (1 + 4a)! - (1 - 4a)?

8. Demuestra que para todo n natural se cumple:
" "
ﬂ(;]*(’:)*( ';)+ =wls. )=2
" " =
,,;,(';) -('I’)+(2)-...+t-1r(") 0

Ejercicios del capitulo

. En un campeonato de volelbol, masculino y femenino. intervienen equipos de
6 paises en ambos sexos. iDe cudntas formas diferentes se pueden repartir los
primeros lugares?
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. El examen tedrico para obtener la licencia de conduccién consta de 20 pregun-

tas. Para aprobarlo es necesario responder correclamente 14 preguntas o mis.
¢De cudntas maneras diferentes es posible tener en el examen exacltamente
14 preguntas correclas?

. En un campeonato de futbol participan 18 equipos. ¢De cudntas maneras dife-
rentes pueden quedar ubicados los 18 equipos? «De cudntas maneras diferentes
pueden distribuirse los tres primeros lugares?

. Luis tiene 9 libros v Ana, 7. Todos los libros son diferentes entre si.

a) «De cuiintas maneras diferentes puede ordenar Ana sus libros en un estante?
b) éDe cudntlas maneras puede escoger Luls 2 de sus libros para prestdrselos a
Ana?

¢) oDe cudntas maneras pueden Intercambiar Ana y Luls 2 de los libros de uno
por 2 de los libros del otro?

. Un estudiante necesita llamar por teléfono a una compafera de estudios pero so-

lo recuerda que las dos primeras cifras de su nimero telefénico son 32, y que
las otras cuatro son distintas entre si y menores que 5. 51 llama por teléféno al
azar, ¢qué probabilidad tiene de acertar?

. En una muebleria hay 14 limparas de noche de lus cuales se sabe que 5 tlenen

defectos. Si se escogen al azar 2 ldmparas pura hacer un chequeo de calidad, cal-
cula la probabilidad de que:

a) ninguna sea defectuosa,
b) exactamente una sea defectuosa,
c) al menos una sea defectuosa.

. SI s¢ escriben las 29 letras del alfabeto en un orden aleatorlo, ccuil es la proba-
bllidad de que las letras x.» queden juntas?

. En la figura 1.10 cada par de puntos consecutlvos, horizontal y verticalmente,
dista 1 unidad.

L] L ] L L

L] - [ ] ]

L ] * [ ] -

[ ] * - -
Fig. 1.10

a) ¢Cudntos cuadrados existen cuyos vértices son cuatro de estos puntos?

b) Si se selecclonan al azar cuatro de los puntos de la flgura, ¢cudl es la proba-
bilidad de que sean vértices de un cuadrado?



9*. El sigulente programa, escrito en BASIC, permite calcular la cantidad de nime-
ros de tres cifras tales que la suma de sus tres digltos es lgual a M:
10 INPUT N
20C=0
30 FOR 1
40 FOR J
50 FOR K
60IFI +J + K=
70 NEXT K.J1
80 PRINT C
B0 END

TO
TO
(o)

1
0
0T

9
9
9
NTHENC=C + |

zl—i

Con la ayuda de este programa y aplicando lo que has aprendido en este capl-
tulo:

a) construye una tabla con las cantidades de nimeros de tres cifras cuyos digl-
tos suman Npara 0 << ¥ < 30,
b) halla una f6rmula que resuelva el problema para 1 < N <9,

c) sl se escoge al azar un nimero de tres cifras, ¢cudl es el valor més probable
de la suma de sus digitos?

10*. Escribe un programa de computaclén que resuelva el sigulente problema:
*Calcula la probabilidad de que al lanzar tres dados el producto de los niimeros
obtenidos sea n™.

11. Si desarrollamos las potenclas
(a + b)°% (a + B), (a+ b) (a+b)..
obtenemos
Lo+ b, at+ 2ab+ b2 g*+ 3a% + Jab? + b3, .,

Podemos tomar los coeficlentes de cada desarrollo y colocarlos en forma de
tridngulo. Por ejemplo:

A este dlagrama se le llama tridngulo de Pascal.

a) Muestra que si se conoce una flla cualqulera de este tridngulo, es posible calcular
"los coeficlentes que forman la fila sigulente.

b) Escribe cusatro filas mds del tridngulo de Pascal dado anterlormente.
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¢COMO SURGEN LOS NUMEROS
COMPLEJOS?

Desde la secundarla bdsica conoces la férmula de resolucidn de una ecuacién de
segundo grado. SI la ecuacién es de la forma ux® + bx + ¢ = 0, esa f6rmula es:

-4+ |,r‘.‘:2 - duc

2ua

Xy 1=

Recordards que a D = b - 4ac se le llama discriminante y s1 D < 0 no exlsten

soluclones reales, pues la rafz cuadrada de un nimero negativo hasta ahora no tiene
sentldo para ti.

Tambilén existen fdrmulas de resolucidn para las ecuaclones ciblcas o de tercer
grado. Estas fdrmulas de resolucién no se estudian en la escuela media; su obtencién
se deblé al trabajo de los matemdticos itallanos Esciplone del Ferro, Nicolo Fontano
(Tartaglia) y Gerénimo de Cardano, entre los siglos xv y xvi.

En estas férmulas aparecen de nuevo raices cuadradas de numeros negativos,
pero estos matemdticos también rechazaron esas soluciones y no lograron darse
cuenta de que al rechazar las raices cuadradas de nimeros negatlvos que surgen en
¢l procedimiento de resolucldn, estdn excluyendo soluciones reales de la ecuacidn
dada.

Esta particularidad es observada por el también itallano Rafael Bombelll (1530-
1579), a qulen se debe la primera noclén del nimero complejo segin se puede apre-
clar en su libro Algebra. editado en 1572 y en el cual utlliza la férmula de Tartaglia
para la resolucién de ecuaciones de tercer grado. Bombelll representd las soluclones
medlante expreslones de la forma a =& -1 donde a v b son nimeros reales. A ex-
presiones como las anteriores las denominaron entonces *‘nimeros Imaginarlos”.

Los nimeros Imaginarlos no tuvieron entre los matemdticos de la época una
franca acogida, por lo que se mantuvieron envueltos por mds de 200 afios en el mds
completo misticismo; esto justifica la denominacion de “Imaginario”, carente de sen-
tido en la actualidad, aungue por razones histdricas atn se conserva esa denomina-
clén.

Aun en el siglo xviu, la expresion =1 estaba desprovista de sentido y represen-
taba un simbolo de una operacidn imposible que permitia establecer vinculos o re-
laclones imprevistas, que mds tarde fueron demostradas por los matemdticos fran-
ceses A. Demolvre (1667-1754) y J. D' Alembert (1717-1783) y el suizo L. Euler
(1707-1783), este ultimo Introduce la letra i para denotar el simbolo =1 . que en
eleciriz'dad se representa por J.

Fue en el siglo xix, cuando se dio un conceplo claro y preciso de los numeros
Imaginarios, contribuyendo en primer término. a la Interpretaclén geométrica, que

42



casi simultdneamente dieron el matemético alemdn K.F. Gauss (1777-1855), el no-
ruggo G. Wessel (1745-1818) y el sulzo A. J. Argaud (1768-1822) v, en segundo tér-
mino una concepcién puramente formal de los nimeros complejos. que los reduce
a nimeros reales y de la que fue el matemdtico alemdn Hermunn Hankel (1849-
1873), su mds preclaro expositor.

Los nimeros complejos. no solo constiluyen un complementc én la corstruccion
de los dominios numéricos, sino tamblén son una herramienta de trabajo, Impres-
cindible en numerosas ramas de la clencla y la téenlca; en el estudlc dz diversos te-
mas de Fisica, como son: el movimiento vibratorio, las oscllaciones arménicas y
olros fendmenos ondulatorlos. Los numeros complejos constituyen un lenguaje
aproplado para la representacidn matemdtica de esos fendmenos.

Los ilustres matemdticos del siglo xix, el francés A, Cauchy (1789-1857) v los
alemanes B. Riemann (1826-1866) y K. Weirstrass (1815-1897), construyeron, so-
bre la base de los nimeros complejos. una de las disciplinas matematicas mds bellas
y armoniosas, la teorfa de las Munclones de variable compleja que tlzne interesantes
aplicaciones.
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CAPITULO

2

Niameros complejos

Representaciéon binémica

1. Introduccion al estudio de los mimeros complejos

En estz capliulo vamos a introduclr un nueve dominio numérico: el dominlo de
los numeros complejos. Cabe preguntarse, ¢es necesarlo un nuevo dominio numé-
rico”, éexisten problemas de interés prictico que no puedan ser resueltos utilizando
los nimeros reales? Hasta ahora han sido problemas practicos los que han motivado
las sucesivas ampliaclones de los dominlos numéricos.

- Lus niimeros fracclonarlos surgen para resolver el problema de dividir una uni-

dad en varlas partes alicuotas, o sea, pura soluclonar ecuaclones de la forma ax = b
en las que b no es madltiplo de «.

El problema se resuelve afiadlendo “nuevos nimeros” — .ae N, beN*®

.- Los niimeros raclonales surgen para resolver el problema de magnitudes que
tiene dos sentidos, matemdticamente esto conduce a ecuaclones x + « = b con
b<u . El problema se resuelve “afiadiendo los nimeros negativos” - a. (a>0)

- Los numeros reales se completan para poder medir cantidades no raclonales
como la diagonal del cuadrado de lado 1; esto es equivalente a lu soluclén de ecua-
clones x* = g, ¢ >0 en las que a no es un cuadrado perfecto. El problema se re-
suclve “apadlendo los nimeros Irraclonales™

Ejemplo 1

Determina el dominio numérico més reducido al que pertenecen los nimeros sl-
gulentes:

a) T:: b) -53 OLI7 d=x e -2 0 1,010010001....

Resolucion

a) Al conjunto de los nimeros fracclonarlos (Q | ), pues se expresa como el coclente
de dos nimeros nalurales.

b) Al conjunto de los nimeros raclonales (Q ), pues se expresa como una expresion
decimal finita y negativa.

¢) Al conjunto de los nimeros fracclonarlos (Q , ), pues se expresa como una ex-
presidn decimal periddica.
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d) Al conjunto de los nimeros reales (R) pues x es Irraclonal.

e) Al conjunto de los nimeros enteros (T ), pues es el opuesto de un nimero na-
tural.

f) Al conjunto de los numeros reales (R) pues se expresa como una expreslén de-
cimal Infinita no perlédica. ®

Volvamos a la pregunta Iniclal, éexlsten problemas con sentldo prictico que con-
duzcan a la necesidad de crear nuevos nimeros?

Sabemos que un problema no soluble en R es la extracclén de la ralz cuadrada

de nimeros negativos, pero no hemos enfrentado ningin problema préctico que
conduzca a la necesldad de extraer raices de nimeros negativos.

Conslderemos el problema sigulente:

¢Cudl es la arista de un cubo cuyo volumen es lgual a su perimetro disminuldo
en 10§27

Este problema conduce a la ecuacién:
x = 12x - 10)/2

Esta es una ecuacldn de tercer grado de la forma x? = px + 4. Aunque no ha si-
do estudiada en la escuela, el matemadtico italiano Tartaglla mostré en el siglo xvi que
esta ecuacldn puede ser resuelta y su raiz se expresa en la forma:

3 3
x = {u + |/v, donde u y v son las soluclones del sistema:
W+ U=y

Zhrnias
iRt (3 )
En este caso p = 12, g = - 102 vy el sistema es:

U+v=s = IUP@
u-v=4= 64
Pura resolver este sistema despejamos u: u = 208 ¥ sustitulmos en la primera

v
ecuacldn,

S v -10/3
w

64 + vi= - 10/2v
vit 10V2v + 64 =0,

Al tratar de resolver esta ecuacldn, vemos que el discriminante es:
flﬂﬁ}* -4 64 =200 -25 = -56 <0

¥, por tanto, el sistema no tlene soluclones pues habria que extraer ralz cuadrada de
un namero negatlvo y eso no es posible en R.

Sin embargo, una simple sustitucién permite comprobar que J2es una solucién;

esto significa que el problema préctico tiene solucién pero no se puede obtener cal-
culando sélo con nimero reales.
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Dado que calculando con raices de nimeros negatlvos se pueden obtener resul-
tados vélldos, se comprende que tlene sentido una nueva ampllacion del dominio
numeérico; para hacerlo es suflciente “adjuntar” un elemento, que denotamos por i
y satisface:

1= -1 (1)

A este elemento lo llamamos unidad imaginaria: admitimos que con él se puede

operar sigulendo las reglas de los nimeros reales y teniendo en cuenta la condicidn
{1).

Al operar con nimeros reales y la unidad Imaginarla ' se obtlenen expresiones de
la forma:

a + ib, abeR

Estas expreslones se llaman mimeros complejos, expresados en forma bindmica,
y con ellos se calcula como con los reales, tenlendo en cuenta (1) y que los maltiplos

de i no son comparables con los nimeros reales, por tanto, la igualdad de los na-
meros complejos exige la lgualdad de sus componentes, es declr:

u+ib=c+id sy solo sl
da=c y b=d

Ejemplo 2

a) Calcula:
V=4 @+30+3-20 (2+ 3X3+ 4D

b) Determina x, v sk: (x + 2) + 3 = -1 + (3 + 2k

Resolucldn

a}l/: = [,/4? = 2i puesto que i’ = - |
2+3+B3-200=(3+2)+(3 -2)i
= 5 + [ (reduclendo Wrminos semejantes)
(2+ 3003 +40) =6+ 8+9i+12?
6+ 171+ 12(-1)
46+ 170

El nombre unidad Imaglnaria ¢s una reminiscencla de la época en que 5¢ conslderaba que e5los ndme-
ros eran Imaginurios. absurdos y estaban envuelios en ¢l misterlo. En la actualidad, estos ndmeros no

lienen nada de misieriosos, tlenen tanta razdn de ser como los nimeros reales. de imaginarios solo les
queda el nombre.
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b) Por la condiclon de lgualdad de ndmeros complejos debe ser:

x+2= =1 y 3= ypty 2y
= =1 ¥ yi+ 2y -3=0
y+ Iy -1)=10

Luego v = =3 o » = |

Es decir x = -3, mlentras que y = =3 0o vy = 1.0
El conjunto de los nimeros complejos se denota €.

Ejercicios (epigrafe 1)

1. Determina el dominlo numérico mds restringido al que pertenecen los nimeros

slgulentes,
a) % b) -1 o) Va
d) = e) e? f) -5
g) 6 h) 4+ 5 1) s:ng-
j) e k) sen g- 1) cos —
m) log 10°7 n) -6 i)
0) 0 p) e q) "'
r) - LE s) (/3 0 (3)*
x Vi
— )
u) cos 3 v) e
2. Di si las sigulentes proposiciones son verdaderas o falsas:
a)0eN bj%!ﬂ V3 £R
d) 7,66 € Q e)lc@ N-6el
8) neQ h) Y36 € N 1) sen 30°€Q
j) 2 cos 120°eZ k)log 0,001 ¢ Z
De*?¢R

3. Completa utilizando los simbolos (€. ¢ .c.¢). de manera que resulte una pro-
posicldn verdadera.

Vi =y
1 b -3 —Q OR..—— 2

a)
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d) 4 z e) V2 Q ny3 R

4. Escribe en el espacio en blanco los simbolos e , ¢ ,c, 0 ¢ de manera que resulte
una proposicién falsa.

a}%—ﬂ! b) = 4 c)Z_—R
Py L R TR R Deos Sl T
3 3

5. Sea el conjunto:
A AR Ok e N L,
U--{E‘“' ltmmﬂ;:ii:*ugl Fﬁ!e}

Escribe los elementos de los conjuntos.

A=|xelUyxeN| B=|xelyxe@]
C=lxely xegZ} D= lxeUy xeR}
E=lxel xeZ} F=kelUyxégR]}

6. Descompon a x* - 1 aplicando la regla de Ruffini.

7. Investiga sl las ecuaciones sigulentes tienen soluctén en el conjunto U dado.

dx? - 3x+ 5
=2 U=N
" x¥ - 2x+ 13
Ix 39 45
b - =5 - —— U=1Z
}Ix-l 2x + 1 4x - |

e)lm - nx? - px =m U=@Q m ne@

&) x?-x+16 x+6 % x + 36
x+ x4+ x -1 x} -1

U=R

o ]/2x-2/x-3 -Vax-4 =0 U=R

8* Demuestra que la ecuaclén x? — 3 = 0 carece de soluclén en @.

9. Di sl las slgulentes proposiclones son verdaderas o falsas.

b ]
) e b) /4 € R c](l/*I) ¢R
2
d) R e)]l =2igR N=3+l5ieR

10. Completa, utllizando los simbolos (e,¢.=,¢ de forma que se oblenga una
proposicién verdadera.

a)yi___ ¢ BT — R )3 - Vii E _¢
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11.

T b ¢}-%“a DR___ ¢

Completa, utllizando los simbolos (<, ¢ , = , ¢ ) de manera que resulte una pro-
poslcién falsa.

a) / C Y] O Vi R

d) -3/ R e) C R

12. Di si las slgulentes proposiclones son verdaderas o falsas.

R . i :
a) tsen 353 .e,ﬁlcﬁ*
b) g'% 2; -5:0)cZ

1
c}{(sen %);zsen S—J;I:cosf;m;loszacm

o e Logsicq.

2
13. Calcula la suma de los sigulentes niimeros complejos.
a)(3 + 20+ (5 + 3D by (1 + 7)) + (4 + 50
)5+ 50+( -84+ 20) ch)(2 +40+ (9 =170
d) (=3 + 20 + (16 - 11D e} (-15 - Bf) + (-1 =i)

n(—&-%.‘)+(5--:—!) s (424

h) (5 + 20) + (2 + 4i) ) (6 + 30) + (3 - 5i)
DT+ 20+ (5 -4D) k)2 +00)+ (4 +0D)
DE+00+ 0+ 3) W@ +5)+2+3)
m) (=3 =35i) + (4 + 3D n) (-8 -5+ (=2 -2
F m
m) (9 + 20) + (4 - 20) @ -3a+(-Fivn)

PJ(--}-+%-‘)+(-% -I)q][%-i]-ﬁ[—%i-!f]
r}{2+x’£]+[y—2]+i s}[%-%1]+[-§~+%l]
[5

J

1 3 il
t) [? *ﬂ.ﬁi]-r [? +2.51] u][l. "'ﬁf:""
vi(3 =20+ (0 + 3D+ (6 - 2D
w)(6+3D+(3 -2+ (8 +0)+(0+ 40

X)(B+ND+(-2+3D+(5 -35D
Y)I( =5+ 20+ (3 + 4+ 8
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1}(% -% f)+[2+l}+(~;- -%f)

14. Calcula las diferenclas sigulentes de nameros complejos.

a)(4 + 20) - (2 + 4) b} ( -8+ 2) -(3 + 60

¢) (10 + 3i) -( -5 - 2i) d)(2 +20) -2 =)

e) (0 + 50) - (2 + 0) ND(-6 -20)-(-4-230)
15. Calcula los productos sigulentes de nimeros complejos.

a) (4 + 2if5 + D) b) (2 + 00(3 + 0i)

c) (5 + 0iX0 + 2i) d) 4(5 + 20)

e) - 54+ 30) ng(-2-4)

g) (3 + 2iX3 - 20) h) (8 + X3 - 2i)

I -5 = 4i) (20) DA+ 2002 + 50)

k) (2 + 3iX3 + 150)
16. Calcula:

1
a) (2 -auu}-(-z- +4.*)
i 2
0 W2 - D3+ 5 1) - (5 1) -5
)l + il =) ~-52+3)4 -5N-(3 -1
2 1 1 1
@ Zi-5+ < (x-S0 - @+ "z")(z“i‘)
5
e) (V3 - V503 + V3 ‘2’(5 - 1)
D - XV3+ D)+ 53 =20 + %:-s

D+ 3)6-0+6-D2-0+0 -5 -3

m (V288 - 1/1081) @V3+ VD - 55 - 20 - 2 - ix4 + 3D

l}—ﬁf 2""'34--!—'3:-?

—

Y3+ V5 5 2

Q@+ 30 -2 -3
K@+ -4 -
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D2+ N2 - (3-02
m) (V5i + 3+ 5 -
17. Determina x. v si: (x. y € R)

ux? - Jx 4+ iy ~4)=124+ 3
blax+y -H2x -yv)=4 - 4f
cxi+l -flyr-1)=x - iy
A x?+ y -ilp+1)=2 - 3i
e)x+y+ixy=4
Nx-2y+ 3ix -3iv="5 -i
B2+ x+ 3ily -2) = 3i

h)x -iy =4

NDxt -x2+ily -4)= =1+ 3

j]-'E + 3ixy = 1
»

kK)(x =3i)+ (5 +iy) =6 - 6i

D2+ 1+ -0 -2+ pt+ Di]l=0
m)lx?+iy) +(3 -di)=x - i
nix+iy)+(x -iy)=35

i) (x+iy) -(x -iy)=4

o)(x+2 -1y -1-N=13-4i

Tenlendo en cuenta la definicién de Igualdad de nimeros complejos, determina
los valores de x. y € R que satisfacen las ecuaclones sigulentes.

18

a)x? -y -pi=5-2x+ Ml - x)
B) (2x? + p?-54) + 2y - xDi=1Ti
)+ 2Wx+ (5 -3y=13 +1i
dDBx -N+(y-x+5)=8 -iy
19. Calcula los valores de x. y & R que satisfacen las ecuaciones sigulentes.

a)lx + iyl -5iy=2 + 5i
b)(x+iy -1 +4i)= -9+ 5i
)l + iyl3d =T =2 + 4i
d)(x+iv2 + D=1+ 3i

2. Numeros complejos conjugados. Mddulo de un numero complejo

Hemos visto que un nimero complejo es una expresion de la forma a + ik don-
de a.he R, 7 es la unidad Imaginaria.

En otras palabras, un namero complejo es la suma de un nimero real y el pro-
ducto de la unidad Imaginaria por un ndmero real.

Estos términos reclben nombres especiales.

51



Definicién 1

Dado el nimero complejo z = a + ib, u. b€ R, se llama parte real y se denota
£ (z) al numero real a y parte Imaginaria de z y se denota JJ (2) al numero real
b. En simbolos: ®(a + ib) = a, Flu + ib) = b: abe R,

Ejemplo 1

Determina la parte real ¥ la parte imaginaria de:

a)§ -3 B

3
ﬂ“ﬁ" Dz=C+W)+-3
ez=0(4+ 5 -4+ 3 fz=(1+iX2+ 3

Pz=03+003 -1

Resoluclén
ARGS =-3D=5 7G5 =-3N= -3

b) Lo escriblmos en la forma a + ib: 67 - % = - % + 6i
: 8y 8 8 .
entonces.ﬂ‘(&f s ) = o J(Eu‘ = ) = 6,
c) Efectuamos para expresarlo en la forma u + ib.
it B if'=l—+i.'lun=:|::u'
6 TR S o
2 + 5i ] 1 [ 2 + 5i ] 5
= — =0,333 = = =0,83}
‘#[ 6 3 £ 6 6

d) Efectuando tenemos: z = (2 + 30 + (1 - 3i) = 3, luego #(z) = 3, J(2) = 0.
e) Efectuando resulta: z = (4 + 50) = (4 + 3) = 2i, luego #(z) = 0, J(2) = 2.
f) Efectuando: z = (2 + iN2 + 3)) = 1 + 8i, luego #(z) = 1, J(z) = 8.
g)Efectuando: z=(3 + N3 -N=9-(-1)=9+1=10;

luego #(z) = 10,.7(z) = 0.1

Definlclén 2

Dos ndmeros complejos se llaman conjugados si difieren sélo en el signo de la
parte imaginaria. S

En simbolos sl z = a + ibe(C, su conjugado, que se denota z (se lee z barra),
esz =a - ibeC.
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Ejemplo 2

Escribe el conjugado de los nimeros complejos sigulentes.

alz=2+n h}|=%i—ﬁ
clm=25 dn=23%
Resolucién

a) #(2) = 2. S(2) = xluego si z es el conjugado de 2 H(z) = 2, J(Z) = - a, &5
decir, z = 2 - inm.

Vemos que para obtener el conjugado de un ndmero complejo, basta camblar el sig-
no de la parte Imaginarla.

hlun%f—ﬁ= -ﬁ«r%.‘. a= -2 - -%:‘

c)m=35 m=S5=mpues J(m)=0
din=3i. n= -3i= -n pues @) =0.M

Teorema 1

Seaz=u+ Ib un nimero complejo; ze € cualquiera, entonces se cumple:
alzz=a'+b* blz+z =22 c)z -z =27

Demostraciin

Se reduce a un simple cdlculo. S1 2 = @ + ib. z = a - ib, entonces:
a)z -z = (u + ib)a - ib) = a? + b?

b)z+z =(a+ib)+(a -ib)=2a =280

)z -2 =(a+ib) -(a ~ib)=2ib=27()

Definlelén 3

Se llama mddulo de un nimero complejo ze€ € y se denota |z|, al nimero real

22 .

Ejemplo 3

Calcula el médulo de los nimeros complejos sigulentes:
alz=2+ 3 Bz=)2 ez=2-23i
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Resolucién

Dzl =Vz-z =/2+302 -3 =)21+3 =13 =36l
b)lz| = Vz .z = V2-V3 = V3<141

Ozl =Vz-z =@ -302+30 =22+ 3 =13 3610

En general se cumple que sl z = a + ib. entonces;

|z| = [/a?+ b* y, por tanto, |z| = |z].

Los conceptos Introducidos pueden ser utilizados para facilitar la divisién de nu-
meros complejos.

Ejemplo 4
Expresa en forma bindmlca:
1 2 - V¥
1 —— b) ————
i VZ+i 1 - V¥
Resolucién

Para expresar los nimeros dados en la forma binémica, se multiplica y se divide por
el conjugado del denominador. Se tlene:

a)—-l 1| R S
Vivi Vieli Vi-i 2941
=—-—-—ﬁ-1

3

_ 12

3

Lol

3
b) l"ﬁl= 2""5L. 1 - V3i
a0 - AeVN - 1=V

2 - 23i -V + V2.3

124+ (32
2 - V2.V3-(V2+ 2/3)
1+3
. 2-V6-02+ 23y
4
4
-045 -(141 + 2 - 1,701
4
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0.45 4,871

4 4
-0,112 - 1,217.m

Dado que las operaclones con nimeros complejos se efectdan calculando con sus

partes reales e Imaginarlas, tlenen las mismas propledades que las operaclones con
nimeros reales.

Teorema 2

a) La adicién y la multiplicacién de ndmeros complejos son conmutativas y
asoclativas, es decir.
Syt 23= 2% 24 (z,+z)+z,=2,+(2,+ 29 ¥
Sy Zym Ty 2 (zy 2 ~2y=2;+(2;-2)

b)El 1 y el 0 desempedian el mismo papel que en el conjunto de los nimeros
reales, es decir:
2+40=0+z z4+(-2)=0 para todo zeC y z:1=1.2 y
z2+2'=z2"'+z2=1paratodo zeC, zx0
Stz,+z;=0,entonces 2, =0 6 z;,=0.

¢) La multiplicacién de nameros complejos es distributiva respecto a la suma
y la resta, es decir, para todo z. z,, z,e € se cumple:
2e(z)22)=2+2, %22,

Ejemplo 5

a) Comprueba que:
{z+3n+(“;- —%i):(——} -%:)+<1+sn.

b) Calcula de la forma més ventajosa posible:

I:{v'i+ 7) + l:i]+l4-5ﬂ'+ [{—ﬁ-n}-L;sf]

¢) Resuelve la ecuaciéon z* + 4 = 0, conz e C.

Resoluclén
a) Calculando obtenemos

[2+3n+(--;- —%r)-(l'-%)-u-(}—%)f

+ L;.;_ 1.5 + 2,330

Ll
le
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(-% -% .‘)+{2+3ﬂ

1]
L P
I
b | —
+
b
R
+
—
I

|

*
L
St

luego se cumple la Igualdad.
b) Aplicando las propledades asoclativa y conmutativa obtenemos:

[ﬁ"'—""“'?':*“'l"]'*[{‘ﬁ—:]—%i]

=[ﬁ+fﬂ+-?-‘+[N-fhﬁw’i-n}—?i)]

fﬁ+n]+£5.§i+ [[-l-’-i-r:]' -%fd—ﬁ-ﬂ]

[{ﬁ+n}+§i+{—Iﬁarrl—-u?i]d-{ﬂl—f}

=0+10{4 -1
=4 -
En la prdctica se cancelan directamente los opuestos sin necesidad de efectuar to-
das las transformaclones que hemos reallzado en este ejemplo con el fin de que
se comprenda por qué resulta asl.
c)z?+ 4=z -(-4)=2*-4i'=(z - 2i)z + 20) = 0, luega
z-2i=0 o0 z+ 2i=10 '
z=2 o 2= =2
y la ecuaclén tlene dos raices que son los nimeros complejos conjugados 27
y =2i
También se puede proceder:
22+ 4 =10
zl= -4
zl = 44}

2= x|/4i? = £2i 0

Ejerciclos (epigrafe 2)
1. Determina la parte real e imaginaria de los nimeros complejos sigulentes.

)3~ b) 2*‘25‘ ) i+ (3" Ren
d) x + y? )12 -(i+4) D@ -+
ol -9 h}}L 1) 12( cos 48° - i - sen 489)

56



DY -2 +6+V k) 5™ = [10%9
2+ X
=it

ny(2 + 30

1)

m) (x + Dvi -4X2 -V30)

2. De los nimeros complejos dados a continuaclén di cudles representan un nime-
ro real y cudles son Imaginarlos puros:

E}I|=3-2f h}z:xd 'L‘]I-_|= -%’!-
dyz,=0 e) 2, = V2i Nzg=i

11 5
g]:,:-—-—-s— h}z,=4-?! Nz,= -27
i) 2,0=(cos 8 +i-sen 8 k)z, =x

D2,=xQz0)

3. i¢Para qué valores de x € R los nimeros complejos dados son imaginarios puros?
¢Para qué valor de v = R su parte Imaginaria es 07

a}z=x+|f4x+l -5+ 2y = 1N

2= S ‘_‘:‘!:f -2 s (- V10 - 2¢ -1)i

2x -x =1 2x + 1

b) z

$.S81z2=(a+2)+3iyz,=5+(h - 1)ila. beR).
Determina a y b para que:

a) Rz +2)=0 b) Rz -2z)=0 ). J(z+2)=0
d) Sz -2z)=0 e) Rz .z)=0 Ngz-z)=0

5. Determina condiclones sobre los componentes de dos nimeros complejos para
que la parte real de su producto sea cero.

6. Determina los conjugados de los nimeros complejos sigulentes.
3

a5 -V b)i* = 3 & 512 = |

) Yi-i-3log$ d) (V2 + V32 + V30

)2 -i : n{ﬁ-ﬂm(% -0.73/)
g) (1 + 20 - i® h) (1 + i)

DR -D+Q2+D DB+ 50 -4 -0
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K) (V2 - V3i) 2+ /50
1) 10¥2 - 534 & (V2i)?
m) (2 + 40) + (V3 - 50
n) (6 + 7)) - (/5 - 20

AN W2Z-0 030 -4) u]cus‘—} +i-scn£—

p}cus(—f)+f-sen(—f) q) 4(cos 30° + i - sen 30°)

r)p(cosf+ i -sen B )L+ =(1 =1i)
; 3.5 - 5i
= (%] i ¥
t)log 5 - (3" + log i u) T T
6 - 531i 4 - 3
v)

TR ]

7.81z=1(4 - 30)? + (2 + 6iMi - 4i). Calcula z.
8 Dadoz =(1 + )2 = (1 =)+ i(i = 1). Determina #(z) e 7 (2).

10.

11.

12.

13.

58

. Prueba que:
)z + 2y =2,+ 1, bz, -z, =2,+2,
Determina el nimero complejo z que satisface:

a)zi=1z b)zl= -z

¢Para cudles valores de x e y (xrsR) los numeros
z, =90 -4 - 10xi y z,=8y?+ 20i’ son conjugados?

Calcula el mddulo de los nimeros complejos sigulentes.

alz =3+ 4i blz=(-24:7)
zr=V3+i d)z=cosx+i-5enx
e)z = tan 45° + | Nz=x?-y*+ 2xyi
ge=1Ti h) z = V27

NDe=03+ 17 iYz=15 + &i

klz= =24 -7i Dz=y3-2

mjz=2cosx+ 2i ~senx

complejos

Calcula el médulo del namero complejo w con la condiclén Indicada:
z
a)w=r-1l12=25-7 blw= 2=
g+ 1

w=zl+z-1; zu)2-i
¥ 1

d} w = —m—————
'+ 3z 4+ 2



ew=x': z=1-i

L |
Hws= :
I+

z =4 -05

14. Calcula el coclente de los nimeros complejos sigulentes:

%) 4 + 2i
2+ 2
5+ 5i
) 2+ 20
10 - 104
=
(1 + IX2 + 20)
8) 3+ 3
) (2 -3 -1)
1 + 3

k) (3 + 5002 - 30)
; 1+

2(cos 20° + i sen 209)

4{cos 50° + i sen 50%)

4 4+ 2i
B+ 2i
4 + |
24+ N

N 20 + 10i
2+ 5i

d)

oAl o T
3= 16 ) W

i-3  2-i

Wt Ty

10{cos 60° + | sen 609)

2(cos 40° + i sen 409)

n) 30 cos 2z + isen 2 7): 15 (cos 2= + i/ sen =n)

ﬁ}![cﬁs{- + i +sen —

2
15. Prueba que:

t4 L
a) — =

T b) |2, 224 = 23| =25l ©)

16. Calcula los coclentes siguientes:

a) 3 -1
i
L,
5 - 6i 2
d el
] 5+ 61 1§
2

b) 2 -4i

2+

cus—'-'— +i~sen£:|
4 4

2 l R ER|
2, Iz,
o) i 4

[1 —j’
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17. Caleula:

il -

(+i

¥ j1e

+(2 -G -+

3 -2

18. Halla el valor absoluto del namero: 4
I %3
4 + |

i)z =

(0,51 - 5.3:‘}[;- b= 2]

tlz =

Ly
-
f2+n(|£'3—_:_—.=)

(3 + 4iX-1 + 2§)
(=1 -3 -n

djz =

elz=

ﬂ:=](ms% + i -sen g—)-(!.iu:us% +L5£-5¢:n%)

19.812,= | -4 2;=-2+4i y c;=ﬁ-2f“calcuiaf[ :L;z’]
3

20.S1z,=1 -i. z,=V3+i y z,=1 + /3 calcula:

alz,:z, [ poms L P s Lol ]
I Z
) L 1 S R |
I, Iy

21. Calcula x e v sl: {x, vy R) en:
X+ i 2 =i
=
2i 3+
2 = i)

=4 +.3/

22. Determina la relaclén entre a y b (a. b R), sl

z:a+!ﬁyf=%{:;ﬂ},
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23. éQué relacidn debe existir entre ¢ y b (a. be R) para que ﬂ sea un

b+ 2
imaginario puro?

24, Resuelve la ecuacién lineal compleja ax + b = 0, donde o, e T si:

ala=1-2i b= =i
bla =2+ 3i b=4d -5
cla =(3 - 42 b=-3 -3

d)a=(3 -i)4+2i) b=(2+iN5-23D)

25*, Demuestra que:

V1 +xt &1

a) = | (xeR)

1 =i l/1 + x?

(1&pis - V3-1

b)

V3+ i (1 -i)?
26*. Halla el valor que debe tener k en la expresién sigulente:
3 - ki
= (xeR)
1 + 3i

4) para que z sea un numero real,
b) para que z sea un Imaginario puro.

27. Resuelve los sistemas de ecuaclones sigulentes:

(2,,2,€C)
a)z,+ 2z,=-1 -i b) 2z, ~z)+z,=1-2i
32t+z;=2-3f- ‘I-:|"31|=2—4i

) M2z, +2) -2z, =32)= -4 -2
z,+ 32, -(23-22)=1+ 2i

d) 2z, + 2 + (22, - 1z, + 1)
)

2
iz, + iz, - 1) -(22,+ ) = 0

28* La diferencla de dos numeros complejos es el nimero 2 - 2i y el producto es
4 + 2j, determina estos ndmeros.

29* Halla dos nimeros complejos cuya suma es - iy su producto es 8 - 14i

30* Halla dos nimeros complejos cuya suma es 6, la diferencia es 4 y el producto
es 3
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31. Representa en forma bindmica.

[%f —S]Iaui’b}

3cos — —i -sen o
4 4

2 1 = g =
) [5_3;]+[8-EI] -(3-:05; +.3i - sen 3-)

dy(3 -5 - 3)

n}{2~r')[% +%f:| b)

o) =1ty 5I:z,=% -VSiy z,= —ﬁf—%

£|+Z= :

0 W3i - V3) (50 - V3) g) 2 ”’:f =0
h) e* n* G -0

32. Resuelve:
a) 2+ 9 =10 bzt -3z=0 c)zl+ 15=10
dz?+z+1=10 e)z? -8i=0 Nz - Y2:iz=0
g) 2 = Bir h) 2} = 64 Det+ 222 +1 =0
NDz¥ -32+4=0 k)22 -z+5=0 Nz -yY2z +5=10

Forma trigonométrica del nimero complejo
3. Representacion geométrica de los numeros complejos

Los ndmeros reales se representan en una recta, de modo que a cada nimero real
corresponde un punto en la recta y reciprocamente. Esto significa que en la recta so-
lo pueden ser representados los nimeros reales, o sea, no hay lugar para los nime-
ros complejos. Podemos notar que cada nimero complejo z = a + ib estd determi-
nado por un par de nimeros reales (a:b), de ahf surge la idea de representar los nu-
meros complejos utllizando el plano coordenado (fig. 2.1).

Como se observa en esta flgura, sobre el eje ho-
rlzontal se representa la parte real de los nimeros
complejos y, por esa razdén reclbe el nombre de eje
real. Sobre el eje vertical se representa la parte ima-
glnarla y recibe ¢l nombre de eje Imaginarlo.

1II'IIE]}:I rlo

El punto (a:b) reclbe el nombre de afljo del numero complejo
z = a + ib, y como representacion del nimero complejo se utiliza el vector de ori-
gen Oy cuyo extremo es el afljo de z.
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Ejemplo 1

a) Representa grificamente los nimeros complejos:

2+ ¥ lj-%ﬁ -1 -2 -1+ 1.8

b) Identifica los nimeros complejos que aparecen representados en la figura 2.2.

cm==={2
]
I
|
-3 ) o TR
-4
Flg. 2.2
Resoluclén
a) En la figura 2.3 se han selecclonado en los ejes. 123
escalas graduadas hasta las décimas y se han re- =11 8) -+
presentado los afljos de los nimeros complejos ; 2+3i
4 -1+ 180 (T :
dados. Para representar - — - Y2 toma- " TR
P 3 V2 _1-1 4111 S S T

mos valores aproxlmados hasta las décimas: (=l:=14%=1 " " (1.5-13)
4
-?=~Lh -V2= - 14.
Fig. 2.3

De esta forma se representan los nimeros dados medlante aproximaciones:

1S = %i:l,i S TR R S T S

b) El vector sobre el eje real corresponde a un namero real, en este caso 3 + 0i = 3;
el vector sobre el eje Imaginarlo corresponde a un “Imaginario puro”, en este
caso 0 - 4i = - 4i: el otro tiene componentes - 3 y 2, se trata entonces del
ndmero complejo -3 + 2(. 0

Puede comprobarse facllmente que la longitud del vector que representa al nu-
mero complejo z = a + ibes |z] = [/a*+ b* o sea:

El médulo de un nimero complejo es igual a la longitud del vector que lo re-
presenta.
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Del resultudo anterlor se deduce que el lugar geométrico de los afljos de los nu-
meros complejos de médulo 1 (o sea, del conjunto soluclén de la ecuacién |z| = 1)
es una circunferencla de centro en el origen y radio 1.-Esta es la circunferencia uni-
tarla.

Ejemplo 2

2) Dado el nimero complejo 1 + /3, represéntalo graficamente, determina su mé-
dulo y el dngulo que forma su representacién geométrica con el eje real.

b) Determina el nimero complejo de médulo 1 cuya representacion geométrica for-
ma un Angulo de 40° con el eje real.

Resolucidn

a) En la figura 2.4 se representa el nimero complejo
1 + V3i Para el modulo se tiene.

13k -——a mam
|2 =|.|"r.i'1-it-fl'I =l}3+] =}

) ———

Fig. 2.4
Sea fel dngulo que forma = con con el eje real, entonces:

:anﬂ=."l =|’_q-y'§y 0<0<Z, luego 0= =
a 1 2 3

b) Refiriéndonos a la figura 2.5 tenemos:
a = |z]| «cos 40° = | . cos 40° = 0,766

b = |z| -sen 40° = | . sen 40° = 0,643 b= =3 (b)
Luego z = a + ib = 0,766 + 0,643i. 0 L% i

Fig. 2.5

Dado que los nimergs complejos se representan mediante vectores, la adielén y
la sustracclén de estos nimeros pueden efectuarse geométricamente mediante la adi-
clén y la sustracclén de vectores.

Ejemplo 3

Efectia geométricamente la adiclén y la sustracclén de los nimeros complejos
2 - v 1+2L
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Resoluclon

En la figura 2.6a se han representado los vectores
2 =iy 1+ 2iyse ha construldo el paralelogramo
que estos determinan. La suma pedida (3 + i) estd
representada por la dlagonal del paralelogramo.

De igual forma, en la figura 2.6b se han representado
2 -iy =1 =2i queesel opuesto de 1 + 2i, la
diagonal del paralelogramo es la diferencla pedida

(1 -3).m
&) | b)
|
\ \
I 2=
I
-~ i
S TH
1 -3=2-0-(+120
Ejemplo 4 Fig. 2.6

a) Representa geométricamente el conjunto
keC:3<|z| <5)

b) Prueba que los afijos de los ndmeros complejos z, = 1 + 2; z; =4 + U
Zy= 1 + 3i;z, = 4 + 3i determinan un rectdngulo. Comprueba, que las dlago-

nales son congruentes.

Resolucldén

a) Sabemos que la representacion grafica de |z| = 3
es la circunferencla de centro en el origen y ra-
dio 3; igualmente || = 5 es la circunferencia de
centro en el origen y radlo 5.

51 |z] =3, el afljo de z es exterior a la clrcunferen-
cla de radio 3;sl |[z| < § su afljo es Interlor a la cir-
cunferencla de radio 5.

Luego, la representacién grifica del conjunto es
el anillo entre ambas clrcunferenclas (fig. 2.7).
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b) Como la representacién grifica de los nimeros complejos se reallza mediante
veclores, z; — Z, eslard representado por un lado del cuadrildtero y z, - 2, por
el opuesto.

Para que la flgura sea un paralelogramo, estos vectores deben ser iguales pero:
2,-2,=4+2i-(1+20=3
=@ +3-(1+3W=2z -2z

Para que sea un rectdngulo, los lados deben ser perpendiculares, calculamos z, - 2,
Ty-2,=1+3 -4 +2)=4

Pero los vectores que representan a los nimeros complejos w, = 3 y w, = / forman
angulo de 90°, luego se trata de un rectdngulo (fig. 2.8).

]

L

N

== ———

Fig. 2.8
Para probar que las dlagonales son congruentes debemos comprobar que sus médu-
los son lguales.

Z2, -, =4+3 -(1+20) =3 +1i
Zy=-2;=4+ 2 -1 +3M)=3 -0y

|2y -2z =13 +i|=)9+1 =10
Jzy =zl =13 -1 =)9+1

Luego |z, - 2,| = |#, - z,| ¥ son crongruentes. B

Ejerciclos (epigrafe 3)

1. Representa graflcamente los numeros:
a) 3 + 5i b)d4 - c) =2 -2 d) -4i
1

ﬂ? ——3—-:’ N -02+ 05 g) -4



2. Oblén grificamente la suma y la diferencla de los numeros complejos dados:

a)z, =4 - 6i z,= -3+ 2
h}1t= -21" =:= “2"!“
e, =1 Z,= -i -
= 1 = 2
5 ¢
d)z,= - 35+ 6i Brm
e}z, =3 -2 z;= =1+1i

3. Determina los nimeros complejos cuyos afljos son los vértices de las figuras re-
presentadas en cada caso (flg. 2.9).

a) Réctangulo b Tridngulo Isésceles
(3:5)
(3:1)
] =
(-1:-2)
<) Paralelogramo di Trapeclo Isdsceles

(5:3)
(2:2)

(-2:2)
F
1
1

-3 o 7] : 6

)

R

Fig. 2.9

4. Determina los nimeros complejos asoclados a los lados de las figuras del ejer-
ciclo 3.

5. Calcula:

a) la longitud de las diagonales del rectingulo del ejerciclo 3a y el dngulo que
forman;
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b} los dngulos del tridngulo Isésceles del ejercicio 3b y la longitud de la base.

¢) la longitud de los lados y de las dlagonales del paralogramo del ejerciclo 3c,
los dngulos de ese paralelogramo y los que forman sus dlagonales (comprue-
ba que las dlagonales se cortan en su punto medio);

d) la longliud de los lados y de las dlagonales del trapeclo del ejerciclo 3d, la
amplitud de sus dngulos y los dngulos que forman las diagonales.

Representa geométricamente los conjuntos:

a) £:2<|z| <4}

2
ﬂ%Jﬂ:T[
e)z:lz - 1 -i|<2}
g) lz:|z| = V2|
Ni:|z| = |z - 1]}
kYg:ilz=1-i]l=|z+1+1{]
) E: R(@)>1} :
n) g: - 1< .2(2)<5)
o) : S>> - 1]

Wa L X
Q) {z.ﬂ(z )- 1}
s)kilzl =z+2z + 1}
u) B2 + F(2) = 21
w}k:ﬂ!zla.ﬁ_ﬂl
y)k:lz| =z -z}
. Explica el significado geométrico
qucz—*z'._
ayz'=z - A
¢)2'=2z - 4
e)z' = 2z
¥4

V2

l}z'-r]:%{x-ﬂ'

g)z' =

k}z'--ﬁ;(l =

Al )
mzs=s—z
} i

bl :|z + 1|<3}
d) : |z - i| >2}

Dk:l<|z -2+ i| <3|
h) lz: |z + 1| = 3}
NE:lz =1 = |z -]}

m) : R (2)<3}
A) i/ (2) = 3
p) k:4< F(2) <]

riz:|z| = £(2) + 1}

)zl = 7(2) - 1}
v) ka(2) + .7 (2)<3]
x) k:lz| =.2(2))
z) 2 |z| =.7 (2}

de las transformaclones sigulentes en las

b)z'=2z4+1 -1

dz’=1 -3
NDz'=1 -2z
hz'= - %:
N=2z1+10)
1)z' = 2iz
nz's -z



8%

9% Sl =2z -1 -Iyz"-z‘[

f)z"= -3z o)z'=iz =1
p)z'-1=Hz -1) Qz'=( - + Oz

Determina z' en funcldn de z (2" = f(z)), sl z —z' en las transformaclones si-
gulentes.

a) Traslaclén de 2 unidades, paralela al eje real ¥ en sentldo positivo.

b) Traslaclén de % unidad en la direccién positiva del eje Imaginario y después

2 unidades en la direcclén negativa del eje real.

¢) Traslacion de /2 unidades en la direccion de la bisectriz del primer cuadran-
te.

d) Rotacldn de centro en el origen y dngulo de 902
¢) Rotaclon de centro en el origen y dngulo de 45%,
f) Homotecla de centro en el origen y razén 3,

g) Homotecla de centro en - | + i y razdén 1 ]

h) Simetria respecto al eje real.

1) Simetria respecto al eje Imaginario.

j) Simetrfa respecto al orlgen.

k) Simetria respecto al punto'(2 - )

I} Simetria respecto a la recta .7 (z) = |
m) Simetria respecto a la recta .#(z) = -1
n) Simetria respecto a la recta .#(z) = 7(z)

fi) Semejanza de centro en el origen, dngulo de 45° y razén % -
o) Semejanza de centro en 3 + 4i. dngulo de 45° y razdn 5.

.l. + fﬂ
2 2

y describela geométricamente. (Hay algdn punto Invariante por esta transforma-
clén compuesta?

], determina la transformaclén z—z"

10.* Sea ztal que |z| = 1y z, = 2 z, = 2% iQué tipo de tridngulo es el determi-

L1

nado por los afljos de z, z, z4

(El tesoro del pirata)

Un joven encontrd un pedazo de papel donde se describia la posiclén del tesoro
de un pirata en una Isla deslerta. La descripclén era:

En la Isla hay una palmera, un cedro y una horca; caminar desde la horca hacla
la palmera contando los pasos, al llegar a la palmera girar 90° a la derecha,
contar el mismo ndmero de pasos y clavar una estaca. Regresar a la horca, ca-
minar hacla el cedro contando los pasos, al llegar al cedro girar 90°a la izquler-
da, contar el mismo nimero de pasos y clavar otra estaca. El tesoro estd en el
centro de la linea determinada por ambas estacas.
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Al llegar a la Isla estaban el cedro y la palmera pero la horca habia desapare-
cldo por el tlempo transcurrido. El joven no pudo encontrar ese tesoro y re-
gresd a su casa.

Lo triste de la historla es que sl el joven hublera sabldo calcular con nimeros
complejos podria haber encontrado el tesoro. Explica cémo lo hubiera hallado.

4. Forma trigonométrica de los niimeros complejos

La representaclén geométrica de los nimeros
complejos suglere otra forma de expresién para los
mismos:

Dado un ndmero complejo z = a + ib (fig. 2.10)

de médulo p = [/a? + b?

y cuya representaclén forma un dngulo #con el eje
real, se tlene que a = pcos 6,
b=p-sen Qluegoz=p-cos 0+ ( p-5en @

z=plcos 8+ i-sen )

Esta forma de representar los nimeros complejos recibe el nombre de forma tri-
gonoméirica o forma polar de los nimeros complejos.

El dngulo 6 reclbe el nombre de argumenito del nimero complejo y se determina
excepto un multiplo de 2x ya que el seno y el coseno son periédicas de perfodo 2.

Ejemplo 1

a) Expresa en forma trigonométrica 2 + ;2 +/; -1 -2

b) Expresa en forma binémica ﬁ(:m i; i . :

3
3(cos 50° - [ - sen 509)

Resolucldn

a) En la figura 2.11a observamos que
t:imllh-i =]—;Iuegu "

a 2

= 26,6° + k - 180°, pero como
a =2 >0, el dngulo festd en el I cuadrante, es
declr:
§=26,6° + k » 360°.

Fig. 2.11 8}
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Aunque el argumento puede ser cualquiera de esos valores, se flja un Intervalo
principal de longitud 360°0 2 en lo sucesivo utllizaremos como Intervalo prin-
clpal [0; 360°) o [0; 27).

Entonces ¢ = 26,6° como ademds

p= Va*-l- bt = VI +4 = 52224,
2+ 0= 224 (cos 26,6° + i - sen 26.6°).

Tenemos 2 + i =2 -i y en la misma figura 2.11a vemos que tan p= l— r

£ 2
tan m"TI' = -05luegop= -266°+ Kk -180°y comoa =2 >0, gestd en

el IV cuadrante y su valor principal serd o = 360° - 26.6° = 333.4° Ademds
p= 2,24 ya que |z]| = |z]|, luego:

2+ =2.24 (cos 333,4° + i . sen 333,49
= 2.24[cos (360° - 26,69 + i -sen (360° - 26.69))
= 2,24(cos 26,6° - i sen 26.,69).

Observa que el conjugado se obtlene restando el argumento de 360°y que en for-
ma trigonométrica se escribe conservando el argumento del nimero y cambiando
el slgno de la parte iImaginaria:

plcos o+ -sen @) = plcos g =7 -5en g

De aqul resulta que las representaciones geométricas de los nimeros complejos
conjugados son simétricas respecto al eje real.

Andlogamente, en la figura 2.11b, tenemos:

tan f# = = 2, luego &= 63,4° + k - 180°

ycomoa = - 1<0, festd en el Il cuadrante y su
valos principal ser4:

f=634°+ 180° =243 4°(k = 1)

p-Va-"-\\- b = )1 +4 =5=224

o

et &

{-1:=2)
Fig. 2.11 b)

Entonces: - 1 - 2i = 2,24 [cos (243,4°) + i . sen (243,49)).

2r 2zy 2n 2n
h}ﬁ(ws—s+f-sen—3)-ﬁcusT+r-ﬁ senT

P’i(—% +r-ﬁ(-%§)

_Eq.f.l_fa
2 2
= -0,707 + 1,22i
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3(cos 50° - i -sen 50°) = 3 cos 50° - i « 3 sen 50°
= 3(0,643) - i - 30,766)
=193 -230.0

La forma trigonométrica de los nimeros complejos resulta particularmente util
para la multiplicaclén y la divisién.

Teorema 1

Seanz, = pcos 0, + i -sen )y z, = pjfcos &, + i - sen 6, p#0 dos nimeros
complejos entonces:
8)z,+2z,=p, +pdlcos (6, + 8) + I - sen( 8, + 6)]

b) z,:2, = —EL [cos (8, - 6) + i - sen(d, - 6;))
P

Demostracidn
a) z,+2z,=p(cos &, + i -sen &) - pjlcos & + | -sen &)
= p,pd(cos 8, cos 8, - sen 0, sen 6, + i(sen 0, cos 6, + cos @, sen )]
S1 escriblmos las expresiones entre paréntesis como el coseno y el seno de la su-
ma de dos dngulos, resulta:
2, +2, = ppdlcos (8, + 8) + { - sen(d, + )]

pcos 8, + i « p, sen f,
p; €08 By + I - py send,

b} 2,12, =

p,cos 8, + i - p,sen 8, . _Pacos B, - isp,sen @
pyco8 Oy + [ - pysen O, pyc08 0, - i «p;sen 0,

9y, [cos Bcos 8, + sen Asen 6,) + i(sen 8, cos #, - cos 8, sen 6,)]
P}
Si escriblmos las expresiones entre paréntesls como el coseno y el seno de la di-
ferencla de dngulos resulta:

Z, 12y = % [cos (8, - 6) + i +sen (8, - 0)). W
1

Ejemplo 2

Calcula z; - z; ¥y 2, : 2, sk
a) z, = 2(cos 30° + i - sen 30°); =z, = }/S(cos 75° + i « sen 75°)

b)z, = |"‘E"("='“‘5*;E - i +sen % ): z,= 7(cos 1,2 + i sen 1,2)
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Resolucldn
a)z, -2, = 2)/5[cos (30° + 75°) + i « sen (30° + 759))
= 4,47(cos 105° + { - sen 1059).

20z, = Loy e cos (30° - 75°) + { « sen (30° - 759)]
Z3 Vs
2//3

= —SIH-'!S{ -45% + f -sen ( -45“]1

0.894(cos 45° - i . sen 459).

b}zi-z,=ﬁ-ﬁ[cus (% + I.I) + i «sen (?T + 1.2)]

= ]/2_1 (cos 2,25 + i . sen 2,25)
=4,58(cos 2,25 + i - sen 2,25)

—il; = % [ms (—3’-‘— - 1,2) + i -.sen(% - I.I)]

V21
7

=0,655(cos 0,153 - i - sen 0,153). W

[cos { - 0,153) + 1 +sen ( - 0,153)]

Dado que ¢l cédlculo del producto y el coclente de nimeros complejos en forma
trigonométrica se reduce a operar con los mddulos y argumentos por separado, es
usual representar la forma trigonométrica de manera abreviada:

plcos o+ [ +3en @) = pcls ¢

En esta expresidn;

c: es la Iniclal de la palabra coseno.
I: es la unidad Imaginaria.
s: e5 la Iniclal de la palabra seno.

Con esta notacion los resultados del teorema 1 se expresan:

p,CIS @, + py IS @y = py pycls () + p))

pyCls @, 2 pyCIS @y = LL ¢i5 (@, - 2k
pa# 0 P2
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Ejemplo 3

Calculaz, -z, y2,: z, sk
a) z, = cls 141%; z, = cls 63°
b))z, =cls 2,17;z,=cls §

Resolucion

a) z, -2z, =cls 141° - ¢ls 63° = cls 204°
Z,:2,=cls 1412 cis 63° = cis 78°

b) z,-2z,=cls 2,17 -cis 5 = cls 7,17 = cis (7,17 - 6,28) = cis 0,89
z,: 2z, =cls 2,17 : cls 5§ = cis (-2,83) = cis (27 - 2,83) = cis3;45. 0

Ejerciclos (epfigrafe 4)

1. Expresa en forma trigonométrica:

a)z = -2 b)z=2
c)z =12+ 02 d)z= -2+ 23
e)z=1+ 3 z=4+ 3
g)z = ) -iv’jr hz=2/3 -1
2 2
Jz=cosa-i-%na )z = (-5 5/3)
[n{a<3—1"] k) z = 3 cos 120° - 3/ . sen 120°
T o D LR - W
Yz = cos . sen n m) z 0033 Isan3
1 2
n)zs= i + ?-‘ i) z=0,125 - 0,12
Lo L PR R
R

2. Expresa en forma bindmica:
a) z = cls 90° b)z = 2 cis 180°
c)z=4(cos n+ {+sen x)

d}zzsﬁ[ms%—i»sm%]

e)z= % (cos 32,4° + | - sen 32,49)
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1isd

f]z-jﬁ[ws-—g—!«+f-unﬁ]

4
E} I= ﬁcl.l ‘“}.1“ h)z = v'j cls (_]5:}}
n X
Iz = J,ITcu[-F ] Dz= 2_,5! cls[ T :I
g 2
k) z = 3 cis (-579) z= 7 cis (1759)
m)z= ]/i; cls (<1579) nzs= 1.531::1.'.',[3rr :I

i)z = 2,15[@&5 ?’r + 1+ sen iﬂ ]o}z = ¢ls 0°

a) Sea la ecuaclén en €, z? —agz + 4 =0 (geC). S| una de sus rafces es
z=1 -4 calcula el médulo y el argumento del nimero complejo
w=ag + 2I

b)Siz= I_-S determina |w| y arg w, sl: w = + !
2 zZ+ 2
Halla los valores de p ¥y @ en:
1 - V3 + |
15 9 = —— b) pcis ¢ = i
Mgt wncr S E Sl i
Q-0+ V3i-4i
Clpcls g = +
Vo st TSR] 4
3-2 1 -1 4 + 431
d)pcls p = - _—
Ui 24+ 3i ]+I+ Vi+ i
. Representa gréflcamente los nimeros complejos sigulentes, sin expresarlos en
forma aritmética.
a) z, = 2cls 0° b) z; = 4cls 180°
c) zy = cOS ?"" +hsen% d}z;:l—;{mslﬁ°+f-sen3ﬁ°]

e) z; = 3(cos 30° - i - sen 309)

Sean los nimeros complejos z, = g, (cos @, + [ - sen ) ¥
2, = pr(cos gy + [ - sen @,), iqué condiciones deben cumplirse para establecer
la*lgualdad entre z, y z, expresados en forma trigonométrice o polar.

La suma de dos numeros complejos es 6; el modulo del primero es V13 , y el del
segundo 5. Halla dichos nimeros y determina su producto y su coclente.
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8. Calcula:

a) (cos 15% + i - sen 15%) » 2(cos 30° + i - sen 30%)

" ] Jﬂr]
ok el c!s A 5
ol [Z =5 ] [z 4

c) 0.8(cos 7.2% + i +sen 7,29) « 4, 2(cos |1,8% + |
}— cls (—--) —cls _—

e) 2 cls 20“-11::!5 (-120%) - i cls 1002
3 8 3
1 T
2cis 202« — cls —
f VZels 5 Cs <
g) 1,27 cls!-% cls 3

2 i
h) — cis 41,32 - — ¢ls 1.5
Josic 3

Y10 els(=279) - Y2els 3,1

) ]f- cls 23,20 - 1.57 cls (- )

k) ]—2] cls 7.21 - cls (~1769)

1 % cls 48,32 . 1,65 cls 50°

L 1 Sm
Cl§ = 4 == Q5§ =

IR 6
n) 3,89 cls 145° « 3 cls 67.2°
f

i) /3

m}

l..ul-h.‘l

AT cls 3,09 -cls 2,51
od =iz 1539 - cls 41,39

p) 2 cls 180° - cls %

q) 3.57 cisl,5 « 2.17 cls -;5

9. Calcula:

B(cos 70° + i » sen 709)
2cos 40° + 7 - sen 409
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Vicis 20°

o ES cls(-1009)

2.8(cos 21,52 + i - sen 21,59
0.07(cos 17.82 + i «sen 17.89)

o[t ][4 w5 )
oo []

n
4l:ls[ 18
f) 3,27cis 2 : 1,51cls 1,5
g) VScls 54,3° :° 32lcis(=1279)

e)

h) -ifj-cls (-27.59) : cis(157)

1) 1—4_" cis (463°) : cis (1789)

i)} l/; (cos 3 -7 .sen 3): l/ﬁ cls 1,67

k) 1,7¢cls —— : 2,17cis 3
) 15

1) cls 2,59 : clis %

m) VBels 41,5° : cls 2,5

n) 3,91 cis 179° : §.83cls %

g3 AT . & o dx
i) ”[cusﬂ.z i +sen 31,29) : 3 cls 3

o) cls 185° : cis 200°
picis 4 : cls 5
q) V17 cls 4,15 : Y3cis 57,40

r) 5.2 cls ﬁ : 6,25 clis 432 : cis(-2,179)

) 10 ¢is 30° - 2 cis 10° - 5 ¢cis 2=/9
Jels5° - (1/5¢ls 35°:0,2¢cls n/12)




10. Calcula;

11.

a) (4 cls 18° - 2 cis 189) : 3 cis 45°
2cls STIIT « 3 1|:1=:|:-~E ]

; 4
) 6cls 2x
S(cos 302 + i +sen 30°) - 2(cos 175° + i - sen 1759)
Jcos 120° + { »sen 120°) - 4(cos 60° + i - sen 609)
2n 4
4 LR L
cls 3 24 clis 3
d)

Sm ) T
2 cls(- ?) 6 cis(- ] )

Escribe en forma trigonométrica el nimero complejo:
1+ V3i
-
(1 + i -¥3+i
Pk S -Eﬂﬁ%: 0]
2i(/3 - )
(1 +X43-0

d]z= {1 —ﬂ(9+ 3“@)
(4 + 40)5i

a)z =

¢z =

12. Halla el valor de p y ¢, en las siguientes expreslones:

(% £ %I){#cls 759)

| =
Deee 2cls(-159)
g ~room 3 ][4 2]
b) gclsp = :
Sl Y3
(ﬁ-a[! =
c) xis ¢ =

I[WSJ—: + [ +»sen —'11

13. Sea la expresién:
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Calcula |w| y arg(w)sl z, = | + L.
i3 = + i,

[
7= 1 + 3L

14* Simplitica las sigulentes expresiones:

a) V2cls 45° + 2 + 3i + Lf cls 60°

b)3 =i+ -I';—j[ms—;-r.f.gen_;] _[].pp_?i]

c) (-1 =)+ 2(cos 30° + i - sen 309)
d) (2 + 2i) » Icis 75° - 5¢cis 105°
-
cos 1502 + i . sen 150°

1-‘»%.{+|f§|:n:>c:-s%I +i-s¢n—:]

Vicls x - (% + lfii)

g) (=1 -1i) « 2cls 45°
3els 120°

15. Halla los valores de a y b para que se cumpla que:

a - ﬁr)(z—;

D) )]

16. Efectiia y expresa el resultado en forma binomica o rectangular:

a+ b=

2 cls =
4

8) ———
T

3[’@(‘-“ T

b) 2 cls 60%9 + 3131
Ji(cis 1359)

0 8(cos 40° + i - sen 40 - 2(cos 170° + [ - sen 1709)
4 clsl90°
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17.

18.

19.

a) Calcula x e y sl:

2 cis 40° « 8 cls 5°
4 cls 195°

b) Determina el médulo y el argumento del conjugado del Inverso de z.

Z=x+ )=

a) Halla el valor de la sigulente expresidn:
U 2cis 152(1 =)
V2(cos 120° + i - sen 1209)

b) Representa grdficamente el resultado anterior.

2 =
2

Halla el valor de z en la sigulente expresién y expresa el resultado en forma bl-
némica.

E(Dos.} +I-san~g—)-3(m—3§-+f-un-%1

5n S5Sx
6lcos — + [ » 5en —
4 4

20.* El coclente de dos numeros complejos es Imaginario puro, su suma es real e

21

2%,

igual a 5 y el médulo del dividendo es el duplo del médulo del divisor. Halla
los nimeros.

Seaf(=z=plcosf@+i-sen@yz, =f(MHSiAdeselafljodezy A, el de

2

a) Determina z, en forma bindmica.

b) éQué relacion existe entre 04 y 04 ?

¢) Escribe la ecuacldn de la tangente r, a la clrcunferencla x? + y? = p?en el
punio A,

d) ¢En qué punto corta r al eje x y al eje y? éCudl es el drea del tridngulo que
determina r con los ejes coordenados?

e) iPara qué valor de #es minima el 4rea calculada en el Inciso 47

S1 z = cls ¢, determina z para que:
a) #(z7) sea méximo.

b).7 (z?) sea médximo.

c) :#(z" sea minimo

d) .¥(z%) sea minimo.

Potenclias y polinomios

5. Potencias y raices de los numeros complejos

Al Igual que para los nimeros reales, se definen las potencias de exponente na-
tural para nimeros complejos.
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Ejemplo 1

1 2
Calcula [0.51 + = I:I

Resoluclén
Aplicando la formula del binomio tenemos
[0;51 . 3:]’ - (0S1)+2-051 - 274 [i ]’r!
3 3 3
= 0,2601 + 0,68/ - l}
= -ﬂ|la4 + G.'GSI'..

El cdlculo de potenclas de mayor orden en notacién blondmica resulta engorro-
so. El sigulente teorema permite calcular las potenclas en notaclén trigonométrica.

Teorema 1 (Teorema de Molvre)

Sl z = (cos 8+ i-sen #) es un nimero complejo y n € N, se cumple:
' = g(cos nf + [ + sen nf) (formula de Molvre).

Demostracidn

Haremos la demosiracidn por Induccidn en o
Para i = | se cumple, pues zl= z = s (cos ¢+ [ - sen &,
Supongamos que s& cumple para n = &

da p"tcol- k% | +sen ki

entonces:

J’-I = - L ,

M e ar=p (cos k@ diosen kB cplcos A+ 1 -sen B
= lcos (k + 1) 0+ i +sen tk + 1)6]

o Sea,

2w M fcostk + 1084 f - sentk + 100).

¥ por lanto, para todo n & N se cumple la farmula de Molvre. B
En notaclén abreviada el teorema de Molvre se expresa:

(p-cls @) =g «cls ng

Ejemplo 2
Calcula z° sk:

l}:-%[tﬂl-;ii-ftlll—;-]. n=73

g1



b)z=015[cos25°+ i -sen25°), n=35
¢)z =[cos 1,5 + i - sen 1,5], n="1
dlz=13 -4 n=4
Resoluclén

a) Utllizando la férmula de Moivre tenemos:

1
) = I:-;'—] (nas]% +f-un3%)

27 In In
_= e — It —

5T (ﬂus e )
= 787 . lﬂ"(cus 3—: + [ - sen —3‘21
= -7,87 « 107

b) En este caso:

(0.15)% (cos § +25° + i =sen 5§ - 259)
1099 915 (eog 125° + i + sen 1259)
10*1 984 (eng 125° + { « sen 125°)
101" 1cos 125° + { « sen 1259)

= 10%*%(cos 125° + | « sen 1259)

= 7,5910%(cos 125° + i - sen 1259).

z’

¢)z' =(cos 7 -1,5+7-5en7 -1,5)
=cos 10,5 + { - sen 10,5;

para reducir el argumento al Intervalo principal dividimos por 2m
10,5 =1 -6,28 + 4,22 y, por tanto,
z' = cos 4,22 + i - sen 4,22.

d) Expresemos z en forma trigonométrica:

p=lz| =31+ 42 =5

4

tan 8= - 3 38= =353,1°+ k . 180°

y como el afljo de z estd en el IV cuadrante

#=307°

z = 5(cos 3072 + { » sen 3079)

y2z'=5%cos4 -307°+i-sen 4 .307% = 625(cos 1 228° + { . sen 1 2289)
= 625(cos 148° + i - sen 1489, 0

En particular resulta de utilidad conocer las potencias suceslvas de [:
Pm-l; P=ie)= - PF=Pd= -id= -i*a]
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luego:
=1 "= t=-1; P= -i
i‘t=1; P = f=-1: = =i
"= 1; *=i jiv= -] M= i

engeneral: [ = 1; /' = "= 30 = -
es decir, ™ ¥ =F (k=0;1;2;3)

Ejemplo 3

Calcula:
™ M o oM

Resolucldén

a) Dividiendo por 4 el exponente obtenemos
15=4 +3 + 3, luego:
Mo prd=d o) PP

b) Andlogamente 12 = 4 .3 + 0.e
e =]

)21 =4.5+1; =i
d)38=4.9 + 2 "=i=-1.010

Una vez definidas las potencias, es posible definir las raices de los nimeros com-
plejos.

Definicién 1

Sea zeC, z,eC es una rafz n-ésima de z sl se cum-
ple:

2y =2

Ejemplo 4

Calcular Vzslz = 2 - §i
Resoluclén

Sea Vz = Z, = x + I + y, entonces:

z=zl=(x+1-p)=x? - y4 2ixy,

es declr, 2 = 51 = x? = y + 2ixy
luego: x? - y? =2
2xy = =§,
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: 5
Para resolver el slstema despejamos en la segunda ecuaclén y = - 2— y sustitul-
mos en la ;rimera; x

r:_[_.._?_ W2

ix
3. 23088,
4x
4xt - 25 = Bx?

4x* - 8x? - 25 = 0

8 +1/64 + 400

= (solose toma la solucién no negatlva pues x € R y por tanto, x*20)
§
s8R 21D
X e—
B
- A L g
B
x= =192
Entonces:
8
»r= = = +1,30 (abserva que ¢l signo de v es opuesto al de x)

2 .(£1,92)
Encontramos z rafces cuadradas,
z, =192 - 1,30 z;=-192 + 1,30/ 8

También en el caso de las raices, el cdlculo se simplifica utilizando la forma tri-
gonométrica de los nimeros complejos.

Teorema 2

Stz = p(cos 6 + i - sen f) es un nimero complejo y n € N, entonces z tlene n ralces

n-ésimas dadas por la expresion:
I*Ir[ms f+ 2kn L A 6+ 2kn

].k:ﬂ, I vt =1
.
Aquil #Erepresema la rafz aritmética de peR,.

Demostracidn
Sea 5 = p(cos @ + /- Seng,) una ralz n-ésima de =, entonces de la fdrmula de Molvre resulia:

2=z = gy le0s ngy + 1 - Sen gy
O sea,

pleos % 7 -sen M = o (oS g + § + 38N Hey).
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e esta lguuldad se deduce que los modulos son Iguales, ; = gf v los argumentos se diferenclan en un
multiplo de 2=, mey - 0= 26x De agul resulta:

V‘ 0+ k= 0 k=
o= s Yoo = "o —
A "l n

n
Como un ndmero real tene una dnica ralz aritmética, es decir, para todo k. 5 = V; . %in embar-
B0. &y lomu K valores diferentes, entonces,

[ 2k (1 k
L - g m — -l= )= = :2=
] " " n

luego g, ¥ ¢, 5e diferencian en un maltiplo de 2= sélo si & ¢s un madliplo de & y. por lanto, se obtienen
o valores para & = 0,1, 2, ... n - | como se queria. B

En notacién abr{'.vh-’lda:

i"'p ccls p = ;ﬂ'ﬁ-cis [% + zh] k=0123..n-1

n

Ejemplo §
Calcula:

a) las raices quintas de z = 32 . cls 5—::

b) las raifces cuartas de z = 12;
¢) las rafces cabicas de z = |;
d) (3 -

Resoluclén
a) Aplicando el teorema 2 resulta:

S
s 5 6
V= V32 .clis =3 + 2hx 1 k=01.234
a2 ol [% . ];A: = 0,1,2.3.4,

Explicitamente las raices se obtienen dando valores a k:

z.,-:-cls%
z,-l-cls(?" +1—; =2 .ck 1;;

85



z,=2-c15(% +-j§5- =2-.cls 2x

30
z,=2-cls(% +ﬁ—; =2 - cos 4;;

z,:i-nr.ls(TsIE +8_; =2 :cls 5:':

En la figura 2.12 se han representado estas rafces.
3) Escribimos 12 en forma trigonométrica
12 = 12 (cos 0° + i « sen 0°)

Entonces:
4 4 L]
p’ﬁ:ﬁ_z.[ms 3l“E'J"::t'*':+.*-5|:n 35"":*]!::0;1;2;3.

Dando valores a k obtenemos las 4 rafces

zo= 1,86; z, = 1,86 [cos 90° + i - sen 90°) = 1,86/
z,= 1,86 [cos 180° + i -sen 180° = - 1,86
zy = 1,86 [cos 90° - i - sen 90°] = - 1,86i

En la figura 2.13 se han representado estas rafces.
A

Z

Zy o

Fig. 2.12 Fig. 2.13

T
¢) En este caso z = cls E s luego

:I"En cls (E“ s 2‘;"");.& =0;1:2

Dando valores a k obtenemos:

z.,:clsi; z.-cis—éi
6
3
I==EIS‘TE= -

En la figura 2.14 se han representado estas rafces.
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Z Zy

7

Z

o |
o | =

Fig. 2.14

d) Interpretamos el exponente fracclonario como en R,

G-yo= Ve -

Pero en € obtenemos tres valores. En efecto, utilizando la forma trigonométrica:

3 -r:lxlﬂ s cls 342¢

(3 -N3=10 +cls 2 +342° = 10 +cis 684° = 10 . cls 3242
3
Vo -0 =0 s (nf ‘K- tzm];k = 03132,

Dando valores a k obtenemos:

zy = 2,15 - cls 108°

z, = 2,15 - cis(108° + 120°) = 2,15 - cis 228°
zy= 2,15 - cis(108° + 240°) = 2,15 - cis 348°. 0

Es necesarlo destacar una diferencla notable con la radicacidén de nimeros reales:

En R el simbolo Vp(p>0) representa un dnico valor, la rafz n-ésima aritmética

de p. En @, el simbolo F’-{z cualqulera) representa las n ralces n-ésimas de z.
Las ﬂgurns de la 2.12 a la 2.14 muestran que los afljos de las rafces n-ésimas de
un nimero complejo forman los vértices de un poligono regular de n lados, Inscrito

en la circunferencla de centro en ¢l orlgen y radlo v'E, Por otra parte, dado que las
ralces n-ésimas de 1 se expresan por:

2k 2k k
V1= cos = 41 -sen L =cis z ";k:ﬂ.l.,,,.u - lyparatodo zeC
n

se tlene:

y‘"- [ (— + 2?)4-1 sen(— Ik")]

-.F'_[m%«v! sen—] [m!r F+I-sen 2M:I

n

= ﬁ-ch% + Cls 2kx

k=0, 1,2, ....0 =1,
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Podemos concluir;

Las n raices n-ésimas de un nimero complejo = se obtienen multiplicando una

rafz n-ésima de = por las » raices n-ésimas de 1,

Ejerciclos (epigrafe 5)

1. Calcula:
a) (2 + 3N} b) (1 + iy e) (3 - 4n
di({ -1 = §i)? e) (6i - §)? N -1

g) e h) (x - i)? D@+ n

2. Calcula las potenclas Indicadas:

a)z'slz=2cls 0%y n = 4. 5, 6.
b) [3,17 (cos 18,6° - i - sen 18,69))°

¢) (cls 2)* d) (/Scls % e
& b4 i %
e) [153cis ( - 1)) n(m$3‘ —J‘.sgn?)
g) (V17 cis 0.5)% h) (cls 452)*
1) (10,1 cis —_-} ) J) cis EE )“t
k) [4(cos 25° + i . sen 259)]* 1) (3 cls 1209)%
| x|
i [; % 30
n) [1,5 (cos 18.2° + i - sen 18,29))?
m) (3ets 5—; ‘ 0) (2 cis 18092
p) (2 + 34 q) (-1 - N*
K 3

) H— + ‘—23:']'“ $) .50 - 1,5)
0 (=2 - 20 u) (3 - pre

in
v](—!—-ﬂi) wi( -9 -y21 nt
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3. Simplifica:

a)it(i'? - 2) b) i + 1
c) i -1 d) 20 +
e)di* -3i+ 1° f) %2 -

g] HHI! ¥ “J}'FI:
4. Determina el valor de la expresion:

="'£1-":'il sl 2.=]-f;z:‘ﬁ!}' Z]=2C15"H—

Z, 2

5. Sea ae(C* S| se conoce que el valor de a + X es el que se Indlca, calcula la
expresidn pedida: a

a)a + Lt = 2 + 3i Calcula a* + L5
a a?

b)a + L3 2. Calcula a" + 24
a a’

cla + L = 1. Calcula a? + S
a 1

a

1 1
d — = 0. Calcula a" + —
]a+a Calcula a" + =

3
6. Determina w = ab’ en forma bindmica, sla = -3 + }/3i
[

- X : X
bxicisl'ﬂ"rc-!(ms 102 +1.5en 102 )

7. Halla el médulo y el argumento de w en:
(-V3+ 0 -V3),
(-Vis+ Vs °

emplea la forma polar o trigonométrica.

o] Lwd]

B. Seaz = . Calcula |z| y arg =.

iS::Isﬂ

W o=

[ﬁms z ]’u i

n
4 [.._]
cls a

9, Calcula los valores py gen: pcis ¢ =
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10. Efectda:

=

W2+ #2)
(1 + #/3) (4 cis 759)

11. Sea el nimero complejo:

[2 cls % ]J [Jmsf ]
¢ =

6 cls( - x)

a) Expresa a ¢ en notaclén trigonométrica.

y calcula |z| y arg z.

b) Expresa a ¢ en forma bindmica.

¢) Calcula arg c.

12. Calcula |z| y arg z sl:

(1 - p/3)*
=2 )
1
13. Dado z = >
14.
36 cls =
a) 36 cis 6
1 V3
d) — —
) + 5
g)3 -2
3 -i
m) -3 - 6i
o) 16§
15. Calcula:
3
a) |/8 clis 60°

(1 + i)/3+ P

V3

B

(1 - a3

i Calcula (z)*

-:}-+I
g

Calcula las rafces cuadradas de los nimeros slgulentes:

L]
d) |/3,17 cis 50°

g 5m
1 18—
g) I}' 00 cis r

b)3+ 1

e) -5

h) -8

k)4 + 41

n)2i -3
4

b) /81 cls 120°
7

e) [els 3

c) -1 -1

dr -5

na-1
) -5 -5i

i) 8i - 6

-
c) |/32 cls 150°

]
] / 5n
f) cls T

4
h) /13.6(cos 2 + I - sen 2)

L]
1) VIE (cos 352 + [ + sen 359)

&
NVases(-17



3 4
k) /4 + 4/3i 1) £ kg
2 2
5
m) [/2¥3 - 2i
nlz, -z)?s1z, =2+ 23iyz,= -3 -1
16. Calcula las ralces ciblcas de z, sl z = - 4)/3 - 4.

17*. Denota por &, una de las raices cibicas complejas de 1, por a, la otra y por a,
la raiz real. Demuestra que:

a}n|+a|+ ﬂ’=u
b) a,: a; = a,

18. iPara qué valor de x€C se cumple que x* - 8i = 0?

19. Halla las soluclones de las ecuaclones sigulentes:
a) 2 +27=0(zeC)
b) ¥ = i(xe )

20. Sea z = z'—:'- (z,#0), donde z, = V3 + i,
z, = 2)/2cis 150° y z,--—!';S - %.*

a) Calcula z.
b) Determina las ralces cibicas de z.

21. Halla las raices ciblcas de z sl:

V3

znms—zi£+l+—£

2
22* Sea w e C tal que:
[3 cls % ]’[3 cls T:- ]
w! = Y
2cos( = x) + i «sen( = 7))

calcula: |[/w

23.Hallaz sl z = —ZLZI-. sablendo que z, = 43 - 4i;
Iy

1
Z;=2cis150° y z = vi-cis%.

24. :_-lnlla las ralces sextas de la unidad y represéntalas grdficamente en una circun-
erencla.
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25. Halla los valores de p ¥y ¢ en la expresién:

[-;- + -?J]{! cls 50°)*

3
pcis ¢ =

2 cls 230°
26. Halla los nimeros complejos z tales que:

AL
gt V2

27, Calcula p v o sl:

2n
» (1 -1 'ﬁ\ﬂﬁ—a

Z=pcls p= 3 ois 750

a) Representa graficamente las rafces cuartas de z.

28. Sea el numero complejo z = 8)2(1 + i)
a) Determina |z| y arg 2. i
b) Halla las rafces cuartas de z.

6. Polinomios y ecuaciones

Los nimeros complejos poseen numerosas aplicaclones en la clencla y la técnica,
en particular, en la propla Matematica.

En este epigrafe encontrards algunas aplicaclones de los nimeros complejos en
otras dreas de la Matemitica.

Veamos una aplicacién en la resolucién de ecuaciones; en primer lugar veamos

como se obtienen las soluciones de la ecuacién: x? - 12x + 10)/2 = 0 considerada
en el epigrafe 1.

PARE B
Vemos que x = Yu+ Vv, donde u y v son las soluclones del sistema:
U+ V= - Wﬁ

Hll"ﬁ"

gue se reduce a la ecuacldn de segundo grado:

vl 4+ 10¥2v + 64 = 0; sus soluclones son:

v= -5/2 % |/50 - 64 = 53 £V -14 = -5/3 = W/Td

entonces:

x=JV-5y"i+.*p"ﬂ +]‘/—5ﬁ-£v"ﬁ
-




Calculando tenemos:

i

V-sas v+ -sa-vi

=i/—ﬂlf§+ﬂﬂ'ﬁ +i/-sﬁ—w’1_4

3 3
= [/8(cos 152° + i - sen 1529) *+ |/8(cos 1528 - i - sen 1529)

= 2[cos (50,7° + 120%) + i + sen (50,7° + 120%] +
+ [cos (50,7° + 120%) - i - sen (50,7° + 120%)] &k =0;1;2.

=4 .cos (50,7° + 120%) k=0,1,2.

La expresién dada tiene tres valores diferentes.

253, k=0
V_.Sl/z_ +VI+31/-5V2_-|;‘—14 = —3,’9’5, k=1
141, k=2

El valor obtenido para k = 2 coinclde, dentro de la precisién utllizada, con 2

que e5 la rafz que conoclamos.

Se puede comprobar que los otros dos valores tamblén son ralces. En este caso
el cdlculo con nimeros complejos se ha aplicado para obtener las tres rafces reales
de la ecuacldn, lo que no es posible calculando solo con nimeros reales.

Tamblén en el caso de las ecuaclones de segundo grado puede aplicarse el célculo
con nimeros complejos, en este caso se obtlenen dos rafces para cada ecuacidn.

Ejemplo 1

Resuelve:

A x?-3x-1=0
b)dx? —dx + 1 =0
dxl+x+1=10

d)x*-2ix -5=10

Resolucldén
a) Aplicando la formula obtenemos (el discriminante es positivo):

31[."4-!-9, 3-1]"’1_3 3 +3,61
T T D R
3,30

- 0,305

Xja =
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b) En este caso el discriminante es cero (16 - 16 = 0) y se obtiene una unica rafz:

e UL
1.2 1
¢) Aquf el discriminante es negativo (1 -4 = -3 <0) y no hay rafces reales,
pero sl complejas:
-1+/3 - 1203
X = =
1.2 2 2
2x 2n
it s
2z 2n
—_— = e —
(cos 3 3

Observa que en este caso las ralces de la ecuaclon son rafces complejas de 1; esto
se debe a que:

(x*+ x+IXx-1) x*-1
x -1 T

x4 x+1=

y las soluclones de la ecuacidn son las ralces ciblcas de 1 diferentes de 1, es decir,
las rafces ciblcas complejas de 1. En general:

Xlex=14  +x2+4lm=

y las rafces de

X'+ x4+ .+ x+ 1 =0 son las raices n-ésimas complejas de 1. Estas
ecuaclones se llaman clclotdémicas.

d) Aquf los coeficlentes son complejos:

x.;:!’d:l/.!"#-ﬁ =fi|} -1+5 =ix2. N

Hemos visto que las ecuaclones de tercer grado tlenen tres raices y las de segun-
do dos; ambas son casos particulares de un teorema general.

Teorema 1 (Teorema fundamental del Algebra)

Toda ecuaclén de grado # en € tiene exactamente n rafces complejas.

En este curso no podemos demostrar este teorema. Observa que sl los coeflclen-
tes son reales no podemos aflrmar que las rafces sean reales comao muestra el ejem-
plo le.

Terminaremos el contenido de este epigrafe con algunos resultados sobre los po-
linomios con coeficientes complejos.
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Como sabemos, los polinomios son expresiones de la torma:
a2 +d,_ "'+ .. +ugz + agenlas que g, €C, (ax0)

n €N es el grado d2l polinomio y z es una varlable (que puede tomar valores com-
plejos) y cuya igualdad se determina por la definicién sigulente.

Definiclén 1 (Igualdad de los polinomios)

Dos polinomlos a,2" + ... + 4,2 + ap a,#0
y b+ ..+ bz + by b 20
son Iguales sl y solo sl sus grados son Iguales (n = m) y sus coeflclentes tam-
bién, es decir:
dy=bh, k=01, .. n

Esta definicidn permite resolver numerosos problemas.

Elemplo 2
Calcula A ¥ 8 para que se cumpla:
x+ 2 = A 0 B
x? - 8x + 6 x =23 x -2
Resoluclén

Efectuando en el mlembro ‘derecho obtenemos:

x+ 2 % A[x-i}-l-B[x-J}: (A + Bx+(~-24 - 3B)
x1-5x+ 6 x2-Sx+ 6 x*—Sx 4+ 6

Como los denominadores son Iguales: los numeradores deben serlo también:
X+ 2=(A+Bx+(-24 - 3B)
aplicando la definicién de Igualdad tenemos:

A+ B=|]
-24 -38B=2

Multiplicando la primera ecuaclén por 2 y sumando se tlene:
-B=4luego B= -4
y sustituyendo en la primera resulta:
A -4 =1, luego A = 5, es decir,
x4+ 2 5 4

.r’-$x+'ﬁ-.x—3 x -2

El procedimiento Introducido en este ejemplo se llama método de los coeficlentes
Indeterminados, pues se Introducen coeficlentes que no se conocen y cuyo valor se
determina aplicando la definicién de Igualdad.
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Del teorema fundamental del Algebra resulta que todo polinomio con coeficlen-
tes complejos puede ser descompuesto en factores lineales.

Teorema 2 (Teorema de factorizacién total)

Sla,z + a,,=" + ... + a,z + ayes un polinomlo con a, €T y z,, 7;...,.2, SON
las raices de la ecuaclén a,2" +a,,2' + .. +az + a,=0, entonces,
a2 +a,, "'+ . ragray=az -z2Xz -2).(2~-2)2, .2,

se llaman también ceros del polinomio.

Este teorema tampoco lo demostraremos.

Ejemplo 3

Descompdn en factores: x? + x + 1.

Resolucldn
Sabemos que: x? + x + | = 0 tlene raices

“'=(m52_;"'"‘““%) !!’ﬂ:=(ms-%ﬂ~—.f-sen -%1)

luego del teorema 2 resulta:
X+ x+1=(x-aglx -a,).B

Observa que el polinomio del ejemplo 3 no tiene descomposicidn en polinomios
con coeflclentes reales.
Combinando el teorema 2 y el ejemplo 2, podemos descomponer cualquier frac-

A
X —-a

clén en fracclones simples del tipo

Ejemplo 4

2x + 1

Descompdn en fracclones simples: -
x4 1

Resolucldn
Como x? + 1 = 0 tlene ralces * i, tenemos:

x4 1 = (x - x + ) ¥ entonces escribimos,
2x+ 1 - A A 8 : Alx + ) + Bix = )

x4+ 1 x =1 x+i xsl
_ A+ Bx+(4-B)
x4 1 3
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Aplicando la definlclén de Igualdad tenemos:

A+ B=12 A+ B=2
(A -B)=1 o A-B= -1|
de donde se obilene:
A:I__i,:,r,ﬂ= 2+I,um,
2
2x + 1 2 =1 % 2 =i

Bl 2= Ax+h

Ejerciclos (epigrage 6)

1. Determina las soluclones de las ecuaclones siguientes en el conjunto de los ni-
meros complejos.

a)x*-3Ix+2=0
e)xi+x-5=0

e)dxt+ x -2=0
glxi+ x+3=0

Dxt+2x2+1 =10
k}x"+x’-t:l-l}
m)x‘+ Ix?+2=0

b)2x*+ x -1=10
d)Ix*-x-2=10
Dxt+x-1=0
h)x*+4=10

NDxt+x2-1=0
Dx*=-3x+5=0

nix*-x+1=0

i) (2x = 1) = (x + 2fx - 2) =2x?= =-2x =5

2x + 3i = 1 =i

o)

{ x =i

Q) xl=2x -3 - {

Dx-2+4x+2-3=0

$) x+ 18 = 3x+1 _
x? -4 X+ 2

pPlx*=54+12i=10

. Resuelve las ecuaclones sigulentes (z=C ):

a}z’-r.’z:!
c)z*+ 2iz-1=10

e)zi=2 -(1 -2z

g)z¥=2z -5 ¢

3. Descompodn en factores complejos.

a) 1667 + 36x? (x;: b>0)

c) 26
e) @ + b (a: 6>0)

b)z!+iz+1 =10

d)zt+ 2iz=35
f) z¢ = 30z - 289
h)z(z -20)= 3§

b2
b)a?+ o (a; b=0)

d) x* + ;* (x; y=0)
N2x? =2x+ 1



4. Resuelve las ecuaciones sigulentes:
16

a)x?+ 9 =10 b} x1+ 49 =10

) Ixi=2x -1 d)2x? - Sx*+ Sx -6=10

5. Expresa en forma trigonométrica las soluclones de las ecuaclones sigulentes:

a)x?+x+1=0 byx? =2x+4=10

6. Demuestra que la suma de las rafces quintas de la unidad real es nula.
Sugerencla: Resuelve la ecuaclon x* = 1
7. Resuelve el sistema de ecuaclones sigulentes:

Sx¥+ 2xy -yi=13
x+y=10

87 Determina los ceros de las funclones complejas sigulentes:
a)f(@) =2 -(5+ 2z + 21 +i
b)f(z) = 2 - 8z - 3iz + 13i
f(@D =01+ Dz = (71 + 13Dz + 2 + 60i

9 Determina los ceros y polos de las funclones complejas sigulentes:

FEES
8) f(2) = z 1 6z + 10
2t+z+ 1

FLE |
z¥ - 6z + 25
234+ 4z =221 = |
24 -2
2? - 125
te iz -5 =i

b) g(z) =

¢) n(z) =

d) hiz) =

10*. Descompén en factores complejos:
a)2x*+ Ix¥+ 16 b)x* - x' -d4x? -5x -1}

11. Resuelve los sigulentes sistemas en el conjunto de los nimeros complejos:

a) Ixr+ 2yt= 25 b) 4x? - 9y? - fx - 36y - 68 =0
x+y= 5 y=-x=12

12. Resuelve los sigulentes sistemas con las condiclones dadas:

a)ix =(1 + iy =13 x:v R
24+ 0x+iv=4
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b)z+ iwm=1 z: wel
iZ+w=1\1+i

)2 +iz+ (2 =iw=2 z-wed
(1 +iz —iw=3+1

13. Reduce los polinomios sigulentes y determina su grado.

A P(x)=Tx? + 5x =3 =3x? -2x+ 7

B)Q(x)=Q2x+ 1) =(x+ 1}x - 1) - 3x?

e Mix: )= 2xh? - xplxp? - 1) = dx¥? + BxWy* = xy
d) S(a; b) = lﬂ’b* - lﬂl‘ﬁ‘r’+ 13’#‘4— ie‘.t'*'1!:|"+ 2
2 4 4 8

14. Sea P(x) = 2x* = 3x’ + x* - 2x + |, calcula P(1), P( - 1), P(2) y F(IT )
aplicando la regla de Ruffinl o de Horner.
15. Dado P(x) = 2x* + x* - 2x + 3. Calcula A - A1 -y P('")

16. Sea @(x;y) = x? - xy + y*
Calcula Q( -1 :;2)y Q(2i: 1 - .

17. Dado Plx; ») = x* = 2xy + x -y (x; yeC)
Calcula su valor numérico sl;

a]x:—-;— y= =2 b)x= =03 y= -05

clx=1 y= =i dlx=2 -1 ye=4 4+ 3
1 T

e)x = 2¢ls = y= —¢cls ~

) Tl e

18*. Halla un polinomio de tercer grado cuyas rafces sean:

a)x; =1 xXy= =12 xy=10
blx;= =1 x3= =1 x,:%
C) X, =Xy=Xy= =[]
d}x,=1 x,=l Xy = -1 x'=u
e)x;=1-2 x,=1 x,=1+ 2
1 1 V3

=] = - — —i = = = = e
D2 * N T 2 2
g]x,=% X;=a Xy= =-a {az0)
h}x|=ﬁ X3 = -ﬂ x,::



19* Halla p y g para que el polinomio:

a) x? + px? - gx - 3 sea divisible por x? + 2x - 3.
b) x4 — px* + gx - | sea divisible por x* - 1.

¢) 3x? - 8x? + px + g sea divisible por 3x? - 5x - 2.
d) x? - px? + gx - 6 sea divisible por x? - 2x + ..

20*. Hallap. gy r pafa. que el polinomio:

a) 2x? + px* + gx + r sea divisible por (x + 1)(x + 3)(2x - 1).

b) px* - 5x* - 14x* + gx* + 5x + r sea divisible por x! - 6x? - 9x + 14.
21.* Analiza la divisibilidad de los binomlos:

X" +g" por x xa (n = N)
22.* Descompdn en factores los polinomios sigulentes en los conjuntos @, R y C.

a)x*-Tx -6

b)(3 + Nx? - Tix -6

¢) x* -1

d) x* - 16

e) x - 6x¥+ bx -5

N2x*+ 5x = x4+ 5x =13

B) 2x* + x4+ x¥ = Tx + 3

h) 2%+ x* = 11x? =9x + 18

23.* Halla el polinomio P (x), de tercer grado que se anula para x, = 1, x, = 4,
xy= 2y toma el valor =24 para x = =2,
24* Determina el polinomlo P (x) de tercer grado cuyos ceros son x, = 1; x, = 2
y x5 = 3, sl al dividirlo por x - 4 el resto es 134,
25*%. iCudl es el polinomlo de cuarto grado cuyos factoresson x + 2, x + 1, x - 1
y x — 2 y su valor numérico es 4 para x = 0.

26 Calcula el wvalor de k<R para que un cero de la funclén
S(x) = kx* = 3x + kx? - 7 sea x, = 2.

27.* 51 se tiene que P (x - 2) = 0. Prueba que evaluando el polinomio para x = §
es divisible por 3.

28%. El polinomlo P(x) = 2x* = 2x? + n¥x? - 3nx + 2 es divisible por x - 1. Cal-
cula n.

29.* Descompén en fracclones simples:

x -5 3
& (x+ I)}x - 1) ! x4 Iy
8x -8 2xt - 2x - |
dl
©) x? - 2x? - Bx ) (x - 2x - 1)?
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54
x? - 21x + 20

Ix
x? - 25

3x2 4 12x + 11
X'+ 6xt+ llx+ 6

n*

e)

g)

1)

30* Calcula los coeficlentes 4, B, Cy Den:

x' - dx? = x+ 3

(x4 1)

Ix =2

x?-5x+ 4

x? C D
= A B
) x? - Sx 4+ % +x—1+x—3
b) {x-l}{x-:'n}"‘: Ax + B Cx + D
(x?+ x - 3)? (x2+ x - 3)? xle x -3
0 x?+ 1 Ax + B Cx+ D
(x*+ x + 1)? (x*+ x+ 1) x'+ x+ 1
31* Expresa como suma:
x'+ 8 x) + x?
a iy e - b S
}x’-21+d }x=-3x+2
Bx?+ 7 d) x)+ Ix
(x + 1)2x + 1)? x1-2x -3
32* Calcula 4, B, C, Dy E si:
D xtexie Sxdy . A Bx + C Dx + E
(x+ Idx2+ x + 1)? x+1 xt+x+1 (x2+ x+ 1)
b) x4 - 3Ix¥4 x4+ 2 A Bx + C Ux + E
(x + 2Xx? + 1)? x+ 2 (x*+ 1)? x4+ 1
) x? = A X Bx + C Dx + E
x(xt+ 1) x (x*+ 1)? x*+ 1
33. Muestra que las sigulentes expresiones se reducen a un polinomio Idénticamente
nulo. .
x+ 1 3 4
P =
A e S
b+a c+a
x+4a c-a c-b
= + =
b) @ (x) (x =alx -¢) x -b X -c
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34*, Halla por el método de los coeficlentes Indeterminados, el coclente y el resto de
la divisién de:

ayxd —-x?+x-l:ix-1 b)Ix*+ 6x2 -9 : 2x + |
e)Sx} —bx?+dx = 1l:x¥-2x+1 d)x* -2x'+ 1:x*=3x+ 3x -2

Ejercicios del capitulo
1. Expresa en forma binémica.
a3 -N+025+0-(1.3 +67)

b) (i - 4X2 + 3i) - [(% -n.sse) + % = s]

2 . 3
c) [v’icls 450 4 (? - 5,1:) (1 = .)] (2 - )
d) [5.3 cis 40° - }3cis 31 (2 + 30)
e) (04 -0,30* + 2[005 % - i -sen % ]
N2+ N* - 045 cls 45°

B) Y5 =i +cls 3 -2,7(cos 80° - | . sen 809)
3
h) /0,064 cis 150° . (2.5 + 0)* - V‘_

b} [5'-_?-r +—2-3-I--_~3-:| Jcis( -6)

D57 + 0,314 -(253i =5+ 32 -0
k) 3,5 cls 48° . 2,7 cis( - 659 :¥3cls 70°

2n
1:-2?“5? Elcls(-—) 1.8 cls — =

m) 5,65 cis 140° . 3 cis 40° : 8 clis 65°
n)2cls 172 + 3,5 cls 25¢°

) (15 cls 2)* «cis 3 : (2 - 1)

D@ +D -3+ 2 -i)

P@+d (-1 +3) -7 -2 (2-70)

- i+ T T
Q)2 -+ 2) +ﬁ(m5.§ _{.“n?)

r) [:-"Tcls -1%]“ . [;’iﬂa( d! % )]JI + VBcls 2,7
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2. Determina los valores de x e’y € R en las ecuaclones siguientes:

a)x+ 3 +3=5+yi b)x -2i=3+ 3 -y
ey -ix+1 =iy -3x f)3x -y -i=2ix -y

g)(x + ivMl + 20) = =1 + 8i
hilx + w2 - =35

D (x + ivdx = iy) = (2 +.ix)?
Dx+i=1+1i

k) (x = iy)x =iy ) = (x + 1)?

) @x - 30 = - 9y

m) |x —iy] =4
nNx*-3x-y+x-1)=y+1

3* Prueba las Igualdades sigulentes:

a)z+w =Z +W h}z-wzz_-';r
c)zw =I_*\_V d) z: =Z-1"p_\|'
2 —=dai
4, Calcula o € R para que el nimero z = ﬁ- sea un nimero real.
+
5* Sea el nimero complejo w = z =1 (zeC,zz - 1)

+ 1
a) Determina & (w) e £ (w).
b) Demuestra que sl w es un Imaginario puro, entonces |w| = 1.
6* a)Seaz = x + iy (x, y €R) prueba que:

Z+z zZ -z

X o=
2 i

i

b) Sea la ecuacidn de la recta
Ax + By + C = 0 (x, ye R). Demuestra que:

(A +iBz +(A -iB)z+2C=0

7. Resuelve las ecuaclones sigulentes.

a)w! -4Y2(1 + D =0 b)wi-4+4i=0
ok 1+:"-ﬂ
28 2+

8. Halla dos nimeros complejos tales que su diferencla sea lgual a 6/ y su coclente
sea un nimero Imaginarlo puro.

9* La suma de dos complejos es 3 + 2i. La parte real de uno es 2. Halla dichos nu-
meros sl su coclente es un nimero Imaginario puro.
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10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

104

Calcula el valor de la suma:
E=1+i++ ., + 10

Halla las partes real e Imaginaria de los nimeros sigulentes:

a)z = M.{f"‘
I
L A T T |
2 -5 4 + 3f i
Sl '2-31

. *
1| + 4i

Sea la funcion compleja f(z) = 2z* =2’ + 2! =z = 1(zeC).
al Calcula (1 -0y f(1 + V3D
b) Investiga sl z, = { es un cero de [

2+ I
Demuestra que sl |z,| = |z,|, entonces ———- es un Imaginario puro.
2y = Iy

Determina p y @ dado:

3 / ma? 1 V3
pcls p = = donde:ﬂ-ﬂ+.’.a-ﬁ+|ﬁwﬁ=? +—1f.

Calcula las raices cuartas de z sk

3
z = a’be donde a = [2cis -i%

b = V3(cos 40° + i - sen 409 y ¢ = V3cls 50°.

Un extremo de un didmetro de circunferencla cuyo centro coinclde con el origen
de coordenadas es el punto 4/2+ 2/. Halla el nimero que representa los extre-
mos del didmetro perpendicular al dado y calcula la longitud del didmetro de la
circunferencla.

iQué figura del plano representa las sigulentes ecuaclones?

)L = 2 b'.lﬂ[]? ] =il

,_.]J[%]:.;. dz-z +( -z+A+0Dz=0

e)z-z+i(z¥=-2)=2
Nor*-2)=2 -7(2)
B2z +(2+0z+1(2-2)z =2

a) Calcula las rafces ciibicas de z, 51 z = 3 + V3.



b) Las ralces cuadradas de z. sl

40 cls 20° . % cls 40°

i =

(V3 - 1)
19. El centro de un cuadrado es el afljo de zo = | + i, y uno de los vértices es el
afljode z, = | - i. éQué nimeros complejos determinan los vértices restantes?

Calcula la longitud de la diagonal del cuadrado.

20. a) Sea la funclén compleja:
f(2)=2% -2z + z - | (xeC).
Calcula el valor /()3 - i)
b) S1g(z) =24 —=iz* = (1 + 2Dz + 3z + (1 - 13D
Calcula el valor de g(2 + 31).

21* a) 51 a es una de las raices clbicas complejas de la unidad, comprueba las re-
laclones slgulentes:

ol +a+al=10

e (1 + n']"+{|.+q_]‘=—;* (1 -a)?

b) SI o, es una raiz cibica compleja de la unidad y «, es la otra, muestra que:
L ] ﬂl + ﬂz = = I
®a vy = a,
22.* Demuestra que sl z,, z, € T se verifica que:

|z, + 2] *+ |2, - 23| = 2|z,|* + 2|z,|2 Interpreta este resultado geométrica-
mente.

23. Describe geométricamente el conjunto de nimeros complejos z que cumple la
condlclén sigulente:
e !T =1

24. Comprueba sl 1 * V3i son rafces de la ecuaclén:
k]

X1 -4x+ 3= -
x? -1

25.* Los ceros de un polinomlo son -1, 3, 5, - 2, y toma el valor 144 para
x = 1. Determina el resto cuando se divide por x - 4,

26* Determina n para que el polinomio 2x® - 2x*+ nx - 1 sea divisible por
x =3
27* a) Determina @ y b en el polinomilo x* - ax? + 2x* - bx + 1, sablendo que es
divisible por x - 1l y x - 2.

b) ¢Cudl es el polinomlo de tercer grado en una varlable cuyas rafces o ceros
son -d&i,1 =i 1ytomael valor numérico - 4{ + 12 cuando la varlable
toma el valor i
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28. Resuelve las ecuaclones sigulentes.
a)x)-x1-2x=10 b)x* -5x2+4=0
) x? —dxt - Tx¥+ 22x¥+ M4x =0

Tl
b F

29. Descompén la fraceldn en fracclones simples.

AT =X

30* Demuestra que para ninguin polinomio P (x) con coeficientes enteros se cum-
plen las igualdades P(7) = 5y P(15) = 9.

31* Expresa en términos de sen @ y cOs o.

alcos 3p b)) sen 3o c) cos 4p d) sen 4¢
32* Calcula:

a)l + cos o+ cos 29 + ... + COS Ny
b) sen ¢ + sen 2p + ... + sen ng
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LA GEOMETRIA DEL ESPACIO

La geometrfa del espaclo, estereometria o geometria de los sé6lidos, como toda
geometria, tlene su orlgen en las primeras civilizaclones. Del conocimlento de los
papiros que ha llegado hasta el presente siglo, se puede Inferir que es en esta rama
de la matematica en la que los eglpclos superaron, quizés, a las civillzaclones que po-
blaron el valle de la Mesopotamia, ¥ muy en especial, en geometria del espaclo.

En el Papiro de Golenishchev o Papiro de Moscu que data del afio 1850 a.n.e.,

por elemplo, se emplea la férmula V = % (a? + ab + b% que usan acertadamente

para calcular un tronco de pirdmide de dimensiones superlores a las de la gran Pi-
rdimide de Keops.

No obstante, los babllonilos dejan tamblén huellas de sus conoclmientos este-
reométricos en una de las tablillas de barro que con escritura cunelforme se conser-
va en la Universidad de Yale, la cual se supone fue confecclonava en el afo 1600
a.n.e. En esta tablilla se presenta también el cdlculo de un tronco de pirdmide, pero
en este caso, la solucldn conduce a una ecuaciéon ciblca.

Los griegos comlenzan el estudlo geométrico de los sdlldos en la escuela de Pi-
tdgoras. Sus mlembros se Inclinan bdslcamente al conocimlento exclusivo de clertos
solidos muy caracteristicos, es decir, a los polledros regulares.

La geometria de los s6lidos adqulere su flsonomfa actual en los libros X1, XII ¥
XIII de los Elementos. Dedica Euclides estos tres libros de su famosa obra a construlr
la geometria del espaclo y, con excepcldn de la esfera, la desarrolla tal como se es-
tudiaba hasta casl mediados del siglo xx. En sus Elementos presenta Euclides las de-
finiclones, los teoremas relativos a rectas y planos en el espaclo, los teoremas rela-
tivos a paralelepipedos y concluye con la construcclén de los cinco poliedros regu-
lares.

La estereometria se completa tal como la conocemos hoy con los trabajos del
Gran Arquimedes en sus obras: Sobre la esfera y el cilindro y De los conoides y es-
Seroides.

Al estudlar a los sélidos Inscriptibles en una esfera, ademds del trabajo con los
cinco polledros regulares, Arquimedes aporta otros 13 polledros que denomina se-
mirregulares, de los cuales el mds conocldo es el que consta de 12 cuadrados ¥
8 tridngulos.
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CAPITULO

3

Geometria del espacio

Geometria sintética
1. Introduccién a la geometria del espacio

Has estudiado geometria plana o planimetrfa, sin embargo, no vives en un mun-
do plano, vives en un mundo con tres dimenslones (largo, ancho ¥ alto), en un es-
paclo tridimenslonal. Para comprender este espaclo y orlentarte en él es convenlente
estudlar la geometria del espaclo o estereometria.

En la geometria del espaclo se tienen algunas propledades diferentes a las que te
son famillares de la planimetria.

Por ejemplo, en el cubo de la figura 3.1 pue- E_ H

des apreclar que las rectas AB vy DE no son Y
paralelas, pero no tlenen puntos comunes, !
esto significa que en el espaclo no puede de- F . G
cirse que las rectas paralelas son las que no :
se cortan. 1

|

o

.-f"J— ------- 2
,f
A g

Fig. 3.1

[gualmente, las rectes FG y GB son perpendiculares a la recta GH: es decir, en el
espaclo se puede trazar méds de una perpendicular a una recta en un punto y, ade-
mads, dos rectas perpendiculares a una tercera no tlenen que ser paralelas entre si.

Ejemplo 1

Consldera la plrdmide que se obtlene secclonando el cubo de la figura 3.1 por las
rectas EA, EC y AC. Sefala, utllizando las arlstas:

a) Dos rectas que no se corten y no sean paralelas.

b) Tres rectas que sean perpendiculares dos a dos.

¢) Dos rectas paralelas.

d) cQué parte del cubo es la pirdmide?
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Resolucion (fig. 3.2)
a) Las rectas DE y AC.
b) Las rectas ED, DA y DC.

c) No exlsten; entre las arlstas que se obtle-
nen no hay dos paralelas.

d) La pirdmide tlene por base el tridngulo
recténgulo ADC y por altura el segmento

ED. 51 denotamos ¢
ED =AD=AC = I (lado del cubo)
tendremos: o Fig. 3.2
l ] AB-DE = iy 1
AL P o et Sty B B e B
A Rl R 2 3 2 6

LI
A U A
V. 716

La pirdmide es la sexta parte del cubo.

Como hemos visto, la diferencla fundamental entre el plano y el espaclo radica
en que en el espaclo hay tres dimensiones, es declr, se pueden trazar por un punto
tres rectas perpendiculares dos a dos. En el espacio tenemos cuerpos que no pueden

estar en un plano, estos cuerpos estdn limitados por superficles y algunos, como el
cubo de la figura 3.1 por planos.

En resumen:

El espacio es un conjunto de puntos en el cual hay algunos subconjuntos lla-
mados rectas, caracterizados por las propledades del punto 17 del Memento y
otros subconjuntos llamados planos caracterizados por las propledades de la
afirmacién 1.

Aflirmacidn [

Un plano es un subconjunto proplo del espaclo caracterizado por las propleda-

des sigulentes:

a) Por tres puntos del espaclo, no situados en linea recta, pasa un plano y solo
uno.

b) Si dos planos tlenen un punto comiin, entonces tlenen una recta comun que
contlene a ese punto (recta de Interseccidén).

¢) SI una recta tiene dos puntos en un plano, entonces estd contenlda en dicho
plano.
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La afirmaclén 1 no puede ser demostrada a partir de las propledades geométricas
que conoces; es un axloma que aceptamos sin demostracién y afladimos a las pro-
pledades conocldas. Esta aflrmacién podemos utilizarla para demostrar otras prople-
dades geométricas.

Ejemplo 1

iPor qué nunca cojea una mesa de tres patas?

Resolucldn

Los extremos de las patas slempre quedan en un plano (tres puntos no alineados de-
terminan un plano y solo uno) por tanto la mesa de tres patas no cojea. B

Teorema 1

' Dos rectas que se cortan determinan un plano y solo uno.
Demostracion
Sean py g (flg. 3.3) las rectas y A el pun-
to de Interseccion, lomemos en p un g R
punto P#A y en g un punto Q# A, £>|<'
entonces los puntos A, Py @ : 2
determinan un plano « y solo uno, se-
gun la afirmacidn 1 a Fig. 3.3

Segun la afirmacién 1 c, la recta p estd enteramente contenlda en a, pues tiene en

él los puntos A ¥ P: lgualmente la recta g tlene los puntos A ¥y Qen a y estd contenilda

en é.0

Nowa: El plano, al Igual que la recta, ¢35 una lgura limitada y del mismo modo que para representar uns
recta se dibuja solo un segmento de esta, para representar un plano se dibuja solo una porcidn de
este, la cual puede ser un recténgulo que visto en perspectiva parece un paralelogramo.

Ejemplo 3

Demuestra que una recta r y un punto exterlor a esta, determinan un plano y solo
uno.

Resolucldn e

Sea B un punto de la recta r (fig. 3.4), J,,r”?
entonces:

Las rectas AB y r se cortan y determinan 2
un plano dnico « (teorema 1). 0 Fig. 3.4

En general, en el espacio se cumplen todas las propledades conocldas relativas a
paralellsmo, orden y congruencla.
En el caso del paralellsmo es necesario modificar la definlcién de rectas paralelas.
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Definicién 1

Dos rectas en el espacio son paralelas sl y solo si
a) estdn contenidas en un plano y,

b) son paralelas en ese plano.

Como hemos visto, dos rectas en el espaclo pueden no ser paralelas y no cortar-
se, en general son poslbles las relaclones sigulentes:

e Las recias estdn en un plano y entonces:
a) se cortan o,
b) son paralelas.

e Las rectas no estdn en un plano y entonces no se cortan. En este caso se dice
que se cruzan o que son alabeadas.

Se conviene en llamar dngulo entre rectas que se cruzan, al dngulo que forman
a partir de un punto dos semirrectas paralelas a aquellas.

Ejemplo 4

Prueba que dos rectas paralelas determinan un plano y solo une.

(fig. 3.5); por definicién de paralelismo
estdn contenidas en un plano a. Este pla-
no estd determinado por los puntos Fig. 3.5
A.Be€py Ceg, luego es tnico. B

Por su importancia, resumimos a continuacion las diferentes formas de determi-
nar un plano.

Resoluclén ¢ q
Sean p y g reclas paralelas /,‘//‘/ P
B

A a

Un plano estd determinado por:
a) Tres puntos no alineados.

b) Dos rectas que se cortan.
¢) Dos rectas paralelas.
d) Una recta y un punto exterior a esta.

Ejerciclos (epigrafe 1)

1. En los prismas de la figura 3.6, sefala utllizando las aristas:
a) Dos rectas paralelas.
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b) Dos recltas que s¢  cruzan.

¢) I'res rectas que sean perpendiculares dos a dos.

hl

8. <Son verticales todas las rectas perpendiculares a una horizontal? Pon ejemplos.
9. Si dos rectas en el espacio no se cortan por mucho que se prolonguen, ise puede
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Fig. 3.6

Sea el cubo ABCDEFGH de la figura 3.7.

Sefiala. utilizando las arlstas:

a) Dos reclas paralelas que no pertenez-
can a una misma cara.

b) Dos rectas que no sean paralelas ni se
corlen.

¢) Dos rectas perpendiculares.

d) Dos rectas paralelas que no estén en
un mismo plano.

e) Cuatro puntos gque no estén en un
mismo plano.

f) Dos rectas que se corten en un punto
que no sea vértice.

g) Una recta perpendicular a BG.

triangular?

€

Fig. 3.7

. Sefala, en tu aula, rectas paralelas que se corten y que se crucen.

(i

. ¢Cudntos pares de aristas situadas sobre rectas cruzadas hay en una plrdmide

. &Cudntos pares de arlstas paralelas y aristas que se cruzan hay en el ortoedro?
. tPor qué cojea una mesa de cuatro patas con una mds corta que las otras?

. 51 se unen con dos hilos los extremos Inferlores de las patas no consecutlvas de

una silla, éicémo se sabe sl estos cuatro extremos estdn en el mismo plano?

afirmar que son paralelas?



10.
1.

12.

13.

14.

I5.

16.

17.

18.
19.

¢Cudntos planos delerminan tres rectas concurrentes no coplanares?

Se tlenen 7 puntos entre los que nunca hay 4 en un mismo plano. éCudntos pla-
nos determinan?

¢Cudntos planos determinan 20 puntos, no hallindose nunca 4 de ellos en el
mismo plano, nl tres en linea recta? {Cudntos planos determinan » puntos en las
mismas condiclones?

iCudntos planos determinan 3 rectas paralelas?

¢Cudl es el nimero mayor de planos que pueden determinar 3 rectas paralelas
y un punto cualqulera exterlor a estas?

Dos rectas se cortan, sl una tercera recta cruza a una de ellas y es paralela a la
otra, ¢cudntos planos. distintos determinan?

¢Cudntos planos determinan dos rectas que se cortan al ser cortadas por una ter-
cera?

Prueba que sl una recta corta a dos rectas paralelas, las tres estdn en el mismo
plano.

51 4 puntos no estdn en un plano, prueba que 3 de ellos no estdn alineados.

Demuestra que sl las rectas A8 y CD no estdn en un mismo plano, entonces las
rectas AC y BD tampoco estdn en un mismo plano.

2. Rectas y planos
Definiclén 1

Una recta ¥y un plano son paralelos sl no se intersecan.

En la vida diarla puedes reconocer muchos ejemplos de rectas y planos paralelos;

por ejemplo, las rectas determinadas por las lozas del piso son paralelas al techo de
tu aula.

(]

Ejemplo 1

Identifica en el prisma de la flgura 3.8:

a) Un plano paralelo a la recta CD (BC).
b) Una recta paralela al plano ACD (4B0C).

Resoluclén

a) El plano ABF es paralelo a la recta CD.
El plano DEF es paralelo a la recta BC. -

b) La recta BF es paralela al plano ACD. -
La recta EF es paralela al plano ABC. R
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Ejemplo 2

Prueba que sl una recta de un plano es paralela a otro plano que lo Interseca, es

paralela a la recta de intersecclén.

Resolucldn

Sea la recta p=f(Ng. 3.9), g la recta de
Intersecclén de los planos ay 4 pl|a

Debemos probar que p|lq

S1 la recta p cortara a ¢ lo harfa en un
punto Qde « lo que es Imposible ya que
plle.B

Fig. 1.9

Teorema 1 (Criterlo de paralelismo de recta y plano)

plano.

Una recta es paralela a un plano sl es paralela a una recta contenlda en dicho

Demostracidn

Fig. 3.10
114

Tenemos que (fig. 3.10) pllg ¥y gca.
Debemos demostrar que p||a.

St p|lq. se puede trazar un plano S que
contenga a p ¥y g. Sl la recta p cortara al
plano e, cortarfa tamblén a g, pues
g = anf, lo que es imposible pues p||g:
luego p||a. B



Ejemplo 3

Utiliza el teorema 1 para fundamentar la respuesta del ejemplo 1.

Resoluclén
a) CD||FB y FB pertenece al plano ABF, luego el plano ABF es paralelo a la recla
CD.

BC||FD y FD pertenece al plano DEF. luego el plano DEF es paralelo a la recta
BC.

b) BF||CD y CD pertenece al plano ACD, luego BF es paralela al plano ACD.

EF||AB y AB pertenece al plano ABC, luego la recta EF es paralela al plano
ABC. B

Ejemplo 4

Prueba gue sl dos rectas se cruzan, por cada una de ellas se puede trazar un plano
paralelo a‘la otra.

Resolucldn

Sean p y ¢ dos rectas que se cruzan (fig. 3.11).

Tracemos por un punto R de p una recta
r q' paralela a g. Las rectas p y ¢’ determi-
g nan un plano ¢ (teorema 1, epigrafe 1)
R que es paralelo a g (teorema 1, eplgrafe
a 2).
q

Fig. 3.11

Se dice que una recta Interseca a un plano sl tlene un punto comun con el plano,
entonces pueden ocurrir dos casos:

a) la recta es perpendicular a todas las rectas del plano que pasan por su punto de
Intersecclén,

b) la recta no es perpendicular al menos a una de las rectas que pasan por su punto
de Interseccldn.

En el primer caso se dice que la recta es perpendicular al plano y en el segundo
caso que la recta es oblicua al plano. Al punto de Interseccldn se le llama ple de la
perpendicular o de la obllcua.

Por “perpendicular® (oblicua) al plano se entlende tamblén el segmento de recta
perpendicular (recta oblicua) comprendido entre un punto y un plano.

En la vida dlaria puedes encontrar ejemplos de rectas perpendiculares y oblicuas
a un plano; por elemplo, la recta de Interseccidn de dos paredes del aula es perpen-
dicular al plso, mientras que los tensores que sostienen un poste determinan rectas
oblicuas al piso.
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Ejemplo 5

En la pirdmide recta de la flgura 3.12, iden-
tifica rectas perpendiculares u oblicuas al
plano de la base.

Resoluclén

La recta ED es perpendicular al plano de la base.
Las rectas E4, EB, EC y ED son oblicuas al plano

de la base.H

Teorema 2 (Criterio de perpendicularidad de recta y plano)

S una recta es perpendicular a dos rectas de un plano que se cortan en su ple,
entonces es perpendicular al plano.

Demostracidn

Sean m y n dos rectas que se cortan en el
plano a (fig. 3.13) y p una recta tal que
pLlmyp Ln Bpunto de Interseccldn de
p.myn.

Debemos demostrar que p es perpendi-
cular a toda recta del plano que pasa por
B. Sea q una cualqulera de esas rectas,
luego hay que probar que p Lq.

Fig. 3.1}

Tomemos sobre la recta p dos puntos A y A’ simétricos con respecto a B, y sobre las

rectas m y n dos puntos arbitrarlos C y D, y denotemos por E al punto donde la recta
g corta a CD.

Unlendo los puntos A ¥ A" con C, D y E. respectivamente, se tlene:
L ACD = A A'CD (€D lado comin, AC = A'Cy AD = A'D por ser n y m mediatrices de AA')
por tanto,

LACE = <€ A'CE (elementos homélogos en irlingulos iguales)
luego A ACE = & A'CE  Qal)
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de donde A.E' = ﬁ {elementos homdlogos en irldngulos Iguales)

y el A AA'E es Isbsceles,

pero EB es la mediana relativa al lado desigual, por lo que también es altura y las
rectas p y ¢ son perpendiculares. W

Ejemplo 6 £ i
1
Fundamenta, utilizando el teorema 2, que :

en el cubo de la figura 3.14 la recta GH es ! G

perpendicular al plano CDE. l
E

..-/ R [ C

!.f
A [
Fig. 3.14

Resolucldn

GH LHC y GH L HE, luego GH es perpendicular al plano CDE por ser perpendicular
a dos rectas de ese plano que se cortan en su ple (H). R

Ejemplo 7

Prueba gque por cualquler punto de una recta se puede trazar un plano perpendi-
cular a esta.

Resolucién
Sean la recta p vy A un punto cualqulera de
i p (fig. 3.15). Tracemos por A dos rectas m
y n perpendiculares a p. Estas rectas m y n
determinan un plano « Lp (teorema 2). 0
"
m
i
1
a '
Fig. 3.15
Teorema 3

Si desde un punto se trazan una perpendicular y varlas oblicuas a un plano, la
perpendicular es menor que las oblicuas.
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Demostracidn A
Sean AB L a y AC una oblicua cualquiera a a (fig. 3.16).
Unlendo los puntos C y B se obtlene el

A ABC, recténgulo en B pues AB L a,

y por tanto lo es a CB (CB < a); luego =
AB_ < AC yaque AB es cateto y .
AC es hipotenusa. B

@ [y
Fig. 316

Ejemplo 8

¢Qué longitud puede tener una cuerda para ser utilizada como tensor de un poste
de 6.5 m si debe fijarse en el extremo superior?

Resolucion

La cuerda tlene que ser oblicua al plano por lo que tiene que ser mds larga que el
poste que es perpendicular (teorema 3), luego tiene que tener una longitud mayor
que 6,5 m. W

Como consecuencla del teorema anterior se tlene que de todos los segmentos que
pueden trazarse desde un punto a un plano, el menor es el perpendicular. Esto nos
permite dar la definicién siguiente:

Definicion 2

Liamaremos distancia de un punto a un plano a la longitud del segmento de
perpendicular comprendido enire el punto y el plano.

La proyeccién de un punto, un segmento y, en general, de una figura plana sobre
una recta; puede hacerse en el plano y puede exienderse al espacio proyectando.
ahora, sobre un plano.

Definicion 3

a) Llamamos proyecclén de una oblicua AB sobre un plano «, al segmcntd
A'B que une el ple de la oblicua con el ple de la perpendicular bajada desd

el mismo punto A al plano « (fig. 3.17). -

b) Llamamos 4ngulo entre una =3
oblicua AB y un plano a, al 4n- ¥ A’
gulo ¥ formado por la oblicua ¥ :
su proyecclon sobre a. s—F

Fig. 3.17
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| Ejemplo 9

Un tridngulo isésceles ABC, rectingulo en C, se encuentra sobre un plano «. Por
el vértlce C se traza la perpendicular CM a o tal que CAM = 15 cm (fig. 3.18).

a) Halla la longitud de la oblicua AM M
i esta forma un dngulo de 30° con el /
plano . IS -
b) Halla el drea del tridngulo ABC. J
a A
Resolucldén Fig. 3.18

a) Tenemos que e
En & ACM es recldnguloen C(CB L a) y « CAM = 30°
luego AM = 30 cm (thipolenusa de un iringulo rectingulo cuyo cateto opuesto al dngulo de
¥ AN 30° mide 15 em?
b) BC = AC (el A ABC e Isdsceles)
En 4 ACM se tiene:

AC = AM cos 30° = 30 -lf= 15/3=15 +1.73 = 26
BC = 26 cm
AC. < BC 2 :
Asupe = 2 = “5?} = 2252 - = 615 = 337.5 cm?

AM” = 3.4 l:.':m"‘..

Teorema 4

a) Si una de dos rectas paralelas es perpendicular a un plano, la otra tamblén
lo es.
b) Dos rectas perpendiculares @ un plano son paralelas entre si.

Demosiracidn
a) Sean el plano a v las rectas py g
tales que pLa y p|lq: Py Q los ples de p y g sobre a, respectivamente (fig. 3.19).
Tracemos por P dos rectas my n y por Q
dos rectas m'y n'tales que m'||my n'|| n.
Tenemos que: pLmy pLln ipor ser pLa)
luego ¢ L'y gL n' tporser plly. m]len ¥ ][ (en el espuclo se conservan las propledades co-
nocldus relativas o paralelismo)
Por lo tanto, ¢ L a. (iworema 2. cpigrafe 2).
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" W

a _7

Fig. 3.19

b) Sean pLlay g La Pla Interseccion de p y « (Mig. 3.20).
Supongamos que p}q. Tracemos por

P la recta g'||g. Lus rectas p y p' de- q

terminan un plano [ que interseca al

plano « segdn la recta m. Se tiene que

i La (inciso a) luego p'Lm.

Pero también pLm (p L a)
I
|
I

Fig. 3.20

luego, en ¢l plano f# se han truzado dos rectas perpendiculares a o1 en el mismo
punto lo que ¢s imposible. Por lo tanto, p||q .M

Ejemplo 10

Prueba qae los puntos de una recta paralela a un plano equidistan del plano.

Resolucién
Scan p||a. A y B dos puntos cualesquiera de p (fig. 3.21)
Tracemos por 4 y B dos segmentos AC
y BD perpendiculares a q. entonces, - £
AC||BD (1corema 4b, epigrafe 2). g
G D
a
Fig. 3.21

Las rectas AC y BD determinan un plano §que interseca a a segun la recta CD. luego
AB ||CD tcjemplo 2. epigrafe 2).
Por lo tanio, 4BCD ¢s un rectingulo y AC = BD .m
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Teorema 5 (Teorema de las tres perpendiculares)

SI una recta de un plano que pasa por el ple de una oblicua al plano es perpen-
dicular a la proyeccidn de la oblicua, entonces es perpendicular a la oblicua.

Denrostraeiin

Sean la recta AB oblicua-a « (fig. 3.22), CB = proy_ AB.
runa recta contenida en « tal que r LCB

y fiel pluno determinado por A, By (.
Debemos probar que r LAB.

Tracemos por C una recta p 1al que p||r.

Tenemos que: p LAC (AC ay pca) Fig. 3.22
p LCB ipllr.r CBy p. r. CBca)

luego p f Georema 2)

pero r||p. luego r f tworema da,

por tanto r A5 W

El reciproco de este leorema se cumple, es decir, si wna recta de un plano, gue
pasa por el pie de wna oblicua, es perpendicular a la oblicua, entonces es perpendi-
citlar a su proveceion. Ly demostracldn es similar a la del teorema directo.

Ejemplo 11

Se tiene un tridngulo rectéangulo ABC tal que AC = 10 cm y < CAB = 30°. Por
el vértice C del d4ngulo recto se ha trazado una perpendicular al plano a del tridn-
gulo y en ella se ha tomado un punto M tal que CM = 12 cm.

a) Halla el drea del tridngulo ABM.
b) Halla el drea de la proyeccién del tridingulo ABM sobre a.

Resolucidn
4) Tenemos que: A . 4y = % AB - (1) (fg. 3.23)

Tracemos la altura CD del A ABC
Se tlene que AF L CD

pero DC_ = proy, MD

luego, AB LMD  (icorema 5)

por lo tanto MD = h
En el AABC se tiene /
ig=

AC

A ' o B
AB Fig. 3.23
: 121

cos 30° =




Zoull AC o 2008
cos 30° ﬁ 3

Enel A ACDse tiene CD = 5 ¢m  (cateto que se opone al dngulo de 30 grados)

luego, en el A CMD. MD = V(T‘-“+ Mt = Vlﬁ + 144 = Vlﬁ?
MD =13 cm
sustituyendo en (1) tenemos:

Ay =
: 2 3

A.‘nlfﬂl’ = TS EI'I‘Ii
b) proy, & ABM = A ABC (MC + =
2013 |

T 1
luego: A,....o i = 3 AC - AB sen 30° = 7 10 - 5 B
50

=

28.8

]
“ I
n

Respuesta: a) El drea del tridngulo ABM es aproximadamente Igual a
75 ¢m?
b) El drea de la proyeccldn del triingulo ABM sobre a es aproxi-
madamente Igual a 29 cm?
Por su Importancia, resumimos a continuaclén las posiclones relativas de una
recla y un plano.

Una recta ¥ un plano pueden:
a) No tener puntos comunes, en ese case son paralelos,
b} Tener puntos comunes. Pueden suceder dos casos:
» todos los puntos de la recia pertenecen al plano, la recta esti contenida
en el plano,
e lienen un solo punto comin, en ese caso sc inlersecan.

Ejerciclos (epigrafe 2)
1. La figura 3.24 representa un prisma exagonal regular: identifica:

a) Dos rectas paralelas al plano ABC.

b) Una recta paralela al plano AA'E.

c) Dos planos paralelos a la recta B'C".

d) Fundamenta en cada caso tu respuesta.
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. En la figura del ejercicio anterlor, identi-

. La Migura 3.25 representa una pirimide

. En la Ngura 3.27 senala:

1]

| 1
<= I I -
F ' i {
I |
| |
T s
41} Iﬂ
I I
I |
| 1
fem==a.
& LY
# ‘\_\
F L
A '}

Fig. 3.24

fica:
a) rectas perpendiculares al plano ABC.

b) rectas oblicuas al plano del rectingulo
ABE'A'.

de alura CE . Identifica rectas perpen-
diculares y oblicuas al plano de su base.

a) una recta y un plano paralelos,
b) una recta y un plano perpendiculares, Fig. 3.25
c) dos rectas oblicuas al plano BEF.

. Sefala, en tu aula: rectas paralelas al piso. rectas perpendiculares al piso. Jus-

tifica en cada caso.

6. 51 dos reclas son paralelas a un plano. ¢son paralelas entre si?

10.

1.

. ¢Cudntas rectas paralelas a un plano pueden trazarse por un punto exterlor al

plano?

. 51 dos rectas son paralelas, ¢l plano que contenga solo a una de estas, ¢qué re-

lacldn guarda con la otra?

. Dos reclas se cruzan, ccudntos planos pueden trazarse que contengan o una de

25las y sean paralelos a la otra?

Sl una recta es paralela a un pluno, épodrd ser puralela a dos rectas de ese plano?
ca cudntas puede serlo?

51 una recta es perpendicular a un plano. ca cudntas rectas de ese plano es per-
pendicular?
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13.

14.

16.

17.

18.

20.

. Una recta r es perpendicular a una recla s que estd contenida en un plano .

«Qué posicidn relativa puede ocupar r respeclo a a?

Halla la longltud de la proyeccién sobre un plano de una oblicua de 18 cm de
longliud que forma un dngulo de 60° con dicho plano.

Un punto P dista 14.]1 e¢m de un plano a, calcula la longiud de la proyeccién
de la oblicua PM sobre a, sl estu forma un dngulo de 45° con dicho plano.

La oblicua AB a un plano tiene una longitud de 20 cm y su proyecclén sobre
este mide 10 cm. ¢Qué dngulo forma con el plano?

Dos punlos 4 y B se encuentran en semlespaclos distintos con respecto a un pla-
no a. Si las distanclas de A y B al plano son de 20 cm y 40 cm, respectivamente
y la distancia entre sus proyecciones es de 80 cm. ¢Cudl es la distancla entre A
y B?

Los puntos M y N se encuentran situados en el mismo semiespaclo en relacldon
con el plano a. 51 sus distancias al plano se encuentran en la razdn 2:3 y la recta
que ellos determinan corta al plano en un punto Psituado a 12 cm del punto M,
o4 qué distancia de Pse encuentra N? ¢A qué distancla se hallan entre si los pun-
tos My N7

Por un punto exterlor & un plano se han trazado a este una perpendicular que
mide 12 cm ¥ una oblicua que mide 16 ¢m. Calcula la proyeccidn de la perpen-
dicular sobre la oblicua.

. Los extremos superlores de dos columnas verticales que estdn a una distancla

de 3.4 m se unen por una viga. La altura de una columna es 5.8 m y la de la
otra es 3.9 m. Halla la longitud de la viga.

S1 AD es la alra del tridngulo A

ABCy PA L a(fig. 3.26).

a) Prueba que A PDC es rectdngulo.
b) Calcula PC sl PD =40 cm

y CD =50cm. A:b_c
L+ B D

Fig. .26

21. La figura 3.27 representa un ortoedro de dimensiones

AB =30cm, BC =20cmy
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BG = 15 cm. Halla el 4rea de la re-
gldn sombreada y el volumen de la
pirdmide BADEF.




22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

Un cartabdn con dngulos de 30°y 60° se coloca sobre una mesa apoyado sobre
el lado menor que mide 10 cm. Si el *lado medio™ queda Inclinado formando

con el plano de la mesa un dngulo de 452, icudnto mide la proyeccién del lado
mayor sobre la mesa?

Por el vértice M del tridngulo MNP rectdngulo e Isdsceles se traza una per-
pendicular MA al plano « del tridngulo. Si el lado desigual NP mide 10 cm
yAP = 11,2 em, calcula el dngulo que forma con el plano « la mediana
AB del tridngulo ANP y la distancla de A al plano.

Se tlene un tridngulo RST contenldo en un plano «. Por el vértice R se levanta
una perpendicular RM al plano a. La perpendicular trazada desde M al la-
do ST mide 6,0 cm y forma un dngulo de 60° con «. Halla el drea del tridngulo
RSTsi ST = 10 cm. Halla el volumen de la pirdmide MRST.

En la figura 3.28, ABCD es un cuadrado. AB esté contenido
en ay AD forma un dngulo de 45°

con a.51 el drea de ABCD es 80cm?,

halla el drea de la proyeccién sobre Va 7 <
a de ABCD. : e
A B

Fig. 3.28

Por el centro O de un circulo de radio Igual a 3,0 dm se ha trazado una perpen-
dicular OB a su plano; se ha trazado tamblén una tangente en el punto A
de la circunfercncla y _en esta tangente se ha tomado, desde el punto de tan-

gencla, un segmento AC = 2,0 dm. Calcula la longitud de la oblicua BC ,
si 0B = 60 cm.

Los lados de un tridngulo miden 15 cm, 37 cm y 44 cm. Por el vértice del mayor
de los dngulos del tridgngulo se ha trazado una perpendicular al plano de esie

igual a 16 em. Calcula la distancia del extremo de la perpendicular al lado ma-
yor.

Demuestra que:

Si desde un punto exterlor a un plano se trazan la perpendicular y varias obli-
cuas:

a) las obllcuas cuyas proyecclones son Iguales tienen Igual longitud,

b) de dos obllcuas, aquella cuya proyeccién es mayor tlene mayor longitud,
¢) a oblicuas Iguales corresponden proyecclones lguales,

d) de dos oblicuas deslguales, a la mayor corresponde mayor proyecclon.
Por el punto M exterlor al plano a se trazan dos oblicuas Iguales que miden
3.46 cm cada una y que forman un dngulo de 30° con la perpendicular bajada

del punto al plano. Halla la distancia entre los ples de las oblicuas si sus proyec-
clones sobre a forman un dngulo de 120°
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30.

3l

32.

33.

34,

35.

36.

37.

i8.

39.

3.

Un punto se encuentra a 10 cm del centro de la circunferencia circunscrita a un
tridngulo equilitero de 30 cm de lado. (A qué distancia se encuentra este punto
de cada uno de los vértices del triingulo sl es exterior al plano del tridngulo?

Un punto P se encuentra a una distancla de 70 dm del centro O de un circulo
de 2 000 dm?de drea. ¢Cu4l es la distancla de P a un punto cualqulera de la cir-
cunferencia sl el punto es exterior al plano del circulo?

Halla la distancla del punto P al plano de un tridngulo equlildtero de lade
[ = 5,19 ¢m, sl su distancla a cualquiera de los vértices del tridngulo es igual a
5.0 em.

El punto O es el centro de un cuadrado de lado @. El segmento OM es per-
pendicular al plano del cuadrado. Si OM = —g— . halla la distancla del punto M

a los vértlces del cuadrado.

Por el centro de una clrcunferencla circunscrita a un tridngulo se traza una per-
pendicular al plano del tridngulo. Demuestra que cada punto de esta recia equi-
dista de los vértices del tridngulo.

La altura de una pirdmide regular de base cuadrada mide 14 cm y el lado de la
base es de 16 cm. Halla la longhud de la arista lateral.

Halla la superficie total de una pirdmide recta de base cuadrada de 20 cm de
altura, sl el lado de la base mide 42 ¢m.

La altura de una cara de una pirdmide regular de base trlangular es lgual a
12 em y forma un dngulo de 30° con el plano de la base. Halla el drea lateral
y el volumen de la plrdmide.

La base de la pirdmide SABC es un triangulo rectingulo ABC. La arista SA
es perpendlcular al plano de la base e igual a 18 cm. Halla el drea total de la

pirdmide s la hipotenusa AB de la base mide 25 cm y el cateto BC
mide 7.0 cm.

Halla la superficie lateral de un prisma regular de base exagonal cuya dlagonal
mayor mide 13 dm y la arista lateral 5,0 dm.

Pares de planos

Del mismo modo que se analizan las posiclones relativas de dos rectas, de rectas

¥ planos. es posible analizar las relaclones entre dos planos en el espaclo.

Definicién 1

Dos planos son paralelos sl no se intersecan.

Puedes encontrar muchos ejemplos de planos paralelos en la vida diarla, por

ejemplo, las paredes laterales del aula son paralelas.
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Ejemplo 1

[dentifica planos paralelos en el cubo de la E

flgura 3.29.

Resolucidn

Fig. .29

Son paralelos los planos ABCD y EFGH. ABFE y DCGH, BCGF y ADHE. R
El sigulente teorema nos proporclona un criterlo prctico para determinar sl dos

planos son paralelos.
Teorema 1 (Criterlo de paralelismo de dos planos)

Dos planos son paralelos si:
a) Son perpendiculares a una misma recta.

b) Uno de ellos es paralelo a dos rectas que se cortan en el otro.

Demostraciin

a) Sean « vy f dos planos perpendicula-
res a la recta r. en los puntos A y B,
respectivamente (fig. 3.30). Debemos
demostrar que a||f. «

Supongamos que « ¥y f no son para-
lelos, entonces tendrdn un punlo co-
min C exterlor a r.

Ll

2035

Fig. 3.30

La recta r y el punto ¢ determinan un plano y que interseca a los planos oy f

seguin las rectas AC y BC, respectivamente.

Pero r LAC y r L BC porque es perpendicular a a y § Tendriamos entonces que
en el plano v se podrian trazar dos perpendiculares a r por el punto C exterior a
ella, lo que contradice una propledad de la planimetria; por tanto ay fino pueden

cortarse y se cumple que af|f.
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b) Sean m y n dos reclas que se¢ corlan en ¢l plano fi 4. su punto de Interseccién
y a un plano tal que « ||m y a||n.
Debemos demostrar que a||f. Para ello seguiremos la misma via utilizada en el
inclso anterlor, es declr, supondremos que no son paralelos y tralaremos de llegar
a una contradiccldn.
Supongamos que a ¥ fi no son paralelos, entonces se corlardn segin la recta p
(fig. 3.31).
Las rectas m y n son paralelas a a por
hipétesis, luego no lo cortan, por
conslgulente no pueden cortar a p
que estd contenida en a.

Fig. 3.3

Pero m, n y p estdn contenldas en fy tendriamos entonces, en este plano, dos rec-
tas paralelas a p trazadas por 4 lo que es imposible; por lo lanto ||/ W

Ejemplo 2

Utiliza los criterios del teorema 1, para fundamentar la respuesta del ejemplo 1

Resolucién

Cada dos caras opuestas del cubo son perpendiculares a las arlstas que lo contlenen.

Las propledades reciprocas de las enuncladas en ¢l teorema | también se cum-
plen, es decir:

a) 51 dos planos son paralelos, toda recta perpendicular a uno de estos es también
perpendicular al otro.

b) Si dos planos son paralelos, uno de estos es pare.elo a dos rectas que se cortan
en el otro.

En general se cumple que sl dos planos son para ' . uno cualqulera de estos es
paralelo a cualqulera recta contenida en el otro.

Teorema 2

Por un punto exterlor a un plano se puede trazar un plano paralelo y solo uno.
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Demuostraciin

Sean « un plano y 4 un punto exterior a él. Tracemos en a dos rectas a y b que se
cortan en P (fig. 3.32a), y por A dos rectas «' y b’ tales que a'||a y b'||b. Las rectas
a'y b" determinan un plano £y por el teorema 1b f§||a; luego por un punto exterlor
a un plano « se puede trazar un plano f paralelo a él.

Debemos demostrar que ff es Gnico.

?;pu;%azmus que por A pasa otro plano f||a-fy [ se cortardn segin la recta r
g. 3.32 b).

a) b)

Fig. 3.32

Tomemos en § un punto B que no pertenezca a fy en a un punto C.

A. By C determinan un plano yque cortaa fy a ffsegin lasrectasd y d'. y a a
segln la recta p.

Las rectas « y d' no cortan a p pues cortarfan a a«; luego, d||p ¥ d'||p.

Pero d y d' pasan por A, luego tenemos en y dos rectas paralelas a p trazadas por
el mismo punto lo que es Iimposible; por lo tanto lo supuesto es falso, fy f coinclden
y fes unico.

Ejemplo 3

Fundamenta por qué dos planos paralelos a un tercero son paralelos entre si.

Resoluclén

Estos planos no pueden terier ningin punto comin pues por este punto pasarfan dos
planos paralelos al tercero lo que contradice al teorema 2.

Teorema 3

Si dos planos paralelos son cortados por un tercero, las rectas de Interseccién
que resultan son paralelas.
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Demuosiraciin

Sean a||f y y un plano que los Interseca
(Nig. 3.33), AB y CD las rectas de inter-
seccldn de ycon a ¥y 5 respectivamente. e g RIS
Las rectas AB y CD estdn en un mismo

plano (y) ¥y no se cortan (4B=a ¥y '

CD< /), si se cortaran, eseé punto seria 4 :
comin a a y a f# y por hipétesis al |5 =
luego son paralelas. W
5 B
]
[
|
< |

Fig. 3.33

Los teoremas anteriores tamblén nos permiten caleular en figuras en el espaclo.

Ejemplo 4

Sean @, ¥y a, dos planos paralelos
(fig. 3.34) vy 4 un punto que no pertene-

ce 2 ninguno de los dos. Por ¢l punto 4 A
se traza una recta a que Interseca a a,
Ya;en X, y X,, ¥y una recta b que los in- aflb

tersecaen ¥,y ¥, P
SidX, =25cm; AX; =105 cm ¥y . 1Y
XY, = 2,0 cm. Calcula X, 7, 23
Resoluclon ay £ o

Tenemos que, las rectas a y b determinan
un plano (eorema |, epigrafe 1),

luego XY, |1X,¥; teorema 3. epigrafe 3) ¥,
por lo tanto, A AX,\Y,~A AX,Y, . :
1
o3 /

AX, X.r
de donde __' = L /
Fig. 3.34
————— { L]
¥, = J05-2 o4
2.5

Respuesta: X;¥; = 8,4 cm. B
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Definicién 2

Se llama dngulo diedro convexo a la interseccién de dos semlespacios.

Por ejemplo, la reglén sombreada en la

figura 3.35 es la Interseccldn de dos se-
miespaclos, luego es un dngulo diedro. . /
77 A

7
-7/

#

i3

NANNN

Fig. 3.35

Se llama dngulo lineal de un dngulo dledro, al formado por dos rectas perpendi-
culares (contenidas una en cada cara) a la recta de Interseccion (arista); es ficil com-
probar que todos los dngulos lineales que corresponden a uno dledro son lguales;
por esta razén, para medir un dngulo diedro se usa el lineal correspondiente.

Ejemplo 5

Sobre una de las caras de un dngulo diedro de 45° se ha tomado un punto 4 cuya
distancia a la otra cara es Igual a 1,5 dm. Calcula la distancia de 4 a la arista.

Resolucldon
Sean a y [ las caras del dledro y r la arista (flg. 3.36)

Tracemos por A el segmento AP L §,

AM Lry por el punto P el segmento PM Lr.
Tenemos que: A APM es rectdngulo en Pe

isosceles (AP L fy <« AMP = 45° por ser el
lineal del diedro); luego,

|AM |*= |AP |*+ |PM |*= 2|4P |?
|AM | = |AP V2= 1,5 - 1,41 = 2,12

Fig. 3.36

Respuesta: La distancia del punto 4 a la arista es aproximadamente igual a
2,] dm. B
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Definiclén 3

Dos planos son perpendiculares si forman un dngulo diedro recto.

Ejemplo 6 E H

Identifica planos perpendiculares en el cubo
de la figura 3.37.

jraees | B ]

Resolucion

El plano ABGF es perpendicular a los planos ABCD, EFGH. ADEF y BUHG.
En general, cada cara del cubo es perpendicular a todas las otras caras excepto 4 la
opuesty. W

Teorema 4 (Criterio de perpendicularidad de dos planos)

Dos planos son perpendiculares si uno de ellos contlene una recta perpendicu-
lar al otro.

Denrostracion

Sean a y fdos planos que se Intersecan segin la recta m:
r una recta de 5 rLa (fig. 3.38).

Tracemos por A (ple de r sobre «) una
recla s L.

Tenemos que rLm y s.Lm. luego el dn-
gulo formado por r y s es el lineal del
dledro; pero este dngulo es recto pues
rLls (r La), por tanto, los planos a y §
son perpendiculares. i

Fig. 3.38
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Ejemplo 7

Utiliza el criterio del teorema 4 para fundamentar la soluclén del ejemplo 6.

Resolucidn

Cada cara del cubo es perpendicular a las caras restantes excepto a la opuesta, por-
que cada una de esas caras contlene una recta perpendicular al plano de la cara en
cuestion. Por ejemplo, la recta EF es perpendicular a la cara A BGF, luego los planos
ABGF y EFGH son perpendiculares. B

Ejemplo 8

Dado un plane o y una recta ¢ contenida en este, traza un plano § L o tal que ¢
esté contenida en f.

Resolucldn

Sean a un plano ¥ ¢ una recta contenlda en a (fig. 3.39). Como a debe estar con-
tenlda en f, « serd la recta de Intersecclén de los dos planos. Trazando por un punto
P cualquiera de a una recta b L g, el plano determinado por ¢ y b serd perpendicular
a « (teorema 4) por contener una recta perpendicular a este plano.l

Fig. 3.39

El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior suglere la validez del siguiente
teorema:

Teorema §

51 dos planos « ¥ § son perpendiculares y una recta a contenida en « e5 per-
pendicular a la recta de Interseccidn, entonces @ es perpendicular a f.
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Demnvsiracion
Sean a L8 aca, aLmy m la recta de Interseccién de e y § (fig. 3.40).
Trazando por P (P, punto de Intersecclén

de a y m) una recta 2 L se tlene:

El 4ngulo formado por a y n es el lineal [

del diedro, por lo que es recto, luego,
alnyalm; porlotanto a Lfi(teorema
2, epigrafe 2). W Fig. 3.40

Fig. .40

Ejemplo 9

En la base del prisma recto de la figura
3.41, se ha Inscrito una clrcunferencia.
Fundamenta por qué el radlo perpendlcular
al lado tangente a esa circunferencia es per-
pendicular a la cara del prisma. Fig. 3.41

Resolucldn

Sean g, plano de la cara ABFE y [, plano de la base (Ng. 3.41).
Tenemos que:

rIAB (4B lado del & ABC)

y AB = anf I
luego, r La  (wcorema 5). 1 %
E P
I F
|
X
B o ~
- ‘\.
A B
Fig. 3.41
Teorema 6

Sean a y f planos paralelos, entonces los puntos de « equidistan de 5. A esta
distancla comin se llama distancia entre los planos ey 4
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Demostracion

m Sea «||f (Ng. 3.42).

Por los puntos A, B€ [, tracemos AC La
| vy BD L.
Se tiene que AC| | BD. por lo que determi-
(] | nan un plano y que interseca a4 oy a [
por lo tanto, AB||CD (teorema 3) de
donde ABCD es un rectinguio, luego,
ACLA BD Ly AC = BD . R

N

Fig. 3.42

Ejemplo 10

«Cuil es la distancia entre las caras opuestas de un cubo?

Resolucién

Las caras opuestas de un cubo son paralelas, luego la arista que las une es la dis-
tancia entre ellas (leorema 6), por tanlo, la distancia entre estas caras es igual a la
longitud de la arista del cubo.

Dadas dos rectas « y b que se cruzan, es posible construlr dos planos paralelos
que las conticnen, la distancla entre estos planos es la distancia entre estas rectas.

Ejemplo 11 F E

Calcula la distancia entre las rectas AE ¥
CD en el cubo de la figura 3.43.

e

' H

Fig. J.43

Resoluclian

Las rectas AE y CD se cruzan. Tracemos por AE un plano « paralelo a la recta CD.
sea este el plano AEBH (Mg. 3.44).

Por Cy Diracemos dos rectas paralelas a BH

v AE: estas rectas determinan un plano Sparalelo a «.
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El segmento DM de la perpendicular comin F
agya fes la distancia entre AEy CD.
Como ADEF es un cuadrado, el segmenio DM

es la mitad de la diagonal, luego. sl [ es la arlsta
del cubo

|ﬁ'._f|=.%-lf.”+i" =1?|;"1$ =¥L

Respuesta: La distancla entre las rectas AE y

V2

CD es lgual a 3 lu. B

Fig. 3.44

Observa que lu distancia hallada no es mis que el segmento de la perpendicular
comun comprendido entre ambas rectas. En la prictica lo que se hace es determinar
esle segmenlo.

Ejerciclos (epigrafe 3)

1. ldentifica planos paralelos en el prisma recto de la Mgura 3.45. Fundamenta
respuesta. Ten en cuenta que la base estd lormada por rectdingulos.

K J
G i
I
i ey 4
| |
H ; e
i | "1
]
| i II
1 i D
i | A=
] |J,
________ et
F E
A B

Fig. 3.45

2. Da tres ejemplos de planos paralelos utilizando elementos de tu aula,

3. Dibuja un plano « y un punto P exterlor a este. Traza por P un plano paralelo
aa.

Tres planos paralelos a la misma recta, ison paralelos entre si?

5. Sefala, en tu aula, dos planos paralelos cortados por un tercero y las Intersec-
clones paralelas que se orlginan.
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6.
7.

10

12.

14.

Da tres ejemplos de dngulos diedros tomados de la realidad objetiva.

Las hojas de una puerta giratoria forman entre si 5 dngulos diedros. éCudnto mi-
de cada uno?

. Identifica planos perpendiculares en el prisma de la Ngura 3.45. Fundamenta tu

respuesta.

. En la figura 3.27 sefala:

a) dos planos paralelos,

b) dos planos perpendiculares,

¢) dos planos que no sean paralelos nl perpendiculares.

Justifica en cada caso.

51 una recta es perpendicular a un clerto plano a, équé relaclén ocupa respecto
a4 un plano:

4) paralelo a a,

b} perpendicular a o?

51 dos planos son paralelos, demuesira que todo plano perpendicular a uno de
ellos es tamblén perpendicular al otro.

Por los extremos de un segmento AB = 26 cm que se encuentra fuera de un
plano a, se han trazado las perpendiculares AC =80 cmy BD = 60 cm al
plano. Calcula la distancla del punto medlo de A8 al plano a.

. Por los extremos de un segmento AB y su punto medio M se han trazado rec-

tas paralelas que Intersecan a un plano en los puntos A°, B'y M. Halla la lun-
glitud del segmento MM ', sl A4 "= 50cm , BB '=T0cm y

a) AB no Interseca al plano.

b) AB Interseca al plano. '] 2
Se dan 3 planos paralelos a. fy ¥

(fig. 3.46). Una recta r los corta res- x |

pectivamente en los puntos A, By C; 4 10
y otra recta s los corta, respectiva- a i

mente en los puntﬂi_ﬂ. Ey F

a)SIAB =24m,BC =15 m y /

DE = 36 m. Halla EF . j
b}SLE:I!m.BC_.-.IBmy ot s
DF = 40 m. Halla DE . z I \

! ]
/ *IC oF
i ]
¥ | [
Fig. 3.46
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15. Por un punto M. que se encuentra fuera de dos planos paralelos. se han traza-
do dos rectas que cortan a dichos planos en los puntos A y B la primera, C
y D la segunda. Calcula la longitud del segmento AC . st BD =28 ¢m vy
MA :AB =5:2.

16. Dos segmentos estin comprendidos entre dos planos paralelos. Las proyeccio-
nes de estos segmentos sobre los planos son de 10 dm y 70 dm. Calcula las lon-
gitudes de estos segmentos si su diferencia es igual a 4,0 dm.

17. Por los vértices de un tridngulo ABC que estd sobre uno de dos planos paralelos
se han trazado rectas paralelas que cortan al otro plano en los puntos 4°, B' y
. Demuestra que los triingulos ABC y A'B'C' son iguales.

18. Tres rectas que pasan por un punto Intersecan a un plano en los puntos A.8 y
C vy a otro paralelo a este en los puntos A', B'y C'. Demuestra que los trkingulos
ABC y A'B'C' son semejantes.

19. En el interlor de un dngulo diedro recto se ha tomado un punto que estd a
12 em y 16 cm de sus caras. Calcula la distancla de ¢ste punto a la arista,

20*. La distancla de un punto M. situado en una cara de un dngulo diedro a la otra
cara ¢s igual a 12 cm. En el punto M se traza una perpendicular a la cara sobre
la cual se encuentra este punto hasta Intersecar la otra cara. Calcula la longitud
de esta perpendicular si el dngulo diedro es de 60°.

21. En la base de un prisma exagonal regular se ha Inscrito una clrcunferencla de
radio lgual a 10 cm. Si la distancia entre las bases del prisma es de 20 cm, cal-
cula su volumen y su drea lateral.

22. En el prisma de la figura 3.41, si la base es un tridngulo equildtero de 10 cm de
lado vy la distancia entre las dos bases es Igual a 12 ¢m, halla el volumen del co-
no cuya base es la circunferencla dada y de altura Igual a la del prisma.

23. En la pirdmide SABC la base ABC es un tridngulo equildtero de 12 cm de lado,
las caras SAB y SBC son perpendiculares al plano de la base y la arista SB
es Igual al lado de la base. Halla el drea total vy el volumen de la pirdmide.

24. El plano que contlene al tridngulo equildtero BCE es perpendicular al que con-

tiene al cuadrado ABCD. Halla el volumen de la pirdmide ABCDE en lunclén del
lado del cuadrado.

25. En el prisma exagonal regular de la figu-
ra 3.47, la arista de la base mide 3,4 cm. F

I |
| I c
Calcula la distancla: i 1 g
a) entre los planos ABB'y EDD', A: 1'5
b) entre las rectas AB y EE". II [
1 l
I_F DI:
/"J' - —— =] e
“ 1|“"'\.,,
, (i
Fig. 3.47 4 b
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4. Poliedros
Definiclén 1

Se llama dngulo poliedro a la regidn del espacio limitada por tres o mds planos
que se cortan sucesivamente, segin reclas que concurrén £n uia mismo punto.
Un dngulo poliedro es convexo si estd a un lado de cualquiera de sus angulos
planos.

En la prictica se encuentran ejemplos de dngulos poliedros, por ¢jemplo, cada es-
quina del aula ¢s un ¢jemplo de dngulo triedro, en el vértice de una pirimide se for-
ma un dngulo poliedro.

La figura 3.48 representa un dngulo po-
liedro convexo. En esta lenemos que el pun-
to Oes el vérrice del dngulo poliedro; OA. OB.
OC y OD son sus aristas: los dngulos planos
AOB, BOC, COD y DOA son las caras: ¥ los
dngulos formados por cada dos caras conti-
guas son los dicdros del dngulo poliedro.

Fig. .48

Para denotar un dngulo poliedro de vértice O y aristas OA, OB, OC..... escribimos

OABC.... En la figura 3.48 el dngulo poliedro representado serd el OABCD.
En lo que slgue nos referiremos siempre a dngulos poliedros convexos.,

Teorema 1

a) En un dngulo trledro cada dngulo plano es menor o igual que la suma de
los otros dos.

b) La suma de los dngulos planos de un dngulo poliedro es menor o igual que
4R (R: recto).

Dentostracion

a) Sl los tres dngulos planos del triedro son Iguales,
el teorema es evidente; tamblén lo es cuando las
dos caras mayores son Iguales, por lo que nos
limitaremos al caso en que un dngulo plano es
mayor que los otros dos.
En el triedro de la figura 3.49. supongamos
que € AOB<S < BOC< < (COA
En el plano del <COA construyamos al
< AOD = < AOB y hagamos OD = OB .
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Se ticne entonces,
& AOD = A ADB 1.l
luego AD = AB (1)
pero en el A ABC se cumple,
AC <AB + BC  (desigualdad wwiangular)
6 AD + DC <AB + BC (2)
de donde DC <BC {3)  trestande (13 de (20
Los tridngulos BOC y COD tienen dos lados Iguales (OC cominy OD = OB ),

pero los terceros lados no son Iguales. En tales tridngulos a los lados menores
s¢ oponen Angulos menores, luego de (3) se tiene:

< (OD< < BOC

y como <AQDS << AQOB

sc obllene <€AOQD + € CODS <CAOB + <<BOC  (sumando micmbro a migmbru)
luego, < AOC< <AOB + <BOC

b) Sea OABCDE ... un dngulo poliedro

{Ng. 3.50) y tracemos un plano que
cortle a todas sus arlstas, de este modo
se obtlene el poligono ABCDE... Apli-
cando el Inclso a del teorema se llene:

Fig. J.50

TABC< < ABO + < CBO
<BCD< <« BCO + < DCO
S CDES < CDO + < EOD

Si sumamos miembro a miembro estas desigualdades se tlene que la suma de Ju
lzquierda (S;) es la suma de todos los dngulos Interiores del poligono ABCDE... y
la suma de la derecha (S,) es la suma de todos los dngulos de las caras (2R - n)
excepto los dngulos planos del dngulo poliedro de vértice O.

Pero §; = 2R - n - 4R (Ver punto 32 del Memento).

Ademads, si denotamos por S la suma de todos los dngulos planos del éngulo po-
liedro de vértice O se tiene que:

2R+n -5, = 8§
de donde,
S,=2R-n -5
" por lo tanto se tiene que:
S<2R :n -8
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sustiluyendo

2R +n -4R<2R -n - §
-4R - §

luego,
S<4R. 0
Definicién 2

Se llama polledro a todo cuerpo limitado por un ndmero finito de planos. Un
poliedro es convexo si estd contenido en un solo lado de cualqulera de los pla-
nos que lo limitan.

Los prismas y las pirdmides que has estudlado en cursos anterlores son ejemplos
de polledros conocldos.

Ejemplo 1

Las arlstas de la base de una pirdmide trlangular regular de 8,0 cm de altura miden
10,5 cm. Calcula su volumen.

Resolucidn

s —;—A, < h (fig. 3.51)

Ay = —;— « | <1 sen 60° ( arisia de la base)
i
4
| 1052.)3
V= = ¢ et . 8 = |27
Ficdn 8=12 Fig. 3.51
Respuesta: El volumen de la pirdmide es aproximadamente de 0,13 din’.
Ejemplo 2

Por un lado de la base de un prisma triangular regular se traza un plano que forma
un dngulo de 30° con el plano de la base. Halla el volumen y el drea lateral de la
secclon Inferlor, sl el lado de la base del prisma mide 3,0 cm.

Resolucidn

Sea ABCDEF (Ng. 3.52) el prisma y ABH el plano que lo Interseca. Para dibujarlo he-
mos trazado la perpendicular al lado AB que colncide, en este caso, con la altura
del AABC por ser equildtero; sc tiene entonces que HG L AB (teorema 5 del epigrafe
2) <HGC = 30°.
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La seccidén inferlor que se obtienc es una pi-

ramide cuya base es el AABC de altura HC
Esta pirdmide no es recta, pero su volumen &
se calcula aplicando la misma fdrmula,

1
V= 3 A h= 5 Apyc - HC
En & ABC. equlldtero, lenemos
GC = BC senﬁl}¢=3-—? 4
1 3 _ 93 Fig. 3.52
luego, dg = — 3« —D— = 1= : 3.
B0y A = inis o3 2 4
En A HCG, rectingulo en
HC = GC tanlﬂ°=£-£= 3
2 3 2
luego, V = AL .ﬂ.i
3 4 2
V=20cm?

Por otra parte,
Ar = Aypen * Ap yun + Ay e

pero A HCB = A HAC  (1al)

luego, 4, = 24, 0y + A

& AR

.EE'-HC=

k| —

Ay s =

3.3 22 _ a0
2 4

- HG

Y

b | =

A.«ma
pero, HG = 2 . FC =2-% =3

luego A,y =

l
L e
3 5

por tanto, A, = 2 -2.25 + 45 = 9,

Respuesta: El volumen de la seccién Inferior del prisma es aproximada-
mente 2,0 cm? y su drea lateral 9.0 cmi @
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Definicion 3

Un poliedro convexo se llama regular si sus caras son poligonos regulares y en
cada vértice concurre el mismo namero de aristas.

Teorema 2
Existen 5 tipos de poliedros regulares (fig. 3.53).
tetraedro oaclaedro
leosaedro cubo dodecaedro
Fig. 3.53

Esle teorema no lo vamos a demostrar, aunque es fdcil ver que las caras solo
pueden ser triingulos equildteros, cuadrados o pentdgonos regulares. En efecto, a
partir del exdgono, los dngulos Interlores son mayores o Iguales que 120°y como
debe haber como minimo tres aristas, la suma de las caras del dngulo polledro serd
mayor o Igual que 350%° lo que es Imposible.

Por la misma razdn:

Si las caras son triingulos equildteros, en cada vértice solo pueden concurrir 3
(tetraedro), 4 (octaedro) o 3 (lcosaedro) aristas; si lus caras son cuadrados, solo pue-
den ser 3 (cubo); si las caras son pentigonos, solo 3 (dodecaedro).

Todos los polledros regulares se pueden desarrollar en un plano (fig. 3.54). Eslos
poliedros pueden ser construidos con cartén recortando los desarrollos, doblindolos
por las lineas discontinuas y pegando los bordes.
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cubo

tetraedro

AN

]

i L [l

| i l

' ] ] /

leosagdro

Fig. 3.54

Ejemplo 3

a) Prueba que los centros de las caras de un cubo son vértices de un octaedro re-
gular.

b) Prueba que las dlagonales cruzadas de las caras paralelas de un cubo son arls-
tas de un tetraedro regular.

Resolucldn

4) Sean A, B. C. D, Ey F los centros de las caras del cubo y o su arlsta (Ng. 3.55).
Unlendo cada uno de ellos con los restan-
les excepio con el de la cara opuesty se
obllene un octaedro. Por el punto B trace-
mos la perpendicular a la base y por E
una perpendicular a la cara que contlene
a B. Ambas perpendiculares se Intersecan
en el punto medio M de la arista PQ v
el & EMB es rectdngulo en M.

En A EMB tenemos:

a v T
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Es posible hacer lo mismo con el resto de los vértices, trazando perpendiculares
a caras convenlentes. obtenléndose slempre ¢l mismo resultado para las arlstas

del octaedro ( "z'ﬁ). luego sus 8 caras son tridngulos equildteros; ademds, en

cada vértice concurren 4 arlislas, por tanto, es un octaedro regular.

b) Sean B, D, Fy H los vértices del tetraedro (fig. 3.56).
Las aristas del tetraedro son todas Iguales
a la diagonal de una cara del cubo, luego
todas son Iguales entre si por lo que las 4
caras son tridngulos equlldteros y en cada
vértice concurren 3 aristas, por tanto, el
tetraedro es regular. @

Ejerciclos (epigrafe 4)
1. Di sl es posible formar un dngulo triedro cuyos dngulos planos midan:

a) 459 459 90° b) 60°, 60°, 20°
c) 140°; 70%; 171° d) 105% 1182 1307

2. Di cuédntas caras puede tener un dngulo polledro convexo sl cada uno de sus 4n-
gulos planos mide:

a) 90° b) 60° c)45° d) 30°

3. PO . QR y PR son diagonales de tres
de las caras de un cubo como se muesira
en la Ngura 3.57, icudl de los sigulentes /
valores corresponde a la medida del én-
gulo PQR? 120°, 45°, 60%, 759, 90°.

I b ST L

Fig. .57

4. Halla el volumen de un prisma triangular de 16 cm de altura sl los lados de la
base miden 6,0 cm, 8,0 cm y 10 cm.
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5. Sea un paquete de regalo de forma de ortoedro y con las dimensiones que apa-
recen en la figura 3.58 (las dimenslones en cm).

Fig. 3.58

éCudl es la longitud de la cuerda necesaria para amarrar ¢l paquete como se In-
dica en la figura con lineas discontinuas (despreciando la longitud del nudo)?

6. Un ortoedro tiene 120 dm de largo y 90 dm de ancho, y una de sus diagonales
mide 259 dm. Calcula su drea total y su volumen.

7. La base de un prisma recto es un trapeclo Isdsceles cuyas bases miden 30 cm
v 12 ¢cm, ¥ la altura de dicho trapeclo es de 12 cm. 51 la altura del prisma es de
45 cm, calcula su édrea lateral y su volumen.

8. El desarrollo de la superficie lateral de un prisma triangular regular de 8,0 m de
altura es unrectdngulo cuya diagonal mide 10 m. Calcula el drea total y el vo-
lumen del prisma.

0. Sea ABCDFFGH un cubo (fig. 3.59), se une el vértice C con los vértices A, E,
Fy H

a) éCudntas plraimides estin completa- H 19
mente trazadas? Identificalas. I

b) ¢Existe alguna relaclén entre los vo- L (
lomenes de estas pirdmides? !

&
J_FE_...... —_———
i

A B
Fig. 3.59

10. Halla el 4rea lateral y ¢l volumen de una pirdmide triangular regular de 12 m
de altura sablendo que la arlsta de la base mide 8,65 m.

11. Halla el volumen de una plrdmide recta de 2,75 m de altura que tlene por base
un rombo cuyas diagonales miden 0.85 m y 0,60 m.

12*. El 4rea total de una pirdmide triangular regular es de 60 m?y el radio del circu-
lo Inscrito en la base mide 2,0 m. Halla la altura de la pirdmide.

13. Halla el volumen y el drea lateral de una pirdmide exagonal regular de 3.0 m de
altura cuvas arlstas laterales forman dngulos de 60° con el plano de la base.
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14. Calcula el drea total de un exaedro regular, sablendo que la diagonal de una de
sus caras mide 2.3 m.

15. Calcula el drea y el volumen de un tetraedro regular si su arista mide 21 cm.
16. Calcula el drea y el volumen de un octaedro regular cuya arista mide 12 cm.
17. Calcula el drea de un Icosaedro regular cuya arista mide 12 cm.
18. La arista de un dodecaedro regular mide 20 cm. Calcula su drea.

19. Calcula el drea lateral, el drea total v el volumen de un tetraedro regular sl el ra-
dio de la circunferencla circunscrita a la base es de 40 cm.

20. En un cubo de arista 20 dm se hace pasar un plano por los puntos medios de
tres arisias concurrentes ¢n un vértice. Halla el drea total y el volumen de la pi-
ramide que resulta.

21. iCudl es ¢l poliedro regular cuya drea total es 32 /3, si sus caras son tridngulos
equildteros de altura igual a 2 /3?

22. Tomando como base una de las caras de un cubo se construye una plramide re-
gular de fgual altura que el cubo. 51 la altura total llega a 20 cm, ccudnto valdrad
¢l drea total del poliedro que se¢ ha obtenido?

23. Se tlene un prisma recto cuya base es un cuadrado de lado « y de altura
I = a 2. Comprueba que el poliedro que se obtlene uniendo los puntos medios
de las aristas laterales entre si ¥ con los centros de las bases, es un oclaedro re-
gular.

24* El nimero que mide, en metros, la diagonal de un exaedro regular, es Igual zl
numero gue representa, en metros cuadrados, ¢l drea de un tridngulo que tiene
un vértice en el centro de una de las caras del exaedro y por lado opuesto a ese
vértice la diagonal de la cara opuesta. Calcula el drea total del exaedro.

25. La superficie lateral de un tetraedro regular de arista 2,0 dm estd desarrollada
en un plano. Halla una diagonal del cuadrilitero obtenido.

26. ¢Qué dngulo forma la arlsta de un tetraedro regular con las caras que no la con-
lienen?

27. El desarrollo de un lcosaedro regular ocupa una superficie de 100 dm? iCudl
serd la longitud del lado de cada uno de los tridngulos que lo forman?

28. El tetraedro regular, el octaedro y el icosaedro estdn formados por tridngulos
equlildteros; si los tridngulos son iguales para todos ellos, icudles son las razones
entre las dreas de los 3 cuerpos?

29* La superficle total de un cubo es de 486 cm?® Calcula el drea total del prisma
cuadrangular que resulta de cortar el cubo por un plano que contliene un lado
de la base y forma con esta un dngulo de 30°,

30. Expresa el volumen del tetraedro regular en funcién de su arista o,

31. Calcula el volumen de un Icosaedro:

a) de arista e = 12,6 cm: sl la distancia del centro de la esfera circunscrita a una
de sus caras es jgual a 9.53 cm.,
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b) de arista @ = 10,5 cm; sl el radio de la esfera circunscrita es lgual a 10 cm.

¢) sl el radio de la esfera circunscrita es de 20 cm y el de la circunferencia cir-
cunscrita a una de sus caras es 12,1 cm.

32. Calcula el volumen de un dodecaedro:
a) de arista @ = 10,7 cm; sl la distancia del centro de la esfera circunscrita a una
de sus caras es Igual a 11,9 cm,

b) de arista @ = 7,14 cm; sl el radio de la esfera circunscrita es de 10 cm.

Geometria analitica
5. Coordenadas en el espacio

Como recordarés, en el plano es posible estudiar analiticamente las propledades
de las figuras mediante la Introduccion del sistema rectangular de coordenadas
(Ng. 3.60).

Este sistema permite establecer una corres-
pondencla blunfvoca entre los puntos del
plano y los pares de nimeros reales.

¥

Fig. 3.60

En el espaclo también pueden asignarse coordenadas a los puntos pero, como tlene
tres - dimensiones, se necesitan tres coordenadas. En efecto, se pueden trazar
(fig. 3.61) tres planos mutuamente per-
pendiculares que se corten en un punto
0. Las rectas de Interseccidn de estos
planos son los ejes coordenados y los
planos son llamados planos coordena-
dos. El determinado por los ejes x y » s¢
llama plano xy; el determinado por los
ejes y y z, plano yz y el determinado por
los ejes x y z. plano xz.

Fig. 3.61

El sistema obtenido de esta forma se llama sistema rectangular de coordenadas
en ¢l espacio'”. Para asignar coordenadas a los puntos se procede de la misma forma
que en el plano, pero utilizando tres coordenadas.

! Muds exactamente. slstema rectangular directo, pues un tornillo que s¢ haga girar del eje x al eje y, avan-
za n ¢l sentido del ele 1. Nosotros solo utllizaremos este sistema y por eso no especificamos que es di-
reclo.
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m 1 %
Ek ’10 Cel
a) Sitia en un sistema de coordenadas los
a2
puntos P, (1;2;4) y P, (2; % ;0 o
A ,’; 1
b) Determina las coordenadas de los puntos : s
representados en la figura 3.62. I o TSRS
e B AN
1 X1 3
2
2 3
Fig. 3.62
Resolucion =t
a) En la prictica no es necesario representar L
los planos coordenados sino solo los ejes 3
como se llustra en la figura 3.63. Observa [
que, para obtener una flgura en perspec- :
tiva, las representaciones de los ejes x, » |
forman un dngulo de aproximadamente 1 :
135°y sobre el eje x se toma una escala |
que es la mitad de la de los otros ejes. I
kY
b) A(3:0:2) ; B(1, % y 1D C(00:3).1 0 'ﬂ 2
- T y
- —y
Fy
X
Fig. 3.63

El procedimiento de representacién pone de manifiesto que la coordenada x es
la distancla al plano yz: la coordenada vy, la distancla al xz ¥ la z la distancla al xy.
Por esta razdn:

la condiclén x = 0 caracteriza al plano yz,
la condlclén ¥ = 0 caracterlza al plano xz,
la condicién z = 0 caracteriza al plano xy.

Como cada eje es la Interseccldn de dos planos coordenados:

la condlclén x = 0, y = 0 caracterlza al eje z,
la condiclén x = 0, z = 0 caracteriza al eje v,
ia condiclén v = 0, z = 0 caracteriza al gje x.
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Ejemplo 2

a) Dado el punto A de coordenadas (3; - % : 4,2), escribe las coordenadas

del punto donde un plano que pasa por 4 y es perpendicular al efe z, corta a este
tltimo. Escribe las coordenadas de un punto arbltrario de ese plano.

b) Dado el punto B{ - 2: 3.4; 1) escribe las coordenadas del punto donde una recta
paralela al eje z que pasa por B, corta al plano xy. Escribe las coordenadas de
un punto arbitrario de esa recta.

Resoluclidn

a) El punto buscado pertenece al eje z, luego las coordenadas x. v son cero. 51 el pla-
no es paralelo al xy, la coordenada z serd la misma del punto dado, por tanto las
coordenadas del punto son (0;0:4,2). Su representaclén puede observarse en la fi-
gura 3.64. Un punto arbitrario de ese plano tendrd coordenadas (x:y:4,2).

b) El punto buscado estd sobre el plano xy, luego z = 0. Sl la recta es paralela al eje

z, Interseca al plano xy en el punto (-2;3,4;0). Puede verse en la figura 3.65. Un
punto arbitrario de esta recta tendrd coordenadas (-2:3.4;2).

-

+* rEF—I;J.-t'.I}
14 r
e -2/ S sk
/;- 7 7 i ;?r
- r
F s H i B
L (7] g
3 !
% x :
Fig 3.64 Flg. 3.63
Teorema 1

La correspondencia establecida entre las ternas de nimeros reales (x:;y:z) y los

puntos del espacio mediante un sistema rectangular de coordenadas es biuni-
voea,
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Demostracion

SI por el punto A del eje x (fig. 3.66), traza-
mos un plano paralelo al plano yz. por el
punto B del eje y un plano paralelo al plano
xz y por el punto C del eje = un plano para-
lelo al plano x): estos tres planos son Gnicos
{teorema 2, epigrafe 3) y se corlan en un
punto P_de coordenadas (x:y:z) con
OAd =x. 0B =yy OC =z Luego a cada
terna de ndmeros reales corresponde un
punto dnico del espacio.

Pxan2.

Reciprocamente, sl tenemos un punto P del espaclo y trazamos por este, planos pa-
ralelos a los planos coordenados. estos cortan a los ejes en los puntos A. B
y C: con lo que quedan determinados tres nimeros reales. Por lo tanto, a cada terna

de nimeros reales corresponde un punto dnico del espaclo y viceversa. ll

Ejemplo 3

Si los puntos (2;3; % ) - (1:5; - % ) H (n;s: % ) son vértices de un ortoedro

de bases paralelas a los planos coordenados, determina las coordenadas de los vér-

tices restantes.
Resolucidn

Como el ortoedro tlene sus bases paralelas a los planos coordenados, tendra 4 vér-

tices con una coordenada constante (fg. 3.67). Conocemos los vértices

83 3 ). 8@ - 3 ) v 6(05:5 ).
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Los vértices estardn en los planos

1
x=2. xul,y=dy=l22 —,2= - —
Los vértices restantes serdn:

A(Z:J; - ;— ): O(D:S: - % ): D(ﬂ:!: - % ); F(E;S:.% ): H(033; L )-I

2

Ejemplo 4

a) Calcula el volumen de unsa pirdmide recta rectangular de lados paralelos a los

¢les coordenados en el plano xy sl dos de sus vértices son (1;0;0), (3;4;0) y tiene
altura 6.

b) Determina las coordenadas del vértice de la pirdmide.
Resolucién ;

a) La base estd en el plano xy y sus lados son paralelos a los ejes coordenados, luego

las coordenadas de los otros dos vértices serdn (3;0:0) y (1:4:0). Pueden verse en
la figura 3.68.

Los lados de la base son a = 4 y b = 2; luego,

V= %A,ﬂ.

1
V= —2:4:.6=16
3
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b) Tenemos que z = 6

Las coordenadas x v y del vértice las podemos hallar ficllmente ya que su ple estd
en el plano xy y por ser la pirdmide recta, el ple de la altura es el punto medio
de AC ;luego, x = 2y y = 2, por lo tanto #2;2;6).0

Al lgual que en el plano, se puede encontrar una expresidn para calcular la dis-
tancla entre dos puntos en funcldén de sus coordenadas.

Teorema 2

Sean PAlx;, vy z)y Q(xs ya 25 dos puntos cualesqulera en el espaclo, la dis-
tancla entre estos viene dada por la expresidn:

d(P.Q) = lx, - x)? + (v, - ¥)? + (z, - z)?

Demostracidn

Sean P(x; ¥, 2)y Qx5 y5 z,) dos puntos cualesqulera del espacio (fig. 3.69), tra-
cemos por estos puntos, planos paralelos a los planos coordenados. Estos planos se
intersecan formando un ortoedro en el cual PQ es una diagonal.

Tenemos que: 4 (P.Q) = |PQ |.

|
(ALl A s B

LY
-

Cl'

LY

N

\
5

Fig. 3.69

Aplicando pitdgoras en los tridngulos MNP y MPQ se obtlene que
|PQ | = |NM |*+ |NP |+ |OM |
pero
|-"'T'” — H_.'ﬂt" |xy = x4
|NP | = |BB, | = [ - il
|OM | = |CCy | = |22 - 2l
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luego, |PQ |¥= |x, = x)|?+ |y, = »il? #+ |2, - 2|?
de donde d(P.Q) = |/(x, - x)?+ (b, - ¥)? + (z, - 2z)* . W

Ejemplo 5

a) Calcula la distancla entre los puntos 4(2;1; - 3) 3r E{-l 15:3).
b) Prueba que la pirdmide de vértices A(0;0;0), Q| — ﬂ) R(0:3;0) ¥

5[—!‘;—3; > ;ﬁ] , es un tetraedro regular.

Resolucién :
a) Aplicando la férmula del teorema anterior,

dAB) = /2 + D2+ (1 -5)24+ (-3 - 3)

= Vo +16+36 =61 =181

b) Veamos si todas Ias aristas son Iguales,

e IV -/

d(P. R) =
ﬁ 3 : _]fs 9
d{P-S'}-l/[— -]*W’G]‘ =% I+ﬁ=3
3:!3 2 e e [
“’fﬂ”-l/ 3 1-V5+5- rECE

dQS) = J1¥3)1 + ¥8): =)3+6 =3

TERE [if : ];’3 9
d{.szn}nl/r-—z s + V6] = 1—+?+5=3

Todas las caras son tridngulos equildteros, y en cada vértice concurren tres aristas,
luego la pirdmide dada es un tetraedro regular. @

Conoclidas las coordenadas de dos puntos A(x;, y; z,) y B(xy; y5 z,) del espaclo,
también es posible hallar las coordenadas del punto medio del segmento que estos
determinan.

Estas coordenadas son:

_:”=,£|.‘i;il;y_=l|¥:.;z_=£§_’-’l.
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Ejerciclos (epigrafe 5}

10

Representa ¢n un sistema de coordenadas los puntos:
A(2:0:-1) B(4:-3.7). (1-5:9:2) y DX3:-2:4).

. Halla las coordenadas de los vértices del cubo de arista ¢ = 4 cm representado)

en lr figura 3.70

z
E H
F G
D Col...
y
A B
x
Fig. 3.70

. Los puntos (3;132), (3:5:2), (-1:1:2) y (3:1:6) son vértices de un cubo. Halla los

vértices reswantes y dibuja el cubo.

. Los puntos (2;2:0), (2:0:2), (4:2:2): (2:4:2), (0:2:2) y (2:2:4) son los vértices de

un octaedro regular, dibuja el octaedro.

. Dibuja la pirdmide triangular de vértice V (4:4:1) sl los vértices de:la base son

los puntos (4;1:4), (4:4:4) y (1:4:4) y calcula su volumen.

. El punto A2:3;3) es un vértice dé un ortoedro formado por los planos coorde-

nados y los planos que pasando por P son paralelos a estos. Halla las coorde-
nadas de los otros 7 vértices vy el volumen del cuerpo.

. Calecula la distancia entre 105 puntos:
a) A(2:5:3) y B(-3:2:1) b) €10:3:0) y D(6:0:2)
c) E(-4:-2:3) y F13:3:5) d) G(-1:-2:2) y H(2:2:-1)

e) K-1:3:2) y el origen de coordenadas.

. Calcula el perimetro del tridngulo cuyos vértices son los puntos (4:6:1), (6:4:0)

y (-2:3:3).

. Halla la distancla del punto (3;-1;2) a cada uno de los planos coordenados y a

los ejes coordenados.

. Comprueba que los puntos AI;;I :5). B(-3:-2; 1) y C(4;3:2) son los vértices de
un tridngulo rectdngulo y calcula su 4rea.
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11.

12.
13.

14.

15.

16.

17,

Dado el tridngulo cuyos vértices son los puntos:

A(3:-1:2), B(0;-4;2) y ((-3;2;1); comprueba que es Isésceles y halla la longitud
de la mediana relativa al lado desigual.

Comprueba que los puntos (2;0;-1), (3:2;-2) y (5:6; - 4) son colineales.

Halla la distancla del punto (-2;5;3) a cada uno de los planos coordenados y al
origen.

Demuestra que el cuadrado de la distancla de cualquler punto del espaclo al orl-
gen de coordenadas, es Igual a la suma de los cuadrados de sus distancias a los
planos coordenados.

Comprueba que los puntos (1;1:0), (3;3:0), (3:1:2) y (1:3;2) son vértices de un
tetraedro regular.

Dados los puntos (0:0:0), (10:0:0), (5; 5¥/3:0) y
[5:28; 106 )
i

a) Comprueba que son los vértices de un tetraedro regular.
b) Calcula ¢l volumen del tetraedro.

Los puntos (0;13¥2), (3:5/2), (7:22) y (4;-2:¥2) son vértices de un octaedro
regular.

a) Halla las coordenadas de los otros dos vértices sl se sabe que estdn sobre una
recta paralela al eje z y la distancla entre ellos es 5/2u.

b) Calcula el drea lateral del cuerpo.

6. Ecuaciones de rectas y planos

Como sabes, los vectores son segmentos dirigidos; estos segmentos pueden no

estar contenidos en un plano como los que estudiaste en el curso anterlor. Cuando
se dispone de un sistema de coordenadas rectangulares en el espaclo, los vectores
pueden caracterlzarse por 3 nimeros que son sus coordenadas; las operaclones con
ellos se realizan Igual que en el caso de los vectores en un plano.

Ejemplo 1

Dados los puntos F(1; - 2;3) y ((-1;1;1):

a) Representa sus vectores de posicién D_P' =ayOQ =6
b) Determina PQ .

—_— —

¢ Calculaa + b, a - b, a + 2b.
d) Calcula a - b. iQué puedes decir de a y b7

Resolucién : B
a) En la figura 3.71 aparecen representados los vectores OF y OQ .
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luego, el vector determinado por (-:r— ;ﬂ;ﬂ) y (x::2) es perpendicular al vector

(a:b:c), es decir, (x;z) estd en el plano perpendicular a ese vector y que pasa por
(4:00).m
a

Ejemplo 2

a) Escribe la ecuacién del plano perpendicular al vector (1;1;2) y que pasa por
(0;1;3). Represéntalo.

b) Dado el plano 2x - 3y + z = 1, determina sus Intersecclones con los efes ¥ un
vector perpendicular,
Resolucidn
a) Si el plano es perpendicular al vector (1;1;2) su ecuacldn serd de la forma
xX+y+2z=d
y como pasa por (0;1;3)
0+1+2:3=4d
d=1

luego la ecuacidn del plano es: x + y + 22 = 7

Para representarlo, hallamos las Intersecciones del plano con los ejes (fig. 3.73).
Con el eje x:

y=0,z=0;luego, x = 7 o N
Con el eje y:
x=0,z=0;luego vy =17
B(0;7;0)
Con el eje z

1' A
x=ﬂ',}’=ﬂ;luegnz=—2- 07

Fig. .73

G0 )

Uniendo estos puntos obtenemos las trazas sobre los planos coordenados y queda
representado el plano dado por el tridngulo ABC.

b)2x -3y +z=1
Intersecclones con los gjes:

ik Lo
Ejex:paray=0yz=0,x = 3 .Iuegua-l(?,ﬂ,ﬁ),

Eley:parax=0yz=0,y= - ; luego B(ﬂ;——;" ;-IJ).

i
3
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b) ._‘:T_?: (xg=Xp Yo=¥r Zy=2p)
PQ (-2:3:-2)
c) (1;-253) + (=1;151) = (0; - 1;4)
(@ + b)0:-1:4)
(1;-2:3)-1;1:1) = (2;-3:2)
@ - B) (2:-3:2)
267 2(-1:151) = (252;2)
(@ + 2b): (1;-2:3) + (-2;2;2) = (-1;0:5)
(a + 26X-1;0:5)

Fig. 3.71

da b=1-1)+ (20D +3 1= -1-2+3=0
Los vectores a y b son perpendiculares.

Teorema 1

Una ecuaclén de la forma ax + by + ¢z = d representa un plano perpendicu-
lar al vector (a:b:c).

Demostracicn

Sea Pdxq ve 29 un punto de un plano per- 4 (C]
pendicular al vector (a:b:c) ¥ Plx;y:2) un
punto cualqulera de ese plano (fig. 3.72). En

ese caso (x - Xp ) = Vo 2 = Zp) €5 Un vector
contenido en el plano, ¥ por tanto, perpendi-
cular al vector (a;b:c), es decir:

(abic) «(x -xgy -yp2-29=0
alx —x) + by -y +clz-z))=0

b —
ax + by + ¢z = axy, + by, + ¢z, ¥
X

Fig. 3.72

de donde ax + by + cz=d. con d = ax, + by, + ¢z,

Reciprocamente, dada la ecuaclén ax + by + ¢z = 4, el punto % ;ﬂ;ﬂ) satlsfa-

ce la ecuacién y sl (x:y:2) es otro punto cualqulera que la satisface se cumple:

a[x—£]+b{y-ﬂ]+dz-m=m
&
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Ejezzparax =0y y =0,z =1 : luego C (0:0:1).
Las lnterse::clonu con los ejes coordenados son los puntos: A(‘ 0 0)

B(ﬂ - = ﬂ) y C(0;0;1). Un vector perpendicular al plano dado serd el
(2: - 3.I],l

Ejemplo 3

Determina el punto de interseccién de los planos:

X -+ 42 -9=0,3x -4 +2+2=0y2x+y+ 3z -13=0.
Resolucién

Resolvamos el sistema formado por las ecuaclones dadas.

xX-2v+ 4z - 9=0 (1)
IJx-4v+ z+2=0 ()
2x+ y+ 3z-13=0 (3

=3x + 6y =122+ 27 =0 (muluplicando (1) per - 3 ¥ sumando (21}
IJx -dy+ z4+ 2=0

2y - 112+ 29=0 (4)

-2x + 4y -8z + 18 = 0 (muluplicando (1) por - 2 y sumando (3}
2x+ y+32-13=0

Sy -5z2+5=0
¥ 34 =0 (5

-2vr+ 2z - 2=0
2y -1lz+ 29=10 (multiplicando (5) por - 2 y sumando (4))

-9+ 27 =10
z=1
sustituyendoen (5) »-3 + 1 =0,y =2

sustituyendo en (1) x- 4 + 12 -9 = 0; x = | luego, los tres planos se Intersecan

en el punto (1;2;3). 0
Como una recta estd determinada por la Interseccldn de dos planos, el sistema de

ecuaclones,
ax+by+cz=d,
ax + by + cz2=4d,

representa una recta sl los vectores (a ;b ;ic)) y (a:bysc,) no son paralelos.

Ejemplo 4

Representa las rectas:

a)2x+ Iv=6 b)2x + 3y = 6
z= 4 y+z=1
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Resoluclén
a) Representemos los planos dados (fig. 3.74).
o 2x + 3y =06
fz=4
El plano a es paralelo al eie z ¥
pasa por los puntos (3;:0:0) ¥
(0;2:0).
B es un plano paralelo al plano xy
y pasa por el punto (0;0:4).
La interseccién serd la recta r.
b)a2x+ 3y=6
vy+z=1
Representemos estos planos en la -
figura 3.75. a - :
v &5 un plano paralelo al eje x'y
pasa por los puntos (0:1:0) y 3
(0:0;1). %
La recta de interseccion sera /. Fig. 3.74

{
.--‘"""/

a

Fig. 3.75

Cuando se conoce un punto Pfxq Ve 2o ¥ un vector director (a;5;c) de una recta,
la ecuacldn puede escribirse,

X = Xg= Ja
y-yo=MilcR

zZ -zp= A

yslaz0, b#0, c20; se obtlene la llamada ecuaclén simétrica: de la recta:

X=X Y- o E-d
a b ¢
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Ejemplo 5§

a) Escribe la ecuacién simétrica de la recta que pasa por el punto (3;-5;4) y tiene
vector directo (2;7;6).

b) Determina un punto ¥ un vector director de las rectas:

x =1 ¥ y-1= ::+];I x -1 LA I
2 3 2 2
Resolucién
a) La ecuacién simétrica de la recta serd:

x=3 ry+d z-4

2 7 6
-1 yp =2 x4+ 1
b - = =
J 2 3 2
Un punto de esta recta es (1;2;-1) y un vector director (2;3;2).
.E€i=y=h-[

Transformemos la ecuacidn a la forma simétrica (eliminando los coeficlentes
de las varlables).

s
2

.:c-L y=
2

il
2

Un punto de esta recta es (% ; 03 ~;— ) y un vector director (1; 1; % ).l

Ejemplo 6

Determina las posiclones relativas:

a) de los planos 2x + y = 5, x - 2y + z = | respecto a los ejes coordenados y
entre si,

b) de las rectas

S it el e o S R
iy T R
x -2 x=3 z -1
=2y =2 =7 =y = .
2 % 2 2
LSS el 3o SO P S O
4 2
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cldel plano 2x -y + z =2 ylasrectasx = -y = -z

x -1 z -1

1 2

®

Resolucidn

a) @ 2x+y=35
a es paralelo al eje z (esta variable no aparece en su ecuacion).
Interseccion con el eje x

Paray =10, x = % ; luego, « corta al eje x en ¢l punto (% ;u;n).

Intersecclén con el eje y

Para x = 0, y = §; luego, « corta al eje y en el punto (0,5:0).
fx-2y+z=1

B corta a los tres planos coordenados pues las tres variables aparecen en la ecua-
clén.

Interseccién con el eje &

Paray =0y z=0,x =1 ;luego §corta el eje x en el punto (1;0;0).
Intersecclén con el eje ¥

Para x=0y z=0, y= -—lr : luego f corta al eje v en el punto (l]; - % ;ﬂ).

Interseccidn con el eje z
Parax=0yy=0,z=1:luego §corta el eje z en el punto (0;0;1).

Por otra parte,

ay fno son paﬂlzlo_s“ porque a es ortogonal al vector a_:{z;i;ﬂ] : Blo es al vector
b(1; - 2;1) y a || b; luego los planos « y § se cortam segtin una recta.
Resolviendo el sistema podemos hallar la forma de los puntos de esta recta.

{ 2+ y =35 (1)
x=-2v+2z=1 (2)
Despejando y en (1)

¥y =5 -2x (3
sustituyendo en (2)

x=-25 -2x)+z=1
x -10 + d4x + 2z = |
Sx +2z=11.

de donde z = 11 - 5x (4)
Los puntos de la recta tendrdn la forma (x;5 - 2x; 11 - 5x).

x =l ¥

L oW,
2 4 2
Sjan a_; ¥ E: los vectores directores de las rectas r, y r, respectivamente, entonces
— — —_—
a((1;2;1) y af2;4;2) pero a, = 2a,, luego, a,||a, y las rectas son paralelas.
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Veamos sl coinciden:
Sea PU0:1:0)=r,

-1 1
Sustituyendo en r, s¢ obtlene: —za: Y #0; luego las rectas son paralelas

pues P ér,
X -2 x -3 nzr=il

=2y — 2 =Zry =)=

r.
xi=rd L =]
3, BT

2
il PV 4 ot A L 5
luego, a, (2. 5 I)‘. a,(4:1:2)

—_— —
a, = 2a,, por tanto, las rectas son paralelas.
P(2:1,0) e r, veamos sl el P er,

2 :‘ : 212 =L luego P,#r,y las rectas r, y r,son paralelas.

x y -1 ;
Foiom = ——=F f,:x+1=yp=2z+1
v g 2 2 I

I+ —
x+1 =) - l
— a3 7
luego, a,(4; 2; 1) y a, (m;%)

a, W a, por lo tanto las rectas se cortan. Hallemos el punto de Interseccion.
De las ecuaciones de las rectas se obtlene el sistema

X eyl X-2y+2=0 ()
4 2 y-22-1=0 (2
ik x=-y+1=0 (3)
LIS =k 6 y=-22-1=0 (@4
x+1=y
__‘_r=22+1

Las ecuaclones (2) y (4) son Iguales; luego el sistema se reduce a

¥x -2r+2=10 (1)
y=2z-1=0 (2)
x- yv+1=20 (3

Resolviendo este sistema se obtiene el punto de interseccién (0;1:0).



)a2x —y+z=2; riix=-=y= -1
Resolvamos el sistema
x -y+2=12 (1)
x= =y (2)
y= -2 (3)
Sustituyendo (2) y (3) en (1) resulta:
2X+ X -x=2
x=1: r= = z= -]
Se Intersecan en el punto (1; -1; - 1)

GC2X-yr+z=2; ryg x -1 e ;2
Resolviendo el sistema

X =y+zr=2

x -1 -y

2
S, e 2
2
se obtiene el punto (I— |l ) luego la recta corta al plano en ese
S - 5 5§ -
punto. @
Ejemplo 7

a) l.;!:t!‘.hl :-} ecuaclén del plano bisector del segmento PP, con P,(1;2:0) y

b) Determina las coordenadas del vértice de una pirdmide recta de base rectangu-
lar determinada por los puntos 4(2;1;1), B(4:3:1), C(3;4;1) y D(1:2:1): sl se sabe
que pertenece al plano 2x + 4y - 2z - 3 = (.

Kesolucidn

a) El plano bisector del segmento PP, es el perpendicular al segmento que pasa
por su punto medio.

Hallemos el punto medio M de PP,

1 +3 2+1
=2: - =
2 ¥ 2

luego M (2; % ;2),

0+4
2

Xy =

=2

3
= — 3 Z,=
2

Un vector perpendicular al plano puede ser el vector PPy PPy (2 -1:4)
La ecuacion del plano es : 2x -y + 4z = d
164



y como pasa por M, 2-1-% +4.2=4d

21

de donde, d = =

luego,2x =y + 4z =2_2] 0 d4x -2y + 8z - 21 = 0 es la ecuacldn del plano

buscada.

b) La base de la pirdmide se encuentra en un plano paralelo al plano xy (todos los
puntos dados de la base tienen la misma coordenada 2), luego la altura es perpen-
dicular al plano (fig. 3.76).

Como la pirdmlde es recta, el ple
de la altura serd el punto medio de
las diagonales del rectdngulo de la

base, o sea, ¢l punto (—52— % -g— ;l).

El vértice tendrd por lo tanto las
coordenadas V(i :i :z).
I

Para determinar la z, como V es

un punto del plano

2x+4dy-2z-3 =0, se tlene:

et d S midgse e,
2 2

de donde se abtlene que z = 6 lue-

g0, las coordenadas del vértice son

V(~;'— :% ;ﬁ),l

z
|

Fig. 3.76

Resumen

La ecuaclén de un plano perpendicular al vector (a:bc) es de la forma
ax + by + ¢z = d.
El sistema de ecuaclones

a,x+ b,y +c,z=d,

., + by + c;2=4d,

representa una recta (recta de Intersecclén de los planos determinados por esas
ecuaclones) sl los vectores (a,; b, ¢,) ¥y (ay; by ¢;) no son paralelos.

La ecuaclon —=¢ = X ;y" = 2220 representa una recta que pasa por
a ¢

¢l punto Pdxq e 2o con vector director (a:b:c), sl a0, b#0 y c#0.
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Ejerciclo (epigrafe 6)

1. Representa los vectores de posicién de los puntos:
A(2;1:3), B(3;-152), A(-1:3:2) y DX4:2;-1).

2. Dados los vectores @ (1;-2;3), & (2;2;-1), ¢ (0:1;-2) y
d (2:-1:0); calcula;
a)a+b bla-b ¢3d da+dc
e)a+2b -3¢ DNa-b gQa- ()
3. Comprueba que los vectores a(2:-1:4) y b(-3:2:2) son perpendiculares.
4. Escribe la ecuacidn del plano que pasa por el punto A y es perpendicular al vec-
tor dado.
a) A(2;1;-2) , a(3; - 134)
b) A€-1:2;-3) , b{-1;2;-1)
€) A2:0;-1) , ¢(0;-152)
d) A(-3:1:0) , d(3;0;-1)
e) A(2;3;0) , e{4;-1:0)
5. Las slgulentes ecuaclones corresponden a planos. Determina sus Intersecclones
con los ejes y represéntalos grdficamente.
a)x+y+2z=4¢ b)2x + v+ 2=6
c)dx + 4y = 12 dyyv+z=2
e)2x -3z=6 Nx=2
gBy= =3 h)z=4
6. Dados los sigulentes planos, determina un punto y un vector perpendicular.
a)3dx -6y -2z=5 b)dx + 2y -2z =13
c)2x —y+ 2z=4 dydx + 3y =7
e)2x =3y +z=8§ N2x+y=35
By -4=0 h) x = 1

7. Halla la ecuaclon del plano que pasa por el punto (-1;2;3) y es paralelo al plano
2x -3y +2z=8

8*. Escribe la ecuaclén del plano que pasa por los puntos 4(=1;-2;=1), B(0;=2;-3)

y C(1:4:1)

9. Representa grifilcamente las sigulentes rectas:
Xx+z=4 h}1x+y+z=4
dz + Jy = 12 z=2

c}{-‘f+2}'=l d 2+ y =4
y+z=13 2x+ 3y =06
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10. Escribe la gcuacién simétrica de la recta que pasa por ¢l punto dadoe con vector
director a.

a)A(-1:2:3) a (2;-3:1) b) B(2:-1:3) , a (2;1:-1)

¢) C(-1:0:-3) .a (1;-1;3) d) D(-1;2;-1) , @ (0;4;-2)
A e Pt A —

e) .rr:(:.-l.? ) a’'(-132;-3) ) F0:0:-3) . a (1;1;0)

11. Escribe la ecuaclidn simétrica de la recta que pasa por los puntos:
a) (-3:2:0) y (0:1:-3)
b) (=2:3;1) y (0;-2;1)
c) (-1;2:-1) y (3:4;-2)
12. Escribe la ecuacién simétrica de la recta que pasa por ¢l punto (2;-1;3) y es per-
pendicular al plano 3x + 2y + 5z - 3 = 0.

13. Escribe la ecuaclén simétrica de la recta que pasa por el punto (2;3;-5) y es pa-
ralela a la recta

x -1 Y. _lzed
2 3 -4

14. Determina un punto y un vector director de las rectas siguientes:

x=3 y+l z -4 ¥ z =]
= = bz 3:-—-—-:
i ; 3 e 3
Ix 5 =y 2 - 5x 2z -1
—_—= tE = ———— = 4y =
e) 7 - iz =1 d) 3 3+ 4y =
e]z_x=y+3'= & Dy -3=z+2,x=0

4 3 -3

15. Halla la ecuacidén del plano:
a) bisector del segmento que une los puntos A(3;-2;0) y B(5:4:6),
b) que pasa por el punto (-1:;3;2) v es perpendicular a la recta
P M o) O
5 -2 5%

16. Halla el punto de Interseccién de los planos
Ix+ 2y =52-9=0,2x-y=-z+1l=s0yx=-y+3z+2=0.
17. Determina las posiclones relativas de los planos sigulentes:

aA)2x+y -z+4=0:4x+2y -2z -6=0
b)x+3y-5=0:2x-y+2-2=0
C)2y+2=23;x-22-2=0
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18. Halla el punto de Interseccién de las rectas

v+ 2 z =1 x+ 3 y o+ 2
_2=}+ = = = Z
A ) ETES TR i
b}x;4='v_:-hﬁ_zyx-rizl-l}':z
c}x~2_51-1_a-z xi=1. 3=y i 24
3 4 4 3 -4 -4
t‘.l}I"“:;l=_-.'-3=-:!*'3 y x=y=22+1

19. Halla la posicién relativa de la recta

5 S e

yelplano 2x + y+z -6 = 0.

20. Representa el ortoedro formado por los planos coordenados y por los planos
x=4,y =3y z=2 Calcula su volumen y su drea total.

21. Calcula el volumen del prisma limitado por los planos y = 0,y + z = 4,z = 0,
x=0y x=35,

22. Calcula el volumen de la pirdmide limitada por el plano
2x =3y + 6z - 12 = 0 y por los planos coordenados.

Ejercicios del capitulo
1. Di sl las sigulentes proposiciones son verdaderas en planimetrfa, estereometria
o ambas.

a) Por un punto situado fuera de una recta se puede trazar una paralela y solo
una a esta.

b) Por un punto situado fuera de una recta se puede trazar una perpendicular
y solo una a esta.

¢) Por un punto de una recta se puede trazar una perpendicular y solo una a
esla.

d) Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.
¢) Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si.

f) Por un punto de una recta se pueden trazar Infinitas perpendiculares a dicha
recta.

2. Demuestra que los puntos medios de los lados de un cuadrildtero no plano (sus
vértlces no estdn en el mismo plano) son vértices de un paralelogramo.

3. Una recta r corta a un plano « en un punto P. En la recta se toman dos puntos
M y N sltuados cada uno en distintos semlespaclos respecto a a y equidistantes
de P. Si el punto M dista 10 cm del plano a, écudnto dista N?
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4. Un cuadrado ABCD estd Inscrito en una clrcunferencia de 25,1 ¢m de longitud;
por el punto O de Intersecclén de sus diagonales se levanta una perpendicu-
lar OS5 de 4,0 cm de longitud al plano del cuadrado.

a) Haz un esquema de la figura.
b) Halla la distancia de 5 a cada vértice del cuadrado.

c) Halla el 4ngulo que forma la oblicua S4 con el plano del cuadrado.

5. Uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo Isdsceles estd contenldo en el pla-
no a y el otro forma con este un dngulo Igual a 45° Halla el 4ngulo que forma
la hipotenusa con el plano a.

6. Desde un punto exterlor a un plano se trazan dos oblicuas Iguales de 14,1 cm;
¢l dngulo que dichas oblicuas forman con el plano es de 45° y sus proyecclones
son perpendiculares. Halla la distancla entre los ples de las obllcuas y el dngulo
que estas forman.

7. Se tiene un circulo de 4,0 cm de radio; por su centro O se traza una perpendi-
cular al plano del circulo y sobre esta se toma un segmento OM = 8,0 cm.
Halla la distancla del punto M a una cuerda de 6,0 cm de longitud.

8. Un rectdngulo tlene uno de sus lados menores que mide 12 ¢cm sobre un plano;
el lado paralelo a este dista 8,0 cm del plano. Calcula los otros dos lados sablen-
do que forman con el plano un dngulo de 30° iQué longitud tienen las diago-
nales del recténgulo?

9. La base de una pirdmide es un cuadrado. Una de sus arlistas laterales es perpen-
dicular a la base ¥ la mayor que es Igual a 6,0 dm forma un dngulo de 45° con
el plano de la base. Halla el drea de la base.

10. En una pirdmide triangular regular, la altura es lgual al lado de la base.
a) Halla el dngulo formado por la arista lateral y el plano de la base.
b) Halla el volumen de dicha pirdmide sl el lado de la base mide 12 dm.

11. Un cable telefénico de 15 m de largo se extlende desde una columna donde se
ha asegurado a una altura de 8,0 m de la tierra, hasta un edificlo, donde se ha
asegurado a una altura de 20 m. Halla la distancla entre ¢l edificlo y la columna
suponlendo que el cable no hace ondas.

12. Por el vértice C del 4ngulo recto de un tridngulo se ha trazado un plano paralelo
a la hipotenusa a una distancla de 20 cm de esta. Las proyecclones de los catetos
sobre este plano son lguales a 60 cm y 100 em. Halla la longitud de la hipote-
nusa.

13*. Por el punto D, exterior a un plano, se han trazado tres oblicuas, cada una de
las cuales forma con el plano un dngulo de 60°. Los ples de las oblicuas A, B
y C se han unido mediante segmentos. Calcula los lados del triéngulo ABC si
el punto Dest4 a una distancla a del plano y los éngulos ADB, BDCy CDA son
Iguales entre sl.

14. Un rombo tlene uno de sus lados sobre un plano y su lado opuesto a 10 ¢cm. Si
los 4ngulos que forman las diagonales de dicho rombo con el plano miden 80°
y 45°, respectivamente, calcula la longitud del lado del rombo.
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15* Por el vértice M del tridngulo_equlldiero MNP se ha levantado la perpendicu-

lar MQ a su plano, tal que MQ = MN . Halla la tangente del dngulo entre
las rectas NQ y PQ.

16. Demuestra que los segmentos de reclas paralelos comprendidos entre planos pa-
ralelos son iguales.

17. ABCD es un paralelogramo queé no interseca al. plano a. Por los vértices 4. B.
y D se han trazado perpendiculares a a que lo Intersecan en los puntos A°, B

C'y D, respectivamente. Halla la longitud del segmento DD' , si A4™ = a.
BB =by CC"'=

E

18, En la pirdmide cuadrangular regular de
la fgura 3.77 sus caras son Irldngulos
equlldteros de lado a. Se han trazado las
medlanas AM y CM de las caras
ABE y BCE, respectivamente y la aliu-
ra OF de la plramide.

a) Halla el 4ngulo entre las rectas AM v MC
b) Halla el volumen de la pirimide ACBM.

19. En el cubo de la figura 3.78, la longhud
de la arista es a y Pes el punto medio de
BC . Halla la distancia entre las rectas:
a) HC y la diagonal de la cara ABGF.
b) AF y GP.

F

Fig. 3.78

20. El 4rea de la secclén plana que resulla de cortar un prisma cuadrangular regular

por un plano que pasa por dos aristas laterales opuestas es de 169 cm?y el la-
do de la base mide 12 cm. Calcula el 4rea total y el volumen del prisma.

21. Se corta un cubo por un plano que pasa por la dlagonal de una de sus caras y
por uno de los vériices de la cara opuesta que mds dista de dicha diagonal. Hall
el volumen de la pirdmide que resulta sl la arlsia del cubo mide 14 cm.

22. Calcula el 4rea total y el volumen de un exaedro regular sl se sabe que la dis-
'ancla de uno de sus vértices al centro de la cara opuesta es de 2.0 m.

23. Halla el drea total y el volumen de un tetraedro regular sl la suma de lodas sus
aristas es Igual a 200 cm.
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24,
25,

26.
217.
28.

29.

30.
3l

32.

33

34,

35.

36.

37

38.

39.

40.

41.

Expresa el volumen del tetraedro regular en funcién de su altura h.

El desarrollo de un Ilcosaedro regular ocupa una superficle de 100 dm? &Cudl
serd la longitud del lado de cada uno de los tridngulos que lo forman?

Si se duplican las aristas de un cubo, iqué relaclén guardan sus volumenes?
Halla el d4rea y el volumen de un octaedro regular de 3,0 m de arista.

La mediana de una de las caras de un octaedro regular mide 17,3 m. Calcula el
drea del octaedro.

El radlo de la circunferencla circunscrita a una de las caras de un lcosaedro re-
gular mide 5,0 em. Calcula el 4rea del Icosaedro.

Calcula el 4rea de un dodecaedro regular sl su arlsta mide 10 cm.

Representa en un sistema de coordenadas los puntos: (2;1:0), (0;3:4), (2:0;-1),
(35-2:4), (1;2:-3), (-5:3;-2).

Dibuja el tetraedro cuyos vértices son los puntos. (0:0;0), (2:0:0), (0:2:0) ¥
(0:0:2). ¢Es este tetraedro regular? Calcula su volumen.

Los puntos (1:;1:0), (5;1:0) y (5;5:8) son vértices de un prisma cuadrangular re-
gular que tlene una base en el plano xy. Halla los vértices restantes y dibuja el
prisma.

Investiga si los puntos (2;-1:0), (0;=1;=1), {1:1;3) y (3;1;-2), tomados en ese or-
den, son los vértices de un rectdngulo.

Comprueba que los puntos (4;2:4), (10;2;:-2) v (2:0:-4) son vértices de un tridn-
gulo equlldtero y calcula su drea.

Verifica que los puntos A(3:-1:2), B(1;2:-1), C(-1;1:-3) y D(3:-5:3) son vértices
de un trapeclo.

Halla la distancla del punto (2;3;-4) a cada uno de los planos coordenados y a
los ejes coordenados.

Dados los vectores -::_'{4:-2;0}. B (-3:4:2) y € (5:-133);

calcula:

s a+ b b) 3a+ 28 ¢) ;- B
da-b e)(3a -25) «(@+26) D@ -5)

Calcula el trabajo realizado por la fuerza F(3; - 2: - 5), sl su punto de aplica-
clén se desplaza, en un movimiento rectilineo, de lu poslclén A(2:-3:5) a la po-
siclén B(3; - 2, - 1)

iPara qué valores de « los vectores ala;-3:2) y b(1:2:-4) son perpendiculares en-
tre si?

Escribe la ecuacién del plano que pasa por el punto (2;1;-1) ¥ es perpendicular
al vector (1;-2:3).
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42.

43.

44.

45,

46.

47.

48.

49,

50.

5.

52.

S

54.

172

El punto P(2;-1;-1) es el ple de la perpendicular bajada del origen de coordena-
das a un plano. Halla la ecuacidn de este plano.
Dados los puntos 4(3:-1:2) y B(4;-2; - 1)}, haﬁ la ecuaclon del plano que pasa
por ¢l punto A y es perpendicular al vector A8 .

Un plano tlene por ecuaclén x + 2y — 2z + 9 = 0. Halla:
a) un vector perpendicular a este plano.
b) sus intersecclones con los ejes.

Encuentra una ecuaclon del plano que pasa por (1;2:-3) y es paralelo al plano
cuya ecusclén es 3x = y + 2z = 4.

Los puntos A(1:1:-1), B(3:3:2) y C(3;-1:-2) determinan un plano:
a) halla un vector perpendicular al plano,
b) escribe la ecuacién del plano.

Halla la ecuaclén del plano que pasa por el punto (2;3;-7), sablendo que el vec-
tor que une (1:2:3) con (2:4:12) es perpendicular a dicho plano.

Calcula el volumen de la pirdmide limitada por los tres planos coordenados y el
plano x + 2p + 3z = 6,

Representa graflcamente las reclas:

a) 2x -y =6 b)x+2y+z=2 c)2x+3z=46%
z-y=3 y=13 x -2y =4

Halla la gcuacion simétrica de la recta que pasa por el punto A con vector di-
rector a.

a) A(2:-1:4) Ei!—:—l:ﬁl b) A(4:0:5) ?ﬂ;—lm
¢) A(-3:2:7) a (2:-3:1) d) A(-2:4:3) a (2:1;-3)

Halla las ecuaclones simétricas de los lados del tridngulo cuyos vértices son los
puntos M(- 2; - 3; - 2), M-3:1:4) y P(2:3:-1).

Escribe la ecuacién simétrica de la recla que pasa por el punto (2:1:3) y es pa-
ralela a la recta de ecuacldn
x -3 z

:5—: £
3 g

Determina el punto de Interseccldn de los planos:
Ix+2y~-2-3=0, 2x -3y -3z-4=0y x+1y -22:+1=0.

Determina las posiciones relativas de los sigulentes planos:
aA)x -2y -z+2=0, Ix-6r-3:+5=0

b)2x =5y =3=0, x+ 2y -z=10
)x+3y-2=0, x-5y+5=0



55. Halla el punto de interseccldén de las rectas:

a}x+luy-5_z-? XL ] z =9

T T B s e
b}x=u=4;+l?‘ X = z+3 = rt1
3 -1 -1
X X+ 2 ¥
-_— = —-|=3 i‘ = — =
c]z y 7+ 5 3 z

56. Determina la posicién relativa de las rectas:

A x=2y =3 =

yvelplanodx =2y +z =3 =0,

b) i ; 2 = e Is:x = 0 y los planos coordenados.
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Respuestas de los ejercicios

CAPITULO 1
Epigrafe |

(Blayn>0; b)n>0; n>0; dn=0,n=1,n>4 e n>l
[11) a) 5 200;b) 11 400; ¢) 1 000 477.5.

2 047
0 ———i 462.
0) 2 186;b) =i ) 5 462

@ El razonamiento del paso de k a k + 1 es vélldo para k2. Pero para k = 2 la
proposiclén es falsa.

Epigrafe 2

] 1s.

[2] 9.

[3] 25; 20.
[4] 153,

[5] 12.

(6] 147.

30.

1 160.
(9] 12.

g 2.
[11]) a) 36:0)9;¢) 27; d) 12; ¢) 16.
[127) 49; 42.
[13 125; 75.
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450.

200.

9 000.

5 832.

738.

103 920.

1 024,

768.

62.

87.1833 b -a+ 1.
a5, b)2l e + 1.
15.

8.

167.

30.

a) 50%:.b) 10%.

La cantidad de muchachas que no practican depories ni tienen buenas notas es
negativa (-2) lo cual es Imposible.

EERRERERREEREREEEREREE

Epigrafe 3

(1] 0s.
@
3] 0.
m%;%.
B ..
5
12
@-.

o |
a.]-ET.h]J.

i75



(9] o.
g;i;i;]

1 23
— b o) —

[12) a)0.384; b) 0,096 c) 0,008.
2l
90
Obtener 10 puntos porque la probabilidad de obtener suma 10 es —:i

25 216
mientras que la de suma 9 es ——.

216
16
18 55

[17) a)0.858; b) 0,228

0.625.
s

2!11
Epigrafe 4

[1] 4B, AC. AD, AE. AF. BA, BC. BD. BE, BF. CA, CB. CD, CE. CF. DA, DB. DC. DE.
DF, EA. EB. EC, ED. EF, FA, FB, FC, FD. FE.

E! 123 124; 132, 134; 142; 143 213; 214; 231; 234, 241, 243; 312, 314; 321, 324;
341; 342, 412: 413, 421; 423; 431 432.

(3] 2 s20.

[4] s o40.

[5] v = 840.

[6] v = 870.

P, = 40 320.

[8] v¢ = 30.

@ Vi = 60.

VS = 60; V1= 12.
= 20,

I-f'ﬁI + FS+ Vi =156

P‘= 24;2 . P, = 12.
= 6 720.

EH@@I

=

1y



@ azul rojo blanco, azul blanco rojo, rojo azul blanco, rojo blanco azul, blanco ro-

Jjo azul, blanco azul rojo.

P, = 24, AMOR, AMRO, AOMR, AORM, AROM, ARMO, MAOR, MARO,
MOAR, MORA, MRAO, MROA, OAMR, OARM, OMAR, OMRA, ORAM,

B EERE BEEEREREE B BREEERE B BEE

ORMA, RAMO, RAOM, ROAM, ROMA, RMAO, RMOA.
Py = 362 880, P, = 5 040.

Py = 720. 6! -2 -5 = 480.

P, = 24.

IE P, = 2 520.

P, = 3 628 800.

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE. ADE, BCD, BCE, BDE, CDE.
c!=170.

CP =190. C¥ = 1 140.

C¥ =1 140.

Cit -C!+1=6l.

Ci-n= n{nz— 3}r

9 .C! = 252,

C{sCt «CH:

Cl} - Cl} = 3 185.

3,CP -4 =116

CP®(CP® -1CP® -2) =9 129 120.
C} = 10.

243. 768.

P, = 24.

a) P, = 362 880;b) 2 - P, - P, = 5 760; ¢) P, - P, = 17 280;

d) P, - P, = 2 880.
Cl® = 45. C!% + CI° + CP° = 56.
ci.cleci.Cl+Ci.Cl=37.
cr.c¥ .ch

2 SRl

cy T
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10

Epigrafe §

m a) m* + 6mn + 15m*n? + 20m? + 15mn* + 6mn® + n*
b)a* + 12a* + 54a? + 108a + 81
c) a* - Sa*h + 10a*%? - 10a%* + Sab* - b*

d}h’-i h-t_'_i_;,:i_
2 2

E](“E) = 1ﬁs;m(5z) 51l

[3] a) x* + 6x¥ + 12xp? + 8y
b) 16x* + 160x + 600x%? + 1000xy* + 625y
c)d + 8Y2a + 12a? + 4y2a’ + a*

d) ——ut? - 3wy 13 Iy 13

TEe

3

64 64 256 128 1024

+ ; vt
4 096

a}(zi) = 20 475, (Ii) - 376 ?40,(2:) = 6 906 900.
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siwues (%) = (33)- (%) = (%)
(i) = (5)
u}(ﬁ)=z1 474 180.

(5] ) -3 003x'%y% b) 960a’x"; ¢) 2 268y d) 320 320a"H*

Bo () (Q) o) =0 ()
a) 2x* + 12x2 + 2; b) 24a + 128a’,

Ejerciclos del capitulo
[1] 3s.
[2] ¢z = 38 760.
(3 p,. v = 4 896.
[4] a) P, = 5 040; ) C} = 36;¢) C}. €} = 756.
1 1

— I —

pi 120
¢ .36 §ia9 L uds 55
= b = : :
Ew I TR e o1 9 o1
m_!
29

L
20; b =
. § ) cw C‘”‘ 91

[3] v M; ¢) 14,

E b) 14641;15101051;1615201561;172135352171.
CAPITULO 2

Epigrafe 1

[aoQ.;0)Z;¢) R;d) R;e) R; DR ;) N;h) N;
DMN:DZY KR DQ,;m)Q,;n)Z ;1) N;o) N;
p) N:q)@.;r) R;s) R;t) N; u) N; v) R.

2]ayVio)Fio) Fid) Vie) FsN Vig) Fih) Vi) Vij) Vik) B ) V.
! La fundamentacion la aprenderds ¢n cursos posteriores.
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(lae:b)e:adidese)fiNe.
[Jafibeiadidfiadine.

Ea‘l = {ﬂ;m }-,ﬂ'= {-;-‘.ﬂ;—l;g—;i.lﬁ;ﬂg};

C= {m-—l:m}.ﬂu U E= {.1::, -].rﬁ;e],F:i’.

(6] (x - xt+ x+ 1)

[2] a) st b) Si: ¢} Si d) No; e) No.

@ a) Vib) F, c) Vi d) No es proposicién; e) V; f) F.
e b)dicled)e e)e; .

(1] »¢:00Z2:00é:d)e;e)c

2) a)Vib)Fe)Fid)F.

[13) a)8 + Sizb) 5 + 12i:¢) -3 + Tiz ch) -7 - 3i;
d) 13 - 9ize) -16 -9i: N -1 -iig) 4 + 3y
h)7 +6i30)9 =2i:)) 12 = 2i:k) 6:1) 3 + 3i:
11) 10 + 8izm) 13 n) -10 - 703 &) 13

ol Qpipiny e SHEM oy 13 L2 03T
15 5
1 i d
r) e X & 'r"'*'i:‘;sll:llﬁa-lt';u)l:
¥ y? 4

v]?—i;w]I'.-'+5.":x}ll'—i;}':l{—1+1,r]+lli;z]——:-;* i.
a)2 —2i1b) — 11 —~4di;c) 15 + Sizd) 3ize) 2 + 5650 -2 + i.
[(3) 1) 18 + 14i:b) 6: ) 10i1.d) 20 + 8ize) 20 - 150, - ]E _ivg) 13

h) 26 - 13i: 1) 8 - 1045 j) 8 + 9i; k) -39 + 39i.

[i6) 2) 6.5 + 3i:b) 158 + 3,72iz¢) - 116 - 9;
d) -862 -0333ie)6 - Siz M) 9,84 + 16,8/
g) -0667 + 233i:h)0;D) -76 + 2,151
J) 2di: k) 403 1) 3 - 0,318/ m) 8,94 - 132,

a)x,= 056:x;=356v=1,
8

bBlx= — 1y =

) x 3 Y

o |

c)Noexisten,d) x =0,y =2, e)x, =0y, =4, x; =4y, =0,
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NDx= - 1'—::r;,v = - l—:.g}x =-2y=3hx=4y=0,
1) No existen, j) No existen, k) x = 1; p = -3,
I) No existen, m) No exislen, n) x = 2.5; yER,

fi) No existen, 0) x = 0, v = 3.

a]-\-|= z,yli J:x':- -l‘.‘r:= ___6‘

byx= +4.22; y = +4.20,
Dx=2y=1l,djx=1;y=1.
1108 o 2 A MRS e A WL
19 ) x = iy —m b xs iy = —,
11 13
= - : = ‘d =]; =]_
c) x TR 39 ) x y
Epigrafe 2

E] a) real: 3, Imag: -4; b) real: 1, Imag: 2,5;
¢) real: x - xv + 3, imag: -4; d) real: x? + y? Imag:0;
e) real:8, imag:-1; N real:2 Y5+ 1, imag: 2 - /5,
g) real: 0, imag: 3; h) real: 0, Imag: -I;
1) real: 12 cos 48°, imag: -12 sen 485,
jyreal: /S, imag: 1 + V2; k) real: 5", imag: -10"*,
1) real: -0.5, Imag: 2.5;
m) real: -2(4x + ¥) + V3(xy - 4), Imag: V3(dx + ») + 2(xy - 4);

n) real: -119, imag: -120.
[Z] reales: b, d, g, 1, k: Imaginarios puros: c, e, f, I.
E’ a) imag. purosk: x = 120 x = 2; real sl: y = % ;

b) imag. puro sk x = § 0 x = -3; no existe ye R

¢) Imag. puro sk x = -~:— ox=2realsl:y= 3.
Ea}{’:'?:h]ﬂ=3:¢}b= uzd}b=4;¢]ﬂ=_13;3b;
26 + 13
$diy b-1"

E e = bd.

[6] a}% +V3iib) -5 =3ic) YT+ i3log 5;d) =l =2 V6ire)2 + 1y

M 2,08 + 246i,
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g) =11 + 3i:h) 4:104:)) =33 - 38 k) T

3 4
D V100 « (/125 + 2V2)am) (2 + V3) + iin) (6 - /5) - 90,

f) (-4 Y2+ 13) - (V6 + 4)i0) — ,r“ ‘fr. ) === 'f E..an 24
r) g (cos @ - sen &; s) -2i; 1) log 5 + (3" + log 3)i;
u) 0,236 + 2,29, v) 081 - 1,184

Z =33 + 26i.
R (2) = -1:(z) = -3.
| 3 I 3
E a) 0:l: - 7% :—ff;b] ﬂ:-l;? :—i;- i.
IE Xi= =g = 4.
[12) a) |2] = 5;0) 12| = 25:¢) 2| = 2: ) |2] =
e |z| =¥2:0 |z| = x*+ ¥4 g) |z| = Tih) |z] = V27

D lz] = 1.73:9) |z] = 17:K) |z] = 25: 1) |z| = 2.66:
m) |z] = 2.

a) [w| = 1.8;b) |w| = 0,71; ¢) |w| = 4,08:
d) |w| = 0,19;¢) |wi = 2830 [w] = 3,75,
2 5 5 14
1.5 -0 — 4+ — i) = 1d) — + —i
[14 a)15 - 056 0) ”+ he =Rl s
90 80 2 2
3 -E) =—— - =——=fpg)= + =10 h)16 -03;
e) nzg 2 B13+311 0.8

922 + 046 ) <1 + i k) 4 - 155D 47 + 1714
myl . n) 2 o) 22 g,r L2,

1 2 L

4 4 2
11 60
J+ith) =2ie) 25 - 1.5id) - — - i
i w3 + 50 2 e ) e
e) - o - ir
9
5 33
17 - — + ——
1 52 52

a) |z = ll—:;; b) |z] = 12.3:¢) |2| = 8.92;

d) |z] = 1,19;e) |z| = 2,5: ) |z| = 7.5.
fis) 2.0s.
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R0 a) -ib)2 - 2iic) 2,735 d) i e) 0365 - 1,370
Rl x=135»=145

B2 o+ bi=1.
3
@ﬂ—:‘— b,

2 l: = 7 22 1 9,2
= - + — kbx=— RO X = —— + == 1
H]x 5+51-:l.=r IE'+”';-:]',~c 4I+41
d) x = 0.9 + 0,2i.
R a)k=9:b)k = 1.
R a)z,=1 —iz;= -1ib)z, = <1 + 202, = -2 + 4it
E}z—[_7+£fzu_]_-_i;
' 19 LR 19 19
24 15T B f
d = — — i ||| — E e— o e—
Vi 117 7 25 1a |
@ I -iyl+i:=l —-iy =3 +1i
BY 2+3iy -2 -4
@ No existen.
23 /190
@ a) . 3 f
1 172 1312 1 1712 1312 )
b]-;(za-ﬁ zb)+3(2b- zﬂ)f.

c) 10,6 = 2,767, d) 1068 + 124i e) NS, N 81,
de = | 16 + ¢

E) - ;‘;' h) =1 fcon los conocimientos que tienes por ahora no puedes
2 4 llegar al resultado).
1) =352 - 936i.
@ 2)z= £35b)z2,=0,2;=310)z= = /13 &,
d) z,, = -] :ﬁr';c}z,=l,.-"§+i.z,= -F'3+.‘.z,=—2r".

T
Nz =0,zy=V20g)z,=0,2,=2+ 2, 2,= =2 =2,
h)z,=4,2;, = 243470, 1) 2 = %i,]) 2,, = 1.5 £2,654;
k:' 2['1 = D.S 12.131’; I} 2|_: = U.?US iLJIi'.

Epigrafe 3

[3)a)-1 + 53 =203 +i3-1 - 266)5 + 203 + Si, 1| + 2i;
c)l, -3, -2+ 20,2+ 2i;d)0:6:5 + 3i1 | + 3i.
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[Aardy3ibrd2+3iy2+3c)dyl + 2
dy6y -1 + 3i, 4y -1 - 3i
[5] a) 5: 73.7°. b) 4: 67.4°; 56.32; 56,32,
¢) lados: 4 y 2; dlagonales: 5,39 y 161,
dngulos: 63.4%y 116,6° tlos opucsios son Iguales)

d) lados: 4; 6; 3,16 y 3.16; diagonales: 5,83; dngulos: 108,45 71,6° dngulo que
forman las diagonales: 61,92,

a}z'

n

7+ 2t h}z'=:—2+|3:'; c)z' =z + V201 + i)

d)z' =z .1 e}:'nz-(€+¥-‘):ﬂ!'=3f-
g}z':-;- (-l +i+2); h)'=2; 2= -1z;
D= -2, K2'= -z+4 =2, N2'=2 + 2
M= -7 -2 n=—= 70 +03

2
z(—?+£i);
0)z'=5(z -3 - 4i) |..f" E)+3+4.‘

@ Se ha trasladado z en la direccién de la diagonal del tercer cuadrante y se rota
un dngulo de 60° con centro en el origen. El punto Invariante es

I+ V3+ (1 -3
: ;

Istsceles.

|E| Si el eje real es la recta determinada por ¢l cedro y la palmera, el eje imaginario
es la mediatriz del segmento determinado por ambos vy la palmera es el punto

z = 1, el tesoro estd en el punto z = - i, cualquiera sea la posiclén de la hor-
ca.

Epigrafe 4

[1] a) 2 cis 1802 b) 2 cIs 902, ¢) 2 cis 459 d) 4 cis 120,
e) 2 cls 60% 1) 5 cis 36,82 g) § cis 300,
h) V13 cis 344,22 1) cis ( 2x-6); j) 10 cis 120,

k) 3 cis ( 2409): 1) cis ( ) m) cls ( 28 )
3]
25

n}

cls 50.2% n) 0,173 cis 133,8% 0) 0.3 cis 325,6°
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[2] @) isb) 2:¢) 450) -5 S0z e) 0,633 + 0.402i:

N3 -3iig) 171 + 1.44i; h) 1,67 - 0.488;

) 2.83 - 1.64i: ) 2.42 + 06507 k) 1,46 - 2,24i:

) - 0,285 + 0,0249; m) -3.56 - 1.51i; n) 1.53;

i) 1,99 + 0,822, 0) 1.
(3 a) w| = 21/2; 0= 45°,b) |w| = V3; arg w = 243,40,
(4) a), = V3. 0= 255° b) p = 4y/3: 0= 3150,

c)p= -? =0433; 0=0°d)p=4; #=30°

E] Pi= Fn ﬂ. = t; (en ¢l periodo principal)
Az, =2+3kz,=4 -3yz,=2 -3z, =443

2, 23=17 % 6i: 2y +2,= 17 - 6i; =L = =L lSr‘;
23 25
z, _ =l =18
zy 28T
a) 2 cls 45% b) - 1; c) 3,36 clIs 9%

?: el D Lf cls 369=0,283 cis 36°;

d) % cis Tx/12=0.167 cls
g) 0.847 cis 5: h) l—zsms 1270033 cls 127 1) Y30 cis 151°=4,47 cis 151°:

i) 111 cis 353% K) ]—zl cls 2379=0,82 cls 237°;

1) 0.367 cis 98.3% m) —— cls % 0,133 cls 1%,

15 12 12"

n) 11,7 cis 212= i) 1,78 cis 5.6; o) cls 1942
p) -2i; q) 7,75 cis 2,13.

[9] a) 4 cis 30° b) 0,775 cis 120°; ¢) 40 cis 37°;

d) 1,5 cls L;; e) 5cls 1:”; f 2,17 cis 0.5;

g) 0,697 cis 1812, h) l—';cis 1752=0,231 clis 1752

D % cls 2859=0,235 cis 285° J) 3 V85 cis 1,61=27.7 cls 1,61;

k) 0,788 cis 3,49; 1) cis 1,02; m) 2)/2cls 258°=2 83 cis 2589,
n) 0,671 cls 149%
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) 'f;i cis 88.8°-0.903 cis 88,8°;

o) cis 345° p) cis 5,28; q) /51 cis 180°=-7,14;
r) 0.832 cis 3442, s5) 5 cls 159

a) %— cis 333°=0,667 cls 333% b) -1; ¢) % cls 25°-0.833 cls 25 d) 0.5.

@ a) Y2¢is 1059 b) cis 2109 ¢) V2cis 165 d) 0,47 cis 198,3°,
A o= 1r- 0=459b)p=1:0=270°¢c)p=1; 0= 315°

@ fw] = — Arg (w) = 3152

a) 3,43 + 4,751 b) 2,43 - 0,183i; ¢) -0,73-2,73i,d) - 30 - 30i;
e) - 3.0 -0,635i; 0 1,38 - 0,0489/; g) JT@ .,

3
18 «=0:6=1.
a) ._31’?; b) -2 V62 V6i: ¢) 3,76 + 1,37i

1

Ax= -233;y= -2,h11}:"|=? arg (z') = 2100,
-. a) =13 -1
@ z =i
BY = =1+202,=4-2iyz,=1-20,2,=4+ 2
@ a)z, = =psen &+ i .pcos & b)son perpendiculares;
c)xcos 0+ ysen 0= pd)x, = L. LYy = P
cos # sen @
3. S Tnm
YR b s — e i Ll R
sen il 4 4 4 4
In 5m. =

T = — I . _ i_i
[ﬁl a) I, I.I:-:ln:Is‘1 2 cls — i cis " cis 3 c)i:

Epigrafe 5
[((Ja)12i -5:b) -2+ 2ii¢) -7 - 24i3d) 10i - 24;¢) —11 - 60i; ) -2i;

2l 0.888 + 0,479 ino se puede calcular con los conocimicntos del curso);
Wy x?—2ix + ;1) £(2 + 1),

[2] @)z =16cIs 120 2% = 32 c1s 1502 * = - 64;
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b) 31.9. cis 304° : ¢) els 5.72 : d) 625 cis 3—;

¢) 7,80 « 10 -2 cis 6: D cis i;- eg) 1.42 - 10%is 5;

"‘;”: k) 256 cls 1000

15D 115 «10% ) els
1) 343 cis 2407 m) 9.77 - 16 ~%: n) 3.38 ¢is 54,67

i) 9 els -%1 0) 1,26 cis 607 1,26 1.26 cis 300,
T 4=
p) 170 cis 2255 4) 5,066 cis 7 VP els —5-:

s1 614 ¢cis 6% 1) - 107 - 10% u) 1.27 - 10"(s __45-._

v) - 6,67 - 102 w) 735 - 107 ¢is 4—;

m'ﬂ}_l: b]i:+ I'ﬂ']’ﬂ'..ll" ..3j;¢] _4 ‘4[1; r}ﬂlg] SF
E 1,63 cls ﬁ
4
Eﬁ:] a) -7 + 12i:6) 2 :¢) -1 ) O (sl nwes impar), 2 (sl n = 4k), -2 (sin = 4k + 2).
(6] 120 + 4354
dx
E' Jw] = 11.3; arg (w) = T

[8) 121 = 3:wrg ) = 0.
i
@&:Lzz; = T,

ﬁ] Izl = 1 ;arg () = 02,

Eﬂ}t‘rs——- b) — :'r ﬁ“ 5
4 4

@2) 12| = 3.57; are (2) = 209,

ﬁ] cls 120°.

a}ﬁﬂs"l‘%--ﬁtl!ﬁ-={,c;5 13 =,
hjﬁm_ V2cls %=ﬁcls 113;;
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5= * Y e x
t) clsg —=: =yicls — = cis — .
©) Vicis =%: -Viels =% = Vicls 7

e 1 v LI
d) cls =i cls 3 cls =
¢) Vicls 1352 - /Scis 1352 = VBcls 3157,

f) 253 cis 70.5% - 2,53 cls 70,5¢ = 2,583 ¢+ 290,59

gr .6l cis 1632 -3.61 cis 1632 = 1.61 cis 243

h) = 224 1) 1.50 cls 58.3% -1.50 cls 58.3%: 1.50 cis 238.3™
L8 cls 1715, -1.78 cis 171° = 1,78 cis 351%

k) 2,38 cis —é: . =2,18 cis E = 2,38 cis — ‘H

1) 2,66 cis . -58_1 =266 cis -'1;= 2,66 cis Ih

m) 2.59 cis 122™ -2.59 cig 1227 = 2.59 cis 302™
n) 1.90 cis 73,22, =190 cis 73.2¢ = 1,90 cis 253.2™
M) 3.16 cis 63.4% =316 cIs 63.47 = 3.16 cis 2434~

oldclsT -4 ¢cls = -éh:ls2

4
[15 2).2 cis 20°; 2 cis 140; 2 cis 260°:
b) 3 cis 30% 3.cls 120% 3 cis 2102 3 cis 300=;
c) 2 cls 30% 2 cls 1029 2 cis 174% 2 cis 246% 2 cis 318%;

d) 1,21 cis 8,339 1,21 cls 68,32 1.21 cis 128,3™ 1.21 cis 188,3% 1.21 cis 248,3
1.21 cis 308,3°,

e) cis 0.429; cis 1.33; ¢is 2.22: cis 3.12: cis 4.02; cis 4.92; cis 5.81;

N cfs sl:;:::ls Ir;:ms 3||;;
) 1,58 cls =2t 1,58 cis -'5%"-: 158 cs 3:;:
1,58 cis 3‘;: 158 cls 55;”*“ cls 'I-"z'":
1158 cis 0 1,58 cls S 1.58.cls o 1,58 ¢ s L21

h) 1,92 ¢is 0.5: 1.92 cis 2,07: 1,92 cis 3.64: 192 cis 5.21;

1) 2,06 cis 8.75% 2,06 cis 98.8° 2,06 cis 188.8% 2.06 cis 278,82

31,23 cis 0,763, 1,23 cis 1,815 1,23 cis 2.86: 1,23 cis 3,90: 1,23 cis 4.95:
1,23 cis 6.00;
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EE

B =

23
s

k)2 cls g-:‘ichi%fqicl

13x

9 w
13n 25 3T
1) cls —— ¢l : : .
) 14::5 7 cls o4 cls 2%
1= 23:&' I5m 471 Oxn
m)4cls ——:; 4 cls 14 els —: 4 —_— —
30 Tt e e
n) 1,82 cis 20°, 1,82 cis 140°, 1,82 c|s 260°,
2 cis 409, 2 cis 160% 2 cis 280°.
x=2cls 00 x=2cls 150°0 x = 2 cls 270%
a) 1,73 cls = (173 cls — 51,73 cls — 5“
6 2
173 ols —%: 1,73 ols =% 1,73 cis L1E.
6 6 6
5m ix 13z 17n 21n
b) cls —=— ci < el : : : ;
) cls 12” 3 cls . cls 3 cls = cls 2
a) 4y2cls —
b) 1.78 cis %; 1,78 cis 0=, 1 1,78 cis “5“
cls 1002, ¢is 2209, cis 3409,
1.85 cis —1%. 1 .85 cis 25“ . 1.85 cls 1% 1g5cps AN
4 24’
lBScls— IE;S-::Isﬂ
24 8
16 Vicls 1% 2226 cts LIE, X 26 cis
12 2
1: cls —5 , cls 2—3 cls m, cls 4—3 cls 5—;
13z 25m
=20 = i — ) = .
4 la T i)

g6 s —5’3- cls ﬁ ols 22X,

96 96
17x 101# 125x
cls , cls \ Cls 5
96 96 96

5m
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149 173=n
cis

li 2 .
N 96
b 5 4; 11;
;=l.|9:|‘?,=-j—.ﬂ,=—6'r.ﬂ,=..n31,ﬁ‘= 5“.
a) |z] = 16, arg(z) = -:—
1z 157 23n =
b) 2 cl§ —, 2 ¢l y2¢ls —, 2¢ls ——
) 2 cls T 2 cls 7 cls T =

Epigrafe 6
[ a2 - l:-;~,c}1.?9-. -289,4d) - %;1.

¢) 0,593; - 0,843, 0062, -1,62;g) -05=166ih)2i -2i1) %i

N A T L B CE
e Y w i)

) 0.5 £2.06i. m) +1.41 &2 %i, n) 0,1 £0,436i,

i)l +3. 0) 0949 + 3215, - 0,949 = 5,214,

p) 2,28 - 0,439 - 2,28 + 0,439, q) 1,346 - 1,451; 0,654 + 1,45i,
)2+ 3ii,8) 1,5 + 1,320 1,5 - 1,320

P

[2)a)z,= 133 - 05z, = - 133 - 055
Bz, = =05+ 112% z,= =1 =1125¢)z= = I}
d)z,=2 -iz,m =2 -helzy=2,2,= -1
Nz,=d4+i,2;= -4-iz3=4-i,2,= -4+ 1

glz,=1+2i.2;=1 =25h)z,=2+iz;= =24+

(3] a Jﬁ[x e b—zﬁf] . [x + b—zﬁf]:

(b + Em']ib - Ea.‘:l: )2 .13

d){x -ycis i— )(x = ycls 3T:r~)( - ycls %)( - ycls .Ef),

e} la - b cls —-)(a - b cls 3x )(a - bels E“i#);

2n
ﬂlx-% ~3—i)(x—~:!-+lif).

(@] )i 00y = L ARBY e gy O

b)
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€)X, = 033320471, d) x, = 2, x, = 0,25 1,20,

@ a) x, = cis 120°, x, = cis 2409,
b) x, = 2 cls 60°, x, = 2 cis 300°.

[6] 0.

[7]) %, =ty m 4, 3= 20, 3, = 20

a)z, =65+ 1,5(, z,= - 15+ 0,5¢;
b] I: = Ti?l + Ila?jlh 2; = u‘19 + ].ﬁsh
)z, =166 - 22.5i, z, = 189 - 13i.

+

E a) Ceros: x = 3 22/, Polos: x = -

h.‘ll!—
HlE-]

b) Ceros: x = =i, Polos: x = 3 24,
) Ceros: z =033 + 03560, z = -4.33 + 1,64},

Polos: z=0,z2=1,z= - ;— +0,8651
d) Ceros: z, = 5,2, = - % :5_;5: - 2.5 433,

Polos: z = 2,19 -0,772i, z = - 2,19 - 242/

8) 20x + 4)(x - 0,25 - 2,79ix - 0,25 + 2,790);
b)(x + 1Xx - 3Xx + 0,5 - 0,865)(x + 0,5 + 0,8650).

@a]x|=2+f.yl=3 hXx3=2 =i,yy=3+ 1
blx,= =263 y,= -063;x,= - 1337, y,= -1137.

[12) a)NS;b)z=1+05iw=15;
)z=192 -i,w= -0.77 + 2,08i

[13] 2) grado: 3; b) grado: 1; ¢) grado: 7; d) grado:s. -
1
1@ P(1) = -1, P(-1) = 9, PQ) = 9, P(? ) =o.

18] A-) =2, A1-i) =9 + 8i, P(-) = 2.
16] O(-1:2) = 11, QQi:1-) = -2 + 2i

a}P(i -:)-— b) P( - 0.3; - 0.5) = - 0.0919;
P == -1 +2id) P2 -0,4+ 3= -23 - 8i;
x .1 L Jt ;

e) P(I-:Is T'?m?)“ - 139 + 0,750

) PX) = &0+ x? = 2 b) Pl) = x4 3 x - 2
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c) P(x) = x*+ 3x* + 3x + 1:d) No existe;
) Pix)=x-(2+0x*+ (5+ 20x =50 Plx)=x*-1;

g]ﬂx}:x’-i x' gl + a: h) Plx) = x* - 2x? - 3x+ 6,
a

[19 a)p=3,g=150)p=0,g=0ic)p=3,9=2:
dip=8,q =13

l]p-?.ﬂ::.r:-};b}g:[iﬂ‘ q:ﬂ‘r-_lsl

x" - a" Siempre es divisible por (x - a).
Es divisible por (x + a) sl n es par.
x" + a" Es divisible por (x + a) sl n es Impar.
MNunca es divisible por (x - a).

@ a) (x+ 1) {x = 3Mx+ 2. b) En @ ¥y R no tiene descomposicidn. En C:
(x = 3,56 + 1,290)(x + 0,33 - 3.45i),

)En@ y R:(x - 1)(x?+ x + 1)
1

EnE:{x-l}x+E -I'—;ji) (x+—lj— +—1)

dEnQ y R: (x - 2)x + 2) (x? + 4);
EnC:(x - 2)(x + 2)(x + 20) (x - 20,

e) En @ y R no tlene descomposicion;
Enﬂ?(x—Slx-L-—)( )

EE]

DEnQ y R: 2(x -3 x"f)[xun:

En €: 2(x - 3)(x - %)txn}rx -,

g}EnQyR:l{x-l}x-%)(x’-i- 2x + 3)

ity 1
EnE‘Z{x-H(x-?)Lx—l - VaDx - | + V20,
h)EnQ, R,y C:(x = 1)(x + 2) (x + 3)}x - 3).
@ Plx) = x? - 5x1+ 2x + 8.

ﬁ—;{x-l}{x-ll{x-h-—{x’- 6cis 4% 26

23] P = (x + 200 + 10x - 1)Xx - 2) = x* - Sx?+ 4

3
k-ﬁ‘
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] 2 2
= :h e S —
ar v+ 1 R | d X N+ 3
1 1 2 3 1 ]
) — 2 i) -
: x = .x—4+ X+ 2 x =2 ,\‘—|+[.'r-l}
-5 6 3 )
e) + + ]
x 5(x + 5) 2x - 4)
1 X 6 S EX a8
xt+ ] (x*+ 1) (xt+ 1)
10

|
3 3 3 3 ||: 10
) S iy i |

B o A ael S sCDh il

l 1 1
i) + + :

x o+ | X o+ 2 x+ 3
a)A=0,8=1,.C= -4, D=209;
bbAdA=14:B= =33, C=1],D= -8
e)A=0,8=2.C=1.D= -1.

10x - 8
4) x+ b N+ —_—
Wy i 2 X - 3x + 2
7 12 6 6
c) - - +
x+ 1 2v + 1 2y + 1)2 (25 + 1)
1 l . 71
= =— B — ., C=0,D=1.EF=—1.
a) A 5 5 ;
4 18 46
E e B2 =], C=22Ds = [ 5= —
i 25 25 25
c)Ad=0,8=0,C= =-1.D=0,E=1.

a) Coclente: x + I, Resto: 0;

5 5 3
Coclente: ¥x* + — x - = , Resto: - —
b) Coc X+ 5 3 7

¢) Coclente; 5x + 4, Resto: Tx - 5;
d) Coclente: x* + 3x + 4, Resto: 22x* = Bx* = 2lx + 19

Ejercicios del capitulo
[1] @42 -6.7i:b) - 119 - 815 ¢) ~0420 - 2,59

d) 22,5 + 10i1¢) 1,69 - 1.42i 1) - 384 + 406/,
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gl =23 + 292i, 2,16 + 248/,

'_} b 3‘73 + ]g‘zll: -— “]..5 = l?.?.l; 11.? — 2135'1
- ]n|5 += 1911I1 o 1113 — Iqull igtg b 2135.\
= gnﬁﬂ + I Ti?ll o I ]1’4 L I H‘i?li In‘S - 3-35";

DL + 13,16 ) 11,6 - 5.22i: k) 0,221 - 4,224,

) - 1,73 =299%: m) 111 + 78,0/ ; n) 5,08 + 2,074,

0849 + 763 is0) =2 —4iip) -7 —42i;q) 6,12 - 1.94/;
r) 5.98 + 0,956i.

Zlaax=2y=3b)x=3y=Sc)x=p=0;

d)x = % =233, y= -Tie)Noexisten;Dx=1,y=13;

glx=3r=2hx=2y=Llx=0y=20x=0,y=2:))x= £1,10,
y = +0.455; k) No existen ; 1) Mo existen; m) x?+ p?=16;n) x = 1 + 13,
y= —ﬁﬂxﬂl -ﬁqﬂzﬂ

f{es 0
2
o] 2.7(2)
a) R(w) = 12] L L (w) = L j
m i lz]t+ 2#(2) + | > 2] + 2%(2) + 1
KT 17x
7] a)2cs ==, 2 cls =X, 2 cls .
H}”u et

b) ¥2cls —:.E-z.l.all cls ;E . 141 cis —3-1, 1.41 cis I:ﬂ“

E1E:; 39z

1.41 cis . 141 ¢l i
0 L T

¢) Vicis -Ti-al.ﬂ':'lcis 11,32, 1,09 cis 101°.

Elz.= ball + ia) o G6la - 1)

aeR*"
1 +at ' l + a’

[9]z, = 2 - 002051, 2, = 05 + 2411 0 2, = 2 + 24114,
Zl = u-s’ — u;‘lf.

19 1.

[ oR@= -2 =10:0)R02) =0:5@) =1 ;
)R = - 159 S(2) = - 0,647,

12 /1 == -4+ 4,/ + /iD= - 11 + 26i;,b) S,
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71: 13;
F=2-H|=§~ﬁz="gl»ﬂ:= 91.

[1S]  1.49 cis 60°, 1,49 cis 1502, 1,49 cls 2400, 1,49 cis 3302,
-2 4 566iy 2 - 5,66 Longlitud: d = 12,

IE a) hipérbola; b) no exlste; ¢) circunferencia; d) circunferencia: e) dos puntos;
f) hipérbola; g) elipse,

&) VI3 cis (100 + 2‘;"). k =.01:2;

b) Vz= V10 cis (150 i i;) ki=i0:1,

@ Los numeros que representan los vértices restantes son: 2y =1 +3z,=3+i
Y z;= -1 + i La longitud de la diagonal es: 4.

ASB-D= -5+ 13+ 0+ 43)
P)g(2+3)= -175+ 19

Los atljos de estos numeros estdn sobre una recta paralela al eje real que inter

: L
seca al eje Imaginario en E i

El resto es 2 422,

BE &

35
= - ==
K
17 7
@] a]ﬂ-—.b=—:b}2(x-:‘J{xul+:‘}l:x-l}.
6 6
A)x=0,x=2,x= -Lib)x= xl;x= %2
x=0,x=-l, x=-=2,x=3 x=4.
1 x =1
g et ;
x x4 1

El [

a) cos Jp = cos ‘g + 3 cos pseniy;
b) sen 3p = 3 cos¥p sen p - sen p;
c) cos 49 = cos'p — 6cos’y sen’p + sen'y;
d) sen 4¢ = 4 cos’p sen ¢ - 4cos g sen 'p.

Mg n =1
sen T cOS 3 @
@ a) cos (n + 1)g sen n;n; b)

sen 2 sen 2
2 2
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CAPITULO 3

Epigrafe 1

[4] 3.

@ paralelas 18. cruzadas 24.

[EI Porque las 4 patas no estin en cl mismo plano.
Si los hilos se intersecan en un punto.

@ No.
@ No.
[ig] 3.
[ 3s.

@ 1140 nin -1¥n -2)

6
uno o tres.
6.
15) 2.
fi6] Uno o tres.
Epigrafe 2

E! No necesariamente.
Infinitas.

[E] Es paralelo.

E Uno.

10! Si; A Infinitas.
@h infinitas.
perpendicular, oblicua o estar contenida en a.
9.0 cm.

14,1 cm.

60°.

10 dm.

18 cm: 6.0 cm.
9.0 cm.

39 m.

b) 6.4 cm.

E

BEREREEEER

|

o

6



21 3.4 dm2 3,0 dm?
ifﬁ cm.

60° 8.7 cm.

15 cm? 26 cm?.
57 cm?

7,0 dm.

20 cm.

3.0 cm.

20 cm.

74 dm.

4.0 cm.

£l

=i1a

18 cm.

42 dm?

B2 6.5 dm2 1,1 dm?
6.3 dm?

@ 1.8 m?

Epigrafe 3

BE B BREEREEEREE

Mo necesarlamente.

[7] 722

@] a) Perpendicular; b) paralela o contenlida.

@ 70 em.

[13] a) 60 cm; b) 10 cm.
a) 23 em;  b) 16 cm.

E’ 20 cm.
B.Ocmy 4,0 cm.
20 cm.
@ 24 cm.

Bl 6.9 dm?* 2,1 dm2
B2 0.42 dm.

3] 3.0 dm% 0,25 dm?.
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133
e —-
Eﬂ] a) 59 em; b) 5,9 cm.

Epigrafe 4

(1] a) si; b) St; ) Nos d) St.

El] a)3;b) 3;405:¢)3;4:5:60 7,
d) 3;4,5:6,7.8, 9, 10u 11.

60°.

[4] 0,38 dm>.

[5] 20 dm.

[6] 11 hm% 2.3 hm>,

32 dm? 11 dm?,

51 m% 14 m’.

a) 3 : CAEDH, CABFE y CEFGH ; b) son Iguales.
1.6 dam?% 0.13 dam?

0,23 m?.

32 m.

7.8 m% 17 mi

16 m?

7.6 dm¥% 1,1 dm?
5,0 dm?% 0,81 dm?
0,13 m?

83 dm?

62 dm? 83 dm? 39 dm?
24 m% 0,17 m?
octaedro regular.

7.2 dm?

4 36 m2

FEEREREREEEEREEEE



@ 4,0 dm?
Gy <22
12
@ a)4.4 dm* b) 2,5 dm?c) 20 dm>.
a) 9,37 dm’, b) 2,8 dm>.

Epigrafe 5

[2] 4(4;0:0), B(4:4:0), C(0:4:0). D(0:0:0). £0.0.4).
F4:0:4), G4:4:4), 0:4:4).

[3] (-1:5:2), (3:5:6). (~1:5:6). (~1:1:6).
G) 2
2
(6] (0:0:0). (2:0:0), (2:3:0); (0:3:0). (0:3:3). (0:0:3), (2:0:3), 18.
a) 6,16; b) 7; c) 8.83; d) 5.83; e) 3.74:

18,6.

E Al plano xy: 2; al plano yz: 3. al plano xz: 1; al eje x: 2.24: al eje y: 3.61:
al eje z; 3,16.

['_@ 16,1.
i1 s.4s.

@ Al plano xy: 30; al plano xz: 5; Al plano yz: 2; al origen: 6,16.
[id v -5%5 = 118.

@ o3 —7-;'-5) G:3: ':'ﬁ); b) 86.5.

Epigrafe 6
[2] &) (3:0:2); b) (-1:4:4); ©) (6;-3:0); d) (1:2:-5);
e) (5:5:-5); ) -5; g) 48.
En}.‘!x-1+4:+3-ﬂ:b}x-h’+r+l = 0
)y =2t -2=0,d)3x-7-9=0;e)4x ~y = 5.

(5] 2) Ele x: (4:0:0; eje 3= (0:4:0); eje z: (0:0:2):
b) Eje x: (3,0;0); eje y: (0:6:0); eje z: (0;0:6):
c) Eje x: (4:0:0); eje y: (0:3:0); eje z: no existe:
d) Eje x: no existe; eje y: (0;2:0); ele z: (0;0;2):
e) Eje x: (3:0:0); eje y: no existe; eje 2: (0;0:-2):
f) Eje x: (2:0;0); eJe »: no existe; eje z: no existe:
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g) Eje x: no existe; eje »: (0;-3,0), eje z: no existe:
h) Eje x: no existe; eje y: no existe; eje z: (0:0:4).

1) P(ﬂ;ﬂ', . -2 ) at3:6:-2): b) P(ﬂ:% ;u) a (4;2:;-2);

¢) P(2:0;0) a (2:-152); d) P(1:1:0) a(4:3:0%
e) P(0;0:8) a (2;-3;1); D) P(2;1:0) a (2:1:0);
g) P(0;4:0) a (031;0); h) P(1:0:0) a (1:0:0).

Eix—3y+z+5=l].
mlx—_-.:+z+1=l:].

e x +1 _:_y-2=2*3_ b) x =2 = y+l " z -3,

2 -3 2 1 R
x+1 ¥ z+ 3 y =12 z+ 1
e 1 HIE e = - 4 -_]l
LT -1 T i
k)

e N rs L R T 3
g o e Ul S
x+ 3 y -1 z x+ 2 » -3

T L ¥ = i "l\-
i] e = 2
ﬂi+l=_v-2_z+l_
4 2 =]
@ x—iﬂy+]=z-3
3 2 B
X =2 y=3 z+ 5
m 4 = i
2 3 -4

— -3 —rl
8) PGi-1i) 52 ) P(-031) @ (5 1 43):
—7 4 2 3 .1y 1
¢) P0;5:1) a (~3~ ;*?:D): d) P(? ey I (- % ;? ;2);
e) P(2:-3:0) a (-4:3;-5); N P(0:3:-2) @ (0151),
A)x+ 3y+3z=16; b)Sx -2y + 42+ 3 =0,
(1:3:0)
E a) paralelos: b) v ¢) se cortan,
@ a) (1;0:2); b) no existe; ¢) no exlste; d) (5;5:2).
se cortan.
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@ 24; 52.
1 4o.
27 s.

Ejerciclos el capitulo

E] 2) En ambas; b) en ambas; c) en planimetria;
d) en ambas; ) en planimetria; f) en estereometria.

E 10 em.
[4] b) 5.6 em.

c) 452,
[5] 30e.
[6] 14 cm; 60-.
8.4 cm.
£ 16 cm; d: 20 cm.
[9] 9,0 dm2
[19) 60°;0,25 m*.
11 9,0 m.
(2 12 dm.
i3 a
8.7 cm.
[15) 0,88
a+c-b

2
70,5% b “_’l‘ri
u )54

a)a; b)a.

7,7 dm?% 1.4 dm?
4,6 cm?

16 m% 44 m?

19,2 dm? 4,35 dm>

%
v

B3 3.40 dm.
@ 1:8.

B BREERE &



3l m% 13 m?
13,8 m?
6,5 dm?
17 dm?

4
Hl-_"'l
i

(1;5:0), (5;5:0), (1;1;8), (5:1:8), (1:5:8).

No.

31,1,

plano xy: 4; plano xz: 3; plano yz: 2; eje x: 5; eje »: 4,47, eje z: 3,61.

8 (122) ) 286 ) (6 15 - 1 )i ) -20;

e) -136; ) 89.

3l.

4.
x—2y+3z+3=0

EEREE BEREE B EIREE

2I-j‘*2=2;

B3] x -y -3z+2=0.

ol L o0
B4 ) (1:2:-2); b) ee x: (-9:0,0%; ele y: (0; - : 10) eje z (ﬂ,n:l,2 )-
@3x-y+22+5=l].

@ a) es de la forma (a; 2a;-2a)a e R; b) x + 2y-2z = 1.
b7 x+2y+9z+55=0.

43 &.
x -2 y+1 z -4 -5
ﬂ.} = - w - =i-z L
@ 3 =) 5 i blx -4 = 3
0 x+3__1#—2 x+ 2 z-3‘

= = ?; = — =
3 3 z d) 3 vy -4

@Mﬁﬁ- e E e T 2+2NP-x+3— yo=il - E-4

= T A R T -5
MP = ":23"’;3=z+2,

202



@ x—3= y-5= z
3

B3 -1

@ a) son paralelos; b) ¥ ¢) se cortan.

(59 a) (=5;-1:9); b) (1;-2:4); ©) no existe.
@ a) se cortan; b) contenlda en el plano xy: corta a los planos xz y yz
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Anexo

Tablas matemadticas

Tabla de cuadrados

X 0 1 2 3 4 5 6 7 g 9
1.0 1,000 1.020 1,040 1,061 1,082 1.103 1.124 1,145 1,166 1,188
1,1 1.210 1232 1,254 1277 1,300 1323 1,346 1369 1392 1416
1.2 1,440 1.464 1488 1,513 1,538 1,563 1,588 1613 1638 1,664
1.3 1,690 1,716 1,742 1.769 1.796 1823 1850 1877 1504 1,932
1.4 1,960 1988 2016 2045 074 2103 2132 2,161 2190 2230
1.5 2250 2280 1310 2.1 21 2403 24l 2465 2456 2528
1.6 2,560 259 1524 25657 2590 71 2,75 2,789 1812 2856
1.7 28%0 2304 1958 2593 3028 3063 3098 3133 3168 3204
12 3240 337 3312 Rt 3386 3413 1460 3487 35k ismn
1% 3510 3548 3586 s 3,764 3803 JB42 1a81 s 3960
20 4000 4040 4080 4121 4,162 4203 4344 4285 4316 4068
FA | 4410 4,452 A 404 4537 4,580 4523 4 566 4,709 4,752 4,796
.2 4840 4 884 4918 4573 snig S063 5108 5153 5,198 5,244
3 5290 5336 5382 5429 5476 551 5570 5617 5564 5712
24 5,760 5508 5856 £.908 5954 6003 6,052 6,101 6,150 6,200
.5 6,250 £,300 5350 6401 6452 6,503 6,554 6,505 6,656 6,708
5 6.760 6812 6,864 6917 6970 1023 1076 L1¥ 7182 7.236
1 1.2%0 7344 7398 TAS2 7,508 1563 15618 1473 1728 7,784
3 7,840 1596 1952 8009 8,086 B3 8,180 8237 8,294 Ly
9 8410 BASE 8526 8585 8544 B.T03 8,762 8321 8,880 8540
10 9000 90680 9120 9181 2242 9303 9364 9425 9486 9548
3 2610 $.5672 .13 2,797 9860 9523 9.986 1005 10,11 10,18
32 10,24 10,30 1037 1043 10,50 10,56 10,63 10,69 10,76 1082
33 10,29 10.96 1102 109 1116 11,22 11,29 1136 1142 1149
s 11.56 1163 11,70 11,76 11,83 1190 11.97 1204 12,11 12,18
i3 12,25 1232 123% 1246 12,53 12,60 1257 12,74 1252 1289
35 12.96 1303 1310 13,18 1325 1332 1340 1347 13.54 1362
17 1369 13,76 1384 1391 1399 14,06 14,14 1421 14,29 14,36
3z 1444 1452 1459 1457 14,75 14,82 1450 14,58 1505 15,13
g 1521 1529 1537 1544 15,52 1550 1568 15.76 1584 1592
40 16,00 16,08 16,16 16,24 16,32 16,40 1648 16,56 16,65 16,73
4.1 1681 1629 1697 1706 17,14 1722 1731 1739 1747 1756
4.2 17564 17,72 1781 1759 17,98 18.06 18,15 1823 1832 1840
43 1845 18.58 18,566 18,75 1884 1892 19201 19,10 19,18 1927
44 1936 1945 1954 1962 15,71 1980 19.89 1998 007 20,16
45 025 2034 043 052 2051 20,70 079 088 098 00
45 21,16 21.2% 2134 244 21,53 2152 nmn b8} PR 200
4.7 1209 Frak 1228 37 1247 12.56 1266 12,75 285 22594
48 1304 2314 1323 133 na 2352 1352 2312 21281 2331
49 2401 24,11 2421 430 2440 24,50 1450 24,70 24,50 450
50 2500 2510 2520 2530 2540 2550 2560 2570 2581 2591
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x 1] | 2 3 4 5 [ 7 B 9
5l 2601 26,11 221 2632 2642 W52 %663 26,73 1683 2694
5.2 2704 17,14 2725 2735 17 46 2156 1767 nmn 58 27193
5.3 %09 1820 2830 84l 1852 852 B3 18 84 854 2905
54 9,16 na 2938 948 1059 .10 il 09 3003 30,14
55 0,25 30,36 3047 30,58 059 30,80 3091 3102 3.4 3125
56 3136 347 3158 31,70 J1E1 3192 204 3205 3226 2
50 3249 3250 nn 3283 3208 3106 s ny 3341 Jas2
58 3364 33,76 3387 B3y 3401 . k1% ) 46 57 59
59 3481 u9 3508 3516 1528 3540 1552 554 3576 kL3 ]
60 3600 3612 362 3636 3648 3660 3672 3684 3697 3709
6,1 3121 73 3745 3138 37,10 3182 N85 38,07 19 3232
6.2 3844 3856 38569 38581 3854 39,06 39,19 3831 04 956
63 k] 942 1094 40,07 40,20 4032 4045 40,58 40,70 40283
6.4 4096 4108 41,22 4134 41 47 41,60 41,73 41,86 41599 42,12
6.5 4225 42,33 42,51 42,54 421 42,90 4103 41,16 4330 4343
[T 43.56 4369 43,82 4396 408 44,22 4436 449 4452 L
6.7 44 80 45012 45,16 4529 4543 4556 4570 4583 4597 45,10
68 46,24 4638 46,51 45,65 46,19 45,92 47,06 4T 4733 4747
69 4761 47,75 4789 4802 48,16 4830 4844 48,58 48,72 48,86
70 4900 49,14 4928 4942 4956 4970 4984 4998 003 507
1l 041 5055 20,69 5084 5058 51,12 51,27 51.41 5155 51,70
1.2 5184 51.98 5213 5227 5242 52,56 5271 S2B5 5300 53,14
73 5309 53,44 531358 5313 5388 5402 407 5432 5446 5461
T4 5476 5491 5506 5520 5535 5550 55,65 5550 5595 £6.10
15 56.25 56,40 56.55 56,70 5685 5100 51,15 5730 5146 5761
15 51,76 191 5806 58,22 5837 5852 848 5282 5858 9,14
1.7 5929 5944 5950 .75 0.9 6006 6022 5037 60,53 6058
738 60,84 61,00 61,15 6131 6147 61.62 61,78 51,94 62,09 6225
19 6241 6257 62,73 6288 6304 6320 6336 63,52 63,68 6384
80 6400 6416 6432 6448 G464 6480 6496 6512 6529 6545
8.1 65.61 65.17 6593 66,10 66,26 6h42 66,59 66,75 66,91 6708
82 6124 6740 6757 61,73 6150 68,06 68,23 6339 68,56 68,72
83 6889 69,06 6922 6939 6956 69,12 6989 006 0,23 mae
B4 10,56 70,73 7050 71,06 2 7140 T1.57 71,74 7151 7108
85 12,25 71242 72,59 72,76 i) 73,10 1327 T34 13,52 73,79
a6 1156 74,13 74,30 T4 AR T4 55 T4 82 7500 75,17 1534 7552
8.7 1569 1586 Té.04 1621 7639 TE.56 674 %651 08 7126
BB 1744 7162 . 1187 TB.15 w2 78,50 78,58 TEAS 903
89 1921 7939 1957 79.74 9592 80,10 8028 BO46 8064 BOA2L
2.0 8100  BI,18 81,36 8154 B1,72  B190 8208 B226 B245  B263
2l #2231 8299 8317 833 8354 8312 2391 8409 84,27 B4 46
9.2 8454 84,82 8501 85,19 8538 85,56 85,75 853 85,12 56,30
9.3 8649 B65R B85 86 8705 E7.24 8742 8751 8780 8758 88,17
94 8836 88,55 88,74 8892 2.11 89,30 040 B9 58 8947 20,06
9.5 90,25 044 90,63 0,82 101 91.20 139 9158 91,78 9197
9.6 92,16 8238 92,54 Ll ] 9293 23,12 9332 9351 23,70 2390
2.7 409 9428 A8 o4 57 9487 9306 95,26 9545 P563 9584
98 96,04 96,24 9643 26,63 96,83 102 M2l 9742 97151 9741
99 9801 98.21 9841 8.40 98,80 99.00 99,20 $2.40 89,80 o0 80
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Takbla de cubos

X 0 1 2 3 4 5 [ 7 £ g
1.0 1000 1030 1061 1083 1125 1158 LJ91 1,225 1260 1,295
1.1 1,331 1,368 1,405 1443 1482 1.521 1.561 1,602 1.643 1,685
1.2 1728 LI 1816 1E6) 1907 1953 2000 2ME 2097 147
13 2197 248 2300 2353 2406 2460 2515 21571 2628 1586
14 2.744 2503 2863 1514 2986 3049 3112 n 342 308
1.5 31375 3443 3512 3582 3452 3TM A% B0 1S 40N
16 4,096 4,173 4,252 4331 4411 4492 4574 4657 4,742 4 827
L7 4913 5000 SO88  SITE 5268 5359 5451 5545 SM40 5735
15 SEI2 5930 6029 6128 6230 6332 6415 6519 GS4S 651
19 6A59 6,968 1078 7189 7301 7415 1530 T545 1.762 A1
0 BOO0 8121 B2 8365 B490 8615 BT42 8870 8599 9120
21 9261 9394 9528 9464 9800 9938 1002 1022 1036 1050
1.2 1065 1079 0% 0% 1124 1139 1154 1170 1185 1201
13 1217 1233 1240 1268 1281 1298 1314 133 1348 1365
24 1382 1400 1417 18435 1453 147 1489 1507 15325 15,44
5 1563 1581 1600 1619 1639 1658 1678 1687 1709 1737
26 1758 1778 1788 1BI9 1540 1861 1882 1903 1925 19.47
17 1968 1950 2002 2035 057 080 202 21325 2148 272
18 185 2% 2243 24T NS WIS O NW N4 138 M4
19 439 A4 M50 2505 2541 2557 2593 1630 2646 2673
0 T00 2127 2154 21782 2809 2837 1855 2893 2922 2050
1l %79 3008 3027 066 0S6 126 IS5 3E6 3016 3246
32 R ONME NW NI MO M M5 M7 1529 3881
33 35S 3626 3659 369 3126 360 37183 1T sl 1896
14 /30 3965 4000 4035 4001 4106 4142 4178 4204 4251
15 4288 434 4360 4399 4406 44Td 4512 4550 45ER 4607
s 4656  4TOS 4744 ATA) 432} 4B63 4903 494} 4PB4 04
37 065 5106 5148 5190 s 5273 5306 S3SE 5401 5444
8 5487 5531 55,74 56,18 5662 5T07 5751 5796 B4l 5886
i3 932 W8 .4 6070 6LI6E 6163 BLI0 6257 6304 63352
40 6400 6448 G496 6545 6594 6643 6692 6742 6792 6842
4.1 6892  £94) 6993 . 044 096 7147 W99 TSI MM TS
42 409 T462 SIS 7569 623 T TIAL TIAS 184D 7RSS
43 79.51 BOO6  ROS2  BLIE BILTS B2l B2EE 8145 8401 B4MD
44 B50E B577  BE3S  BES4  B7S3 BRIZ 3872 8931 8992 9052
45 SILI3 9173 9235 9296  91SE 9420 M2 9544 9607 WL
45 9734 9797 9851 9925 9990 1005 1012 0L 1025 1032
47 1038 1045 1052 1058 1065 072 1078 085S 1092 1099
45 1108 I3 120 127 14 114.] 143 1155 1162 1169
43  HIs 1184 19 1198 1206 113 120 1228 135 1243
50 1250 1258 1265 1273 1280  128E 1296 1303 131 1319
5.1 1327 1334 1M2 1350 1358 M4 1374 12 1390 198
52 1406 141 4 142.2 1431 1439 1447 1455 14 147.2 1480
5 1489 1497 1506 1518 1523 1530 1540 1849 1557 1564




x 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9
14 1575 158.3 1582 1601 1610 1619 1628 163.7 1646 1655
55 166.4 167.3 168.2 16%.1 17080 17140 e 1728 173.7 1747
L 17556 1766 1715 1785 1794 1804 1813 1823 1833 184.2
57 1852 186.2 187.1 188.1 1%9.1 190.1 191.1 1921 193.1 194.1
% 1951 196.1 197.1 1982 199.2 00,2 M2 023 033 04,3
59 M54 o4 005 HB.S 095 2106 2117 2028 2138 2149
60 2160 2170 2182 2193 2203 2214 2225 2206 2248 2259
b
6.1 bl 228.1 9.2 1303 M5 328 My M8 2360 272
6.2 1383 139.5 Mk M8 M10 2440 153 2465 M7 489
6.3 1500 512 524 1536 2548 2560 173 2585 259.7 2609
b 220 2634 264 6 2658 2671 2683 2696 21704 37130 2734
6.5 1745 1759 712 1784 e 2810 %23 2835 849 286.2
6.6 2875 W83 90,1 W4 Hrh 94,1 1954 1967 98,1 W94
6.7 008 2l s 43 w6} 075 3089 3103 e 3130
6.8 RIEY ] 3158 N2 MBS 300 N4 k] 3142 g |
69 YIRS 1199 kxI1 3323 3343 3357 012 3386 M0 M1S
10 3430 3445 3459 3474 1489 3504 51y 3534 3549 1564
Ll 1579 3594 609 162.5 3640 655 Wi W6 70,1 g
1.2 a2 IME 1764 719 mes IR1.1 %27 1842 858 IET4
7.3 390 W06 ma2 Wis 154 W1 1987 00,3 4019 4035
T4 4052 4069 4085 4102 4118 4135 4152 4168 4185 4202
15 4215 4138 4253 4170 4287 430.4 4321 4335 4355 4312
16 43190 440.7 4428 4442 4459 4417 449.5 4%1.2 4530 4548
1.7 4565 4583 450.1 419 4637 4655 %73 4691 4709 4727
15 47456 4764 4782 4800 4819 4837 4856 4874 4893 491.2
18 4930 4949 4963 4987 500.5 5025 5044 06,3 508.2 510.1
80 5120 5139 5158 5178 5197 S5M 5236 5256 SMTG 5295
8,1 5314 .533,4 5354 5374 5194 5413 5433 5453 5473 5404
8.2 5514 5534 5554 5574 5595 561.5 5635 65,6 567.7 560.7
83 LRI B 5139 57559 5780 $50.1 5822 5843 64 5985 5906
24 5927 948 869 09,1 8012 034 6055 £07.6 609.8 6120
8.5 14,1 6163 6185 6207 6228 6250 6272 6194 83156 6338
1.6 636.1 6383 640.5 42,7 6450 6472 95 6517 6540 6562
8.7 6585 6608 6631 6653 66756 6699 6722 6745 6768 6792
LR E81S EB3E 6861 &858 6908 £93.2 6955 6979 700.2 026
89 050 0.3 09.7 T2 7145 7169 719.3 .7 1242 1166
90 THH T4 TIN® TI63  TIBE 412 7437 Med M85 TEL
%l 7535 7561 7586 %10 1635 66,1 7686 1710 76 7762
.2 7787 781.2 7838 7863 7889 7915 7940 6.6 799.2 B01E
9.1 8044 #0700 096  Bl22 8148 2174 2200 §22.7 2253 8170
24 8306 8132 1359 BIBG 5412 §439 65 £49.3 8510 B54.7
LY RS54 60,1 8623 BbS.S $68.3 8710 8737 8765 379.2 8820
95 8847 BETS #90.3 93,1 89538 B9E5 %014 04,2 9070 509.9
97 9127 9155 9183 9112 9240 9365 9137 9325 9354 9381
LT ] 9412 944, | LT 949.9 95258 9557 9586 9615 9644 974
99 970.3 9732 762 9791 9832.1 5.1 SRRO 9910 9040 970
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Tabla de senos y cosenos.

208

SCN0
Cirad. 0 .1 .2 3 4 S £ 3 B 9 (1.00

0 00000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 G122 0140 0157 0175 a9

1 00175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0197 0114 0332 03149 BE

2 00349 0366 0384 0401 0419 0436 D454 0471 0438 0506 0523 87

3 00523 0541 0558 0376 0593 0610 0628 D645 0663 0680 0698 86

4 00698 OTIS 0732 0750 OTET 0TS 0RO 0819 0837 0854  OB72 BS

5 0087 O0B39  0%06 0924 094 0958 0976 0992 1011 1028 1045 #4

[ 01045 1083 1080 1oa7 1115 1132 1149 1167 1184 1201 1219 83

7 00219 123 1253 127 1288 1305 1323 1340 1357 1374 1392 82

] 00392 1409 1426 1444 1461 1478 1495 1513 1530 1547 1564 21

9 00564 1582 1599 1616 163} 1650 1663 1685 1702 1719 1736 80
10 00736 1754 1770 1788 180% 1822 1840 1857 1874 1391 1908 79
11 01908 1925 1942 1959 1977 1994 2011 018 2045 062 2079 78
12 L2079 2096 213 20 24T 2164 2181 2198 2215 213 1250 17
13 0.2250 2267 1284 2300 7 13 2351 2368 2385 402 419 Té
14 02419 M3 2451 2470 2487 2504 2521 2538 2554 2571 2588 75
15 02588  2e0% 2622 M9 2656 2672 689 2706 2723 2740 1756 T4
16 02756 2773 2790 2307 2821 2840  2EST 2874 2B90 2907 1524 73
17 02924 2940 2957 1974 2990 3007 3034 3040 057 04 3090 12
18 03090 3107 3123 3140 3158 73 3190 3206 3223 1239 32%6 Tl
19 03256 3272 3289 3305 Man 3338 3355 1M 3Ed 04 3420 kL]
20 02420 3437 3453 3469 3486 3502 3518 3535 3551 3567 1584 69
21 03584 300 dele 3633 3649 665 3681 39T 1714 3130 1Mde (3]
2 03746 ATE2  317R 379s gn 82T 3B43 3859 3875 JER 3907 67
23 03907 3923 1939 3955 ¥ J98T 4003 4019 4035 4051 4067 a6
4 04087 4083 4099 4115 4131 4147 416 4179 4195 4210 4226 65
25 04226 4242 4258 4274 4289 4308 43121 4337 4352 4363 4384 a4
26 04384 4399 4415 4431 4ddb 4462 4478 4493 43090 4524 4540 (4]
27 04540 4555 4571 4586 4602 4617 4633 4048 4668 4670 4695 62
28 04695 4710 4726 4741 4756 4TI 4TEY 4B02 4818 483)  4ma [}
29 04848 4863 4879 4894 4909 4924 4039 4955 4970 4985 S000 &0
30 0.5000 5015 5030 5045 5060 5075 5090 5108 5120 5135 5150 59
31 05150 51658 5180 5195 5210 s22% 5240 5255 5170 5284 5299 58
32 0.529% 5314 5329 5344 5358 5373 S18R 5402 5417 5432 344p 57
LE] 0.5446 5461 $476 5490 5505 5519 5534 §54p 5563 5517 5592 56
14 05592 5606 5621 5635 5630  S664  S07E 5693 5707 5721 4736 55
a5 0.5736 5750 5764 5779 5793 SBOT SR SB35 5850  5BAE4  SETE 54
36 0.5878 5892 5906 S9M0 5004 5048 50462 5976 5990 6004 s0NE 53
37 06018 6032 6046 6060 6074 GORE  &IO) GIIS 6129 6143 6157 52
k)] 06157 6170 6184 6198 62101 6225 6239 6252 6266 6180 6293 51
i9 06293 6307 6320  63M 64T 616 6374  G3IBE 6401 G414 6428 50
40 06428 6441 6455 6468 64El 6494 6508 652 6534 6547 6561 49
41 06361 6574 6587 6600 6613 6626 6639 66S?  G6GS G678 6691 48
42 0.6691 6704 6717 6730 6743 ETSE  &TED 6782 6794 60T 6B20 47
43 06820 6333 6845 GBS KBTI B34 6896 6909 6921 &934 6947 46
44 06947 6959 6972 6984 6997 T009 1022 1034 7046 7059 70T 45

(1.0 ] B =2 b 5 A4 3 2 Jd A0 Grad,
coseno




Tabla de senos y cosenos (continuaclén)

seno
Grad,. 0 W 2 % 4 S5 ] T ] 9 (1.0
45 0.7071 7083 7096 7108 7120 7133 T145 7157 7169 Ti81 1193 L]
46 0.7193 7206 1218 7130 T242 1254 1166 T¥18 1190 1302 1314 43
47 07314 7325 71T 1348 7361 7373 TIBS 796 7408 T420 7431 42
48 0.7431 7442 T455 7466 T478 7490 7501 7513 7524 1536 7547 41
49 0.7547 7559 1570 7581 7593 7604 1615 T627 7638 7649 7660 40
50 07660 7672 7683 694 7705 TTI6 TTIT O OTIIR OTI49  TTEO 7177 39
51 07771 71782 7193 T804 7815 TBM  TR37 TE4E 7859 7869  TRED i
52 0.,7880 7891 802 7912 7923 19M 7944 7955 7965 1976 7986 »
5 07986 7997  BOOT  E01E  BO28  BO)9  EO49  BOSY 8070 BORO 2050 36
5 08090 EBIOD 81N 8121 8131 141 E151 Bl&l 8171 B8l 8192 35
55 08192 B2OZ  BIN 8221 §231 8241 8251 R261 8271 3281 8290 M
1] 08290 8300 8310 B3I BI29 8319 8348  B3SE  836B BI77 B3E7 13
L1 08387 B8X96 8406  B415 8425 B4)4 443 B453  B462 8471 8480 32
58 08480 8490  B499  ES508  BS517  B526  BS)6 BS4S BS54 §563 8572 k1]
50 08572 8581 8590 8599  BGOT 8616 B625 B6M 244 BE52  Be6D 30
60 08660 8669 8678 B6B6 3695 B704 B712 8721 B729 8738 BT46 29
1] 08746 B75%  B763 BTN B7RO  B7ER 2796 BEOS 2812 2221 8829 28
62 08829 8538 BB46 SB54  BEG2 BRTO BT BEE6 2894 8902 8910 7
63 08910 B91E 8926 8914 8942  B949 8957 8965 2913 980  BOEB 26
[.T] 08988 B9 9003 9011l 9018 9026 9033  904) 9048 D056 9063 25
&5 09063 2070 907R  G0BS 9092 100 9107 9114 9120 Q128 9135 4
1] 09135 9143 9150 9157 9164 9171 9178 9184 9191 9198 9205 23
67 09205 9212 9219 9225 9232 92} 9245 Q252 9259 9265 9272 22
68 09272 9278 9285 9291 9298 9304 9311 YT 323 30 92 21
&9 09336 9342 9348 923154 9361 2367 9373 93Te 9IRS 939) 9397 0
T0 0.9397 9403 9409 9415 9421 9426 9432 9438 9444 9449 9455 19
71 09455 9461 Q466 472 G478 W4B) 9489 9404 9500 9305 9511 [}
12 09511 9516 9521 9527 9532 9537 9542 9548 9553 9558 9363 17
13 09563 9568 9573 . 9578 958}  95ER 9593 9598 9601 9608 261 16
T4 09613 617 9622 9627 9632 9636 964l 9646 9650 9655 9659 15
1% 09659 9664 S66E 98T} 9677 9881 D686 D690 9604 9659 970) 14
16 09703 9707 9711 9715 9720 ??2-1___ 9728 9732 9736 9740 9744 13
" 09744 9748 9751 R755 9759 91&d 9767 9770  9TT4 977 97E) 12
8 09781 9785 979 9792 9796 9799  QRD)  9BO6  9BIO 913  9BIG 11
b 09816 9820 9823 9826 9829 9B} 9B36  9E)Y  9B42  9B4S 9348 10
B0 09848 9851 9854 9857 9860 9B6) 9B66 9869 9871 9874 9ETY7 §
81 09377 9880 9882 98BS 9BES 9890 98%) 9895 989 9900  990] B
82 09903 9905 9907 9910 9912 9914 9917 9919 992l 9921 9925 7
Bl 09925 9928 9930 9932 9934 9936 993 9940 9942 9943 9945 []
84 09945 9047 9948  903) 9RE2 9954 9956 9957 99359 00e0 9962 5
85 09962 9963 9965 996> 9958 9969 9971 9972 9973 9974 99T 4
86 09976 9977 9978 99)9 9920 9981 9982 9983 99B4  99BS  99RG 3
87 09986 9987 9988 99R% 9930 9990  999] 9992 9991 9991 9094 1
13 05994 9995 9995 9996 9996 9997 9997 9907  999F 9953 9998 1
B89 09998 9999 99y 9999 9999 1000 1000 1000 1000 1000 1.000 0
inm 9 3 J b 5 4 3 2 R O Grad
COSERN0
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Tabla de tangentes y cotangentes

langente
Girad. 0 A . 3 A 5 A T 2 9 (1.0 |
0 00000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 0175 89
1 00175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0337 0349 88
2 00349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 O489 0507 0524 87
100524 0542 0359 0877 0594 0612 0629 U647 0664 0682 0699 46 |
4 00699 0717 0734 0752 0769 0787 0BUS 0822 0840 0837 0875 85
5 00875 0892 0510 0928 0945 0963 0981 0998 1016 1033 1051 §4
6 04051 1069 1086 1104 1122 1139 11S7 1178 1192 100 1228 83 |
7 01228 1246 1263 1281 1299 1317 1334 1253 1370 1388 1405 82
8 0,405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 ISH &)
9 04584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763 80
10 00763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 1890 1908 1926 1944 719
11 01944 1962 1980 1998 2016 2035 2083 2071 2089 2107 2116 7%
12 02126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309 17
13 02309 2327 2045 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493 6 |
14 02493 2512 2530 2549 1568 1586 2605 2623 2641 2661 2679 7%
15 02679 2698 2717 2736 2754 3T 2792 2811 2830 IB49 1867 14
l6 02867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 000 3019 3038 3057 73
17 03057 3076 309 3115 3134 31S3 272 3191 3211 3230 3249 12
18 03249 3269 3288 3307 3327 3346 3365 33g5 3404 3424 443 71
19 03443 3463 3482 3502 322 3541 3561 381 3600 3620 360 10
200 03640 3659 3679 3699 3719 3739 375 379 3799 3819 3539 69
21 0J839 1859 3879 3899 1919 1939 3959 3979 4000 4020 4040 68
22 04040 4061 4081 4101 4122 4142 4163 4183 4204 4224 4M5 67
23 04245 42365 4286 43107 4327 4348 43069 4390 4411 4431 4452. [ o
24 04452 4473 4494 4515 4536 4557 4378 4599 4621 4642 4661 58
15 04663 4684 4706 4727 4748 4770 4791 4813 4834 AB56 4877 64
26 04877 4899 4921 4042 4964 4986 SOOB 5029 S051 5073 s095 4}
27 05095  SIIT  S139  SI61 5184 5206 5238 5250 5272 5295 5317 62
28 0537 530 5362 5384 5407 S430 5452 5475 5498 5510 5543 6l
29 05543 5566 SS89  S612  S635 5658 S681 104 ST21 SIS0 S 60
0 05774 5797 3830 SB44  SEGT  SH90  S914 5933  SO&1 5085 G009 50
3l 06009 6032 6056 6OBO 6104 G128 6182 6176 6200 6224 6249 58
3} 06249 6273 6297 6322 6346 6371 6395 6420 6445 6469 G494 57
33 06494 6519 6544 6569 6594 6619 6644 6669 6694 6720 6745 56
34 06745 6711 6796 6822 6847 6BT3 6899 6924 6950 6976 7003 5§
35 07002 7028 7054 7080 7107 7033 7189 7186 1202 7239 1265 54
36 07265 7292 1319 7346 7373 00 7427 7454 7481 7508 71536 S3
37 00536 7563 7590 7618 Ted6 7673 7701 7129 1757 71785 3813 52
38 07813  TR4l  TR6%  TR9E 7926 7954 TURZ  B012 8040 8069  HUSE 5
39 08098 8127 BIS6 8185 8214 8243 8213 §302 8332 836l 8391 50
40 08391 8421 8451 8481 B511 8541 8571 8601 8032 8662 8693 49
41 08693 8724 8754 8785 8816 8847 EB78 8910 8941 8972 9004 45 |
42 09004 9036 9067 9099 9131 9163 9195  9I2F 9260 9291 0135 47
43 09395 9358 9391 9424 9457 9490 0523 0856 9590 9623 9657 46
44 09657 9691 9725 9759 9793 9827 9861 9896 9930 9965 1.000 45
(1,00 ] ] o ) 5 A 3 2 . 0 Grad
cotangente
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Tabla de tangentes y eotangentes (continuacidn)

langente
Grad. 0 A 2 A 4 5 b i 8 8 (m
45 1.000 003 007 011 014 018 021 025 028 032 036 44
46 1036 039 043 046 050 054 05T 061 065 069 072 43
47 1072 076 080 084  OB7 091 095 099 103 17 i 42
48 LI 115 118 122 126 130 13 13T 142 146 150 4}
49 1ISD 154 159 163 167 171 175 19 183 188 192 40
50 1,192 196 200 205 209 213 217 122 126 230 235 @
sl 1235 739 144 M8 153 257 262 266 271 275 180 18
521280 285 249 e 199  30f 308 33 M7 322 121 W
5310 332 337 M2 347 351 356 360 deb I Me 36
54 1476 381 381 392 397 402 407 412 418 400 4 35
55 1428 4313 419 444 450 455 L1l 466 471 4717 483 34
56 1.483 483 494 499 05 i 17 521 528 534 540 33
1 1.540 546 551  S58  S64 570 576 582 588 594 600 32
S8 1600 s07T 613 619 625 632  BIE 645 651 658 664 31
59 1664 671 675 684 690 698 04 M) ME  TIE 132 M
60 1,732 719 746 753 740 167 775 782 189 197 804 29
61 1.804 811 819 827 834 842 349 857 @65  B13 881 128
62 188 889  B9T 905 913 921 929 937 946 954 963 27
61 1963 971 980 988 997 006  Ol4 023 03} 041 050 26
64 2050 059 069 078 087 091 106 116 125 135 145 1%
65 2045 154 164 1M 184 194 206 215 XIS 26 6 M
66 2246 257 26T 213 2_% 00 N A M3 344 356 23
&7 2.5 37 379 351 401 414 436 438 450 463 415 22 |
68 2.47% 488 500 SI3 516 539 552 565 578 59 605 21
69 2.60% 619 633 646 650 675 689 703 TI8 733 M7 20
0 2747 72 778 7193 808 824 840 856 872 888 904 19
71 1.904 921 917 954 971 989 006 024 042 060 018 1B
12 3078 096 115 133 152 172 191 211 130 251 271 17
7. A2 390 321 333 354 36 398 430 &4 465 481 16
74 3487 SI1 534 SSB 582 606 60 655 681 706 732 15
75y 758 785 &Iz )  BST 895 %23 952 981 011 14
16 4011 041 o7l 102 134 165 198 230 264 297 in 13
17 4,331 ok 402 4317 474 50 548 586 615 (1] T0s 12
8 4,705 745 787 829 872 915 959 005 050 097 145 |l
79 5.145 193 2412 292 143 Jo6 449 503 558 Gi4 671 11
80 5.671  5.730 5789 S850 5912 5976 6041 6107 6074 6.243 6314, 9
Bl 6318 6386 6460 6515 6612 6691 6772 6855 6940 106 TA15 8
§2 T.015 7007 7300 1.6 7495 7596  7.700 1.806 7916 E0IE  E.44 7
g3 B.144 B.264 Blg6  RS5I1D B.643 8777 2915 Q.EIES 9105 9,357 95014 (]
84 9.514 9677 9845 100 102 104 106 108 110 112 114 [
g5 11.43 11.66 11.91 12.16 12.43 12.71 1300 1330 1362 1395 14.30 4
86 1430 1467 1506 1546 1589 1635 1681 1734 1789 1846 1908 3
87 19.08 19.74 2045 21.20 1202 1200 23EG R0 603 2717 18464 ry
88 2804 3004 3182 1369 3580 3809 4092 4407 4774 S208 5729 |
89 S7.09 6366 TI62 BI85 9549 1146 1432 1910 2865 SM0 - -- 0
(1.0} 9 B J b 5 4 A I A A Grad,
colingente
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Tabla de logaritmos

212

0 1 ? k] 4 5 [ 7 & 9
1] 0000 0043 O0DEG 0128 0170 O2I2 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0e07 (M4 5 0682 o71e 0755
12 0792 OB18  ORG4  OB99 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1%5) 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 W04
1] 1041 2068 2095 212 2148 2178 2201 2227 2153 1m
17 2304 234 2355 1180 2405 2430 2458 2480 2504 1529
18 2553 2577 800 2625 2648 2671 2095 2TIB 2742 2765
19 2788 2810 1833 2856 1878 1900 2923 2945 2967 1089
20 3010 3032 054 0TS 96 JIE 3139 3160 381 Al
.
21 3222 33 323 J2B4 3304 3324 3345 1365 3385 1404
22 3424 3444 J64 3481 3502 522 3541 3560 isme 3508
13 61T 3636 X655 X674 3692 3TN 3719 3747 1166 1784
e N
4 802 g0 Jais 1856 3874 1892 kL] 3927 1945 1962
2% 3997 4004 3979 4031 4048 40865 40R2 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4206 4232 4229 4265 418] 420%
7 4314 4330 4346 4362 41TE 4393 4409 44725 4440 4456
18 4472 4487 4502 4518 4531 4548 4564 4579 4594 4609
% 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
10 4771 4786 4800 4814 4829 443 4E3T 4870 4584 4900
M 4914 4928 4942 4955 4869 4983 4997 5011 5024 in3g
32 5051 065 5079 5092 5108 5019 532 5145 5159 5172
33 5185 5198 5211 524 5117 5250 5263 5276 5289 5302
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5191 5403 5416 5428
15 5440 5453 5465 5478 5490 5502 5514 8517 5519 5551
k13 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
n 5683 5604 5705 377 3739 5740 5753 §74) 5778 5786
k1 57198 5809 5821 5832 5841 5855 5B66 5877 SHER $899
19 5911 5922 5931 5044 §955 5966 5977 5988 5999 010
40 6021 6031 6042 6053 G064 G075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 G149 6160 6170 G1RD 6191 6201 6212 6222
42 6232 6241 6251 6263 6274 G284 6294 6304 6314 6325
43 6335 6145 6355 6365 6375 6185 6395 6405 G415 6425
44 6435  Bd44 5454 Gd6d 474 G4B4 6493 6303 6513 6522
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 G609 6618
46 G628 6637 111 6656 [ 1133 G575 G6E4 6693 6702 6712
47 6721 6730 56739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803
48 6812 G821 GR30 68319 6848 G857 3113 6875 G884 689)
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 4981
50 6990 6998 1007 7016 7024 033 7042 1050 7059 1067
L] WM 084 T93  TIO0 TiO 7B 1]26 7135 7143 7152
52 T160 TI68 nn 7185 7193 1202 7210 7218 7226 1238
53 T243 7251 1259 1267 1275 7184 1192 100 7308 136

5 B N



0 I 2 3 4 5 3 7 ] ]
54 7124 T332 1340 7148 1356 7364 7372 7380 71388 1396
55 7404 7412 TAI9  T427 7435 TH4) 745 7459 1466 T4T4
56 7482 74590 7497 7505 7513 1520 7518 71536 7543 1551
i 7559 566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 T619 1617
58 7634 TE42 T649 7657 T6h4 1672 1679 TeEG TE94 7701
59 709 TME 173 1IN 7738 7748 1742 7760 1767 1174
60 782 1189 1706 7803 7810 818 7825 T8I 71839 1846
1] T853 TR0 TEGR 1875 7882 1889 1896 7903 1210 1917
62 7924 7931 938 7945 1952 7959 1966 7973 T980 1987
63 7993 2000 8007 8014 8021 8028 B03S 8041 8048 8055
64 E062 8069 EO7S 8082 2089 8096 #8102 8109 Bll& 8122
65 B129 8136 8142 8149 8156 Bl62 8169 8176 8182 5189
1] 2195 8202 2209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 B254
67 8261 B8267 8274 8280 E287 82193 £299 B106 8312 B39
68 8325 833 3138 8344 £351 8357 El63 E3T0 817 8382
69 2388 8395 2401 8407 8414 5420 B426  B432 2439 B445
] 8451 B457 846 E470 8476 8482 B4BR 8494 B300 8506
71 B513 8519 8528 8531 8507 B543 8549 B55S B561 8567
72 B573 8579 8585 8591 B597 B503 8609 8615 8621 B627
bE] B633 8639 B4S 8651 BEST B663 BE59 8675 8681 B6R6
T4 2692 B698 8704 8710 8716 8722 BT27 E733 8739 B745
75 8751 8756 8762 7168 E774 87179 BIES 8791 8797 2802
76 8E0R BEI4 8820 8825 E831 8837 BR42 BR4E 8854 8859
11 8265 H5871 8876 B2g2 8887 5893 BE99 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 B93E 8943 8949 B954 BR60 B965 8971
% B976 8982 5987 8993 1998 Q004 2009 Wnls 2010 2025
BO 9031 9036 9042 3047 9053 o058 0563 9069 2074 2079
4] i 9090 909 2101 2106 9112 117 2122 9128 2133
82 138 2143 9149 9154 2159 2165 9170 2175 2180 2186
8] 2191 2196 2201 9206 2212 117 9212 9217 9132 9238
Bd 9243 9248 9253 9258 9263 9269 2274 Q219 9284 Q289
B3 9294 9299 9304 2309 Q315 9320 Q325 9330 9335 2340
Bé 9345 9350 9355 9360 2365 2370 2375 2380 Q385 2190
§7 9395 9400 S403 5410 415 9420 9425 430 2415 2440
L] 9445 9450 9455 9460 465 9469 474 9479 484 Q489
89 Q494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 95218 9513 9538
a0 9542 9547 9552 9557 9562 Q566 9571 9576 9581 9586
| 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 96M 9528 9633
93 9638 D641 2647 D652 2657 9661 Q666 9671 9675 Q680
23 9585 9689 Q694 Q699 9703 9708 a713 an? 9722 9727
94 2131 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763, 9768 9773
95 9777 9782 9786 2791 9795 9800 9805 9809 9814 G818
26 9811 9827 9831 98316 9841 9845 950 9854 9859 9863
27 9868 9872 9877 9881 Q886 850 B4 9899 o203 9908
98 912 9917 921 9926 2930 9934 9939 9943 9948 9952
9 9956 9961 9955 969 2974 9978 29983 S9R7 9991 9596
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Memento

Aritmética y ﬁ.]sﬂ:m

Numeros reales

(1} Dominios numéricos

El dominio de los ndmeros enteros estd formado por los naturales ¥ SUS opussios:
I=; 2] £2, £3; ..} .
El dominio de los ndmeros raclonales estd formado por los coclenies de dos enteros:

Q = ;E- tpyel ‘..U;l’ﬂl.
q

El dominio de los niimeros reales. R, estd formado por los raclonales ¥ los irraclonales; iodo nu-
mero real se representa como una expresidn decimal, Si la expresion es periddica el ndmero es ra-
clonal, en caso contrario es Irracional.

{2} Subconjunto de R

R*=R/Pf R, = ¢ R:x>05 R? = R, {]
la; b) = peeB: o<x<hb} (a: ) = freR: a<x<bj
la: ] = k@ R: a<x<b: [a: &) = [£cR: asx<b]
(-eo ) = ek R: x<<af (-e0; a] = fg e R: x<u)
la; +oo) = xe R: x>0 [o: »e0) = fre R: xDu}

(3) Potenclas

Para todo nimero real positivo a# 1 y todo ndmero redl c. existe un dnico numers real b0 gal
que: a° = by reciprocamente, a* es la potencla de base a y exponente ¢, La potenclacion tiene las
propledades sigulentes:

Sla=0,b>0y s.r eR;

- L : 4.0 0" = (a8
P L R TR 5007 = o™

1
B 6.8 = —

a

{4) Logariimos

Dados dos ndmeros realesay bla=0, v # | y b=>0) s llama logaritmo en base w de b y se denota
log b al nimero 4 que satisface la ecuacién o™ = b,
La logaritmacién tlene las propledades sigulentes:

SIb=0, e>0y a0 1al que o # 1, c# 1 entonces:
l. log, (b « ¢} = log,b + log,c

b
2. log, [— ] = log.b - log.c
¢

3. logb™ = x log b
4. loge «log. b = log b
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(5) Notaclén clentifica

Un ndmero estd cxpresado en notaclén clentifica si sslcmlbc a=a,- 10K con 1 <yl y kel
Ejemplo: 1 364 = 1,364 . 10% 0,098 = 98 - 10

(6) Mddulo de un ndmero real

o sl a2
laf =
- 5l a<0

(T) Reglas de redondeo

51 el orden al cual se va a redondear (sefalado con una Mecha en los cjemplos) estd seguldo de 07
1; 2: 3; 4, se redondea por defecto. Ejemplo:

| 842 =1 800 1 847 =1 200
S estd seguido de 5; 6: 7: & 9 se redondea por exceso.
chmﬁm: 1 751 =1 800 1 650 =1 700 1 980 =2 000

(8) Valores aproximados

En un valor aproximado se llaman cifras significativas. todus las que se encucntran a parlir de la
primera cifra diferente de cero. 51 un nimero ¢sd ¢n nolacion clentifica, los ceros de la potencia
de 10 no son clfras significativas.

Ejempla: 1 200 tene 4 cilras signiflcativas.
0.0240 tieme 3 cifras significativas.
001034 tiene 4 cifras significalivas.
0.000001 tiene 1 cifra signilicativa.
1.2 -« 10° tiene 2 cifras significativas,

Un valor aproximade que se obtiene de uno exacio aplicando las reglas del redondeds, tene odas
sus cifras slgnificativas correctus. Ejemplo:
1 es un valor aproximado de V2con | cifra correcta.

|
0,333 es un valor aproximado de — con 3 cifras correctas.
3

1.4 - 10%es un valor aproximade de blﬂ 000 con 2 cifras correctas.

19) Regla fundamental del cdleulo aproximado

Cuando se caleula con valores aproximados cl resultado debe darse con tantas cifras signiflcativas
como ¢l dato que tenga menor ndmero de cifras significativas. Los cdleulos intermedios se realizan
con una cifra significativa mds que las que debe tener la respuesia; en caso de que esio sea dema-
slado engorroso, se calcula con lanas cifras como debe tener la respuesia’ nunca con MEADS.

Expresiones algebraleas

S e ——— ———

{10} Polinomlos

Polinomio [ una suma algebralca de monomios, sE representa por
Plx) = a,,t' + g o o ay: @q ¢ 0. grado: n Fraccion algebralca es un coclente de polinomios:
A
Hix) = x) 2
(LE]
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51 se multiplican o dividen ¢] numerador v el denominador de 1a fraceidn por un mismo factor (di-
ferente de cero) la fracclén no cambia. S1 se divide. la fraceldn sc simplifica: es conveniente operar
con lrueclones lo mds simplificadas posible.

x - 1)? (x - 2Mx~ 1)?
Ejernplo: X 2N ) = X iz 2 50 simplificsd (x - 232
(x - )% - 5) x -5

(11) Productos notables

(et 203 = g2 2gh + hi? fa+ Mila - b)) =a® - b
(4 aliv + b = 22 4 (o + By + b tax + blex + o) = uex® + Cad + belx + b

i112) Descompesiclén factorial

Factor comin: ax + by = (a + by

Diferencla de cuadrados: u? = bl = (g + b - I

Trinomios: cuadrado perfecto; a?+2ub + h? = (g + h)?

X'+ pe+ gex'+pr+qg=(x+alx+ bicong+b=pyab= q

mEt o+ e g mEl P+ @ o= (uX + Blex + ) con i = ae: p=od + be g = b

Ejemplo: 2x? - 3% - 2 = (22 + I)x - 2) 2 |
2k
1-"'1 -4 = -3
RufMni: 2" + u,n"‘ * .. oty =(x - ai™ +#¢'2 + ..o+ By
] iy ety
ala ab, n_! i
Vautuy=bya;+ aby= byug+ aby) =0
1 -2 -4 3
3 I 3 4
1 I -1 0

Ejemplo: £2-24' - 4x+ 3 =(x =3)xt+x =1}

(13) Radicales

Radicales semejantes son los que ticnen el mismo indice ¥ la misma expresidn subradical; se re-
ducen como los términos semejanies. Ejemplo:

II-I’;nl/c.r_‘ + !./4: lll'/u- --:.rl/u- + ll/u_ = (4 -f:]V:i- fer )

Racionalizar ¢s eliminar los radicales del denominador.

Ejemplu:-‘.:. —I.—Fi.- E

T T e T
2 2 Va - Vo : AV - Vb)
_l"':-i- ¥ Yas Vb Va-We ¢ = b

{uh=0; ud b)

Ecuaclones. Sislemas de ecuaclones

(14) Ecuacion de segundo grado

uxi+ bx + cm0fabceR; aypl)

D = h? - dac ¢s el discriminante. SI D=0, la ecuscion tene dos soluclones: 81 D = 0, una solu-
clon ¥ 31 D=0, no tlene solucidn real,
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-b:iﬂ‘ - dae

Las soluclones son: X3 =
la

{15) Ecuaclones con radicales

Para resolverlus es necesarlo raclonalizar: se alsla el radical y $¢ elevan al cuadrado ambos miem-
bros: despuds se resuelve la ecuacion oblenida. Es necesario comprobar.

Ejemplo; I.r‘:f]- -l ux

alslamos el radical; [fx+ 3 = x + |

raclonalizamos: x + J = x¥ + Ix + |
rafces: Xy = | jx; = =1

-Icsunaul:::ﬂnna.puﬂs:k =24+3 =1=0# =12

luego la dnlca solucion de la ecuaclén es: x = 1.

{16) Sistemas de ecuacliones

Los sistemas de ecuaclones pueden resolverse por adiclon y sustraccion (o sea, por eliminacion de
variables), ¥ por sustlitucldn.

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden ser dxterminados (Uenen una soluclén unlea). Indeter-
minados (tienen Infinitas soluciones) o Imposibles (no tienen solucidnd,

Ejemplos:
(12x+y=35 Calichonande-conduce o W= 2 luego g = 1)
()= -y=1 fes derceminade, su dniva soluckin es (2310
(1y2x+ 2y=06 Guititayende (2) en (1) se obliene:
(2) y=3 -x Bx s 21} -yt = 6 @ sea b = b Indelerminado)
(1) z+ 2y=3 Muliiplivando (1) por 2 y restdndato (1)
MN2x+ 2y=35 resulta: O = 1, Impasibled
Mixt+pi=§ (austiuyenda 12) en (1) resulia: g% xb = 8
(2yy==x elxte B:x = 2llutgo yu 21
Soluciones: (1L ( = 3 =2}
GEOMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
Angulos y rectas
(17} Rectas

Una recta &5 un subconjunio de puntos del plano.que tiene las propledades sigulenies:
# Dos puntos determinan una recla ¥ solo una.
# Por un punto pasan infinitas rectas.

# El conjunio de puntos de una recla se puede poner en correspondencla bluniveca con el con-
junto de los numeros reales, de manera que se conserva el orden.

® 5| dos rectas Uenen dos puntos en comun son colncldentes.

{18) Paralelas ¥ perpendicularcs

Las reclas paralelas tienen la misma direccidn.
Las rectas perpendiculares forman dngulo de 90%,
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Par cada punto de un plano se pueden trazar exactamente una paralela ¥ una perpendicular a una
recla dada.

(19) Distancia de un punto a una recla

51 desde un punio exterior a una recta se trazan una perpendicular ¥ varlas ablicuas, la perpen-
dicular ¢s menor que las oblicuds. La longhud del segmento de perpendicular es la distancia del
punto a la recta.

(20) Angulos complementarios: Son aquellos cuya suma es 90°,
Angulos suplementarios: Son aquellos cuya suma es 180°,

(21) Pares de dangulos

Angulos enire paralelas IA r
En la figura M.1 r]|p v s secante. [
alternos: ay p, fy ek yy 8: 5y ¥
correspondientes: ay §; fy o

Sy ai dyp ~ 7
conjugados: ey e By o ry oo Sy 8

Fig. M.1 [

Los dngulos aliernos y los correspondientes entre paralelos son iguales.

Los dngulos conjugados entre paralelas son suplementarios.

Los dngulos que tienen sus lados, respeclivamente, paralelos o perpendiculares son Iguales o su-
plementarios.

Tridngulos

(22} Rectas notables de un rigngulo

Alturas: son los segmentos de perpendicular trazados desde los vértlces hasta los lados opuestos,
{Los ples de las perpendiculares se llaman ples de las alturas.)
Medlanas: son los segmentos determinados por los vértices 'y el punto medio del lado opuesto.
Medlatrices. son las mediatrices de cada uno de los lados de un tridngulo.
Blsectrices. son los segmentos de bisecirices de los ngulos Interlores de un tridngulo; comprendi-
dos entre cada vértice y ¢l lado opuesto.

(23) Puntos notables en un tridngulo
En todo tridngulo:

® Las alluras se coran en un punto llamade artocentro,
® Las medianas $¢ cortan en un punto llamado baricenire, {centro de gravedad),

® Las mediatrices se cortan en un punlo que 5 el circuncentro {centro de la clrcunferencia cir-
Cunscrita).

® Las bisecirices se cortan en un punto que s el fncemiro (centro de la circunferencia Inserita).

(24) Suma de dngulos Interlores de un tridngulo

Los dngulos Interlores de un tridngulo suman 180°,

(25) Tridngulos Isdsceles

Un tridngulo es isosceles si tene dos lados Iguales. En todo tridngulo Isdsceles los dngulos opues-
105 a los lados Iguales son Iguales y se llaman 4ngulos de la base. El vériice dal oiro dngulo es ¢l
wértlce principal.

En todo tridngulo Isdsceles Ia altura, la medlana, la medlatriz y la bisectriz relativas al vértice prin-
clpal eolnciden.
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126) Tridngulo cquilitero

] =

Un tridngulo equilitero tiene iguales sus tres lados ¥ sus tres dngulos.
En tode iridngulo equildters las medianas, las mediatrices, lus bisecirices y las alluras relanvas &
catda vértlce coinciden.

(27 Tridngulo rectdngulo

Trignguly rectingulo s ¢l que tene un dngulo recto (Ag. M.2) El lado opu2sto al éngsulo recto es
la hipotenusa ¥ los otros dos son catetos (u: hipoienusa, b y < calclos).
En wdo tridngulo rectdngulo se cumple:

gt = B e B i Tourema de Pisdgasas

¢
[
- = sen B - = cos B .
i (1] h

¢ S,
!- = tan & — =col B Eeti
e » A © 8

(28) Paralela media de un irldngulo

El segmento que une los puntos medios de la base de un ridngulo s paralelo a lo base ¢ Igual a
su mitad.

(29) Criterios de Igualdad de iriingulos

Dos iridngulos son lguales si tenen, respectivamente Iguales:
® Un lado y los dngulos adyacentes (a.la.).

& Dos lados ¥ el angulo comprendido (Lal.).
& Sus tres lados (LLL)

B o o e e S s §

(30} Criterios de semcjanga de wridngulos

Dos iridngules son semejanics st
& Ticnen dos dngulus respectivamente Iguales (a.a.).

® Tienen dos lados proporcionales ¥ el dngule comprendido entre ellos, respectivamente Igual
(p.a.p.)

® Tienen los tres lados proporclonales (p.p.p.)

(31} Clasificacidn y propiedades de los cuadrildteros

Puvalelogrames

# Los paralelogramoes Uenen sus lados opuestos lguales y paralelos, Sus dngulos opuestos son
iguales v los consecutivos suman 180% Las diagonales se corian ¢n Su punio medio (fig. M.3).
Los rectaenmgiilos v los pambos son paralelogramos especlales

Rectangulo Rombo
~ Sus cualro dngulos son reelos. — Sus cuatro lades son Iguales.
- Sus disganales son lpuales, - Sus diagonales son perpendiculares y bisecan el

dnguloe de donde parten.
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® El cuadrado es un paralelogramo que es a la vez rectdngulo ¥ rombo.

/@\

reciangulo

X

Flg. M.3

rombo

Trapecio
® Los rapecios son cuadrildteros que tienen un par de lados paralelos. Los lados paralelos se lla-
man bases del trapeclo (fig. M.4),

® El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio Qparalela me-
dia) es paralelo a las bases y su longiiud es Igual a la semisuma de tas longltudes de estas.

{32) Poligonos
Un poligono de:

5 lados, se llama pentdgono.

6 lados, s [lama exdgono,

7 lados, se llama eptigono.

8 lados. se llama octégono.

En general un poligono de & lados se llama n-dgono.

Un poligono es regular sl sus dngulos Interiores son iguales entre si ¥ sus lados tamblén.
La suma de los dngulos Interiores de un poligono regular de m lados es (n = 2) 180®
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{33 Poligonos regulares

Para wdo poligons regular existe unu circunferencia circunscrita,
El centro de esa circunferencla es el centro del poligono. EI radio de la circunferencia circunscriia
se llama radio del poligono y la perpendicular @ un lado trazada desde ¢l centro ¢s la apolema.

60° donde n 5 ¢l ni-
n

El angulo céntral & que subllende un lado del poligono regular es: @ =

mero de lados.

134) Circunferencla

La clrcunferencia es un conjunio de puntos que equidisian de uno llamado centro. La distancia de
cualyuler punio al centro ¢35 ¢l radio.

El segmento determinado por dos puntos en wna circunferencia es una cucrda, si el cenlro estd en
la cucrda 5 un didmelro.

S und recla corta a la circunferencla en dos puntos es secante a la circunferencla y 51 la teca en
un solo punto ¢ langente. Las tangentes trazadas desde un punto a la elrcunferencia (son dos) son
iguales ¥ cada langente es perpendicular al radio en ¢l punto de contaclo.

Par tres puntos no alincados pasa una circunferencla y solo una; su centro es ¢l punto de inter-
secchdn (cireuncentrol de lus mediatrices del tridngulo que determinan.

e == = P,

QOperaciones ¢on veclones

[35) Veclores

Un vector tiene dirceclon, sentide y mddulo: s¢ representa por un segmento orlentado. La direc-
cian del vector es la dircecion de la recta que lo contiene, el sentido ¢s ¢l de la semirrecta cuyo orl-
gen es ¢l origen del vector ¥ lo conilene, y su médulo es la longhtud del segmento (Mg, M.5).
Cas veclores opucstos tienen igual direc-
clon y madulo, pero sentidos opuesios, 5¢

— — B
denota AR = - BA .

A

—_— —.
BA opuesio de AB
Fig. M.5

{316) Adicldn de veclores

— g ——t p—
Para sumar dos veciorgg @ ¥ &, 5¢ coloca en un punio del plane un veclor AB =& y a partir
de B un veclor BC = b. catonces ihg. M.6)

a+d=dB + BC = AC

El mismo resultado se obliene 5| se colocan los
—— —r — —

veclores A8 = a v AC = b con orlgen comdn
¥ se completa el paralelogramo ABCD: la diago-
nal AD 5 la suma

B — — — —

a+b=dAB + AC = 4D (Ng. M.T).

Fig. M.7




(37) Sustracclon de veclores

Para restar vectores, se suma al primero el opuesto del segundo. Se puede comprobar que sl se

construye ¢l paralelogramo determinade por u ¥ b la diferencla o - b e5 la dlagonal C.B
{fig. M.7).

(38) El producto de un vector & por un nimero real

@ €5 un veclor E_tflx. M.8) que tiene Igual direccion
¥ sentido que a sl a>0; Igual direccién y sentldo o
opuesio sl a<0 ¥ cuyo médulo es |a| |a]. T
aa (x=0)
Fig. M 8

(39) Descomposlelén de un veclor

Todo vector @ s¢ puede expresar como la suma de
dos vectores de direcclones perpendiculares entre si a2
(fig. M.9), estos dos vectores se llaman componentes a s
del vector a; a,
— — —_— — —
ama,+a;|a) =|a]cos 8 |a] =|a]sen :
ay
Fig. M9

Geometria analitica

(40) Distancla entre dos puntos

Dados dos puntos del plano P{x;y )y Px;y)), la distancia.entre ellos estd dada por la formula:

d{P,. Py} = V{:I = %)+ (p, - )

(41) Punto medio de un segmento

Sea FF; un segmento cuyos extremos lienen coordenadas P(x, ¥ ,), P{x; y,) entonces las coor-
denadas del punto medlo Mixy vy) de P, P, son:

¥, + ¥, = Yt ),
2

Ky =

(42) Pendlente de una recta

Sean Px.p,)) , Pdx; ) dos puntos de una recta, no paralela al eje “»": la pendiente:
¥: =¥
¥, - X,

in =

es la tangente del dngulo que forma la recta con ¢l semieje =™  positivo.

(43) Condiclones de paralelismo y perpendicularidad
Sean las rectas r, y r;de pendientes my y oy respectivamente, se cumple que:

a)rillrysiy solosim, = m,
1

ByrpLr;slysolosim, = - —
iy
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(44) Coordenadas de un vectnr, Madulo

Se¢ llama vector de posicidn de un punte Plx:y) al vector gue tiene orlgen en el origen de coorde-
nadas ¥ extrerno en el punio / ¥ sus coordenadas son OF (x:y).

81 Phx o)y Pdrgy), entonces PPy (2, ~ x0p; = ¥)) (Mg, M.10)
11
T

177 | = Vew, =20t s G, =92

M1

Fig. M0 O

(45) Ecuacidn de la recla

Ecuuciin gemteral: A+ By + C=0con A#0, B« O pendiente: m = =

W

— b —

Ectircfiin purdméivicd: P = Py + 10, Fglvector dé posicida del punto P" rl

—
a ivector diresierl
I lpardmetia)

X = X,+ lg
en forma de sistema { " -
¥ =3+ iy

! 1l

pendiente: m =
Ty

e = e = m mmmm mm e mem— e m e sS A& mE

(46) Curvas de scgundo grado

Circinferenciu: (g - h)* + (y - B = ¢y Ofh:kKcenirod
Firadio}

Pavdtoly de vértiee M-k

\p - k)P = 4plxg - fi) abre w la derecha; 51 el slgno es negatlvo abre a la izquierda.
ix M*=dply - k) abre hacle arriba; si el slgno ¢s negativo abre hacla abajo.

Ehpse go cemes :k):

B T S P e R T
o ¥
- f1}* 1 I

E - .’... ..*. L P lebe msyor paraichs ol cle o)
b o

Hiperbda de contea (INICE Y

_ Ayt v - k12
x hj . 'r t’ = | ‘qpe privcrpal pasaicis al che g

a? I?
. i 2
- M : (x - ki = | e principal parakelo al e pd
a1 hi
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Perimetros, Arcas ¥ Volimenes

(471 Perimetros

Tridngulo: P=a + & + ¢ Paralclogramo: P = 2g + 2§
Longitnd de T circeeforencio: L = 2

Longitud del arco de amplitud o® [ = —T—-:r.; = aray fa medida on radlanes)
18

(48) Areas (Figuras Planas)

1
Tridngulo: A = — M [/ piE - a Hp = BUp - €) Chirmuls de Herdnd donde
2

a+b+e
2

a. b. e lados: p =

1 |
A =@ = = uhsen y
2

2
Recuingulo: 4 = ab Cuadrado: A = !t

I
Rombo: 4 = = ol iq ¥ oegitudes de Lis dlagonalesh
2

b ¥
Trapecio: 4 = B by F bases, b aliura)

Circunferencla: A = ot

nrig" A e

360= in

l"‘W\.'Iur (e mlbila o radiamesd

Areas de reglones aplicando el cdlculo Integral:

b L4
A= fﬁxm‘: + fﬂ:h‘a
2 b

-]
.-l-fl_ﬂx} - gla)|dx (Ng. M.12)
[ ]

(fg. M.11)

e i

[ TSR

L
=

Fig. M.12
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(49) Volomenes y dreas lalerales y totales (Cuerpos)

Prisma: V¥ = AB o Pirdmide: ¥ = 3l Ag - h
F = Ja o 1

Cilindra: Ay = 2w o B : ¥= I Ag + [
'AT = 2 wh + 2,‘ Cono: A:. - ngr

Ar= wri+ smry

Esfera: ¥ = % mt oA = 4t

Prisma (pirdmide) regular: prisma (pirdmide) reclo cuya base es un paligono regular

Trigonometria

(50) Signo de las rezones trigonométricas

Cuadrantes
Razdn
| 1 1] v
[ K In ix
0 g =— — gk Ry — — =g<la
2 2 2 2
seno + + - L
COSEND + - = +
langente + i + -
colangente + - + -
(51) Identidades trigonomeéiricas
sen a 1
senlx + coslxm | —_—= lEna | +1ana =
cos a cos? g

cos (axf) = cos acos § Tsen asen ff
sen (axf = sen acos f % cos @ sen §

lan a * lan g

senlam2senacosa lanletf = —
1¥ tan a tan #

cos 1o w cos?e - sena = 2cos’a - 1 = | - 2sen’s
2 n a a+ a=p

tan g = ————  s¢n a -sen Pm 2 cos sen
| - tan’a 2 2




(52) Farmulas de reduceidn

n=-a A+ o -
scn Stn oa -5Cn @ =N -
o8 -CO5 & =CO5 a CO5 |
an =lan = mn e AN &
ol -COLl & col a 01 a

{53} Relaclones entre las funclones de dngulos complementarios

en (2 -0) - cora <<t ) sen (& +2) - cosa (o<ost)
cos (i;- -a)rs:nu @csz) cos (; t.{:)u 5en a @{a{i:-)
o (-;5 --.-:)=cula (:r-::mf) tan (; . ra.).. FEF; (]{r.r{-:)

Cilculo Diferencial

(54) Resumen de algunas reglas de derlvacian.

I. (¢}* = 0, ¢: constante .M =n- f'!. x=0
L+ gY = "+ g stendo Sy g funciones diferenciables
LU+ gV =g+ feg S loeof¥=vcf

5 [-r ] r'.ﬁ' "'.FF'RL
5 —_ = __"‘""fgﬂﬂ}‘
¥

T Getae))]t m M)} - gNx) tregla de e cadonad

(55) Derlvadas de algunas funclones

1
o V2] = — ® (sen =)' = o5 x
Va
® (cos 1)° = -senx ® (lan X)' = —1-—
coslx
® (In kY = 1 R 1 Ny
x

(56) Condicion para la existencla de extremos locales
Sea funa funclén dos veces derivable en =,

S1MMxg = 0y Mx o 0, entonces flene un extremo local en x%,.
S8 M (xgd =0, el extremo ¢5 un minimo local.
S10 () =0, el extremo es un méximo local.

= m——— ——— - i et e K e S e L el
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1

y

Coleccién
Preuniversitario

Este libro te brinda la primera parte del contenido del
programa vigente para el duodécimo grado a partir
del curso 1991-1992. Consta de tres capitulos: 1. Com-
binatoria y probabilidades, 2. Nameros completos y
3. Geometria del espacio.

Cada uno de estos capitulos esta dividido en epigrafes.
Por cada epigrafe te ofrecemos una relacion de ejerci-
cios que te ayudaran en la consolidacion, y al final de
cada capitulo encontraras ejercicios generales de cada
uno.

Al final del libro, puedes buscar la mayoria de las res-
puestas de los ejercicios, y un anexo con las tablas ma-
tematicas y, ademas, un Memento con contenidos de
grados anteriores que necesitaras recordar para aplicar-
los en este grado.

789591
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