MATEMATICA

sexto grado




MATEMATICA

sexto grado



1 J = VS W PN N 6y W T 3T 2 ' Vo b /N N oy 9 T



MATEMATICA

sexto grado

Lic. Raul Gonzalez Rojas
M. Sc. Maritza Rodriguez Valdés
Dr. C. Eduardo V. Villegas Jiménez

PUEBLO Y EDUCACIGN



Este material forma parte del conjunto de trabajos dirigidos al Tercer Perfeccionamiento
Continuo del Sistema Nacional de la Educacion General. En su elaboracion participaron
maestros, metodologos y especialistas a partir de concepciones tedricas y metodolégi-
cas precedentes, adecuadas y enriquecidas en correspondencia con el fin y los objetivos
propios de cada nivel educativo, de las exigencias de la sociedad cubana actual y sus
perspectivas.

Ha sido revisado por la subcomision responsable de la asignatura perteneciente a la
Comisién Nacional Permanente para la revision de planes, programas y textos de estu-
dio del Instituto Central de Ciencias Pedagogicas del Ministerio de Educacion.

Queda rigurosamente prohibida, sin la autorizaciéon previa y por escrito de los titula-
res del copyright y bajo las sanciones establecidas en las leyes, la reproduccién total o
parcial de esta obra por cualquier medio o procedimiento, asi como su incorporacion
a un sistema informatico.

Material de distribucion gratuita. Prohibida su venta

Colaborador:
® M. Sc. Yanieski Rosabal Vanega

Edicién y correccion:
® M. Sc. Judith Maria Mugica Ruiz

Cubierta:
® |nstituto Superior de Disefo (ISDi)

Emplane:
® Maria Pacheco Gola

Diseno:

® |nstituto Superior de Disefo (ISDi):

Adriana Vigil Hernandez ® Alessandra Fuentes Tiel ® Jennifer Gonzalez Espinosa ® Thalia
Ibarra Villavicencio ® Laura Ramos Garcia ® Ernesto Alejandro Gilart Ruiz ® Maria
Fernanda Lemus Gonzéalez ® Aldahir Santana Guzman ® Litsary Zamora Rodriguez ®
Samira Gonzdlez Gonzalez ® Marian Ramos Rodriguez ® Kamila Carpio Crespo ® DCV
Maria Paula Lista Jorge ® M. Sc. Maité Fundora Iglesias ® Dr. C. Ernesto Fernandez
Sanchez

© Ministerio de Educacion, Cuba, 2025
© Editorial Pueblo y Educacién, 2025

ISBN 978-959-13-5067-1 (Version impresa)
ISBN 978-959-13-5073-2 (Version digital)

EDITORIAL PUEBLO Y EDUCACION
Ave. 3.2 A No. 4601 entre 46 y 60,

Playa, La Habana, Cuba. CP 11300
epueblo@epe.gemined.cu



INDICE

A IOS educandos 0000000000000000000000000000000000000 v

|

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6

2

2.1
2.2
2.3

3

3.1
3.2
3.3
34

Los numeros fraccionarios eeccccccccccccccccces 1
Operaciones basicas de calculo con nimeros naturales 1
Fracciones y numeros fraccionarios eeeeccccccccccccce 14
Problemas tipicos de fracciones eeececcccccccccccccee 32
Division de expresiones decimales eecececccccccccccee 34
Calculo con valores aproximados eeeecccccccccccccces 44

EjerCiCiOS dE| Capitulo 0000000000000 000000000000000000 53

EcuaCiones 00000000000000000000000000000000000000 65
Procedimientos de resolucion de ecuaciones eeeseeee 66
Resoluciéon de problemas mediante ecuaciones eeeeee 78

EJerC|C|OS del capitulo 0000000000000000000000000000000 81

Proporcionalidad eeecccccccccccsssssssscccccccce 97
Razones y proporciones eeeeecccccccccccccccccccccccce 92
Proporcionalidad directa eseeeecsccccccccccccccccccee 107
Proporcionalidad inversa eeeesccccccccccscccccccccee 116

EJerC|C|OS del capitulo 000000000000000000000000000000 124



4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

5.1
5.2

5.3
5.4
5.5

Tanto por CleNTO e¢ecccccccsssssscccccccccccccces 129
Concepto de tanto por ciento eececcccccccccccccccee 130
Razones, fracciones, tanto por ciento eeeecccccccccece 132
Problemas tipicos de tanto por ciento eeecccccccccces 137
El tanto por ciento y las graficas eeeeeccecccccccccceee 149

EJerC|C|OS del Capi‘tulo 0000000000000 0000000000000000 153

Geometria e¢ecccccccccscccccccccccsscsccccsccccce 157
Repaso y profundizacion de igualdad y movimiento 159
Angulos, relaciones de posicién entre pares de

ANQUIOS sesesesecccccccccscsesscscccccscscsssscscce 170
Angulos entre rectas cortadas por una secante sesese 182
TrHANQUIOS eesescesccccsccscsccsccccsccccsscscsscses 197

Ejercicios del capi‘tulo 00000000000000000000000000000 208

EjerCiCiOS 000000000000000000000000000000000000000 212



A los educandos

n sexto grado, el que ahora comienzas, continuaras el estu-
dio de la matematica.

Cuando utilices este libro, debes tener en cuenta que el
contenido se encuentra en los capitulos del 1 al 6, y que cada uno
esta dividido en epigrafes que aparecen numerados. Algunos de
estos, a su vez, se dividen en subepigrafes.

El indice que se encuentra al inicio del libro, te ayudara a lo-
calizar las paginas donde se halla cada contenido.

En cada epigrafe encontraras ejercicios resueltos que ilustran
como debes actuar para resolver ejercicios importantes corres-
pondientes a ese contenido.

Hallaras ademas secciones que aprendiste en quinto grado
(Reflexiona un instante, Saber mas, ;Sabias que...?, Algo de his-
toria, Recuerda que..., En resumen) que te permitirdn ampliar o
consolidar tus conocimientos.

Esperamos que este texto sea de gran utilidad para alcanzar
las metas que te propongas y culmines con éxitos este grado y la
educacién primaria.

Los autores
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CAPITULO1

Los numeros fraccionarios

0s numeros que utilizamos para contar se llaman naturales.

Por ejemplo, un docente, para saber si todos sus educandos

regresaron a clases después del receso, simplemente los cuen-
ta: uno, dos, tres,..., treinta. Hoy nos cuesta trabajo imaginar un
mundo en el que los adultos no sepan contar. Sin embargo, no
siempre fue asi. Cuando los hombres empezaron a contar usaron
sus dedos, trataron de representar cantidades reuniendo obje-
tos o haciendo marcas en un lugar visible, pero no conocian la
representacion escrita de nimeros con los diez digitos o cifras
basicas: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8y 9. De hecho, actualmente existen
comunidades de personas que no conocen esta abreviada forma
de escritura.

1.1 Operaciones basicas de calculo
con numeros naturales

Los hombres, en el decurso de la historia, han desarrollado
diversos sistemas de numeracion. En cada uno de ellos un mismo
numero natural tiene diferentes representaciones, de la misma
manera que este numero en diferentes idiomas puede tener dis-
tintos nombres. Por ejemplo, el numero que en espafol lamamos
doce, en aleman se llama zwé/f y en inglés twelve. En el sistema
posicional de numeracion decimal que normalmente usamos,
este mismo numero se escribe 12, pero en el sistema de numera-
cion romano es Xll y en escritura maya e- .
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Debes reconocer que las palabras cero, uno, dos, ... y los signos
0, 1, 2, ... son solo medios para expresar y representar nimeros
naturales.

La numeraciéon romana aun se usa para referirse a los siglos;
se emplea ademas con frecuencia al ordenar capitulos en un li-
bro y en algunos relojes. También se pueden encontrar fechas
escritas en nimeros romanos, en monumentos y construcciones
antiguas, como el aio 1888 que se aprecia en la figura 1.1.

Figura 1.1

Ejercicio resuelto

En un hermoso monumento construido en La Habana a la
memoria del presidente José Miguel Gomez, se pueden ver a la
izquierda y a la derecha de su estatua los siguientes numeros ro-
manos: MDCCCLVIII-MCMXXI; MCMIX-MCMXIIL.

¢Cuales son los significados de estos numeros?

Respuesta: Sus significados son: a la izquierda, 1858-1921,
lo que indica que el presidente nacié en el afio 1858 y murié
en el ano 1921. A la derecha: 1909-1913, sefala su periodo pre-
sidencial.

Reflexiona un instante

»
AQA'. Investiga en tu localidad, municipio o provincia, la existen-
= cia de tarjas, relojes, edificios o monumentos en los que
:’f$ aparezcan numeros romanos. Reflexiona sobre su significa-
_B do e informa sobre ello en tu colectivo de estudio.



CAPITULO 1

En el sistema de numeracion decimal, las diez cifras basicas se
combinan de forma tal que podemos escribir cualquier nimero
por grande que este sea. Cada cifra basica, en dependencia de la
posicidn que ocupe, tiene un valor. Asi, por ejemplo, en el nume-
ro 1959, uno de los 9 significa nueve centenas y el otro (ultimo a
la derecha) nueve unidades.

En el nUmero expresado en el sistema decimal, cada posicion
estd asociada a una potencia de diez. De derecha a izquierda,
las posiciones se identifican como unidades, decenas, centenas
(simples); unidades de miles, decenas de miles, centenas de miles;
unidades de millon, decenas de millén, centenas de millén, y asi
sucesivamente.

Ejemplo: En la figura 1.2 se expresan algunos numeros:

. Miles de . .
Billones 2 Millones Miles
millones

10" 10% [ 102 | 10" | 10" | 10° | 10% | 107 | 10° | 10° | 10¢ | 10° | 102 | 10
Cc D U c D U (o] D U (o D U

-

-
o|lo|low|O
o|leo|luw]O
o|la~|]w]C

Figura 1.2

Estos niumeros se pueden escribir como sumas de multiplos de
potencias de diez. Asi, por ejemplo:

1959=1-10+9-10°+5-10+9 -1

307 259684=3-10°+0-10" +7-10°+2-10° +5-10* +
9-10°+6-10°+8-10+4-1

En el segundo caso podria omitirse el sumando 0 - 107 por ser

igual a cero. En el ultimo caso, son varios los sumandos que se
omiten al escribir:

9460 800000000=9-10"”+4-10"+6-10"+8- 108
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Recuerda que...

Si se ordenan de menor a mayor los nUmeros naturales, se
obtiene la sucesién:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, ... Los puntos suspen-
sivos indican que después de la Gltima cifra escrita, existen
infinitos nimeros naturales mas que se van alcanzando
si se suma uno a trece, después uno a catorce y asi suce-
U sivamente. En este orden, cada numero natural (a) tiene
“ exactamente un sucesor (a + 1), y excepto el cero, un Unico
EL \i\ \/‘ antecesor (a - 1).

Los numeros naturales se pueden representar en un rayo
numérico. En una representaciéon de este tipo, a cada nUmero na-
tural corresponde un unico punto del rayo numérico. Pero presta
atencion: hay puntos del rayo numérico a los cuales no corres-
ponde un numero natural.

Ejercicio resuelto

En la figura 1.3 se ilustran tres rayos numéricos con escalas
diferentes. En cada uno de ellos se han representado nimeros
naturales en el lugar que les corresponde y se han destacado
otros puntos de dichos rayos solo con letras.

a) ¢Qué numero natural corresponde a cada una de las letras?

b) Determina los niUmeros naturales que podrias situar entre Cy
D;GyH; Ly M.

- o o . A B D [ F |, F .
0 1 2
. RE H J J . .
400 450
. X ‘ M N . .
750 760
Figura 1.3
Respuesta:

a) A=4,B=5;C=6,D=7,E=9;F=11, G=410; H=420; | = 430;
J=440; K=752; L =754, M =756; N =758
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b) Entre Cy D ninguno: no hay un nimero natural entre 6y 7;
entre Gy H: 411, 412, 413, 414, 415, 416, 417, 418, 419; entre
Ly M: 755

Recuerda que...

Dados dos numeros naturales a y b, se puede calcular siem-
pre la suma a + b.

A los niumeros a y b se les llama sumandos.

La adicion es una operacién que cumple las siguientes pro-
piedades:

e Conmutativa: Si a y b son nimeros naturales, entonces
a+b=b+a

(
k’-\f e Asociativa: Si a, b, y ¢ son nUmeros naturales, entonces
X(\\i\\\/‘ (@a+b)+c=a+(b+0)
gt 1

Recuerda que...
Dados dos nimeros naturales a y b:

Si a > b, la diferencia a — b es también un nimero natural.
A'los numeros a y b se les Ilama minuendo y sustraendo res-
pectivamente. La sustraccion es una operacion que cumple
las siguientes propiedades:

e No es conmutativa.
e Esla operacion inversa a la adicion:

U X+ 15= 33 x=33-15
—> Entonces se cumple —>|. - _ 53
15 + x = 33 =

\\\/
_—
Ejercicio resuelto

Calcula: 369 — 192 + 82 - 95

Respuesta: Cuando estamos en presencia de uno o varios
sumandos y de varios sustraendos se puede variar su orden al
calcular. En lugar de efectuar varias sustracciones, se pueden adi-
cionar los sustraendos y el resultado sustraerlo de la suma de los
sumandos.
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Planteamos: (369 + 82) — (192 + 95)

369 192 451
Calculamos: + 82 + 95 —287
451 287 164
(]
respuesta

Recuerda que...

Para cada dos nimeros naturales a y b hay exactamente un
producto a - b. Los niUmeros a y b se Ilaman factores del pro-
ducto a - b. La multiplicaciéon es una operacién que cumple
las siguientes propiedades:

e Con distintos factores se puede obtener el mismo pro-
ducto.

e Para un numero natural (a) cualquiera:a-0=0;0:-a=0;
a-1=a;1-a=a.
e Propiedad conmutativa:a-b=>b - a.
U e Propiedad asociativa: (a - b) -c=a- (b )
XL\JE\\\\/“ e Propiedad distributiva: (@ +b) -c=a-c+b-c

Ejercicio resuelto

Calcula: 835 - 217

Es conveniente, antes de comenzar a calcular, hacer mental-
mente un estimado de la respuesta (un calculo aproximado). Esta
medida evitara algunos errores. En este caso:

835 = 800 217 =200 800 - 200 = 160 000
Se calcula entonces por escrito:

a) 835-217=835-(200+ 10 + 7)
=835-200+835-10+835-7
=167 000 + 8 350 + 5 845
= 181195
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l ————> comenzamos por las unidades
b) 835 -217
5845
835
+1670

181195
ey’

Respuesta

l —— comenzamos por las centenas
c¢) 835217
1670
835
+5845

181195
()

Respuesta

Cualquiera de estas tres variantes escritas es correcta. Como
puedes apreciar en las dos ultimas, al escribir los productos par-
ciales 167 000 y 8 350 se omiten ceros, lo cual es muy importante
a la hora de colocar estos numeros como sumandos.

Recuerda que...
Para la multiplicacion

Si a 'y b son nUmeros naturales, entonces

b-a =a+a+a+....a
W

b veces

Ejemplo: seis veces cincoes6-5=5+5+5+5+5+5

| - -
—r

6 veces

Y se puede representar graficamente como en la figura 1.4.
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6 Figura 1.4

Para la potenciacion

El nimero natural a se llama base y el nUmero natural n > 1
exponente de la potencia a".

Para el producto a - a - a... a con n factores iguales que a, se
escribe la potencia a".

Paraa=0yn=0, se define que a° = 1.
Para la radicacion

Esta operacién consiste en obtener la raiz de una cifra o de
una expresion.

El signo </ se llama radical, lo que se escribe dentro del
signo, cantidad subradical o radicando y el que aparece en
su parte superior izquierda, indice del radical que en el caso
de la raiz cuadrada se omite su escritura.

Podemos argumentar que V36 = 6 porque el cuadrado de
6 es 36.

Recuerda que...

De igualdades de multiplicacién, por ejemplo 8 - 9 = 72,
se pueden obtener dos igualdades de division: 8 =72 :9y
9=72:8.

La division es la operacion inversa a la multiplicacion.

En una division, el nUmero que se divide por otro se llama
dividendo; el nimero por el cual se divide es el divisor y el
resultado se llama cociente:

72 : 8 = 9

dividendo divisor cociente
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e Si para dos numeros naturales a y b existe un Unico nu-
mero natural x tal que a = b - x, entonces el nimero x es
igual al cociente a : b

8 x=72 ——— > x=72:8
W X-8=72

\  .
Xr ( \g\\\/‘ e La divisidon por cero no se puede realizar.
AJ].

Ejercicio resuelto
Calcula: 6 204 : 47

Respuesta:
6204 47
-47 132
150
-141
94
-94
0
comprobacién: 132 - 47
528
+ 924
6204

Recuerda que...

Al efectuar varias operaciones combinadas de calculo, hay
que tener mucho cuidado con el orden en que estas se rea-
lizan:

1. Calcular primero lo que esta entre paréntesis.
2. Calcular potencias o raices.
3. Multiplicar o dividir antes de adicionar o sustraer.

Si no hay que aplicar ninguna de las tres reglas anteriores:

\f

7N

e Calcular de izquierda a derecha en el orden en que apa-

Xr u}i\\\\/ recen las operaciones.
a
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Ejercicio resuelto

En cada uno de los siguientes ejercicios planteados, determina
cudl es la ultima operacién que se debe realizar:

a) 3:7+5 )3-(15+7) e)(35-25):2 g)33+7-6
b) 6-7+4-3 d)23-3-5 f) 25:5-6 h)36-3:12

Respuesta: a), b), g) adicion; ¢), f) multiplicacion; e), h) division;
d) sustraccion

Ejercicios del epigrafe

1. Escribe los siguientes niumeros en una tabla de posicién
decimal. Ordénalos de menor a mayor. Represéntalos des-
pués como sumas de multiplos de potencias de diez.

a) 4718; 53; 975 006; 201; 4 708
b) Ochocientos sesenta y cinco mil once; tres mil sete-
cientos millones quinientos cuarenta y tres mil; quince
millones doscientos noventa y siete; cuatrocientos
veintiséis.
2. Menciona el sucesor de cada uno de los siguientes nUme-

ros naturales (con b > 9). Menciona también el antecesor
en los casos posibles.

a) 73;99;200;0; b+ 1;b-1,b-7
b) Completa la tabla:

a 33
Sucesor de a 12
Antecesor de a 0
Sucesor del doble de a 47 | 133
3. ¢ Cual de los siguientes nUmeros pertenece a la secuencia

numérica correspondiente al patréon dado a continuacion?
Selecciona y marca la opcion que da respuesta correcta a

la pregunta
13 16 19 22 25
a) 26 b) 30 0 28 d) 24

10



CAPITULO 1

¢Cual delossiguientes nUmeros no pertenece alasecuencia
numérica correspondiente al patrén dado a continuaciéon?

Los numeros (3; 2 500; 3 500; 4 500: 5 500) deben colocarse
en una tabla de una sola fila.

Selecciona y marca la opcién que da respuesta correcta a
la pregunta

a) 9500 b) 8500 ¢) 7 000 d) 6 500
Observa la siguiente serie:

14 729; ; 14 715; ; 14 701; 4 694, ; 14 680
Selecciona y marca con una x. {Qué numeros debes ele-

gir para completar correctamente la secuencia numérica
dada?

a) __ 14698, 14692, 14 683
b) _ 14722; 14 708; 14 687
¢ __ 14710, 14700, 14 685
d) _ 14734,14716, 14 689

Adiciona:

a) 14387 +63512
b) 13576 + 3055+ 9023 +4 385+ 9876

Calcula convenientemente:

a) 24+7+6+ 13
b) 15+8+5+22+6
¢) 32+24+17 +18 + 26

Tres numeros naturales consecutivos suman 363. ;Cuales
son estos numeros?

En 5 cooperativas de la provincia Artemisa se cosecharon
en un trimestre las siguientes cantidades de granos:

Cooperativa Cantidad de granos cosechados

1 500 kg
2 76 kg mas que la primera

11
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11.

12.

13.

14.
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Cooperativa Cantidad de granos cosechados

3 Tanto como las dos primeras juntas
4 Tanto como la primeray la tercera
5 Tanto como las tres primeras mas 5 kg

a) ¢Cuantos kilogramos de granos se cosecharon en total
entre las 5 cooperativas?

Sustrae y comprueba adicionando:

a) 126 000 - 58 735 b) 157 687 — 68 799
c¢) 2008 005-991 110 d) 1 000 000 — 877 654
Calcula:

a) 93568+ 75612-15234+8615

b) 762 954 — 243 129 -5 234 + 347 812
c) 348293 +912 083 -975 423 + 123 482
d) 735123 +15612-759 301 + 8 615

¢{Qué numeros naturales son soluciones de las siguientes
ecuaciones?

a) 170 +x=190
b) 230-x=120
¢) x-30=150
d) x+120=175

Multiplica:

a) 305 -270
b) 305 - 207
c) 350-270
d) 350207

Calcula:

a) 37-33

b) 37 - 303

c¢) 37-3003
d) 37 -30003



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

CAPITULO 1

Halla el producto:

a) 357-45

b) 852 - 805
c) 4376 - 307
d) 5046 - 973
e) 1008 -309

Calcula qué cantidad de segundos tiene una hora y cuan-
tos tiene un dia.

Con una calculadora puedes comprobar que si elevas 2 a

los exponentes 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7 y 8 obtienes como resulta-

dos 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128 y 256. Los resultados terminan

en 2; 4; 8; 6 y después se repiten estos mismos nameros

como terminacion.

a) Investiga en qué numeros pueden terminar las poten-
cias naturales de 3.

b) Determina, sin efectuar el calculo, en qué numero ter-
mina 62,

Resuelve y comprueba:

a) 78012:36
b) 227 970 : 745
c¢) 340595:85
d) 181302 : 201

¢ Qué numeros naturales son soluciones de las siguientes
ecuaciones?

a) x:9=20 b)54:x=6 ) x:80=0 d)480:x=240

Martica compré 12 caramelos de diez centavos y diez ca-
ramelos mas de un cuarto de peso cada uno. Si su abuela
le dio 5 pesos para comprar los caramelos, plantea en una
sola operacién combinada el cadlculo que debes hacer para
determinar el vuelto que la abuela debe recibir.

Calcula'y compara los resultados. ;En qué casos los parén-
tesis no afectan el resultado?

a) 120 -(80-25); 120-80 - 25

13
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b) 300 + (180 - 60); 300 + 180 - 60
¢ (24+36):12;24+36:12

d) 33-3):-10;33-3-10

e) (15+25)-8;15+25-8

f) 60:15-3;60:(15-3)

1.2 Fracciones y numeros fraccionarios

Para expresar una o varias partes iguales de una unidad ente-
ra o de un conjunto se utilizan fracciones.

Ejemplos

Cuando se divide una tableta de chocolate en 8 partes igua-
les, cada una de estas partes es un octavo (%}

En una institucién educativa, un recreo puede durar un cuarto
de hora (lj un matutino media hora (%) y una clase tres cuar-

tos de hora [—j
4

En una competencia de atletismo, la diferencia entre los tiem-
pos logrados por dos corredores puede expresarse en centésimas

de segundos [1 centésima, Lj
100

En el libro Cocina al minuto de Nitza Villapol, se indican los
ingredientes requeridos para una receta de la manera siguiente:

Papas Ana
2 |b de papas

1% cucharadita de sal
%cucharadita de pimienta

% Ib de mantequilla

Para cada ingrediente se precisan partes iguales de una uni-
dad entera (en este caso: libra o cucharadita). Los denominadores

14
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representan las partes en que se ha dividido la unidad y los nu-
meradores las partes que deben ser tomadas de acuerdo con esta
receta. En el caso de las papas, el nUmero que expresa la cantidad

de libras es un numero natural (2), y en el caso de la sal, es una
. . . , (1
cucharadita (1) y media cucharadita mas (Ej

El centavo (¢) y el medio, monedas que tienen un valor frac-
cionario con respecto al peso cubano, reciben estos nombres que
indican la fraccién que representan: el centavo es una centésima
de peso; en el caso del medio, se refiere a la mitad de un real
(moneda de 10 ¢ que ya no se imprime). La moneda denominada
medio es igual a 5 ¢.

Definicion 1.1

Una fraccion es un par de nUmeros naturales escritos en la forma
a . o ’ .
B (b # 0) en la que b (denominador) indica en cuantas partes iguales se

dividié un todo, y a (hnumerador) indica cuantas partes como estas compo-
nen la fraccion.

Por ejemplo: ? indica que se dividié un todo en cuatro partes

iguales y se han tomado 13 partes iguales a estas como se mues-
tra en la figura 1.5.

Figura 1.5

Ejemplos
En la definicién dada, el todo puede ser una unidad entera o
un conjunto.

a) Como partes de una unidad entera (figura 1.6):

15
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— e
o

Figura 1.6

Ede la unidad
4

b) Como partes de un conjunto (figura 1.7):

"2
7
ﬁﬁ }i 3

%

Figura 1.7

%de 12 =9 (el todo es 12)

Una fraccion puede considerarse también como una divisiéon
indicada, en la cual el numerador representa al dividendo y el
denominador al divisor. Recordemos los tipos de fracciones estu-
diadas en quinto grado:

Tipos Caracteristicas Ejemplos

Decimales ' El denominador es la unidad 1 1 3 32

seguida de ceros BREW

Comunes El denominador no es la unidad 145 32 121
seguida de ceros =

2°'4"1"21"1015

16



CAPITULO 1

Tipos Caracteristicas

Propias El numerador es menor que el
denominador

Impropias | El numerador es mayor o igual
que el denominador

Ejemplos
1.3 32 121

2'4'53"1015
5 4 32 121

2°4"21"101

Para comparar fracciones generalmente acudimos a la propie-

dad siguiente:

Teorema 1

Para dos fracciones% y% (b £ 0; d=+0), se cumple:

< —siemprequea-d<c-b

Q|lnQ|nQln

> —siemprequea-d>c-b

|0 |vT|o

Recuerda que...

siemprequea-d=c-b criterio de los productos cruzados

U Las fracciones que representan una misma parte de un todo
~  se llaman fracciones equivalentes. En el ejemplo anterior

8 3 9
§ \™_* son fracciones equivalentes: —
i) a 277

Si se multiplican el numerador y el denominador de una frac-
cion por el mismo numero natural distinto de cero, la fracciéon
resultante es equivalente a la dada (ampliacién).

Si se dividen el numerador y el denominador de una fraccién
por cualquiera de sus divisores comunes, la fraccion resultante es

equivalente a la dada (simplificacion).

Las fracciones pueden ordenarse siguiendo estos criterios y
ubicarse en un rayo numérico como se observa en la figura 1.8.
Cuando a un punto del rayo numérico corresponde una
., a . .
fraccion —, también corresponden a este punto todas las fraccio-

nes equivalentes a ella.

17
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3.6.9.15.27 22.275.11.55.66 4250

- — - - I I I I &
24761018 8 100 4 20 24 1000 20

—

— ]

o 0~ S

A 1 B 2 C 3 4 D 5

Figura 1.8

A un punto del rayo numérico al que corresponde una fraccion,
corresponden todas las fracciones que se pueden obtener a partir
de ella por ampliacién o simplificacién. Con cualquiera de estas
fracciones equivalentes se representa el mismo nimero. Como
representante principal se puede tomar la fraccion irreductible

%(b # 0) para la cual mcd (g, b) = 1.

Definicion 1.2

Se llama numero fraccionario a la clase o conjunto de todas las fracciones
que son equivalentes entre si por ampliacién o simplificacion.

Ejemplo
: 2 5 : : .
Las fracciones =y 10 no son en rigor la misma fraccion, pero

se pueden utilizar para referirse al mismo nimero fraccionario,
cuyo representante principal es 5

Recuerda que...

. De dos numeros fraccionarios es menor el que queda mas a
N = . . L, .
Xr L ey la izquierda en el rayo numérico.
g

Ejercicio resuelto

Escribe en forma de fracciones. Simplifica en los casos que sea
posible y compara.

a) 1:2 y 50:100
b) 9:12 y 35:28
) 8:32y 48:72
d) 80:16 y 24: 21

18
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CAPITULO 1

Respuestas:

Las fracciones son % y % . La primera esta simplificada. En

la segunda, como 50 es divisor de 100, podemos simplificar

1 . .
20 =—. Por tanto, las fracciones son equivalentes (al compa-

100
rar sus productos cruzados son iguales).

Las fracciones son %y:;—; En la primera 9y 12 son multiplos

de 3, simplificamos S =§. En la sequnda 35y 28 son multiplos

de 7, por lo que se simplifica > =%. Al compararlas simplifica-
das, tienen igual denominador, por tanto £3_I <2.

Simplificamos las fracciones obtenidas: 8 _1,48_2 )

_ 1 2 32 477273
compararlas se tiene: Z_l<§ , porque como resultado de los

productos cruzados 1-3<2-4,yaque3<8.
Observa que:

Al efectuar los productos cruzados es muy importante
. . a , o
mantener el orden en que se realizan: si 5 esta a la izquier-

da de 5 entonces a - d también estara a la izquierdade c- b

en la comparacion.

Al efectuar los productos cruzados es muy importante
mantener el orden. La comparacién pudo hacerse con las frac-
ciones antes de simplificarlas, pero entonces en los productos
cruzados los factores serian mayores y complicarian innecesa-

riamente las multiplicaciones en: 8 - 72 < 48 - 32.

80 5
1

Simplificando las fracciones obtenidas 6 24 8

y e
8 21 7
Comparamos: 5 > —, porque como resultado de los productos

cruzados 35 > 8.

19
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Recuerda que...

Las fracciones impropias se pueden escribir como nlimeros
naturales, si el numerador es multiplo del denominador.

Ejemplos:

27 123
80 520 4122 4
16 27 3

Toda fraccion impropia distinta de 1 es mayor que 1.

En la practica podemos expresar una fraccién impropia que
no representa un nimero natural como un nidmero mixto.

7

Por ejemplo, para representar E como numero mixto:

Dividimos el numerador entre el denominador:

J

-6 2
1

Con el cociente, el resto y el divisor se forma el niumero

1
mixto 2 —
) 3 1 — resto
([ cociente »2- —————
e 3 — divisor

1
Y\ \/‘ jAtencion! El nimero mixto 2— esigual a 2 +—.
A 3 3

Como ya has aprendido a hallar el mecm de numeros naturales,
puedes hallar el menor denominador comin de varias fraccio-
nes aplicando este procedimiento. Al ampliar las fracciones de
manera que todas tengan un denominador comun, es mas facil
compararlas.

Ejercicio resuelto
63 .49 127

Ordena de mayor a menor las fracciones —; —y —
20147 42

Respuesta: Para hallar el menor comun denominador se des-
componen en factores primos los denominadores y se halla el
mcm:20=22-5;14=2-7;42=2-3-7.

Por tanto: mem (20, 14, 42) =2%-3 -5 -7 = 420.

Después se amplian las fracciones que sean necesarias para
llevarlas todas a un denominador comun que es el mcm hallado:

20



CAPITULO 1

63 63-21 1323 49 49.30 1470 127 127-10 1270

20 20-21 420 14 1430 420 42 4210 420
Comparamos los numeradores de las fracciones ampliadas:
1470 > 1323 >1270.

Por tanto: ﬂ @ 127

1420 42
Recuerda que...

El minimo comun multiplo (mcm) de dos o mas numeros
naturales es el menor de los multiplos comunes diferentes
de cero.

Este procedimiento puedes utilizarlo para determinar el mi-
nimo comun multiplo (mcm), pero puedes usar también la
descomposicién en factores primos para hallar el mcm.
Ejemplo:

Hallemos el minimo comun multiplo (mcm) de 30y 12.

El nimero buscado se forma con los factores primos, comu-
nes y no comunes, en las descomposiciones respectivas con
su mayor exponente: 2%3; 5

Luego se multiplican estos factores y el resultado es el mini-
mo comun multiplo:

mcm (30; 12) =22-3-5=4-3-5=60

El maximo comun divisor (mcd), de dos o0 mas nimeros na-
turales, es el mayor divisor comun diferente de uno.

Al igual que para determinar el minimo comin multiplo po-
demos utilizar la descomposicién en factores primos para
determinar el mcd.

Hallemos el maximo comun divisor (mcd) de 24 y 36.
24=23-3 36 = 22 - 32

Después de descomponer en factores primos, se tomaron
solamente los factores comunes con su menor exponente.

mcd (24;36) =22-3 =12
mcd (24;36) = 12

\f

7N

Al igual que en el minimo comUn multiplo podemos utilizar
Xp \Y\ \/‘ el maximo comun divisor en la resoluciéon de problemas.
pgen
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.Sabias que...?

Lasreglas pararealizar las operaciones basicas con fracciones
tienen una larga historia con antecedentes en una época
remota, muchos siglos antes de que se editaran los primeros
libros en papel. Hay evidencias que datan de mucho antes
de la construccion de las piramides de Egipto. En los papi-
ros de Kahun (1950 a.n.e.) y de Rhind (1650 a.n.e.) que se
conservan en Londres, aparecen problemas que conducen a
realizar operaciones con fracciones. En el papiro de Rhind,
redactado por el escriba Ahmés con datos que tomé de do-
cumentos mas antiguos, aparece, por ejemplo, el siguiente
problema: Una cantidad y su séptima parte suman 24. ; Cual
es la cantidad?

Mas notables aun son los resultados alcanzados en la India,
mostrados en la obra de matematicos como Brahmagupta
(siglo vi) y que se trasladaron por comerciantes arabes e ita-
lianos a Europa. Sin embargo, el estudio de las operaciones
con fracciones no se introdujo en las instituciones escolares
europeas como contenido de ensefianza hasta el siglo xwvii.

Recuerda que...

Para adicionar numeros fraccionarios como fracciones co-
munes:

1. Se representan por fracciones comunes que tengan un
mismo denominador.

2. Se adicionan las fracciones de denominador comun.

Ejemplo:

1 1 3 2 3+2 5
2 3 6 6 6 6

(en la practica se suprime el primer paso) (figura 1.9)

1
0 8 i
0 1 1 5 1
6 2 6
Figura 1.9



CAPITULO 1

Al igual que en los numeros naturales:

e Dados dos numeros fraccionarios cualesquiera, siempre es po-
sible hallar su suma que también es un nUmero fraccionario.

e La adicion de numeros fraccionarios es conmutativa: para to-
dos los niumeros a y b fraccionarios se cumplea + b =b + a.

e La adicién de numeros fraccionarios es asociativa: para to-
dos los numeros a, b y ¢ fraccionarios se cumple a + (b + ¢) =
(@a+b)+c.

e Para cada numero fraccionario a se cumple:a+0=0+a =a.

Recuerda que...

Para sustraer nimeros fraccionarios como fracciones comu-
nes:

1. Se representan por fracciones comunes que tengan un
mismo denominador.

2. Se verifica en las fracciones de igual denominador, si el
numerador del minuendo es mayor o igual que el nume-
rador del sustraendo.

3. Si se cumple 2, se sustraen las fracciones de denominador
comun (si el minuendo es menor que el sustraendo, se
concluye que el resultado no es un nimero fraccionario).

. 6 3 12 3 12-3 9 .
Ejemplo: ———=—-—=——— = (en la practica se
5 10 10 10 10 10
suprime el primer paso)
3 6
X+—=—
10 5

Observa la figura 1.10.

o

e ;
EDJ\E Figura 1.10

Al igual que en los numeros naturales, dados dos numeros
fraccionarios expresados como fracciones de igual denominador,
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para que el resultado de su sustraccion sea un numero fracciona-
rio, el numerador del minuendo tiene que ser mayor o igual que
el numerador del sustraendo.

Dominar el calculo con fracciones de diferentes denominado-
res es muy importante para la resolucién de problemas. Veamos
un caso con un apoyo grafico.

Ejercicio resuelto

Juana reparte un pastel en tres partes (figura 1.11), de modo
gue la mitad sea para su esposo y la tercera parte para su hija.
¢ Qué parte del pastel le corresponde a su esposo e hija juntos?
¢ Qué parte del pastel quedo para ella?

Respuesta:
1

Parte del pastel que corresponde al esposo: P, = 5
Parte del pastel que corresponde a la hija: P, = 1

Parte del pastel que corresponde a los dos juntos

P, +P2=1+1:—3+2 _2
2 3 6 6
P; P, T
A\
1 1 5
2 3 6
Figura 1.11

Parte del pastel que queda para ella: 1—% 1

Respuesta: Juana destind para su esposo e hija juntos % del

pastel, y para ella quedo % :

24
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En resumen

Para adicionar o sustraer fracciones:

e Si son de igual denominador, basta con adicionar o sustraer los numera-
dores y colocar el mismo denominador.

¢ Si son de diferente denominador, se reducen a un denominador comun
(preferiblemente el mcm de los denominadores), y una vez asi se adicio-
nan o sustraen los numeradores de las fracciones halladas (la fraccion
resultante debe simplificarse siempre que sea posible).
3 23 105+180-161 124 31

Ejemplo: —+——-—= = =
4 7 60 420 420 105

Recuerda que...

Para multiplicar nimeros fraccionarios como fracciones co-
munes:

1. Se simplifican las fracciones dadas tanto como se pueda.

2. Se multiplican numerador por numerador y denomi-
nador por denominador de las fracciones simplificadas

v 2.i- 7(b¢0d¢0)
s b d bd

XF Jli \/. 3. Se simplifica la fraccién obtenida si es necesario

Ejemplo
. . . 2
Determina el area de un rectangulo con los lados: x=§ m;|
1
=—m
Y 2

En la figura 1.12 se puede observar una representaciéon grafi-

ca del producto:
Yy = 2—; :é m’; simplificando 1
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Otros ejemplos de problemas que conducen a la multiplica-
n de fracciones son:

¢ Qué tiempo dedicas en la semana a clases de ortografia, si
empleas 2 veces a la semana tres cuartos de hora?
. 1
Respuesta: Una hora y media (2% = % = ; = 15
¢Cuantos refrescos representan las dos terceras partes de una

caja, si una caja tiene 24 refrescos?

Respuesta: 16 refrescos (% 24 = 4?8 = 16]

— 2

Figura 1.12

¢ Qué parte de una tableta de chocolate te han dado, si de la
mitad te dan solo la cuarta parte?

Respuesta: Te han dado la octava parte de la tableta
11 1.1 1
[ZE_E@)

Recuerda que...

Al igual que en los nimeros naturales:

e Dados dos numeros fraccionarios cualesquiera, siempre
es posible hallar su producto que también es un nimero
fraccionario.

e La multiplicacién de niumeros fraccionarios es conmutati-
va: para todos los nUmeros a y b fraccionarios se cumple
a-b= b-a.Llamultiplicacién de niumeros fraccionarios es
asociativa: para todos los numeros a, b y c fraccionarios

v secumplea-(b-cd)=(a-b):c.
(% e Para cada numero fraccionario a se cumplen

XLU\Q\\\\)’ a-0=0-a=0ya-1=1-a=a.

26
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CAPITULO 1
Definicion 1.3

a b
El reciproco de una fraccion Bes la fraccion — (a = 0; b = 0).
a

Recuerda que...

Para dividir nimeros fraccionarios como fracciones comu-
nes:

1. Se determina el reciproco del divisor.

2. Se multiplica el dividendo por el reciproco del divisor:
K a c ad ad

o, bd b ¢ b-c
Xr UE\\/ 3. Se simplifica la fraccion obtenida si es necesario.
o

(b=0;c=0;d=0)

Ejercicio resuelto
Halla el cociente

5
a) —:7
)7
3
b) 8:=
) 4
Q) Zz
8 3
Respuesta:
25.7.51_5
7 7 7 49
bg:3_8.4_ 32
4 13 3
92273 2
83 82 16
Definicion 1.4

Se denominan fracciones complejas a aquellas que tienen fracciones en su
numerador, en su denominador o en ambos términos a la vez.
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Las divisiones indicadas del ejercicio anterior pueden expre-
sarse como fracciones complejas, por ejemplo:

.2
3

00|
wll\)‘oo[\l

Respuesta: Cada inciso (una fraccion compleja) puede expre-
sarse también como una divisién indicada, en la que el dividendo
es el numerador y el divisor es el denominador.

Recuerda que...

e Toda fraccién compleja es una division indicada. Para la
fraccién compleja se usa una raya mayor para diferen-
ciarla de rayas en el numerador o el denominador.

e También debes tener muy en cuenta la colocacién del sig-
no igual al efectuar calculos y comparaciones en las que
aparezcan fracciones complejas.

Ejercicios del epigrafe
1. Observa la figura 1.13. Marca con una x la respuesta que

completa de manera correcta la siguiente afirmacién: “La
fraccién que aparece representada es...”

Figura 1.13
4 4 5 1
a)_§ b)_g C)_Z d)_§
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Determina el mcm y el mcd de los siguientes numeros:

a) 12,24y 30

b) 18,28y 36

Expresa como numero mixto:

a) 7 b) § ) ﬁ d) @

5 12 10 100

Convierte en fracciones impropias:

a) 4> 11 922 @72
5 10 17 34

Marca con una x la respuesta que completa de manera

correcta la siguiente afirmacién: “La fraccion mayor entre

1 2 1 1
- — —, — eS...
315 15" 5
a)

n

1 1 1

— b - C — d —

15 ) — 3 ) — 15 )_5
Marca con una x la respuesta que completa de manera
correcta la siguiente afirmacién: “De las siguientes frac-

. 1.5 1 y "
ciones: —; =; —; — la fraccion menor es ...
2 2 43
1 5 1 1

a - b = C — d —
)_2 )_2 )_4 )_3
Ordena las siguientes facciones, comienza por la menor:

1.5 1
a) ——=io

4 12 8
b) E; Z;l

536
Ordena de menor a mayor con ayuda de una calculadora:

13505
a) Zizi—igigil

87487

5 10 17 34

1.2 7 8 7
QO —il-izizi=

12910 12 12

17 17 136 68 34
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11.

12.

13.

30

MATEMATICA

Marca con una x la respuesta que completa de manera
correcta la siguiente afirmacién: “ Al simplificar la fraccién

9 ) ) ) .,
18 de manera irreducible se obtiene la fraccién ...”

1 1 3 1
— b - 2 d -
a)_6 )_2 C)_6 )_9

Calcula y simplifica:
11 17 7

a) —+—+—
24 36 9

IS
|A
| o
+

|
—
o

7 3 1 7

a) ——=—-—

0 3-(2-)

o)

350 (11,87
18 45 \36 90
Simplifica y después multiplica las fracciones obtenidas:

8 3
a) .=
15 4



14.

15.

16.
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7 51
1 1
33 3
9 12
% 81
12 3
18 2
7 1

) L.s2
) 3 4

Simplifica las fracciones siempre que sea posible y después
calcula:

a) —:

)
d)

e)

b) —:
c)
d) 2

3
e) 6 =

f) 5—:3=

)52

9 6 5 10) 2

En la elaboracion de una torta se necesitan dos octavos de
litro de leche para la masa y tres octavos de litro de leche
para la crema. ¢ Cuantos litros de leche se necesitan en to-
tal para esta torta?
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17. Barbarita emple6 media hora en la tarea de Matematica
y un cuarto de hora en la tarea de vocabulario de Inglés.
¢ Qué tiempo en total empled en estas tareas?

18. Un ciclista recorre una distancia en dos dias; el primer dia
hace un recorrido de 26,14 km; en el segundo dia 30,5 km.
¢ Cual fue el recorrido total?

Marca con una x la respuesta correcta para este problema.
a)__ 56,34 km b) __ 4,06 km
¢)__ 5534 km d)__ 5,634 km

19. Luis y Laura son médicos y esta noche coincidieron en la
guardia. Si Luis realiza su guardia cada 60 dias y Laura
cada 80, ;cuantos dias deben transcurrir para que vuelvan
a realizar la guardia unidos?

20. Se tienen tres listones de madera con las siguientes longi-
tudes 72 cm, 60 cm y 24 cm. Si se quieren cortar en trozos
iguales de manera que obtengamos el mayor nimero de
pedazos, ;cuanto debe medir cada pedazo y cuantos tro-
zos de esa longitud se pueden cortar de cada listén?

21. El tanque de una motocicleta tiene dos litros de gasolina.
Si se utilizan dos tercios de litro en un recorrido, jcuanta
gasolina queda en el tanque al final del recorrido?

1.3 Problemas tipicos de fracciones

En quinto grado aprendiste a resolver problemas relaciona-
dos con estas igualdades. Por su importancia, vamos a repasarlos.

1. Halla % de 8.
2. (Qué parte es 6 de 8?
3. ¢De qué numero es 6 los 3 ?
En laigualdad % -8 =6, reconocemos dos factores y un produc-

to. Al dar como datos dos de estos elementos y como incégnita

el tercero de ellos, obtenemos tres ejercicios diferentes: 7 8=x;

x-8=6;§-x=6.
4
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Hay tres problemas tipicos de fracciones que se asocian a estos
tres ejercicios.

Hallar una fraccion de un numero
a) E de 8

4
b) 2 de 24

3

Respuesta: Para hallar una fraccion de un namero multiplica-
mos la fraccién por el nimero dado.

a) El producto serda menor que el numero dado (8), porque

multiplicaremos por una fraccion propia (menor que 1):

3.8=3.2=6
4 1

b) En este caso, el producto va a ser mayor que el nimero dado
(24), pues se multiplicard por una fraccion impropia (mayor

que1):§-24=%-8=40.

Hallar qué parte es un numero de otro

a)6de8 b) 9 de 6

Respuesta: Para hallar qué parte es un niumero de otro aplicas
la division y simplificas la fraccion obtenida cuanto sea posible.

a) La fraccion en este caso serad propia porque estamos averi-
) . 6 3
guando qué parte es un numero menor de otro mayor: s

4
b) Al hallar qué parte es un numero mayor de otro menor, la
fraccion que se obtiene es impropia: 6 ;

Hallar el numero cuando se conoce una parte fraccionaria de él
¢De qué numero es?
7
a) 6 los 3 b) 21 los —
4 3

Respuesta: Para hallar el nUmero cuando se conoce una parte
fraccionaria, se divide el nUmero que representa la parte fraccio-
naria entre la fraccion.
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Podemos plantear: % - X =6.

Sabemos que entonces: x = 6 :% , que en la practica equivale

T . , . 4
a multiplicar el namero por el reciproco de la fraccién: 6 - — =8.

En este caso, procederemos directamente: 21 - ; =9.

Ejercicios del epigrafe

1. Una cafeteria se mantiene abierta al publico dos terce-
ras partes de las 24 h del dia. { Cuantas horas se mantiene
abierta al publico?

2. Un tio reparte $ 100,00 entre sus tres sobrinas; a la mayor
le da $ 50,00, a la mas pequefia $ 20,00 y a la mediana el
resto. ; Qué fraccion de los $ 100,00 entregd a cada una?

3. Una cooperativa envia al mercado agropecuario 2 000 kg de
4 . . .
papas, que representan < de lo recogido ese dia. ; Cuantos

kilogramos de papas se recogieron en total ese dia?

1.4 Division de expresiones decimales

Entre las fracciones que has estudiado estdn aquellas que
tienen como denominador una potencia de 10. Ejemplos de al-
gunas son:

2 341 1573 492 28

10'100° 1000 ' 1000

Los casos anteriores de fracciones se pueden representar
como expresiones decimales, empleando un procedimiento sen-

cillo que ya conoces:
2 0238 341547492 _ 1553492 28 _( 028
10 100 1000 1000

Recuerda que...

Las fracciones cuyos denominadores son potencias de 10 se
Ilaman fracciones decimales y se pueden representar tam-
bién en notacion decimal.
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Las fracciones decimales cuando se representan en notacion
decimal se denominan expresiones decimales.

Para escribir una fraccion decimal en notacién decimal, se
escribe el numerador y se completa el nUmero colocando
U una coma (intercalando ceros si es necesario) de modo que
ic haya después de ella tantos lugares como ceros tenga el

EL \i\\/. denominador.

La tabla de posiciones del sistema de numeracién decimal se
amplia hacia la derecha cuando se escriben en ella expresiones
decimales. Recordaras que el nUmero natural 3 645 978 esta escri-
to en el sistema de numeracion decimal y en la tabla de posicion
decimal cada digito tiene un significado:

Unidades Centenas | Decenas @ Unidades Centenas Decenas Unidades
de millon | de millar  de millar | de millar

3 6 4 5 9 7 8

Para representar expresiones que tienen una coma decimal, la
tabla se amplia a la derecha de las unidades para dar cabida a las
décimas, centésimas, milésimas, diez milésimas y asi sucesivamen-
te. Observa que el criterio sigue siendo el mismo: en las decenas
diez unidades, en las centenas cien unidades, en las unidades de
millar mil unidades, y asi en lo adelante:

Unidades | Centenas Decenas Unidades Décimas Centésimas Milésimas
de millar

o W w o
o~ AN
(e
N

Los niumeros representados en la tabla son: 0,2; 3,41; 1 573,492
y 0,028. Estos numeros también pueden representarse en un aba-
co (figura 1.14) (teniendo en cuenta la coma). A la izquierda de la
coma estaran representadas las unidades, decenas, centenas y asi
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sucesivamente. A la derecha de la coma, las décimas, centésimas,
milésimas y asi sucesivamente. Como ejemplo tomamos los tres
primeros representados en la tabla anterior.

NN NN NNNN NNNN

[ ] ]
A
ﬁZ ( i ﬁZ & i Z
cOma coOma

o—1H

a
[e]
S+
)

Figura 1.14

Entre los significados asociados a las fracciones comunes he-
: . . a
mos estudiado que cada fraccion comun 5 (b = 0) representa una

division indicada en la que el niumero natural a es el dividendo y
el numero natural b es el divisor.
Cuando a es multiplo de b, la division es exacta y el resultado

es también un numero natural.

En los ejemplos como: % =02y %: 0,25 la division es exacta,

pero el resultado no es un niumero natural.

, Cé)mé)rueba que lo mismo ocurre con las fracciones comunes:

25'24'8

En todos estos casos se pueden hallar fracciones decimales
equivalentes a las dadas (cuando se pueden hallar, existen multi-
ples posibilidades):

1 4.6 259 1125

25 10024 100'8 1000

En tales casos no se puede hallar una fraccion decimal equiva-
lente a la dada. Utiliza una calculadora para comprobarlo.

Recuerda que...

Los procedimientos escritos de la adiciéon y la sustraccion
de expresiones decimales son similares a los utilizados para
adicionar y sustraer numeros naturales, si se tiene cuidado
al escribir las expresiones decimales para que las unidades
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de un mismo orden queden una debajo de la otra. Cuan-
U do se escriben correctamente las expresiones decimales, la
“  coma de cada una queda debajo de la coma de la expresion
EL \Y\ \/‘ escrita anteriormente.

Ejercicio resuelto
Dadas las expresiones decimales 147,025; 27,5y 9,72:

a) Adiciona estas expresiones.
b) Sustrae de la primera de ellas la suma de las otras dos.

Respuesta:
a) 147,025
27,5
+ 9,72
184,245
b) 27,5 147,025
+ 9,72 - 37,22
37,22 109,805
respuesta respuesta

Recuerda que...

Si al multiplicar tenemos expresiones decimales como fac-
tores:

1. Se calcula el producto como si los factores fueran nume-
ros naturales.

2. En el producto se separan mediante una coma tantos lu-
gares decimales como haya en todos estos factores juntos.

Ejemplos:
U 0,75-10=7,50=17,5 3,32-0,24 =0,7968
BN \g\\/‘ 16,3 - 7,08 =115,404

Ejercicio resuelto

¢Cual es el area de un cuadrado, si su perimetro es igual a
10 cm?
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Sabemos que si a la longitud del lado de un cuadrado la
llamamos a, su perimetro es 4a y su area a’>. Como tenemos el
perimetro 4a = 10, calculamos la longitud del lado:

a==]£2= 2,5

4
Por tanto: a>=2,5-2,5=6,25
Respuesta: El area es igual a 6,25 cm?.

Recuerda que...

Las divisiones de numeros naturales en las que el divi-

dendo es un mdultiplo del divisor, son divisiones exactas

de resto igual a cero. El cociente de cada una de estas

divisiones es un numero natural. Ejemplo: 480 : 2 = 15
480 32

-32 15

160
-160

N T o
Ny
_—
En la practica vemos muchas veces que, al dividir dos nUmeros
naturales dados, no es posible obtener un resto igual a cero. Al
considerar esta division como una entre niumeros fraccionarios

con denominador 1, el resultado de la divisibn es un numero
fraccionario.

Ejemplo
183 15
-15 12

33

-30

3

183:15:123='I21
15 5

El procedimiento de la divisibn con numeros fraccionarios,
dado que el cociente puede ser una expresiéon decimal, se extiende
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hasta que el resto es cero o comienzan a repetirse los restos de
manera periddica. Para ello, al llegar al punto en que la division
con numeros naturales concluia, se coloca una coma en el cocien-
te y se agregan ceros a los restos para continuar la division.

Ejemplos

a) Escribe la division 183 : 15

183 15

-15 12,2
33 T Antes de escribir las décimas del cociente debes colocar
-30 la coma decimal
30
—_-30 Se transforman las 3 unidades del resto en 30 décimas;

esto equivale a agregar un cero

0

El resultado es una expresién decimal finita: 183 : 15 =12,2

b) Escribe la divisiéon 75 : 11 (figura 1.15).

75 M
Se transforman las 9 unidades -66 6,8181
del resto en 90 décimas —— . 90 T Antes de escribir las décimas
#—88 del coeficiente, debes colocar
Segundo resto: 5. 90 la coma decimal
2 décimas = 20 centésimas e -1
& - 90
A partir del tercer resto, // ,,,,,,, . 88
los restos se repiten < =
periédicamente (9, 2,9,2,..)  >~_ 20
T~ -1
\\_9
Figura 1.15

El resultado es una expresién decimal infinita:
75:11=6,8181...

Los puntos suspensivos al final de la expresién indican que las
dos cifras basicas (8 y 1) del cociente se repiten infinitamente. El
conjunto de estas cifras que se repiten se llama periodo.
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Otros ejemplos de divisiones en las que el resultado se expresa
como una expresion decimal periédica son:

2:9=0,222...

5:11=0,4545...
29 :7 =4,142857...
119:13=9,153846...

iSabias que...?

Una forma mas breve de escribir las expresiones decimales
periddicas consiste en trazar una raya horizontal sobre las
cifras basicas que forman un periodo, para no tener necesi-
dad de repetirlas. Por ejemplo:

El nimero 0,222 se escribe 0,2 y se lee: cero coma dos,
periodo dos.

!;(‘ El nUmero 0,4545 se escribe 0,4_5 y se lee: cero coma cuaren-
h ta y cinco, periodo cuarenta y cinco.
e

Hasta ahora solo hemos dividido numeros naturales, pero el
tener que agregar ceros a los restos sugiere como dividir una ex-
presiéon decimal entre un nimero natural.

Ejercicio resuelto

Halla la expresidon decimal que es el resultado de dividir:

a)7,48:4

Respuesta:
7,48 4
-4 1,87
34 « T Colocar la coma al bajar el 4
=32
28
- 28
0

Resultado: 1,87
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b) 27,3 : 11
Respuesta:
27,3 11
=22 2,481
53 « T Colocar la coma al bajar el 3
-44
90
—88
20
=11
90
_—88
2

Resultado: 2,481

Para dividir una expresion decimal entre un ndmero natural
se efectla la operacién como si se tratara de una divisiéon de nu-
meros naturales, teniendo cuidado de colocar en el cociente una
coma cuando se termine de dividir la parte entera del dividendo,
al bajar la primera cifra decimal.

Ejercicio resuelto

Alberto ahorré en una alcancia $ 313,50 y le dio la mitad a su
hermana. ;Cuanto dio a su hermana?
Para hallar la respuesta dividimos: $ 313,50 : 2 = 156,75

Respuesta: Alberto le dio a su hermana $ 156,75.

Todavia nos falta el caso mas general de divisién escrita de nu-
meros fraccionarios, en el que tanto el dividendo como el divisor
son expresiones decimales. Este procedimiento se puede redu-
cir a los anteriores casos estudiados multiplicando el divisor y el
dividendo por la unidad seguida de tantos ceros como sean ne-
cesarios para obtener como resultado un nimero natural como
nuevo divisor. Se divide finalmente una expresion decimal entre
un numero natural.
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Ejemplos
a) 2,877 : 4,11 b) 31,84 : 3,2 ¢) 0,037:0,9
287,7 :411=0,7 318,4:32=9,95 0,37 :9=0,041
287,7 |411 318,4 |32 037 |9
- 2877 0,7 —288 9,95 -36_ 0,041
0 304 10
ﬂ —_9
160 10
- 160 =9
0 1

En resumen

Para dividir expresiones decimales:

¢ Se elimina la coma del divisor multiplicando el dividendo y el divisor por
una potencia de diez (10; 100; 1 000...).

e Se divide como si dividendo y divisor fueran nimeros naturales.

e Se coloca una coma en el cociente cuando se vaya a bajar la primera cifra
decimal (después que se hayan dividido las unidades del dividendo) y se
continua dividiendo, si es necesario.

Ejercicio resuelto

1. Elena tiene un corte de tela de algodon de 0,75 m de ancho y
14,25 m de largo. Quiere hacer manteles individuales cuadra-
dos de lado igual a 0,75 m. ;Cuantos manteles podra hacer
con toda la tela que tiene?

Para hallar la respuesta dividimos 14,25 :0,75=1425:75=19.

Respuesta: Elena puede hacer 19 manteles.

2. Héctor quiere comprobar si le han dado en el supermercado
la cantidad de queso que ha pedido. El kilogramo tiene un
precio de $ 8,10 y le han cobrado $ 28,35. ; Cuantos kilogra-
mos de queso debe tener?
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Para hallar la respuesta dividimos:
$28,35:$8,10=2835:810 = 3,5.

Respuesta: Héctor debe tener 3,5 kg de queso.

Ejercicios del epigrafe

1.

Representa las siguientes fracciones como expresiones de-
cimales y ubicalas en el rayo numérico (figura 1.16):
3,,1.16,18

5 2'5"4

Y

1 2 3 4 5
Figura 1.16

Convierte, en cada caso, las expresiones decimales en frac-
ciones comunes. Simplifica y compara. Fundamenta tus
respuestas:

13
a) —y1,3

11

7
b) — y0,75
Vg Y

<) 25—3 y 4,25

75
d) 6,15y —
) Y35

Calcula prestando atencién al orden de las operaciones:

a) 0,18 -(8,5+ 163,48) - 10,63
b) 45,41 -5,41-(2,8 + 2,27)

Convierte las fracciones comunes en expresiones decima-
les y calcula:

a) ﬁ+ﬂ-(4,73+2,27)
2 4

b) 12,5—1-(2,3”@}
> 20
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5. Halla el cociente y comprueba:
a)54,6:1,3 b) 175:0,4 ¢) 6,936 :0,34
6. Halla el cociente completo, si es posible, en las siguientes

divisiones. Clasifica en expresiones finitas o infinitas los
cocientes obtenidos.

a) 3,46 :0,16
b) 87,96 : 5
¢)5:0,12
d) 2,877 : 4,11
7. Calcula el resultado exacto de:
17,13+4,55 25,98 +5,62 27,02-10,01
a) — - by —/—/— "~ ¢ ——
5,42 6,32 3,78

1.5 Calculo con valores aproximados

Cuando no se necesita o no se puede precisar un valor exacto
en mediciones, resultados de calculos o estimaciones, pueden
darse en su lugar valores aproximados. Por ejemplo, los siguien-
tes datos representan valores aproximados:

e Un lapiz mide cerca de 19 cm.

e Ladistancia entre La Habanay Varadero es aproximadamente
de 142 km.

e En el Estadio Candido Gonzalez estaban presentes unos
10 000 espectadores.

e Sieldividendo es 99y el divisor 5, el resultado aproximado de
la division es 20.

Supongamos que quieres estimar cuanto debes pagar por un
conjunto de productos que has decidido comprar o por los pla-
tos que seleccionaste del menu de un restaurante. Para ello, si la
suma es muy complicada, puedes hacer un calculo aproximado.

Por ejemplo, en la lista que se ofrece, se han anotado los
precios de los productos que se van a comprar en una feria agro-
pecuaria:
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Platano $ 12,50
Papa $ 8,25
Aguacate $ 6,80
Zanahoria $ 7,10
Aji $ 3,30

Para realizar un calculo aproximado, redondeas los datos y
haces un estimado mental: 13 +8 +7 + 7 + 3 = 38.
De esta manera sabes que puedes pagar con $ 40,00.

Recuerda que...

Para redondear (82 y 37) a multiplos de 10:

e Buscamos entre qué multiplos consecutivos de 10 esta el
numero dado.

80 <82<90 30<37 <40

v e Determinamos cual de esos multiplos estd mas préximo
o al numero dado y redondeamos.

X(Lu}i\\\/ 82 ~ 80 (por defecto) 37 = 40 (por exceso)

Las reglas de redondeo que ya aprendiste para los numeros
naturales se aplican también para redondear expresiones en no-
tacion decimal.

Ejercicios resueltos

1. Redondea a un lugar decimal.
a) 3,625 b) 53,18
Respuestas:

Como 6 es la cifra que corresponde al primer lugar decimal se
analiza la siguiente (en este caso 2). Como 2 < 5, se conserva el
6, es decir, se redondea por defecto y se eliminan las siguien-
tes cifras decimales: 3,625 = 3,6.

Como 1 es la cifra que corresponde al primer lugar decimal se
analiza la siguiente (en este caso 8). Como 8 > 5, se afade 1 a
la cifra que corresponde al primer lugar decimal, es decir, se
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redondea por exceso y se elimina la raya horizontal sobre las
cifras basicas que indicaba las siguientes cifras decimales:
53,18 =~ 53,2.

2. Redondea a dos lugares decimales.
a) 3,625 b) 53,18 ) 1,307692

Respuestas:

a) 3,625 ~ 3,63 b) 53,@ ~ 53,18 ¢) 1,307692 ~ 1,31
En resumen

Para redondear expresiones decimales:

e Se redondea por defecto si la cifra siguiente a la que ocupa el lugar hasta
donde se debe redondear es menor que 5.

e Se redondea por exceso si la cifra siguiente a la que ocupa el lugar hasta
donde se debe redondear es mayor o igual que 5.

Cuando se redondea, el nimero obtenido es un valor aproxi-
mado del nUmero dado. Dos importantes ejemplos en los que
se aplica el redondeo consisten en utilizarlo para:

e Dar el resultado de una division, cuando el cociente no es
finito o tiene muchos lugares decimales.

e Representar en un rayo numérico diferentes fracciones.

3. Efectua las siguientes divisiones y expresa la respuesta con dos
lugares decimales:

a) 217—37 b) 526,5: 9,9

Respuestas:

a) Al efectuar la divisién podemos comprobar que cero es la
cifra que corresponde al segundo lugar decimal; se ana-
liza entonces la siguiente. Como es 7, que es mayor que
5, se afade 1 a la cifra que corresponde al segundo lugar
decimal.
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277 13

-26 21,307
17
=13
40
-39
100
=91
9

2ﬂz21,31
13

b) Al efectuar la division podemos apreciar que 526,5 : 9,9 = 53,18.
Para dar la respuesta con dos lugares decimales, se redon-
dea por defecto, pues la tercera cifra decimal es 1, que es
menor que 5.

526,5:9,9 = 53,18 53,18 ~ 53,18

4. Representa en un rayo numérico las siguientes fracciones:
1.23.82 135

2'4"13' 17
Respuesta:

Primero se divide y redondea para obtener un valor aproxima-
do en cada caso:

0,5;5,75; 6,3; 7,94

Después se ubica cada valor aproximado en el rayo numérico
utilizando una regla graduada (figura 1.17):

05 575 63 7,94

Figura 1.17
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Ejemplo

En la siguiente tabla se expresan, en la primera columna,
algunos valores aproximados; en la segunda columna, el nu-
mero de cifras significativas que cada uno de ellos tiene, y en
la tercera, qué numeros pueden ser expresados con cada valor
aproximado.

Valor Cifras Numeros que pueden
aproximado  significativas ser expresados
con el valor aproximado
0,5 1 0,45 <x < 0,55
6,3 2 6,25 <x<6,35
0,702 3 0,7015 <x < 0,7025
0,004 1 0,0035 < x < 0,0045
0,180 3 0,1795 < x < 0,1805

En muchas ocasiones tendras que calcular con expresiones de-
cimales que no son valores exactos; en estos casos calcularas con
aproximaciones de los valores exactos y tendras en cuenta las si-
guientes reglas de calculo con valores aproximados:

e Si un valor aproximado se ha obtenido por redondeo de
un valor exacto, entonces se dice que tiene todas sus cifras
correctas.

e Son cifras significativas de una expresion decimal todas las ci-
fras basicas menos los ceros a la izquierda de la primera cifra
basica que no es cero.

e Si calculas con valores aproximados, debes expresar el resul-
tado con tantas cifras significativas como el dato que menos
cifras significativas tiene.

e Sicalculas con valores aproximados, la precision del resultado
no puede ser mayor que la de los datos.

e Al calcular con valores aproximados, los calculos intermedios
se realizan con una cifra significativa mas de las que debe te-
ner el resultado.
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.Sabias que...?

La ultima de estas reglas se emplea en el calculo manual.
Nuestros abuelos, al no disponer de calculadoras, emplea-
ban esta y otras reglas mas especificas para redondear
valores intermedios, lo que les permitia ganar tiempo y ob-
tener al final un valor aproximado con las cifras correctas
& deseadas. Con ayuda de una calculadora se ahorra mucho

,.

&= \/
! E tiempo, por tanto, es posible realizar todos los calculos con

las cifras dadas y redondear solo al final.

Ejercicios resueltos

1.

Un caminante recorre una distancia de 3,0 km en 765,6 s. ;De
cuantos metros por segundo es la velocidad del caminante en
este recorrido?

El dato correspondiente a la distancia recorrida es el que me-
nos cifras significativas tiene (dos cifras significativas).
Convertimos de kildmetros a metros y después dividimos con
el auxilio de una calculadora. El resultado en una calculadora
es 3,918495298, o en una mas precisa 3,918495297805643.
De cualquier manera, el resultado hallado no es exacto. La
respuesta hay que darla con dos cifras significativas (las que
tiene el dato con menos cifras significativas).

Respuesta: La velocidad del caminante en este recorrido es de
3,9 m/s.

Un huerto rectangular tiene aproximadamente 30,25 m de lar-
go y 23,5 m de ancho como se indica en la figura 1.18. En el
huerto hay un kiosco (K) en el que se guardan herramientas y
se venden productos. La superficie que este ocupa es aproxima-
damente la correspondiente a un cuadrado de 3,75 m de lado.
a) ¢Cual es el perimetro del huerto (incluyendo el kiosco)?
b) ¢Cual es el area de huerto no ocu-
pada por el kiosco? T

LN
™
~N
!

Figura 1.18 <« 30,25 ——
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Sabemos que, si a y b son los lados de un rectangulo, su peri-
metro es P=2(a + b).

Calculamos: P=2-(30,25m + 23,5m) = 107,50 m

Teniendo en cuenta que todos los valores dados son aproxi-
maciones, el resultado se debe expresar con 3 cifras significativas,
como el dato que menos cifras significativas tiene (23,5).

Respuesta (a): El perimetro del huerto es aproximadamente
de 108 m.

Ahora calculamos el area total y la ocupada por el kiosco.
Restar estas areas nos permitira hallar la respuesta. En este caso,
para los calculos intermedios los resultados se dan con cuatro ci-
fras significativas, una cifra mas de las tres que tiene el dato con
menos cifras significativas, que es por tanto el nimero de cifras
significativas que debe tener el resultado final:

A, = (30,25 m)(3,75 m) ~ 710,9 m?
A = (3,75 m)(3,75 m) = 14,06 m?

kiosko

710,9 m? - 14,06 m? = 696,84 m?

Respuesta (b): El area del huerto no ocupada por el quiosco es
aproximadamente de 697 m2.

iSabias que...?

En algunas tareas es necesario operar con numeros frac-
cionarios en diferentes formas de representacion. Cuando
aparecen combinadas fracciones comunes y expresiones
decimales, nos decidimos por una forma de representacion
(la indicada o la mas conveniente). Escritos todos los nu-
meros en una misma forma de representacion, se aplica el

'r. procedimiento conocido para cada caso. El empleo de una
- = . calculadora puede simplificarnos gran parte de este traba-
L’;(\ jo, pero es muy importante para el que utiliza la calculadora

h saber interpretar correctamente los resultados que obtiene.

Ejercicios resueltos
1. Calcula y comprueba los resultados con una calculadora:
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a) l+l+0,75
4 2

b) E—3—0,25
2 3

Escribir todos los niumeros fraccionarios como fracciones co-
munes; calcular y simplificar si es necesario.

Respuestas:
1T 1 3 1+2+3 6 3
a) —+—+== =—==
4 2 4 4 4 2
b) E_g_l:18—8—3_ 7

2 3 4 12 12
Escribir todos los numeros fraccionarios como expresiones
decimales y calcular. Emplear valores aproximados si es nece-
sario.
Respuestas:
a) 0,25+0,5+0,75=1,5
b) 1,5-0,667 - 0,25 ~ 0,58
En algunos calculos donde aparecen combinadas fracciones
comunes y expresiones decimales no es necesario hacer con-
versiones de una forma a otra para alcanzar los resultados.
) . : . 1
. ¢En cuanto es la diferencia de los niUmeros 3,75 y — menor que
su suma? 2
Podrias obtener la respuesta por razonamiento légico, pero
también planteando los calculos:
1 1 1 1T 1 1
3,75+=|-|3,75—= |=3,75+=-3,75+=—=—+==1
2 2 2 2 2 2
Respuesta: En 1 es la diferencia de estos nUmeros menor que
suU suma.
. Eduardo regresa del huerto a su casa con naranjas. Se detiene
en casa de su hermano y le deja un cuarto de las naranjas que
trae, después deja a su vecino un tercio de las que le queda-

ban y llega a su casa con 36. ;Con cuantas naranjas sali6 del
huerto?
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En este problema conoces las naranjas que tiene al final y las

partes que ha ido dejando en el camino. No conoces las naranjas
gue ha tenido al inicio. En estos casos, una técnica que se puede
emplear es la de trabajo hacia atras:

iCuantas naranjas tiene al final? Respuesta: 36
¢ Qué parte es de las que tenia al llegar a casa del vecino?

Respuesta: 3 (porque dejé 3 al vecino)

. ] . .2
¢Cuantas tenia al llegar a casa del vecino? Respuesta: 54 (si 3

es 36, % es 18)

¢ Qué parte es de las que tenia al llegar a casa del hermano?
1
Respuesta: % (porque dejé 2 al hermano)

iCuantas tenia al llegar a casa del hermano? Respuesta: 72

3

(si: = es 54, 1 es 18)
4 4
Respuesta: Eduardo salié del huerto con 72 naranjas.
Comprobacién:
Comprobamos en el enunciado del problema: Regresa del

huerto a su casa con 72 naranjas. Se detiene en casa de su herma-
no, le deja 18 y le quedan 54. Después deja a su vecino un tercio
de las 54 que le quedaban, es decir, 18. Llega a su casa con 36.

Ejercicios del epigrafe

1.
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Redondea las siguientes expresiones decimales a tres luga-

res, dos lugares y un lugar después de la coma:

a) 0,8156 b)093 ) 3,7689  d)2,590 e) 1,972
f) 1,4599

¢Cuantas cifras significativas tienen los siguientes nime-

ros?

a) 48 b)36,5 ¢)0,005 d)o0,05 e)3,500 f)0,095

9) 4.5

Expresa en notacion decimal con dos y con tres cifras sig-
nificativas correctas:
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1 7 15 12 5 1
- b = d) = 22 f) 34—
A7 bPg 95 o 9% )33

4, Representa en un rayo numérico las fracciones de los inci-
sos a), ¢), e) y f) del ejercicio anterior.

5. Calcula la suma y la diferencia de los siguientes valores
aproximados:

a) 13,75 km + 135,2 km + 0,455 km + 1,856 km
b) 3,48 + 1,50 + 6,586 + 4,56
c) 365,965 - 106,348
d) 454,25 - 80,85
6. A continuacion, los datos que no son expresiones periddi-
cas son valores aproximados. Calcula con la ayuda de una

calculadora, pero expresa el resultado con las cifras que
corresponden en cada caso.

a) (6,405 + 17,8 + 0,70) - 2,5
b) (26,986 — 14,76) : 30

c) 0,435-0,3 + 0,648 - 8,9
d) 15,2-1,48 - 5,36

e) (3,288:4,11): 2

f) 5,28:(4,3+7,8)

1.6 Ejercicios del capitulo

1. Realiza los calculos necesarios para completar la siguiente
tabla:

X y X+y x-y y+x y-x x-y x(x+y) x:y

4 2,6
5
5
5,6 —
2
1
5- 4,5
4
3
— 0
2
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Lee los siguientes numeros. Escribelos primero como nu-
meros romanos y después como sumas de potencias de
diez.

a) 53497 b) 409 118 c) 122 400 c) 4 030 607

Escribe el menor numero natural de cinco lugares que
puede representarse con las cifras basicas: 5; 6; 0; 1y 9.
¢Cual es el mayor niumero natural de cinco lugares que
puede representarse con estas mismas cifras?

Calcula la suma y la diferencia entre el mayor y el menor
numero de cinco cifras.

Un ndmero y su sucesor suman 51. ;Cuales son estos nu-
meros?

Juanita tiene 3 sayas y 4 blusas diferentes. ; Cudntas com-
binaciones puede hacer con ellas?

La suma de tres numeros naturales a, b y c (diferentes de
cero) es igual a 10. ;Cudles pueden ser estos numeros?
(Atencion: hay varias posibilidades).

¢Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas?
Fundamenta tu respuesta.

a) Existe un nimero natural x, tal que x - 0 = 0.
b) Existe un niumero natural y, tal que 0 - y = 1.
¢) Existe un nUmero natural z, tal que z- 1 =0.

Determina cuales de las siguientes proposiciones son ver-
daderas:

a) 24 es divisible por 6.

b) 7 divide a 50.

¢) Para todos los nUmeros naturales a y b diferentes de
cerose cumplea:b=>b:a.

d) Existe un numero natural x para el cual se cumple x
divide a 17.

e) La suma de tres numeros naturales consecutivos cual-
quiera es siempre impar.
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CAPITULO 1

¢A cudntos numeros fraccionarios diferentes pertenecen
las siguientes fracciones? Denomina cada uno de los nu-
meros mediante la fraccién irreducible correspondiente.

20 3 20 8 12 80

¢Qué parte de las 24 h del dia son las 8 h que le dedica un
obrero a su trabajo?

Entre la casa de Luis y la de Samuel hay 2 360 m. Seleccio-
na y marca el dato de magnitud que expresa esa misma
distancia en dos unidades:

a)_ 2km36m b) 236 km ¢)__ 23km 60 m
d_2km360m
De un paquete con 40 caramelos, me comi la mitad el lu-

1 .
nesy = del resto el martes. ; Cuantos caramelos me quedan
aun?

Calcula en cada uno de los siguientes casos:

a) Lazaro tiene coleccionados en un album un total de
3 , . ,
250 sellos. = de estos son de un pais extranjero. ; Cuan-

tos sellos son cubanos?
b) Alina esta leyendo un libro de 120 paginas. Hasta el

momento ha podido leer 3 del libro. ; Cuantas paginas

no ha podido leer todavia?

Jean de La Fontaine, escritor francés cuyas fabulas se dis-
tinguen por su agilidad e ingenio narrativo, escribi6 el
siguiente relato: “Vamos a repartir este cordero, dijo el
leén, dirigiéndose al mono y al zorro. Puesto que somos
tres, me toca en primer lugar un tercio: es justo. Seguida-
mente, como rey de los animales, me corresponde como
tributo, ademas, la mitad. Finalmente, me corresponde
también la sexta parte porque asi lo quiero. El resto lo
reparten entre ustedes”.

a) ¢Qué parte total del cordero considera el leén que le
corresponde?
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iCuanto quedara del cordero para repartir entre el
mono y el zorro?

Traza en papel cuadriculado un cuadrado grande que con-
tenga 8 - 8 cuadriculas. Divide el cuadrado grande en 4
cuadrados iguales. Colorea de estos 4 cuadrados, 2 de azul
y uno de rojo. Responde las siguientes preguntas:

a)
b)

o)

En

¢ Qué parte del cuadrado grande ha sido coloreada?
Considerando solo la zona coloreada, ;qué fraccion
has pintado de rojo?

¢Qué fraccion de la zona coloreada has pintado de
azul?

un tablero de ajedrez, con todas sus piezas colocadas

en su lugar para iniciar una partida, si consideramos sus 64
casillas:

a)
b)

o)

¢Cuantas casillas son blancas y qué parte del tablero
representan?

¢ Cuantas casillas estan ocupadas por peones y qué par-
te del tablero representan?

¢Cuantas casillas estan ocupadas por caballos y qué
parte del tablero representan?

¢ Qué parte es 25 de 60? ;Qué parte es 85 de 50?

He gastado las tres cuartas partes de mi dinero y me que-
dan 90 pesos.

¢ Cuanto dinero tenia?
¢ Qué fraccion:

a)
b)
c)
d)

de un ano es un semestre?
de una hora son 45 min?

de un lustro es un trimestre?
de un minuto son 13 s?

Un tercio de los educandos de un aula esta leyendo y dos
quintos estan dibujando. Los demas educandos de la clase
juegan en el patio.

a)

iQué parte de los educandos estan ocupados en el
aula?
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b) ¢{Qué parte juega en el patio?
c) Si la clase tiene 30 educandos, ;jcuantos se dedican a
cada actividad?

Un tabléon de 31 dm se cepill6 2 > a 32 dm. ;Cuanto se le
rebajo? 8

¢Cuando tiene una piscina mayor cantidad de agua, cuan-
3 3 3
do esta llena hasta sus c partes o cuando esta llena hasta

susE?
7

Un atleta que se prepara para una competencia hace el
. . . . 1

primer dia el siguiente entrenamiento: corre 5— km, nada

5 .. . s

5 km y recorre en bicicleta 2,25 km. ; Cuantos kildmetros

recorrio el atleta en el entrenamiento ese dia?

Determina cudles de las siguientes proposiciones son fal-
sas. Fundamenta cada caso con un ejemplo.

a) De varias fracciones comunes que tengan igual deno-
minador, es mayor la que tenga mayor numerador.

b) De varias fracciones comunes que tengan igual nume-
rador, es mayor la que tenga mayor denominador.

¢) Si del numerador y el denominador de una fraccién
propia se sustrae el mismo numero natural, la fracciéon
gue resulta es menor que la primera.

d) Si al numerador y al denominador de una fraccién
impropia se adiciona el mismo namero natural, la frac-
cion que resulta es mayor que la primera.

e) Sidel numeradory el denominador de una fraccién im-
propia se sustrae el mismo numero natural, la fracciéon
gue resulta es mayor que la primera.

De los 120 lapices que habia en el armario, la maestra co-
gié 60 para repartirlos a los educandos de sexto grado,
pero solo estaban presentes 45 educandos.

a) ¢Qué parte del total de lapices pensaba repartir?
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b) ;Qué parte de los que pensaba repartir pudo entre-
gar?

¢) ¢Qué parte del total de lapices pudo entregar?

Un arabe dejé como herencia a sus tres hijos 17 camellos
para repartir asi: la mitad al primero, la tercera parte al
segundo y la novena al tercero. Como a los herederos les
resultd dificil tal reparto, decidieron dirigirse a un juez.
Este se hizo prestar, recurriendo a un amigo, un camelloy
ejecutd entonces el reparto dispuesto por el arabe, pero
sobre los 18 camellos que tuvo entonces a su disposicion.

Asi, entreg6 la mitad, es decir, 9 camellos al primer
heredero; la tercera parte, o sea, 6 al sequndo; la novena
parte, serian 2, al tercero. En total, 9+ 6 +2 = 17.

El camello sobrante (18 — 17 = 1) lo devolvié al amigo.
Cada hijo recibié de esta manera mas de lo establecido en
el testamento y el amigo no perdié su camello.

iExplica este aparentemente paraddjico reparto!

. 5 , .
Han transcurrido = de una hora. ;Cudntos minutos faltan
para completar la'hora?

La rueda de una bicicleta da 28 vueltas en medio minuto.
A esa misma velocidad, ;cuantas vueltas dara en un mi-
nuto?

Determina, a partir de las fracciones % y; :

a) El minimo comun multiplo de sus denominadores.

b) Tres parejas de fracciones diferentes que representen
los mismos numeros fraccionarios.

¢) El mayor de los dos niumeros fraccionarios representa-
dos por estas fracciones.

. - . 3
¢ Cual es la fraccién que al multiplicarla por c da como re-
4
sultado =?

Estoy pensando en dos fracciones. La suma de las dos esta
entreOy 1.



CAPITULO 1

a) ¢Qué se puede decir de esas fracciones con respec‘%o al?
b) ¢Tienen que ser las dos fracciones menores que — ?
¢) Siuna es mayor que S5 icoémo es la otra?

d) ¢Tiene que estar también entre 0 y 1 el producto de
estas dos fracciones?

. 1 .
33. De las 180 ha de una granja, se dedica — a la siembra de
2 . 3 , 1 :
cana, 15 a citricos, 0 a viandas, c a hortalizas y el resto a
la cria de animales. ; Cuantas hectareas se dedican a la cria
de animales?

34. En una nave de una granja avicola hay 300 pollitos de los
cuales 180 tienen menos de una semana de nacidos. ;Qué
parte del total de pollitos tiene mas de una semana?

35. La matricula de este aino en una institucion educativa del
municipio Centro Habana es de 246 educandos. Dice la di-

rectora que se ha sobrepasado en 1 la matricula del afo
pasado. Esto equivale a decir que la de este afo represen-
ta 6 de la del aino anterior. ; Cuantos educandos tenia la
escuela el afo pasado?

36. Enelrayo numérico (figura 1.19) se ha dividido el segmen-
to AB en 12 partes iguales.

Figura 1.19
SiA=0yB=1:
a) Localiza en el segmento AB los puntos correspondien-
tes a los nUmeros fraccionarios representados por:
1 111213110250305060753225
12'6'4'3'12'2"3"12 6646

b) ¢A cuantos numeros fraccionarios diferentes (sin in-
cluir el 0y el 1) se ha referido el inciso anterior?
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Comprueba que la divisién de fracciones no cumple la pro-

piedad conmutativa. Utiliza para ello como ejemplo las

. 2 3
fracciones < y =.

1.1

Divide la suma de las fracciones E' §

ducto.

y — por su pro-

I

-bl—‘
Ul —

Presta atencion al orden de las operaciones y calcula:

1 1 1 2 3 4 5 9 4 2 1
(6D T ot
2 3)\4 5 3 4 5 6 4 9 3 2
§1,1.1,1 42,34.5 o9 43 2
2 345 3 45 6 4 9 2 3

Calcula y simplifica tanto como sea posible:

3 1 7 1 7 3) 8 1
"(z 5) ’—(z 5) O[Z_Ej'ﬁ D

15 4.1 5 (4 1 3\ (, 4
e)(%_ﬁj 3 ﬂﬁ’(% 10) 9)(3 4)( 8)

4 8 12 8) 3 7 4) 14

En una receta de sopa de tomate para 2 raciones se re-
, - : : 1

comienda utilizar, entre otros ingredientes, 1 — tazas de

1 ) : 1

leche, 5 taza de puré de tomate, 1 cucharadita de saly g

cucharadita de pimienta. ;Qué cantidad de estos ingre-
dientes se necesita para preparar 8 raciones?

Si dividimos — entre otra fraccién, el cociente es % ¢Cual
es el divisor?

El cociente de dos fracciones es 2 y el dividendo es E
i Cual es el divisor? 3 15

Calcula:
7
a)7—i—2E b)5§+1 (E—31j ) 8+2 —+i
20 4 4 5 \ 4 2 20 20
97:3
d)
13 :ﬁ
7



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

CAPITULO 1

La maestra no estuvo conforme con el procedimiento se-

guido por Rosita para encontrar el producto de 1 pori.
Rosita escribio: 6 11

13 1118 198 99 33 11 1

6 11 66 66 4356 2178 726 242 22

1 )
= 52 la respuesta correcta? ;Por qué no estuvo confor-
me la maestra?

Pensé una expresion decimal. La multipliqué por 3. Al pro-
ducto le resté 0,8 y después adicioné 0,3 a la diferencia.
Obtuve 1.

a) ;En qué expresion decimal pensé?
b) ¢ A qué fraccién comun equivale?
Yean esta ahorrando para comprarse un puléver que le
cuesta $ 25,00. Ya tiene ahorrado $ 12,80. Su abuela le da

$ 1,75 a la semana y su tia $ 1,30. ; Cuantas semanas nece-
sitara para reunir lo que le falta?

a) 2semanas b) __ 4semanas «¢) 1 semana

d) 3 semanas

Halla todas las expresiones decimales que se encuentran
entre los dos nimeros dados y tienen el mismo nimero de
lugares decimales que ellos:

a) 3,02y 3,10 b) 200,8 y 201,0 ¢) 0,997 y 1,001

Escribe las expresiones decimales de: E; i; 1; Z; E;1 1;
1 4 4 25 3 96 7
1115

Convierte en fracciones comunes y simplifica:
a) 0,125 b)0,25 ¢) 0,5 d)0,75 e)1,6 f)2,02 g)27,5

En botellas de 0,35 L se quieren envasar 88 L de puré de
tomate. ;Cuantas botellas se necesitan? ;Quedara algun
puré de tomate sin envasar?
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La bibliotecaria de la institucion educativa esta haciendo
un tarjetero nuevo y tiene franjas de cartulina que miden
82,5 cm de largo. Ella quiere hacer tarjetas que tengan el
mismo ancho de las franjas y 7,5 cm de largo. ¢Cuantas
tarjetas podra obtener de cada franja?

¢Cuantas piezas de 15,2 pulgadas de largo pueden sacarse
de un liston de madera que mide 1 216 pulgadas, si el an-
choy el alto de las piezas son los mismos del liston?

Por $ 4,80 se compran un cinto y su hebilla. El cinto vale
$ 4,00 mas que la hebilla. ;Cuanto vale cada objeto por
separado?

Alejandro esta ahorrando para comprar un teléfono celu-
lar que cuesta $ 25,00. Ya tiene ahorrado $ 15,85. Su papa
leda $ 1,75 a la semanay su mama $ 1,30 cada domingo.
Si ahorra todo lo que recibe cada semana, ;cuantas sema-
nas necesitara para reunir lo que falta?

La familia Valdés esta planificando pintar el techo de los
dos cuartos de su casa. Uno de los cuartos mide 4,45 m
de largo y 4 m de ancho, el otro 4,2 m de largoy 3,8 m de
ancho. Una lata de la pintura que desean comprar alcanza
para pintar entre 7 m? y 8 m2. ;Cuantas latas deben com-
prar? Fundamenta tu respuesta.

Calcula el volumen y el area total de un cubo que tiene
8,3 cm de arista.

Calcula el volumen de un ortoedro si se conoce que su
largo es igual a 17,5 cm, su ancho es igual a la mitad de su
largo y su alto es igual a la mitad de su ancho.

Siete docenas de botones cuestan $ 8,40. ; Cuanto cuesta
un botén?

Utiliza paréntesis para plantear y realizar los siguientes
calculos:

a) Adiciona a 0,75 la diferencia de ; y g
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b) Sustrae 2,5 de la diferencia de los nUmeros % y 3%-

¢) Reduce en 2,8 la suma de 3% y 5% .

Calcula:

2)2918-918: +  b)+:012(1,01- -
2 3 20

c) 76 543 -(2—0,22—0,231
20

De un rollo que contiene 27,5 m de cable para antena de
televisién, un cliente compra la mitad, otro 4,2 my un ter-
cero 3,45 m. ;Qué cantidad de cable quedara en el rollo?

. . 11
¢En cuanto es la suma de los nUmeros 2,5 y — mayor que
su diferencia? 8

Realiza las siguientes tareas teniendo en cuenta las reglas
del calculo con valores aproximados:

a) Mide el largo y el ancho de tu mesa de trabajo. Calcula
el area de su superficie.
b) Estima el largo de tu aula, su anchoy el area que ocupa.

Determina la edad promedio de un equipo de baloncesto
en el que tres jugadores tienen 21 anos, cuatro jugadores
22, dos tienen 23, un jugador 24 y otro 25.

Un vendedor despacha por la mafiana las 3 partes de las
papas que tenia. Por la tarde vende 4 de las que le queda-
ban. Si al terminar el dia aun le quedan 100 kg de papas,
icuantos kilogramos tenia?

Calcula, ten en cuenta el orden operacional:
a) 625:5°.(0,3+0,8) —%

b) 96- 729: 32—(E—Zj
21 12 \/_2 5
L L I

<) 12{2)

3 1
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Un camién cubre la distancia entre dos ciudades en tres
: 3
horas. En la primera hora hace = del trayecto, en la se-
2
gunda los 3 de lo que le queda y en la tercera los 80 km
restantes. ;Cual es la distancia total recorrida?
Un ciclista recorre tres etapas: en la primera hace la terce-

ra parte del recorrido total, en la segunda 33,2 kmy en la
tercera 31,42 km. ;Cual fue el recorrido total?

Si de una soga de 30 m de longitud se cortan tres partes
. 1 , . .

iguales de 2— m cada una, {qué longitud tiene la soga res-
tante?

Nueve ejemplares de un libro cuestan $ 11,00 y pico;
13 ejemplares del mismo libro cuestan $ 15,00 vy
pico. ;Cuanto cuesta un libro?



CAPITULO 2

Ecuaciones

Algo de historia

El idioma del trabajo con variables son las ecuaciones. Mu-
chos son los problemas que se resuelven mediante el planteo
de una ecuacién. Acerca de esto, la historia ha conservado
un ejercicio sobre el célebre matematico de la antigiedad
Diofanto de Alejandria, que figura en una dedicatoria en
su tumba y que brinda informaciones interesantes acerca
de su vida. A continuacion, reproducimos esa inscripcién en
el lenguaje de la época y lo traducimos al idioma de las
variables.

"iCaminante! Aqui fueron sepultados los restos de Diofan-
to, y los nimeros pueden mostrar joh, milagro! cuan larga
fue su vida (x), cuya sexta parte % constituy6 su hermosa
infancia. Habia transcurrido, ademas, una duodécima parte

(ij de su vida cuando de vellos cubriése su barbilla, y la
1

4 . . X L
septima parte de su existencia | — | transcurrié en un ma-

trimonio estéril. Pasé un quinquenio (5) y lo hizo dichoso
el nacimiento de su precioso primogénito que entrego su
cuerpo, su hermosa existencia a la tierra, que duré tan solo

X
la mitad | — | de la de su padre, y con profunda pena des-
cendié a la sepultura, habiendo sobrevivido cuatro aios (4)

al deceso de su hijo".
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MATEMATICA

2.1 Procedimientos de resolucion
de ecuaciones

Un boticario tiene una balanza. Quiere saber cuantos gramos
tienen unas pesas pequefas. Para equilibrar los platillos, coloca
en uno de ellos 3 pesas pequenas, todas iguales, cuyo gramaje no
conoce, y en el otro una pesa de 12 gramos. ;Cudl es el nUumero
de gramos que tiene una de las pesas pequenas?

Con ayuda de una igualdad se puede resolver este problema.
En la igualdad debe haber una incégnita que son los gramos que
tiene cada pesa pequefia. Si llamamos x a esta incdgnita, tene-
mos la ecuacion 3x = 12.

Si tres pesas pequefas e iguales juntas tienen 12 gramos,
icuantos gramos tiene una sola de ellas?

Mas simple: ;Qué numero multiplicado por 3 da como resul-
tado 12? El nimero es 4. La respuesta completa al problema es:
Cada una de las pesas pequenas tiene 4 gramos.

Definicion 2.1
Se denomina ecuacién a toda igualdad en la que aparece al menos una

variable.

Ejemplos
a)2x=17 b)3x+1=13 <) x-
e) 2(x +3) = 18 f)%: 3

d) 2,5x - 3,6 = 0,5x

Ul w
v N

Las ecuaciones, segun su posicion con respecto al signo de
relacién (=), estan formadas por el miembro izquierdo (Ml) y el
miembro derecho (MD) respectivamente.

Ejemplo

En la ecuacion:

2,5x-3,6 _ 0,5X; MI: 2,5x — 3,6 y MD: 0,5x
Ml D
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CAPITULO 2

Observa la composicion del Ml de la ecuacién del ejemplo. Se

trata de una diferencia donde el minuendo es 2,5x y contiene la
variable x, el sustraendo es 3,6 y no contiene la variable x. El MD
de la ecuacién analizada es 0,5x.

A Saber mas

(

J

Las proposiciones son afirmaciones verdaderas o falsas.
Las igualdades que no contienen variables son proposi-
ciones.

Ejemplos

1.

8 es un numero par, ;es una proposicion verdadera o falsa?
Un numero es par si es divisible por 2, es una proposicién ver-
dadera; como 8 es divisible por 2, entonces, "8 es un niumero
par" también es una proposicién verdadera.

3-4+1=13, ;es una proposicién verdadera o falsa?
Si realizas correctamente los calculos indicados en el miembro
izquierdo de la igualdad, obtienes la igualdad 13 = 13, por
tanto, "3 -4 + 1= 13" es una proposicion verdadera.

3-g+1 =15, ;es una proposicién verdadera o falsa?

Si realizas correctamente los calculos indicados en el miembro

. . . . . 2

izquierdo de la igualdad, obtienes la desigualdad 3 = #15, por
4 L >

tanto, 3-§+1 =15 es una proposicion falsa.

iSera cierto que una ecuacién no es una proposicion? Analiza

los casos siguientes:

a)

b)

2x = 7, ies una proposicién verdadera o es una proposicién
falsa?

2x + 3 = 10, jes una proposicién verdadera o es una proposi-
cion falsa?

La presencia de variables en una ecuacién impide el calculo del

valor al menos en uno de sus miembros. Por tanto, no es posible
decidir si se cumple o no la igualdad que plantean. Pero si se
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sustituyen las variables por valores numéricos conocidos, la ecua-
cion se convierte en una proposicion que es verdadera o falsa.
Por eso es importante, antes de resolver una ecuacién, conocer
por qué valores se pueden sustituir sus variables.

Definicion 2.2

Se conoce como dominio de la variable de una ecuacién al conjunto de
valores que se usa para sustituir a la variable en la ecuacién.

El dominio de la variable se indica generalmente a continua-
cion de esta, como se muestra en los ejemplos.

Ejemplos
63
a) 9b=?(be(@+)
b) 2x+3=10(x eN)
o) 2:8(XGN;X;«r&0)
X

El dominio de la variable puede establecerse de manera con-
venida. Cuando no se especifica, se toma el conjunto numérico
mas amplio de los conocidos en el grado.

Para la ecuacion 9b = %(b €Q,;b<4) se establece como do-

minio de la variable al conjunto de los nUmeros fraccionarios
menores o iguales que 4.

Para una ecuacién como 7 — x = 3, el dominio de la variable
gueda automaticamente restringido a los nUmeros fracciona-
rios que son menores o iguales que 7. Observa que la variable
es el sustraendo en la diferencia 7 — x, y la sustraccién tiene
restricciones cuando se realiza con nimeros naturales o con
fraccionarios.

Cuando sustituimos las variables por valores numéricos en una
ecuacion, tenemos:

e Una proposicién verdadera si se satisface la igualdad.
e Una proposicién falsa si no satisface la igualdad.
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Ejemplo
Los numeros 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7... son valores del dominio de la
variable que no satisfacen la ecuacién 3x + 2 = 14 (x € N). Solo el
valor x = 4 transforma la ecuacién en una proposicién verdadera:
3-0+ 2 =14 (falso)
-1+ 2 =14 (falso)
-2 + 2 =14 (falso)
-3 + 2 =14 (falso)
-4 + 2 =14 (verdadero)
-5+ 2 =14 (falso)
-6 + 2 = 14 (falso)
3.7+ 2=14 (falso)

w wwwww

Definicion 2.3

Se llama solucion de una ecuacién al valor del dominio de la variable que
satisface (que transforma en proposicion verdadera) a la ecuacion.

Ejemplos
7 ., ., 63
a) 5 es solucion de la ecuacién porque 9b = ?(b €Q,) porque

7 63 . 7 : :
9. sy es una proposicion verdadera 'y 5 es fraccionario.

b) 4 es soluciéon de la ecuaciéon 3x + 2 = 14 (x e N) pues 4 satisface
la ecuacién, y es un nimero natural.

Entre las ecuaciones que se resuelven en este grado, encontra-
ras algunas que no tienen solucioén, otras que tienen una solucién
Unica y otras con infinitas soluciones.

Ejemplos

a) 2x =0 (x e N); solo se satisface parax=0 (2 - 0=0).
b) y-y =5 (yeN); ningln valor del dominio de la variable y satis-

face la ecuacién, pues 0 - y = 0 para cualquier valor de y (todo
numero multiplicado por cero es igual a cero).
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0,2x= %x, (x € Q,); cualquier valor del dominio de la varia-

ble satisface la ecuacion: 0 - x = 0 se cumple para cualquiera
que sea el valor de x.

Definicion 2.4

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién se denomina conjunto
solucion.

Cuando la ecuacion o la inecuacion no tiene solucién se dice que el conjun-
to solucion es nulo o vacio (D).

Ejemplos

a)

b)

o)

d)

Para la ecuacién 9b =

. 7
escribe S={—¢-

2

Para la ecuacién 3x + 2 = 14 (x € N) el conjunto solucion se es-
cribe S = {4}, 1
Para la ecuacion 0,2 x = — x, (xeQ,) el conjunto solucién
se escribe S =Q, (En este inciso el conjunto solucion se satis-
face para cualquier valor del dominio de la variable).

Para la ecuacién y—y =5 (yeN) el conjunto solucién se escribe
S=0

%(be@) el conjunto solucién se

Definicion 2.5

A una desigualdad en la que aparece al menos una variable se le denomi-
na inecuacion.

Las definiciones de dominio de la variable, soluciéon y conjunto soluciéon
dadas para las ecuaciones se ajustan a las inecuaciones cuyo dominio son
numeros fraccionarios. Los procedimientos de solucién también guardan
estrecha relacién.

iSabias que...?

V Para hallar los valores que satisfacen una ecuacién o una

r, : inecuacion es necesario resolver la ecuacion o la inecuacion,

=0 es decir, encontrar sus soluciones. Para ello existen varios

l procedimientos: simple inspecciéon, ensayo error, reflexio-
nes logicas y las transformaciones equivalentes.




CAPITULO 2

Simple inspeccion: se emplea en casos de ecuaciones e inecua-
ciones tan sencillas como x = 5; x + 1 = 6 0 x < 3, con las que
llegamos a las soluciones y al conjunto solucién casi de manera
inmediata.

Ensayo error: se emplea cuando el que resuelve la ecuacion tie-
ne una idea aproximada de los valores que satisfacen la ecuacion
y realiza sustituciones de la variable por los valores numéricos
estimados.

Reflexiones Idgicas: se emplean en el caso de una ecuaciéon o
una inecuacion en la que, sin llegar a ser del todo compleja, se
puede hallar la solucién casi de manera inmediata al aplicar los
conocimientos acerca de la numeracion y el calculo. Son muy va-
riadas las formas y, por lo general, dos personas no proceden de
igual manera ante la misma situacion. Por ejemplo:

4 9. ¢{Por qué numero dividimos 45 y se obtiene 9 como

cociente?
' * ¢Sabias que...?
N q q q q g g
!XE Dos ecuaciones (inecuaciones) son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucién.
.

Ejemplos

a) Las ecuaciones x + 3 =5y 3 + x = 5 son equivalentes porque
tienen el mismo conjunto solucién: S = {2}. Observa que, si en
la primera los sumandos del miembro izquierdo se intercam-
bian, como resultado se obtiene la sequnda ecuacion; esta es
una transformacién equivalente, pues no produce cambios al
conjunto solucion.

b) Las inecuaciones x + 3 <5y x <2 son equivalentes porque tie-
nen el mismo conjunto soluciéon para xe N, S = {0; 1}. Observa
que si restas 3 de cada miembro de la primera inecuacion, se
obtiene la segunda.
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Transformaciones equivalentes. Son aquellas que:

e Se realizan en un mismo miembro:
— Eliminar signos de agrupacion
— Aplicar propiedades de las operaciones
— Realizar los calculos posibles

e Se realizan en ambos miembros a la vez:

— Adicionar o sustraer el mismo término

— Multiplicar o dividir por el mismo nimero fraccionario
(distinto de cero)

— Intercambiar los miembros (en una inecuacion ademas se
cambia el sentido del signo)

La aplicacién sucesiva de transformaciones equivalentes a una
ecuacion o inecuacién se hace con el objetivo de transformarla
en otra mucho mas simple que facilite la busqueda de soluciones.

Ejemplo

10+x=3(x+2)-x; (xeN)

Se aplica la ley distributiva de la multiplicacién con respec-
to a la adicién en el miembro derecho y se obtiene la ecuacién
100+x=3-x+3-2-x.

Se realizan los calculos resultantes en el miembro derecho de
esta ecuacion y se obtiene 10 + x =3x + 6 — x.

Se aplica la ley conmutativa en el miembro derecho de esta
ultima ecuacion y se obtiene la ecuacion 10 + x = 6 + 3x — x.

Se calcula la diferencia 3x — x en el miembro derecho de la
ecuaciéon y se obtiene 10 + x = 6 + 2x.

ilmportante! La diferencia de 3x — x se calcula de manera
similar a cuando se determina la diferencia entre 3 naranjas y
1 naranja, o sea, calculando 3 -1 = 2.

Se resta x a ambos miembros de la ecuaciéon y se obtiene
100+Xx-x=6+2x—-x.

Se calcula en ambos miembros de la ecuacion y se obtiene
10 =6 + x.

72



CAPITULO 2

En esta ultima ecuacion se pueden intercambiar sus miem-
bros, obteniéndose la ecuacion 6 + x = 10.

De aqui se puede inferir la solucién y el conjunto solucién
de la ecuacién, pero también se puede obtener otra mas simple
restando 6 de cada miembro de la ecuacidon y calculando:
6-6+x=10-6, por tanto, x = 4.

Muchas de las ecuaciones e inecuaciones que debes resolver
en este grado se reducen a una de las formasax=b o a._ b,y de
las correspondientes inecuaciones. X

Para resolver una ecuacion de la forma ax = b (a = 0):

1. Dividimos ambos miembros de la ecuaciéon por a. Resultado:
x=b:a| x=— |esla unica solucién posible de esta ecuacion.

2. Verificamos que este resultado pertenece al dominio definido
para x.
3. Comprobamos y damos la respuesta.

Observa que se ha exigido a # 0. Cuando a = 0, la ecuacién no
tiene solucién. Por ejemplo: 0 - x = 5 no tiene solucion, pues no
hay ningun numero que multiplicado por cero sea igual a 5.

Ejercicio resuelto

¢Qué numeros naturales satisfacen las ecuaciones siguientes?

a)5-x=19 b)y-izg Q)3t-4=8+1t
Respuestas:
a) 5-x=19]:5
19
X=—
5

Como la posible solucién no es un niumero natural, la respues-
taes:S=0
Nota: Si nos hubieran pedido hallar los niumeros fraccionarios
: . . . 19
que satisfacen la ecuacion, la respuesta hubiera sido S = 1?J .
b) y . E = E' E
4 24
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3.3_3.3

4 4 2 4
Dividir entre % es multiplicar porg

Hlw
Il
N | W

Simplificando: y = 2. Como 2 es un niUmero natural y 2 -
la respuesta es S = {2}.

3t-4=8+t
3t-t=8+4
2t=12]:2
t=12:2
t=6

Comprobacién:
MI:3-6-4=18-4=14
MD:8 +6=14
Comparando: Ml = MD

Respuesta: S = {6}

Lo primero en este caso es agrupar en un miembro los tér-

minos con variables y en el otro miembro los términos que no
tienen variables.

Recuerda que...

e Al pasar un término de un miembro a otro, si esta su-
mando pasa restando y viceversa, si esta restando pasa
sumando. Se simplifica la ecuacién realizando las opera-

v ciones posibles.
”"-’\~ e Al despejar la variable su coeficiente pasa dividiendo al
X( U\\E\\\/ otro miembro.
a

Después se procede como en los ejemplos anteriores. Se com-

prueba que la posible solucién esté en el dominio de la variable
(6 es un nimero natural), se comprueba en la ecuaciéon original y
se da la respuesta correspondiente:

- a
Para resolver una ecuacion de la forma—=b (a=0,b =0):
X
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1. Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por x (x = 0).
Resultado:a =b - x
2. Dividimos ambos miembros de esta ecuacién por b.

Resultado: x =a: b [x = %)

3. Verificamos que este resultado no es cero y que pertenece al
dominio definido para x.
4. Comprobamosy damos la respuesta.

Recuerda que...

Para resolver una ecuacion o una inecuacion:

1. Se eliminan los signos de agrupacion y se realizan las
operaciones posibles en ambos miembros de la ecuacién
o la inecuacioén.

2. Se agrupan los términos con variables en un miembro y
los que no contienen variables en el otro miembro.

3. Se dividen ambos miembros entre el coeficiente de la va-

riable.
v,

“

. Se comprueba en la ecuacién original.

\  _
XLUE\\\/. 5. Se determina y escribe el conjunto solucién.

Ejercicio resuelto
Resuelve la ecuacion 4(x + 2) + 3 =2x+ 13 para xe N.

Idx+8+3=2x+ 13
4x + 11 = 2x + 13 (restar 11 en cada miembro)
Ax+11-11=2x+ 13- 11
4x = 2x + 2 (restar 2x en cada miembro)
A — 2X = 2X — 2Xx + 2
2x = 2 (dividir entre 2)
x=1
Comprobacién:
Ml: 4(x+2)+3;4(1+2)+3=4-3+3=12+3=15
MD:2x+13;2-1+13=2+13=15
Ml = MD
Como 1eN, S ={1}
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Existen otros tipos de ecuaciones que puedes resolver aplican-
do reflexiones légicas, en ese caso se encuentran:

a) x* =9 se resuelve buscando qué numero elevado al cuadrado
esigual a 9, o sea hallando /9 . Si x2 = 9, entonces x = /9 = 3.

b) ¥x = 2 se resuelve buscando de qué numero es 2 su raiz cubi-
ca, 0 sea, cuanto es 23. Entonces x = 23 = 8.

¢) 4*=16 se resuelve buscando las veces que hay que multiplicar
4 por si mismo para obtener 16. Como 4 -4 =16, x = 2.

En algunos textos aparece la transposicion de términos como
via para resolver ecuaciones e inecuaciones. La transposicion
de términos o despeje de la variable puede verse como una
simplificacion que, en la practica, se hace con el método de las
transformaciones equivalentes. Observa como se procede al re-
solver una ecuacion transponiendo términos.

Ejemplo

5x-7=2x+8

1. Transponemos (pasamos) 2x restando al Ml porque esta su-
mando en el MD. 5x-2x-7=8

2. Calculamos en el MI: 5x — 2x = 3x
3x-7=8

3. Transponemos (pasamos) 7 sumando al MD porque esta res-
tandoenel M. 3x=8+7

4. Calculamosenel MD:8 +7 =15

5. Transponemos (pasamos) 3 dividiendo al MD porque esta mul-
tiplicando en el MI.
3x=15

x=15:3

6. Calculamosenel MD: 15:3 =5

x=5
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Ejercicios del epigrafe

1.

Resuelve y comprueba:

a) 4-x=128 b) 7-a=? c¢) 0,25-z=24
d) 27-m=216 e §~y=24 ) %u:64
g 3-x=0 h) 0-x=7,2 i) 9-x+5=23
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) %-x=% b)u-§=% c)§:4-x
d)y1,2=3-t e)%y:% f)z’f1:o,15

¢Qué numeros fraccionarios satisfacen las ecuaciones si-
guientes?

a) x-15 =4 b)y_gzg 0)7a+5=54
d) 3x +8 =23 e)%-c—16=2 f) 0,05x-3,5=8

g)7m=4m+6 h) 0,3z+1,42=2,42

Resuelve las siguientes inecuaciones. Procede igual que en

las ecuaciones y como se ilustra en el inciso a)

a)2x-8<5 b)2x<5+8 «¢)2x< 13 d)x<?

e)11+2a<21 1)0,4x>1,36 g)y+g<3 h)3n+%£%
Resuelve y comprueba:

a2 w212 92-342 do95-35-2
X w 4 u

Resuelve las siguientes inecuaciones:

3 22 gn2ts @36.2<18
y 3 t z

a)£>
X

Escribe el conjunto soluciéon de las ecuaciones siguientes.
Ten en cuenta el dominio de la variable indicado en cada
caso:

a) 0,26x-1,3=1,04 (xe N) b)Z+6§=7(ZEQ+)
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€),5+2,8)-4y=12,6(ycQ,) d) 5X—X:%(X€@+)

m 3 3 1
e) gzz(me(@+) f);:E(XEN)
9)§:”=%(”EN) h)0,72=0,28 :w (W Q,)

2.2 Resolucion de problemas mediante
ecuaciones

Las expresiones con variables sirven para representar situacio-
nes de la vida cotidiana. Por ejemplo, en el lenguaje diario, decir
gue “Mario trae el doble de naranjas que Luis”, es equivalente a
decir en el lenguaje algebraico que “Luis trae x naranjas y Mario
2x naranjas”, pues 2x es el doble de x cualquiera que sea el valor
de x.

La posibilidad de usar expresiones algebraicas para formular
situaciones de la practica las convierte en importantes herra-
mientas para resolver problemas.

Traduccion del lenguaje comun al algebraico y viceversa

En la practica, a una cantidad desconocida se le [lama incogni-
tay en el lenguaje comun o de uso cotidiano empleamos variadas
formas para expresar relaciones entre cantidades de objetos. Estas
expresiones del lenguaje comun son relacionadas frecuentemen-
te con expresiones del lenguaje matematico, también conocido
como lenguaje algebraico. Por eso es importante poder traducir
del lenguaje comun al lenguaje algebraico y viceversa.

Para realizar la traduccién del lenguaje comun al algebraico
debes conocer palabras y frases que tienen un significado ma-
tematico y pueden ser expresadas haciendo uso de variables,
numeros, operaciones de calculo, signos de agrupacion y otras
herramientas algebraicas. Por ejemplo:
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Lenguaje comun

Lenguaje algebraico

La edad de Pedro, la estatura de Juan, los x

puntos alcanzados en el examen de Mate-

matica (cualquier cantidad)

El doble de, el duplo de
Aumentado en 3, 3 mas que
Disminuido en 5, 5 menos que

La mitad de

(o cualquier otra variable)

2x
X+3
x-5

X 1
— X112, —X

3 mas que el doble de, el doble de... aumen- | 2x + 3

tadoen 3

También se traducen expresiones del lenguaje de la matema-

tica como:

un numero
el triplo de un numero
el sucesor de un nimero

la quinta parte de un nimero

el décuplo de un namero

el cuadrado de un niimero

x+1

10x

Observa con detenimiento los textos y sus correspondientes
ecuaciones, las que resultan de traducir del lenguaje comun al

lenguaje algebraico.

Ejemplos

1. Eltriplo de un nimero mas el cuadruplo del mismo numero es 56.

Analizamos:
e Un numero: x
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e El triplo de un numero: 3x

e El cuadruplo del mismo numero: 4x

e Eltriplode un niumero mas el cuadruplo del mismo: 3x + 4x
e El triplo de un niumero mas el cuadruplo del mismo nume-

ro es 56:

3x +4x =56

3:-x+4-x=56

Observa que la ecuacion se ha ido construyendo paso a
paso.

2. El dinero ahorrado por Juan es el doble del dinero ahorrado
por Pedro. Entre los dos han ahorrado $ 72,00.

e Dinero ahorrado por Pedro: x
e El doble del dinero ahorrado por Pedro: 2x
e Entre los dos han ahorrado $ 72,00 (x + 2x = 72)

Lo primero es determinar la incégnita para asignar la va-
riable.

3. Isabel y su hermana coleccionan sellos. Entre las dos tienen
96 sellos, pero Isabel tiene en su colecciéon cinco veces el nu-
mero de sellos que tiene su hermana. ;Cuantos sellos tiene
cada una?

Si lees con detenimiento el texto del problema encontraras
dos afirmaciones claves para transformar el texto en una ecua-
cion:

a) Entre las dos tienen 96 sellos.
b) Isabel tiene cinco veces el numero de sellos que su hermana.

En la segunda afirmacién se expresa qué relaciéon hay entre las
cantidades de sellos que tienen Isabel y su hermana. Esta relacién
puede escribirse de dos maneras, las que dependen de cual de las
cantidades se toma como incégnita:
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Si x representa el numero de sellos que tiene la hermana de
Isabel, entonces:
x: cantidad de sellos que tiene la hermana de Isabel

5x: cantidad de sellos que tiene Isabel.

Si x representa el numero de sellos que tiene Isabel, entonces:
x: cantidad de sellos que tiene Isabel.

g: cantidad de sellos que tiene la hermana de Isabel.

De conjunto con la primera afirmacion se obtiene la ecuaciéon

buscada, la que puede ser: x +5x=96 o x+ g = 96.

Con la ecuacion x + 5x = 96 se obtiene la cantidad de sellos

: g X
gue tiene la hermana de Isabel, y con la ecuacién x + = = 96 se
obtiene la cantidad de sellos que tiene Isabel.

En general, para resolver un problema por medio de una ecua-

cién puedes proceder de la manera siguiente:

Analiza el texto, subraya las expresiones que cuantifican algu-
na magnitud y aquellas que indican operaciones o relaciones.
Selecciona la incoégnita o cantidad que vas a representar con
la variable.

Plantea la ecuacién teniendo en cuenta las expresiones que
cuantifican o indican operaciones y relaciones.

Resuelve la ecuacion y si fuese necesario, realiza los calculos
restantes.

Comprueba si el o los resultados satisfacen las exigencias del
texto.

Plantea las respuestas.

2.3 Ejercicios del capitulo

1.

Dados los numeros a = z;b =6;c=3;d =15, calcula:

a) b+a-c b)a-d-b c)a+% d)?—d
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Completa las tablas:

b a+b a-b X y X-y x:y
9
— 15,4 7,7
6
2
0,325 — 10
9
2 17
— — 0,05 12
4 8
2
1,125 8— 1
3
7 21
- — 2 631 5262
3 10
10
— 50 100 885
7
22,32 13,2 33

Analiza las proposiciones dadas. Escribe verdadero o falso
y justifica cada caso donde la proposicion es falsa.

a) __ 15+4=19

oy _ 3.2V
2 3 6
5 2 38
Q _ —+—=—
2 3 12
d _ 14+23=47
e) _ZZ—1E:§—§
5 8 7 5
f) _ 238+04=1,71+1,07
3 1 5 7
22 1—=24+ L
9 — 4 3 6 12

h) _ 1,83+05=1,14+ 1,07

Sustituye la variable en cada una de las igualdades si-

guientes por los valores: 2; % % 2. 4;7;1,2; 0,4. Analiza si

o

las proposiciones que obtienes son verdaderas o falsas.
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a)__ 3x=12 b)51+x=6,3 <)4,9x=6,1
A 2x=06 e  4x=8 o xoq
3 4
1 3 23
LV h_ 3x-03 2,3
9)_2X )_4X |)_3x<5
j)_a—g>3 k)_3%+x<6 ) 3b-b>8

Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)d4x-2=10 b)72-x=8 )25:x=5 d)3x-8=8+x

Resuelve y comprueba. Escribe en cada caso el conjunto
soluciéon. (Sugerencia: Siempre que te sea posible hazlo
por simple inspeccién)

a)x—-15=4 b)x-7=8 ¢)75-c=19
d)2x+8=23-x e)3x-x=16 f)a+§=g

3 13 12 1 . 5 N
C+=—=— h) — —x== DXx—==—
9 8 20 )25 2 ) 2 4

2 3 14 1 7 3
X——=—= k) ——x=— N x——==
J 5 5 )57 4 ) 3 5
m)2—+x:7i n)x-= =0,01

5 15 4

Resuelve y comprueba. Considera que en todas las ecua-
ciones S, =Q

+"

a)dx =12 b) 7a=42—9 ¢) 0,25z =24

d) 2,7x = 21,6 e) 0,5w =48 f)0,3x=9

yX=7 h) X =38 iy X =0,05

92= 2" 63

j)x:(§+ﬂj=z k) 7a + 5 = 54 )4b—-11=5
2'3)73 3

m) 3x + 8 = 23 n) 3a-16=2  f)0,05x—3,5=8
0)5x+11=156 p)4%c—38=6% q) 74 =104 - 5x
rN2x=9-x s)7x=4x+6 t)0,2x-1,2=1,3

u) 0,3x + 1,42 = 2,42
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Escribe el conjunto de numeros fraccionarios que satisfa-
cen al menos una de las ecuaciones siguientes:

a)3x=7 b) 2x = 9 93x=2 g 2x=3
6 5 3 3 5
3 7 2 3
ex->=L  H7x=18 5x=3,6 h)>x=3
) X c =3 ) 7 x g) 5x )5x

i)0,6x=17,2 j) 5x —2x =48 k) 4x + 2x =49 — x

Segun el dominio basico de la variable indicada, ¢ cual es el
conjunto solucién en cada caso?

a)9b:%(be<@+) b)%zZ(XeQ+,'X¢O)
C)%=3(X€N,’X¢O) d)0,4x =1,2(xeQ,)
e) 0,5x =1,5(x e N) f)%:X=§(XGQ+)
g) 0,26x —1,3=1,04(x eN) h)Z+6§=7(ZEQ+)
) (3,5+2,8)4x=12,6(xQ,) )] 5x—x:%(x‘5@+)
k)4b+2b=8,7(beQ,) )3y +0,5y =10,6(y € Q,)
m)%:x:%(XGN;x;tO) n)0,72=0,28 : x(x €Q,;x #0)
fi) 0,54=0,21:x(x €Q,;x #0) 0) 0');5=8(XEN)
p)%=%(xe@+) q)%=;:2()‘€@+ix¢0)

3 1
r) ;ZE(XEN)

En la ecuacién 8 - x = a (xeQ,), ¢cual es el mayor valor
fraccionario que puede tomar la variable x para que la
solucién sea posible? En ese caso, ¢cual seria el valor de a?

Resuelve las inecuaciones siguientes. Escribe en cada caso
el conjunto solucion.

a)2x-8<5 b) 0,9x < 2 Q) X+ g <3
d11+2<a 21 e)5x+3<19 f)13+2b< 23



12.

13.

14.

CAPITULO 2

g)5x-2x<4 h)3x+2>5
i) 3x +1< 1 j)0,4x > 1,36
2 4

Escribe la ecuacién que describe en el lenguaje matemati-
co las situaciones de la practica dadas a continuacion:

a) El triplo de un nimero aumentado en 8 es 23, es x el
numero desconocido.

b) La mitad de la edad de Jorge disminuida en tres es la
misma edad que la de su hermano Luis que tiene 6
anos, es y la edad de Jorge.

¢) El cuadruplo del area de un terreno, aumentada en el
duplo de su area inicial, es de 96 m?, es z el area inicial.

Considerando que x representa la longitud de un segmen-

to y la masa de un melény z la cantidad de educandos de

un aula:

a) ¢Qué situaciones describen las ecuaciones?:
z
2x=16;3y+6=24;, —=6
b) Escribe otras situaciones de la practica que se corres-
pondan con las ecuaciones dadas.

¢) Explica cbmo hacer cambiar de una situacién a otra a
partir de la misma ecuacion.

Escribe en lenguaje matematico y usa expresiones con solo
una variable como en el inciso resuelto:

a) Un numero, su triplo y su mitad (respuesta: x; 3x; X ).

b) El antecesor de un numero, el duplo y la tercera parte
de su antecesor.

¢) Elsucesor de un numero, el cuadruploy la cuarta parte
de su sucesor.

d) La mitad de los educandos de un aula.

e) Lasuma de las longitudes de los lados de un cuadrado.

f) La quinta parte del precio de un producto.

g) La suma de las longitudes de los lados de un tridangulo
equilatero.

h) El décuplo de un nimero de hojas.
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i) El precio de un producto disminuido en $ 12,00.

j) El cuadrado de un nimero aumentado en su triplo.

k) Un ndmero par (impar).

Escribe una ecuacién o inecuacion que se corresponda con
cada uno de los textos siguientes:

a) El quintuplo de un numero es igual a 35.

b) Si adicionas 4 a un nUmero el resultado es 10,3.
¢) La mitad de un nimero es 0,3. 1

d) La quinta parte de un nimero es igual a —.

e) El doble de un nimero natural es menor que 13.

f) La tercera parte de la edad de Jorge disminuida en
3 afos esigual a 1.

g) El perimetro de un cuadrado de lado a es igual a 24 cm.

h) El cuadruplo del area de un terreno aumentada en su
duplo es 96 m2.

i) El resultado de dividir 14,4 por un numero es igual a
4,8.

En cada uno de los textos del ejercicio anterior, agrega

una pregunta para completar un problema que tenga so-

lucién. Halla la solucién de cada problema formulado.

Completa la tabla siguiente:

. . Introduccion Lenguaje
Lenguaje comun . .
de variables algebraico
El triplo de un numero X: un numero

Un ndmero aumentado en seis | y: un nUmero

La mitad de la suma de dos nu-

. Z: un numero natural
meros naturales consecutivos

Un ndamero impar n: un numero natural
Un multiplo de 8 n: un numero natural
El perimetro de un cuadrado | /: lado del cuadrado

El drea de un rectangulo ay b: lados consecutivos



18.

19.

20.

21.

22.

23.
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. . Introduccion Lenguaje
Lenguaje comun . .
de variables algebraico
Dos tercios de la produccion de | p: la produccion de una
una fabrica fabrica

Mortalidad infantil disminuida . ) .
. m: mortalidad infantil
en dos tercios

Escribe al menos dos expresiones del lenguaje comun que
se puedan representar con las siguientes expresiones ma-
tematicas:

a)x-1 b)2n Q) m? d) 3m e)% f
g) 2n + n3 h)%+8 i)3m -8

¢Qué significado tienen para el calculo las ecuaciones?
¢Qué otras ecuaciones como estas conoces?

5b
)5

a) a+b=b+a

b) a-(b-c)=(a-b)-c

Se busca el numero que:

a) Multiplicado por 112 es 24 080.
b) Multiplicado por < es 58.

¢) Dividido por 9 es% :
d) Sumado con el triplo de 0,35 es 2.

e) Siseleresta g se obtiene 0, 2.

f) Siseresta deﬂ se obtiene 6
5 10

Calcula el numero natural que al sumar su tercera y su
cuarta parte da como resultado 14.

Si duplico un numero, al resultado le adiciono la mitad de
dicho numero y obtengo como resultado 20. ;Cual es el
numero?

La maestra propone el siguiente ejercicio: ;Cual es el nu-
mero que sumado con su duplo da como resultado un
numero que es divisible por tres?
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a) Dice Juancito que a ese ejercicio le viene bien cualquier
numero natural. ;Sera esto cierto? Argumenta tu res-
puesta.

El triplo de un nimero se disminuye en 3,5 primero y luego
en 2,8 y se obtiene 15 como resultado. ;Cual es el nUmero?

Se conoce que las balanzas, cuando estan equilibradas,
funcionan de modo similar a las ecuaciones. Las balanzas
que se representan a continuacion estan en equilibrio. Es-
cribe la ecuacién que permite determinar la masa de la
pesa que sefala la flecha en cada inciso (figura 2.1).

? ? 3k 5k
8 kg I~ 5,5 kg b) ™= g J
3,1k 5k d) ?
~ 1K9 9 1,6 kg 3 kg —
Figura 2.1

Si cada grupo de pesas representadas en la figura 2.2 equi-
vale a la masa de la mayor, y la de mayor tamafio tiene una
masa de 6 kg.

Figura 2.2

¢Cuanta masa tiene cada una de las pesas restantes?

Resuelve los problemas siguientes. Aplica lo que sabes so-
bre las ecuaciones con una variable.

27.1 Con las dos terceras partes del dinero que tenia y
28,00 mas compré un par de zapatos que me costa-
ron $ 350,00. ; Cuanto dinero tenia? ;Cuanto dinero
me quedod después de hacer esta compra?



27.2

27.3

27.4

27.5

b)

27.6

a)

b)

CAPITULO 2

De las tres quintas partes de las libretas que hay en
el almacén se han distribuido 895 entre los educan-
dos de primero y segundo grados y 12 libretas para
los docentes de estos grados, quedando 1 238 libre-
tas para repartir entre los educandos de tercero y
cuarto. ¢Cuantas libretas habia en el almacén antes
de comenzar a distribuirlas entre los educandos del
centro? Si se sabe que el resto de las libretas son para
distribuirlas entre los educandos de tercero y cuarto,
icuantas libretas corresponden a los educandos de es-
tos grados?

Alberto y Mario recolectaron entre los dos 27 frascos
de valor. Alberto recolecté 5 frascos mas que Mario.
¢ Cuantos frascos de valor recolecté cada uno de ellos?
La cola de un pez mide el doble de la longitud de la
cabezay el cuerpo tiene 11 pulgadas mas que la cola.
Si el pez mide 91 pulgadas, ;cuanto mide cada una
de las partes enumeradas del pez?

Si a y b son dos numeros distintos de cero y a es el
doble de b:

Representa la sumay la diferencia de ay b en forma
algebraica empleando solo una variable.

Reflexiona: ¢ cuales son los cocientes que correspon-
den a dos numeros cualesquiera que cumplen con la
condicion dada?

La playa de Santa Lucia es un ecosistema marino cos-
tero ubicado a 110 km de la ciudad de Camaguey,
al sur del Canal Viejo de Bahamas. Al traducir al
lenguaje algebraico las informaciones dadas en los
incisos a, b y ¢, podras obtener nuevos datos de este
importante ecosistema cubano.

Es una playa arenosa de origen volcanico, el quintuplo
de su longitud aumentado en 10 equivale a la distan-
cia que hay de la playa a la ciudad de Camaguiey.

El ancho promedio de la franja de arena con sol es de
15 m. La diferencia entre el décuplo de su profundi-
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dad mayory el ancho promedio de la franja de arena
con sol es de 3 m.

Posee una gigantesca barrera coralina. Entre esta y
la linea de costa, el mar alcanza una profundidad
maxima, la que aumentada en seis décimas de metro
equivalente al duplo de la profundidad mayor que
alcanza la playa.

Interesantes investigaciones arqueolégicas han de-
mostrado que, durante el mioceno, en los mares de
Cuba habitaban tiburones y rayas gigantes. Se ha
comprobado también la existencia de ballenas fésiles
del grupo de las odontocetas: delfines y orcas. Se esti-
ma que un tiburén en ese momento lograba alcanzar
el doble de la longitud que una raya y que colocados
uno a continuacion del otro, podian alcanzar 30 m de
longitud. ¢ Cual es el estimado que se hace para la lon-
gitud de un tiburén y para una raya en el mioceno?
Cuba es la mayor de las islas que compone el archipié-
lago cubano. Su parte mas ancha es mayor en 160 km
que su parte mas estrecha. La suma de las longitudes
de su parte mas ancha, su parte mas estrecha, con la
longitud de la Isla de Cuba es de aproximadamente
1472 km. Si el largo estimado de la isla es de 1 250 km.
¢Cuanto mide aproximadamente la isla de Cuba en
su parte mas ancha? ;Y en su parte mas estrecha?
Investiga donde estan ubicadas ambas partes.

La Gran Piedra es una de las principales atracciones
con que cuenta el Parque Baconao, que se encuentra
ubicada a 20 km de la ciudad de Santiago de Cuba. El
parque fue declarado por la Unesco Reserva Mundial
de la Biosfera en 1987. Es un gran bloque de roca de
origen volcanico. Tiene aproximadamente 5 m mas
de ancho que de alto y su largo es un metro mas que
el doble de su altura. Sus dimensiones largo, ancho y
alto, alcanzan en total 106 m. ;Cudles son las dimen-
siones de esta gigantesca roca?



CAPITULO 3

Proporcionalidad

Algo de historia

La teoria de las proporciones fue desarrollada por el gran
matematico griego Eudoxio, quien nacié en la ciudad de
Cnido en el Asia Menor en el afio 408 a.n.e.

Su obra original sobre la teoria de las proporciones no llegé
hasta los tiempos actuales, pero gracias a uno de sus mas
ilustres sucesores, Euclides de Alejandria, se pudo conocer
dicha teoria, pues la recogio6 en su libro V de Los Elementos.

En el mencionado libro, Euclides explica que Eudoxio reali-
za una excelente aclaracion de la idea de la razén, excluye
” al cero y establece que las razones solamente tienen sen-
tido cuando se refieren a magnitudes del mismo tipo, es

&
~ decir, ambas son longitudes, areas, etcétera. En el libro de
o Euclides aparece la definicién de proporcién formulada por
W Eudoxio.

li——

En este capitulo aprenderas una definicion de proporcion ex-
presada de una forma mas simple que la formulada por Eudoxio
y veras qué util te sera este conocimiento para resolver situacio-
nes de la vida cotidiana.

En los mapas de paises, ciudades y otros sitios de interés, se
trata de presentar un dibujo a escala de estos sitios que refleje
sus formas con la mayor semejanza posible. La distancia entre
dos puntos del mapa es menor que la distancia entre los puntos
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correspondientes del sitio, pero el mapa refleja de manera seme-
jante el sitio al que corresponde. Esto se logra cuando la distancia
entre dos puntos cualesquiera del mapa es k veces la distancia
entre dos puntos cualesquiera en el sitio real (con 0 < k < 1).

Por ejemplo, si la longitud de una autopista entre las ciuda-
des Ay B tiene 100 km y en el mapa la representamos con un
segmento A'B’ de longitud 10 cm, entonces la escala correspon-
diente se obtiene asi:

A'B’
k=28

y al expresar ambas longitudes en la misma unidad

_ 10cm
~ 10 000 000cm
Simplificando la escala o razén de semejanza, es k =

1
1000 000

Recuerda que...

. p a . .
En general, decir que un plano estad en escala k = —, signi-

v fica que por cada a unidad de longitud que se tome en el
:\ ; plano hay b de las mismas unidades de longitud en el sitio
X{LU}E\ . correspondiente.

3.1 Razones y proporciones

Te invito a trabajar con la siguiente situacion:
A un Joven Club de computacién asisten seis nifos por cada
cinco nifas. ;Como se puede expresar esta situacion a partir de

un cociente? Calculando:g =1,2

Respuesta: La cantidad de nifos es 1,2 veces la cantidad de
ninas.

Otras informaciones de la practica que llevan a andlisis simila-
res son:

e El mejor lanzador del equipo permitié 1 carrera limpia por
cada 9 entradas de labor.

e De cada 5 personas en el mundo, 2 se ven afectadas en su ni-
vel de vida por la degradacion de los suelos.

92



CAPIiTULO 3

e De cada 100 participantes en un concurso, 1 recibe medalla
de oro, 3 reciben medallas de plata y 5 reciben medallas de
bronce.

e La escala empleada en un mapa de la isla de Cuba es
1 : 3 000 000.En todos estos casos las informaciones se dan a
partir de una razoén.

Definicion 3.1
Se llama razén entre dos nUmeros a'y b con (b # 0) al cociente de la division
de a por b tomados en ese orden.
. a
Se escribe o yseleeaesab.

También puede escribirse a : b. El nimero a recibe el nombre de antece-
dente de la razéon y el nimero b el de consecuente de la razén.

Ejemplo
La siguiente figura 3.1 muestra un conjunto de dados, de ellos
12 son gris oscuro y 4 son gris claro. Halla la razén entre:

EPOEBP
CPeEDEP
¥ ¢ i

a) El nUmero de dados gris claro y el de dados gris oscuro.

b) El numero de dados gris oscuro y el de dados gris claro.

¢) ¢Significan lo mismo las razones dadas como respuesta en
cada inciso?
¢En qué orden se plantea la relacién de los elementos?
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En el inciso a), la relacién se pide entre la cantidad de dados
gris claro y la cantidad de dados gris oscuro; la razén correspon-
diente es: 4 es a 12. Por el contrario, en el inciso b) la relacién se
pide entre la cantidad de dados gris oscuro y la cantidad de da-
dos gris claro; la razén correspondiente es: 12 es a 4.

¢Coémo puedes plantear e interpretar dichas razones?
. X ) 4
Para el inciso a), la razon se escribe m 04:12;selee: 4 es a

12. Dado que 4 _1 significa que por cada dado gris claro hay
3 gris oscuro. 12

Para el inciso b), la razén se escribe " 012 :4; se lee: 12 es
a 4. Dado que %:—? significa que por cada dado oscuro hay un

dado gris claro.
En resumen

z . ., a .
La razon entre dos cantidades ay by la fraccion — se interpreta como una
divisién a : b, por lo que se asume que toda fraccion representa una razén.
Dada la estrecha relacién entre la razén, la fraccién y la division, muchas
de las problematicas relativas a la razéon se pueden resolver aplicando los
conocimientos relacionados con las fracciones y la division.
., a . . . .

En una razén — con (b = 0), a y b no tienen que ser obligatoriamente nu-

meros naturales.
1,2

El cociente es una razon, pero no es una fraccién porque 1,2 no es un

numero natural.

Recuerda que...

Mediante ampliacion o simplificaciéon puedes obtener infi-

U nitas fracciones equivalentes a una dada. De igual manera,

% siempre es posible hallar infinitos pares de nimeros para
XLU\E\\\/ representar una razén dada.
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Ejercicio resuelto
Busca tres parejas de numeros que estén en la razon:
a)2esab b) 16 esa 2

a) Si expresas la razén 2 es a 5 como una fracciéon, puedes am-
pliarla. Al hacerlo obtienes otras iguales y, por tanto, en la

. .2 4 6 20
misma razén: == —=—=—
5 10 15 50
- : 4 6 20 .
Si expresas las fracciones— = — = =— como razones, tendras
10 15 50

la respuesta buscada: 4 esa 10; 6 es a 15; 20 es a 50 son la mis-
ma razon expresada con diferentes nimeros.

b) Con la fraccién 16 se expresa la razén 16 es a 2. Esta se puede
simplificar y ampliar: — = 8_40_800

y "2 1 5 100
Las fracciones halladas representan las razones 8 es a 1; 40 es

a 5; 800 es a 100.

iNo olvides!

* Para hallar la razéon de dos niumeros, formas el cociente en-
a - tre ellos en el orden en que aparecen y lo simplificas tanto

- como sea posible.
ot Ampliando y simplificando las fracciones podemos determi-
_B nar pares de numeros que estan en la misma razén.

Como has podido ver, los pares de nUmeros 2y 5; 4y 10; 6 y 15;
20y 50, se hallan en la misma razén. Tomando dos pares de estas
razones se forma una igualdad de razones.

Definicion 3.2

Se llama proporcion a la igualdad entre dos razones.

a ¢ .,
— = — es una proporcion y se lee:aesa b comocesad.
d

b
También puede escribirsea: b =c:d.
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En la proporcién a: b =c: d alos nUmeros a y d se les llama extremos y a
los nimeros b y ¢, medios (figura 3.2).

extremo medio extremos
|—> 2 4 <—|
5770 2 ? = éTl 10
medio extremo medios
Figura 3.2
Ejemplo
Jemp 7 21 . 7 2
Las razones Eyg son iguales; por tanto, 3 = © (7:2=21:6)

es una proporcion en la que 7 y 6 son los extremos, mientras que
2y 21 son los medios.

3 4.2 3_4.2
Las razones —Y— son iguales; por tanto, = 7 es una
proporcion. 3 9
Las razones EYE no son iguales; por tanto no forman una
proporcion.

Propiedades de las proporciones

Teorema 3.1

En toda proporcion, el producto de los extremos es igual al producto de
los medios (propiedad fundamental de las proporciones).

Ejemplo

7 21 .
a) 5 = 3 es una proporcién porque 7 - 6 = 2 - 21.
b)3:5=4,2:7 es una proporcién porque 3 -7 =5-4,2.

) y— Nno es una proporcion porque 8 -6 =2 - 9.
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Ejercicio resuelto
., 4 )
Dada la proporcién — = > comprueba que se obtiene de nue-
VO una proporcion:
e Al intercambiar los medios
e Al intercambiar los extremos
e Al invertir ambas razones

Respuestas:

a) 24—6 = g €s una proporciéon porque 2 - 26 =13 -4
2 4 .,

b) — = — es una proporciéon porque 26 - 2=4- 13
13 26
13 2 .,

C) 56 :Z es una proporcion porque 4-13 =2 - 26

Teorema 3.2

En una proporcion, al intercambiar los medios, al intercambiar los extre-
mos y al invertir ambas razones se obtiene de nuevo, en cada caso, una
proporcion.

Ejemplo
De la proporciéon 3 : 5 = 4,2 : 7 se pueden obtener otras pro-
porciones:

¢ |ntercambiando los medios:3:4,2=5:7
¢ Intercambiando los extremos: 7:5=4,2:3
¢ |nvirtiendo ambas razones:5:3=7:4,2

Reflexiona un instante

Halla el valor de x en las proporciones y comprueba:

x 20
a) —=—
6 12
2 28
b) —=—
X 7

Comenta con tus compafieros de aula la situacion para que
tr. 1 puedan dar criterios y entre todos buscar la solucién a este

\v‘ % ejercicio.
lxh Sugerencia: Indaga qué conocimientos relacionan a las va-
riables y a las proporciones.
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Revisa el resumen que aparece a continuacién y comprueba si
coincide con tu criterio y el de tus companeros.

Para hallar el valor de x, es decir, el término desconocido en
la proporcién, aplicas la propiedad fundamental de las propor-
ciones y, para comprobar, puede ser util lo aprendido al resolver
ecuaciones: se calcula cada miembro y se comparan los resultados
obtenidos.

Ejercicio resuelto

Halla el valor de x en las proporciones siguientes y com-
prueba:

x 20
a) —=—
6 12

x-12 =6 - 20 se aplica la propiedad fundamental de las pro-
porciones

X = % Resolviendo la ecuacion

x=10
Comprobacion:
Sustituimos x por el valor obtenido y verificamos si la expre-

sion — = 20 es una proporcion:
6 12

12-10=6-20
120 =120
Respuesta: El valor de x es 10.
1
b)£=§ 7-2=28-x 28-x=14 X=X=J/4 x=t
x 7 28, 2
Comprobacion: 2_28 7-2=2/8(14-l 14=14
17 Z,
2

Respuesta: El valor de x es % .
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Con los conocimientos adquiridos acerca de las razones y las
proporciones puedes resolver problemas como el que sigue.

Ejercicio resuelto

En un taller de computadoras trabajan 24 hombres. Si la can-
tidad de hombres y la cantidad de mujeres estan en la razén 2 es
a 3 respectivamente, ;cuantas mujeres laboran en ese taller?

Lee con detenimiento el problema y determina:

a) ¢Qué datos ofrece el problema?
b) ;Qué pide?
c) ¢Qué tipo de relaciones se dan entre lo dado y lo buscado?
d) ¢Qué via de solucién se puede seguir?
Lee los siguientes planteamientos y expresa a tus compaferos

si coinciden con tus ideas de resolucién o si has pensado de otra
manera. Explica tus razonamientos.

Respuestas:
a) El problema da como datos:

e |a cantidad de hombres que trabaja en el taller (24).
* larazoén entre la cantidad de hombres y la cantidad de mu-

jeres (% o2esa 3}
b) Pide la cantidad de mujeres.

En el texto del problema se refleja claramente que lo dado
y lo buscado estan en una razén, o sea, se relacionan mediante
una razén. 2 es a 3 significa que son 2 hombres por cada 3 muje-
res. Si son 24 hombres, entonces se pueden formar 12 grupos de
2 hombres y como por cada dos hombres son 3 mujeres, calcula-
mos el nimero de mujeres multiplicando 12 - 3.

Otra via de solucién consiste en formar la proporcién. Si re-
presentamos por x la cantidad de mujeres, la via de solucion
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esta en plantear la proporcién con la razén entre la cantidad de
. 24 , 2 .
hombres y la de mujeres: — y la razén 3 para luego determinar
X

el término desconocido de la proporcion:

24_2

x 3
2x =172

X =36
Comprobacion:
4_24_2

x 36 3

X =36

Respuesta: En el taller laboran 36 mujeres.
Ejercicios del epigrafe

1. Observa la figura 3.3 y escribe las razones pedidas en cada
inciso.

Figura 3.3

a) Razén entre los peces de color gris claro y el total de
ellos.

b) Razén entre los peces de color gris oscuro y el total de
ellos.
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¢) Razén entre los peces de color gris claro y los de color
gris oscuro.
En cada caso, en la figura 3.4 a y b, identifica la razén

entre la cantidad de cuadrados blancos y la de cuadrados
grises.

a) Figura 3.4 a b) Figura 3.4 b

Halla la razon entre la cantidad de circulos blancos y circu-
los negros en cada inciso (figura 3.5 a, b, ¢).

P R
o ¥ K

a) Figura3.5a

0000 0000
O0000 OOOOO0
0000 0000

00000
0000

b) Figura3.5b c) Figura3.5c¢
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Halla la razén entre:

a) 30y5 b) 8y 64
)15y6 d)4y10
e)84y3 f)7,8y0,2
g) 108y 12 h) 0,25y 0,75
o 1 . 2

“v4 8vZ<
l)2y j) y5

1 1
k)—y3 )09y —
)5y ) Y2

Di en qué razén se encuentran:

a) Las edades de dos nifios de 10 y 14 afos respecti-
vamente.

b) Las longitudes de dos segmentos AB = 49 cm y
CD =28 cm.

¢) Las horas de viaje de La Habana a Santa Clara si
aproximadamente en tren son 6 h y en édmnibus
4 h.

d) Las areas de dos rectangulos que miden 16 dm? y
64 dm?2.

e) Las amplitudes de dos angulos My N que miden 72°
y 27° respectivamente.

Halla tres pares de numeros que estén en la razon:

a) 10 b)6:8
! 4
11:5 d) —

o) )9

1
3:7 f
e) )0'2
g9)1,4:3 h) 19:2,5

Investiga cuales de los pares de niumeros siguientes estan
enlarazén 7 esa 1:

a) 15y4 b)6y42 c)56y8
d) 70y 10 e)32y6 f)1,4y0,2
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Dados los segmentos siguientes (figura 3.6):
B H
E
A
| — G
C D F

Figura 3.6

Halla la longitud de cada uno y calcula las razones que se

indican a continuacion:
a) M 0L DGR a9 L
AB CD AB

Asocia cada elemento del conjunto M con un elemento del

conjunto N (figura 3.7) de modo que estén en la razén 1 )

M N
®30
®18
045

Figura 3.7

Investiga cudles de los pares de razones siguientes forman
una proporcion:

6 3 4 32
a) 2y> b) 2y 32
) 20Y70 T
) 100:25y4:1 d)02:16y05:4
5 4 15 0,4
2v £ 222
¢ 3V es ) 7Y 12
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Copia en tu libreta y en cada linea escribe el signo
>,< 0 = segun corresponda. Di en cada caso si es una
proporcion y argumenta.

a3:3 _ 2:3 byt 20
11 6 2 2
) — = d)15:9 _ 20:12
12 5 6 ]
e)76:100 3:4 f)§ i

Forma una proporcién a partir de cada igualdad de las
que se dan a continuacion:

a) 5:6=30"1 b)30-4=24-5
68-3=12-17 d)24-%=20-2,1
e)%-36=1,8-10 f)0,09-25=45-0,5
Halla el valor de n en las siguientes proporciones:
a)3:2=15:n p 210
3 n

A)1:5=n:100 d)3:n=75:100
e)izg f)§:E

18 16 n 9
Calcula el valor de x en las siguientes proporciones:
a)3:x=18:12
o) 1648

X 6
Ox:36=7:12
d) Z:E:l:x

36 2
e 1,2:04=x:25
f) x _24

3,1 0,6

Transforma las siguientes proporciones de modo que ob-
tengas en cada caso tres proporciones mas:

a) §=@ b) 11:17=121:187
9 45
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gl6_4 g 20 _ 102
4 10 7 357
e) 2:7=86:30,1 f)5.4:15=27:45

Dada la igualdad de productos 3 -4 =2 - 6, establece cuan-
ta proporcion te sea posible obtener de esta igualdad.

Calcula x en la razon:

a) £=2 b) 7:5 =3’75
8 X
., 85 7
Calcula x en la proporcién 7:5

Comprueba que las igualdades dadas son proporciones:
10 30 (10+7) (30+271

7 217 7 21
a) Describe cdmo se puede obtener la sequnda de la pri-
mera igualdad. 45

b) De la igualdad §=E obtén otra de manera similar

que en el inciso a). Muestra que ambas son proporcio-
nes. X
¢) *En la proporcion Y % calcula el valor de x y de y si

se sabe que x + y = 8.

* Calcula x en la proporcién:
(x+7) 4

X 3

Pagué $ 24,00 por 2 kg de tomates de ensalada. ;Cuan-
to debo pagar para adquirir 8 kg de esa variedad de
tomates?

La longitud del paso de una persona es de aproxima-
damente 50 cm.

a) ¢Cuantos pasos necesitara para recorrer 86 m?
b) ¢Cual es la razéon entre las cantidades de longitud del
paso y tramo recorrido?
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Daniel trabaja preparando medicamentos en un labora-
torio. Cierto antibiético se elabora con dos compuestos:
Ay B, cuyas masas deben estar en larazéon 6 es a 11. Si se
tienen 54 g del compuesto A, ;cuantos g del compuesto B
se necesitan para preparar el antibiético?

En una cesta hay en total 50 huevos, de los cuales se han
utilizado 18 para confeccionar una panetela. ;Cual es la
razon entre los huevos de la cesta y los que se utilizaron
para la panetela?

Sea C un angulo recto y D un angulo llano, halla la razén
entre las amplitudes del Cy del D.

Alejandro tiene 20 afios. Si las edades de Alejandro y Lau-
ra estdn en larazén 5 es a 4, jqué edad tiene Laura?

En un juego de baloncesto, por cada 5 tiros se anotaron
2 canastas. Si en total hubo 80 tiros, ;cuantas canastas se
anotaron?

Tres de cada cuatro educandos de un aula son varones.
Hay 15 varones.

a) ¢Cuantos educandos tiene el aula?
b) {Cuantas hembras hay?

Dos numeros estan en la razén 15 es a 8. Si el mayor de los
numeros es 105, ;cual es el otro nimero?

La cantidad de musica almacenada en una tarjeta de me-
moria esta en larazén 4 es a 120. ;Cuantas horas de musica
se pueden almacenar en 8 tarjetas de memoria como esta?

Con 6 Ib de harina se fabrican 20 moldes de pan. ;Cuantos
moldes de pan se fabrican con la mitad de esta cantidad
de harina?

Con 12 g de chocolate se fabrican 20 panetelas. ; Cuantas
panetelas de chocolate se fabrican con la mitad de esta
cantidad de chocolate? ;Y con la cuarta parte?
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El perimetro de una cancha de futbol es de 432 m. Si la ra-
zén entre el ancho y el largo de la cancha es 5: 7, jcuanto
mide cada lado de la cancha?

Maritza y su hijo compraron una pizza para celebrar su
cumpleanos y la cortaron en trozos iguales. Los trozos que
comié Maritza y los que comié su hijo estan en la razén
2 : 1. Si Maritza comié 4 trozos, ;cuantos trozos de pizza
comié su hijo?

Juan Carlos tiene 64 monedas entre medios y pesetas. Si
por cada 8 monedas hay 3 medios:

a) ¢Cuantos medios tiene?

b) ¢Cuantas de las monedas son pesetas?

¢) ¢Qué cantidad de dinero tiene Juan Carlos en total?
(Ten en cuenta que todas las pesetas son de 20 ¢)

3.2 Proporcionalidad directa

Muchas veces, en la practica se nos presentan situaciones en

las que el valor o la cantidad de una magnitud depende del valor
de otra. Por ejemplo, el consumo eléctrico depende, entre otras
causas, de la cantidad de bombillos encendidos.

La siguiente tabla recoge la relacion entre la cantidad de bom-

billos encendidos y su consumo eléctrico durante 4 h.

Cantidad de bombillos (u) 1 2 3 4 9 10
Consumo eléctrico (kw) 28 56 84 112 252 280
a) ¢Qué magnitudes se relacionan en la tabla?

b)

o)

¢ Cual es el comportamiento del consumo eléctrico cuando va
en aumento la cantidad de bombillos encendidos?

¢ Qué patréon o regularidad se aprecia en la correspondencia
entre los datos de ambas magnitudes?

Observa que:
28=28-1;,56=28-2;84=28-3;112=28-4;...;252=28-9;
280=28-10
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Cuando se duplica, triplica, cuadruplica, etc., la cantidad de
bombillos, se duplica, triplica, cuadruplica, el consumo eléctri-
co, o sea, la magnitud correspondiente. El consumo eléctrico
se obtiene multiplicando la cantidad de bombillos por un valor
constante: 28.

iSabias que...?

Cuando dos magnitudes estan relacionadas de modo que
',. los valores de una de ellas se obtienen multiplicando por un
=0 mismo numero los valores correspondientes en la otra, se
L’*E dice que son directamente proporcionales. El nUmero por el
que se multiplica se denomina factor de proporcionalidad.

o PO

Dicho de otra manera: En una proporcionalidad directa entre
dos magnitudes, una cantidad cualquiera de una de las magni-
tudes y su correspondiente en la otra, forman siempre la misma
razén.

Ejemplos

a) l:§ (1 esa 2 como 28 es a 56)
2 56

b)i:8—4(3esa4com084esa112)
4 112

Q) 2:2 (9 es a 3 como 252 es a 84)
3 84

Existen muchos ejemplos que conoces de la practica que son
magnitudes directamente proporcionales:

e El perimetro de un cuadrado y la longitud de su lado.

e El precio que se debe pagar y la cantidad de articulos que se
compran, si se pagan por unidad.

e El precio que se debe pagar por un producto y el peso de este,
si se paga por peso.

e El espacio recorrido y el tiempo de demora, si la velocidad es
constante.
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El tiempo de trabajo y la obra realizada, si el nUumero de obre-
ros y su productividad son constantes (en valores razonables).
El nUmero de obreros y la obra realizada, si el tiempo de tra-
bajo y la productividad son constantes.

En un conjunto de rectangulos de la misma base las superfi-
cies son proporcionales a sus respectivas alturas.

La cantidad de liquido que pasa a velocidad constante por
una llave y el tiempo que permanece abierta.

Lee con detenimiento el siguiente ejemplo y debate con tu

docente y companeros de aula con relaciéon a las interrogantes

que te planteamos. Formulen sus ideas.

Ejemplo

En la tabla siguiente se ilustra una correspondencia entre el
numero de panesy el precio de venta en centavos segun la venta

normada.
Numero de panes (u) 2 3 10 11 12
Precio de la compra (¢) 10 15 50 55 60

Cuando aumenta el niumero de panes, ;qué ocurre con el
precio?

¢Cémo son las razones entre dos cantidades de una de las
magnitudes y sus correspondientes en la otra magnitud?

¢ Cual es el factor de proporcionalidad en este caso? ;Por qué?
¢Puedes plantear alguna relaciéon entre el factor de propor-
cionalidad y el valor correspondiente a la unidad?

Divide varias cantidades de la segunda magnitud entre la can-

tidad correspondiente en la primera.

¢Qué regularidad observas?
¢Hay alguna relacién entre el nimero obtenido y el factor de
proporcionalidad?
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Expresa a tu docente y companeros de aula si estas de acuerdo

con los siguientes planteamientos:

Cuando aumenta el niumero de panes, aumenta el precio de
la compra, y las razones entre dos cantidades y sus correspon-

dientes son iguales. Por ejemplo:

1 5 10 50 3 15
—=— — == —=— En cada caso se forma una

2 10 11 55 12 60
proporcion.

El factor de proporcionalidad es 5, pues es el numero fijo por
el que se multiplica cada cantidad de panes para obtener su
precio.

El factor de proporcionalidad es el valor correspondiente a la
unidad y lo puedes obtener dividiendo cualquier cantidad de

la segunda magnitud entre la cantidad a la cual corresponde

. . 5 10 55
en la primera, por ejemplo: T_S > — =5 ﬁ_E

Recuerda que...

En una proporcionalidad directa, dos cantidades cuales-
quiera de una magnitud y sus correspondientes en la otra
forman una proporcion.

El factor de proporcionalidad es el valor correspondiente a
v la unidad y se obtiene dividiendo cualquier cantidad de la
. segunda magnitud entre la cantidad a la cual corresponde

X( \g\ \/‘ en la primera.
pgen

(

E]
1.

A Saber hacer

/ Los problemas de proporcionalidad directa los puedes re-
solver por el método de reduccion a la unidad o a partir
de alguna de las proporciones que son posibles aplicando
la propiedad fundamental de las proporciones como obser-
vaste en el ejemplo anterior.

emplos

Si 1 kg de arroz cuesta $ 8,80, ;cuanto cuestan 6 kg de ese
mismo producto?
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a) ¢Qué datos ofrece el problema?

b) ¢Se conoce el factor de proporcionalidad? ;Por qué?

¢) ¢Cémo procedes para hallar la solucién?
En este caso tienes como dato el factor de proporcionali-
dad: $ 8,80: precio de 1 kg de arroz.

Entonces se multiplica el numero de kilogramos por el pre-
cio de 1 kg, pues conoces el contenido de cada una de las
partes iguales ($ 8,80) y la cantidad de partes (6).

6 - 8,80 =52,80
Respuesta: 6 kg de arroz cuestan $ 52,80.

2. Una brigada de obreros construye 12 m de un muro en 2 dias

de trabajo. ; Cuantos metros construiran en 3 — dias si mantie-
nen el mismo ritmo de trabajo?

a) ;De qué trata el problema?
b) ¢Qué datos ofrece?
) ¢Qué pide?
d) ¢Se conoce el factor de proporcionalidad? ;Por qué?
e) ¢Coémo procedes para calcular cuantos metros construiran
en 3 1 dias?
2

El problema trata de la relacién que se da entre dos magnitu-
des: resultados de un trabajo y el tiempo en lograrlo con una
cantidad fija de obreros, o sea, se trata de un problema de
proporcionalidad.

Los datos expresan que se construyen 12 m de un muro en
2 dias de trabajo y se pide el resultado del trabajo cuando
hayan transcurrido 3 — dias.

No se conoce el factor de proporcionalidad, pero se puede
calcular. Si la brigada construye 12 m de muro en dos dias
de trabajo, icuantos metros puede construir en un dia? No

te es dificil comprender que a esta pregunta se responde
calculando: 12 : 2 = 6; es decir, que en 1 dia construyen 6 m
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de muro. Entonces el factor de proporcionalidad es 6. Cono-
ciéndolo, el problema se puede reformular asi:

Una brigada de obreros construye 6 m de un muro en un dia

: ) . 1T .
de trabajo. ;Cuantos metros construiran en 3 — dias si man-
tienen el mismo ritmo de trabajo?

En este problema ya conoces el factor de proporcionalidad, lo
que te permite calcular el valor que corresponde a 3 — dias de

trabajo multiplicando este numero por dicho factor:

6-31 =6-L=21
2 2

Respuesta: En 3 % dias la brigada construye 21 m de muro.

Cuando en el proceso de resolucion de problemas de propor-
cionalidad se calcula el factor de proporcionalidad, se dice
que se procede reduciendo a la unidad.

Recuerda que...

El procedimiento de solucién conocido como reduccién a
v la unidad consiste en hallar el factor de proporcionalidad,
”-’ el cual se multiplica por el valor conocido para obtener su

XL \g\ \/‘ correspondiente de la otra magnitud.

Otra via para resolver el mismo problema es trabajar con
la proporcion correspondiente a la situacién descrita en el
problema, o sea, hallando el término desconocido en la pro-

., 1
porcidon: 2 esa 3 3 como 12 es a x.
Veamos otro ejemplo:

3. Un auto recorre 206,85 km en 3,5 h con una velocidad cons-
tante. ;Qué distancia recorre en 5 h?
Para resolver este problema debemos reconocer que las mag-
nitudes espacio y tiempo son directamente proporcionales
cuando un movil se desplaza a velocidad constante. Si deno-
tamos por x la distancia que recorre el auto en 5 h, podemos
representar en una tabla los datos del problema figura 3.8.
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Espacio (km) 206,85 %
Tiempo (h) 3,5 5
/'y

Figura 3.8

Como en magnitudes directamente proporcionales dos valo-
res de una magnitud y sus correspondientes en la otra forman
una proporcién, podemos plantear la siguiente proporcién y
calcular el término desconocido:
206,85 3,5

X 5
3,5x=206,85-5

1034,25
X=——"

3,5

x =295,5

Respuesta: En 5 h el auto recorre 295,5 km.

Representacion grafica de la proporcionalidad directa

En la tabla siguiente se ilustra una correspondencia que es

una proporcionalidad directa entre el nUmero de caramelos y lo

que cuesta comprarlos:

NUmero de caramelos (x)

10

11

Costo en centavos (y)

4

20

22

En este caso, el factor de proporcionalidad es 2, pues es el nu-
mero por el cual se multiplica cada cantidad de caramelos para

obtener su costo.

Si representas esta proporcionalidad directa en un sistema de
coordenadas, puedes comprobar que los puntos que se obtienen
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al representar cada par de valores correspondientes estan sobre
una misma recta (figura 3.9).

8
6
4
27 H
!1 23 4 X
Figura 3.9
Ejercicios del epigrafe
1. Los datos representados en las tablas siguientes corres-

ponden a magnitudes directamente proporcionales. Halla
en cada caso el factor de proporcionalidad y calcula los
valores que faltan.

Libras de mandarina 3 5
Costo (pesos) 10,50 31,50
Distancia recorrida por un auto (km) 50 100 120
Tiempo (h) 8,5
Nu_mero de piezas que produce una ma- 170 306
quina
. 1

Tiempo que demora (h) 1E 5

2. Si 13 m de tela para cortina cuestan $ 975,00 ; cuanto cues-
tan4 m?

3. Un ciclista recorre 54 km en 3 h. ;Cudntas horas necesita

para recorrer 126 km?
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Una maquina automatica elabora 162 piezas en 2 h.

a) ¢Cuantas piezas elabora en 9 h?
b) ¢Cuantas horas necesita para elaborar 972 piezas?

52 m de un tipo de alambre cuesta $ 780,00.

a) ¢Cuantos metros de alambre compré David si gasto
$ 15,007

b) Daniel necesita comprar 106 m de ese alambre. ; Cuan-
to le costaran?

De 150 q de remolacha se obtienen 25 g de azucar.

a) ¢Cuantos quintales de azucar se obtienen de 60 q de
remolacha?

b) ¢De cuantos quintales de remolacha se obtienen 15 q
de azucar?

Identifica cuales de los pares de magnitudes descritas son
directamente proporcionales.

a) La altura en centimetros de una persona y su edad.

b) Las horas trabajadas en un turno y el pago respectivo
por ese turno.

¢) La cantidad de paginas de un libro y la cantidad de
hojas que se necesitan para imprimirlo.

d) El precio de una comida y el tiempo que un cliente de-
mora en comerla.

Dos ruedas estan unidas por una correa transmisora. La
primera tiene un radio de 15 cm de longitud y la segun-
da de 45 cm de longitud. Cuando la primera rueda da
300 vueltas, ¢cuantas vueltas da la segunda?

El sonido de un trueno demora 0,6 s en recorrer una distan-
cia de 206 m. ; Cuantos metros recorre el trueno en 0,9 s?

Alfredo toma fotografias y compara el tamafo de los ob-
jetos en la foto con su tamafio en la realidad. Un objeto
cuya altura es de 2 m aparece en la foto con un tamano de
6 cm. ; Con qué tamafno aparecera un objeto cuya altura es
de 8 m?
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3.3 Proporcionalidad inversa

Hay magnitudes que son directamente proporcionales, es decir
que aumentan o disminuyen de manera proporcional. ;La propor-
cionalidad entre dos magnitudes pudiera manifestarse de forma
contraria? Te invito para que analices la siguiente situacién:

El papa de Enrique lo lleva a la playa en su automovil. Enrique
le pide que disminuya la velocidad para evitar un accidente. Su
papa le aclara que si disminuye la velocidad el tiempo de viaje
aumenta.

iEstas de acuerdo con el papa de Enrique en cuanto a la re-
lacién entre la velocidad y el tiempo que tarda al recorrer un
trayecto fijo? ;Podemos plantear que las relaciones entre las
magnitudes tiempo y velocidad en este caso son directamente
proporcionales? ; Por qué?

La experiencia personal nos dice que en la medida que el
automovil avance a menor velocidad, el tiempo el cual demora en
llegar a su destino aumenta y, por el contrario, si avanza a mayor
velocidad, el tiempo de viaje disminuye; por tanto, las relaciones
entre las magnitudes no son directamente proporcionales.

Situaciones como la anterior también se presentan, por ejem-
plo, en la relacion que existe entre las dimensiones largo y ancho
de dos rectangulos que tienen la misma area.

Kf Recuerda que...

X( U\\IE\\\/. El area del rectangulo es el producto del largo por el ancho.
a

Analicemos la siguiente situacion:

Sea ABCD unrectangulo con un area de 36 cm? cuyas dimensio-
nes son 1 cm de largo por 36 cm de ancho. ; Cédmo varia el ancho
de un rectangulo cuando, sin variar su area, duplicamos, triplica-
mos, ... su largo?

En la siguiente tabla se muestra lo que ocurre con las dimen-
siones del rectangulo cuando se varia la longitud de uno de los
lados manteniendo su area fija.
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Largo (cm) 1 2 3 4 6 9

Ancho (cm) 36 18 12 9 6 4

Observa que para cantidades de magnitudes correspondientes
se cumple:

e Sus productos son iguales a 36, lo que indica que su area se
mantiene fija.

e Entre estas se puede verificar que:

36 =1-36 18=1-36 12=l-36
2 3

9=l-36 6=1-36 4=1-36
4 6 9

O sea, cada valor de la fila de abajo se obtiene mediante el
producto de un niumero constante: 36, y el reciproco de su co-
rrespondiente en la fila de arriba; dicho de otro modo: los valores
del ancho se obtienen multiplicando 36 por los reciprocos de los
valores del largo. Aqui se aprecia que cuando el largo aumenta
(duplica, triplica, etc.), el ancho se reduce proporcionalmente (a
la mitad, la tercera parte, etcétera).

Ejercicio resuelto

Si un educando necesita 12 dias para escardar un campo de
tomates, jcuantos dias necesitaran 4 educandos para realizar la
misma labor?

Vamos a denotar por x la cantidad de dias que necesitan
4 educandos para realizar la labor.

Representando los datos en una tabla (figura 3.10):

Educandos 1 4
Dias 12 X
Figura 3.10
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Formamos la proporcién igualando la razén entre los valores
de una magnitud con el reciproco de la razén entre sus valores

correspondientes, como indican las flechas.

T_x 4x =12 x=E x=3
4 12 4

Respuesta: 4 educandos necesitaran 3 dias para realizar la
labor.

Otra via puede ser también hallar el valor que corresponde
a 1, es decir, el factor de proporcionalidad. En este ejemplo es
1-12=12

Después multiplicamos por el reciproco del valor que conoce-
mos: (4 educandos): 12 -Z= 3

Respuesta: 4 educandos necesitaran 3 dias para realizar la
Iabor

. ; A iSabias que...?

!Xh Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando
los valores de una de ellas se obtienen multiplicando un
mismo numero por los reciprocos de los valores correspon-
dientes de la otra magnitud.

Asi tenemos, por ejemplo, que la velocidad y el tiempo son in-
versamente proporcionales cuando la distancia que se recorre es
la misma. Igual sucede con el largo y el ancho de los rectangulos
de igual area.

Se Ilama factor de proporcionalidad inversa al numero fijo
que resulta ser el producto de dos valores correspondientes cua-
lesquiera.

De la tabla y las reflexiones anteriores puedes concluir que
la razén entre dos valores de una magnitud y el reciproco de la
razén de sus correspondientes, forman una proporcién.

Ejemplo
1.183_92_4
2 36'4 12'9 18
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Representacion grafica de la proporcionalidad inversa

La proporcionalidad inversa también puede ser representada
en un sistema de coordenadas. En la tabla siguiente se ilustra la
proporcionalidad inversa planteada en un ejemplo anterior: en-
tre el numero de educandos que escardan un campo de tomates
y el tiempo necesario para realizar la labor.

x: Educandos 1 2 3 4 6 12
y: Tiempo (dias) 12 6 4 3 2 1
Xy 12 12 12 12 12 12

En este caso, el factor de proporcionalidad inversa es 12, pues
es el numero por el cual se multiplica el inverso de cada cantidad
de educandos para obtener el tiempo necesario para realizar la
labor y =12~%-

Si representas esta proporcionalidad inversa en un sistema de
coordenadas, puedes comprobar que los puntos que se obtienen
al representar cada par de valores correspondientes no estan so-
bre una misma recta (figura 3.11).

12

mfmemmmgmm————————

1 ----E.---: ---é----%. H 1
1 2 3 4 6 12 X
Figura 3.11
O . .
7.=  Reflexiona un instante
N P 5 q
X% ¢Por qué en la medida en que los valores de una de las magni-
tudes aumentan, el de la otra magnitud se acerca mas a cero?
e
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Otros ejemplos de magnitudes inversamente proporcionales
son:

e El namero de litros que recibe un tanque por minuto y el
tiempo necesario para llenarlo.

e El nimero de obreros y el numero de dias empleados para
hacer una obra, si se trata de la misma obra.

e Elsueldo diario de un obrero y el nUmero de dias que ha tra-
bajado, si lo ganado en total permanece constante.

e Lo que gana un obrero por dia y el numero de dias que nece-
sita para realizar un trabajo, si lo que se paga por ese trabajo
es constante.

Observa los ejemplos siguientes en los que se utilizan diferen-
tes vias para resolver problemas de proporcionalidad inversa.

Ejercicio resuelto

Armando quiere hacer un estudio que muestre a los trabaja-
dores de la brigada que dirige que, si aumenta la productividad
al plantar arboles, disminuye proporcionalmente el tiempo en
concluir la tarea. Para hacer su exposicion se quiere auxiliar de
una tabla como la que aparece a continuacion:

Productividad (cantidad de arboles
sembrados por dia de trabajo)

Tiempo en concluir la tarea (dias) 24

Completa la tabla si sabes que las magnitudes dadas son inver-
samente proporcionales.

En el texto del problema se plantea: si aumenta la productivi-
dad al plantar arboles, disminuye proporcionalmente el tiempo
en concluir la tarea. Se trata, por ende, de magnitudes inversa-
mente proporcionales.

Puedes proceder por la via de reducciéon a la unidad, o sea,
determinando el factor de proporcionalidad inversa o plantean-
do las proporciones correspondientes a cada dato de magnitud
conocido.
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El factor de proporcionalidad se puede calcular si se conocen
un par de valores que sean correspondientes, en este caso, se
calcula el producto: 4 - 24 = 96

Y conociendo que el factor de proporcionalidad inversa es la
cantidad de arboles que se deben sembrar, la tabla se completa
aplicando el significado practico de la divisién:

96:6=16;96:8=12;...;96:32=3

Se ha resuelto el problema por reduccién a la unidad.

Otra manera de resolver el problema es planteando y calculan-
do el término desconocido de las proporciones correspondientes
a cada dato conocido:

desabcomoxesald desa8comoxesazd...;4esa 32
como xesali

4_x 4_x N 4 _x
6 24 8 24 32 24
424 =6x 424 =8x 424 =32x
96 = 6x 96 = 8x 96 = 32x
16 = x 12 =x 3=x

iNo olvides!
En magnitudes inversamente proporcionales:

e El factor de proporcionalidad inversa es el producto en-
tre dos magnitudes correspondientes.

e Larazoén entre dos valores de una magnitud y el reciproco
de la razoén de sus correspondientes en la otra magnitud,
forman una proporcion.

Para resolver problemas de proporcionalidad inversa pode-
mos utilizar mas de una via:

n®

e

-

Dot e Planteo y calculo del término desconocido en proporcio-
nes correspondientes.

e Por reduccion a la unidad.
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iCuidado! Existen casos de magnitudes que estan relaciona-
das entre si de modo que el valor de una depende del valor de
otra, sin embargo, no existe proporcionalidad entre ellas.

Por ejemplo, la estatura de una persona en los primeros quince
afos normalmente aumenta, pero no lo hace proporcionalmen-
te. Si un nifio mide 1 m a los 3 anos, eso no significa que a los
6 aflos mida 2 m, ni que a los 15 afios vaya a ser un gigante de
5 m. No existe una relaciéon de proporcionalidad entre la estatura
y la edad (figura 3.12).

Altura §
e D <
Tm+ @ .
I’ i
3 6 19 25 Edad
Figura 3.12
Proporcionalidad
Proporcionalidad directa Proporcionalidad inversa
Ejemplo: Ejemplo:
Dulces 112 3| 4 Obreros 112 3|4
Tiempo en
S:;:ZV(;:S > | 101520 que hacen 8|48 |2
| T la obra (dias) 3

t |

En la proporcionalidad directa, a medida que aumentan los
valores de una magnitud, los correspondientes a la otra también
lo hacen.

El costo se obtiene multiplicando 5 (factor de proporcionali-
dad) por la cantidad de dulces: 10 =5 - 2
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Todas las razones de los valores de una misma magnitud

forman una proporcién con las razones de los valores correspon-
. : 1 5
dientes de la otra magnitud: —= —

En la proporcionalidad inversa, a medida que aumentan los
valores de una magnitud, los correspondientes a la otra dismi-
nuyen.

El tiempo que demoran los obreros se obtiene multiplicando
8 (factor de prO{)orcionaIidad) por el reciproco de la cantidad de
obreros: 4 = 8-5

Todas las razones de los valores de una misma magnitud
forman una proporciéon con los reciprocos de las razones de los

valores correspondientes de la otra magnitud: 2°8

Ejercicios del epigrafe
1. Los datos representados en la tabla siguiente correspon-

den a magnitudes inversamente proporcionales. Halla el
factor de proporcionalidad y calcula los valores que faltan.

Litros de agua que recibe un tanque por 25 50
minuto
Tiempo necesario para llenarse 20 10

2. Una brigada de 9 mecanicos realizé un trabajo en 46 h.

a) ¢En qué tiempo pueden realizar este trabajo 15 meca-
nicos?

b) ;Qué tiempo necesitaran 6 mecanicos con el mismo
rendimiento promedio?

3. Con 12 tornos del mismo tipo se pueden elaborar una se-
rie de pequenas piezas de maquinaria en 25 h.

a) ¢Cuantas horas se necesitan para elaborar las piezas si
dos tornos no se pueden utilizar por estar en repara-
cion?

b) ¢Cuantas horas se atrasa la elaboraciéon?

123



MATEMATICA

Cinco educandos remueven en 12 h un area del huerto es-
colar. Determina en qué tiempo realizan el mismo trabajo:

a) 6 educandos
b) 10 educandos
¢) 4 educandos

Cuatro educandos remueven la mitad del huerto en 18 h.
La otra mitad del huerto se debe remover en:

a) 8h
b) 9h
¢) 6h

5.1¢Cuantos educandos deben participar en el trabajo
para obtener el mismo rendimiento promedio?

3.4 Ejercicios del capitulo

1.

124

Halla la razén entre:
a)16y 8
b)30y 10
)20y 15
2 1
d) Zv—
) 3y2

e)9,2y23
15
fla—y=
)25Y%
9)32y0,3
Halla la razéon entre el niumero de cuadraditos negros y el
de cuadraditos blancos en cada inciso (figura 3.13 a, b, ¢).

S
A

a) Figura 3.13 a
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)
R

b) Figura 3.13 b

c) Figura 3.13 c

Escribe el conjunto B formado por 5 razones iguales a g .

Sea el conjunto:

M = l;2;30:110;1;0,8:4;2;1,5:5,5;H
6 27 33 99 1,8

a) ¢Cudles de las razones del conjunto M son iguales a 3 ?
b) *Escribe el conjunto P formado por elementos del con-

junto M que sean igualesa 3: 11.
c) ¢Qué relacién existe entre los conjuntos My P?

Sustituye las variables que aparecen en la figura 3.14 de
modo que obtengas razones iguales a 8 : 3.

5' 8:3 L
X 81
Figura 3.14
Halla el valor de c en las siguientes proporciones:
a) -1 b)2:3=5:c
15 3
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12.
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c

d) — ==
) 12

A 1‘)4:21:c:2
2 4

S
N

c 1,

Investiga cudles de los siguientes pares de razones forman
proporciones:

67 16 3
a) —y— b) =:1y—:2
) 37V )3 W3
23 1 3 10 25
Q= :Zy—:=— d) —y=—
)33Y5 70 ) 1273

Forma dos proporciones con los valores que se dan en cada
inciso.

a)1;2;3;6 b) 8; 22; 11; 16

o 7;21;33; 11 d) 34;17; 2; 4

Dados los siguientes angulos, determina su amplitud

y calcula las razones que se indican a continuacién
(figura 3.15):

‘ <M X P
{C qA
A —

Figura 3.15

a) X pyamixP gwaam dZE
<M <P

Busca cinco pares de valores para a y b de manera que:
16_b
a 3

. m n
Halla valores para my n de modo que — = 3 sea una pro-
porcion. 5

Indica 3 posibilidades.

Determina el valor de x en las proporciones siguientes:
a)@=i b)x:4=16:x c)§=E
x 2 3 X



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

CAPIiTULO 3

Busca en cada inciso tres pares de valores para a 'y b:

a)izﬁ b)a:9=9:b 0a:8=8:b d)i:E
6 b 12 b

Celia esta haciendo un collar colocando las cuentecitas en
la forma que se indica en la figura 3.16:

Figura 3.16

Si tiene 18 cuentecitas negras, ¢ cuantas blancas necesita?

Un automovil recorre 10 km en 7 min. ;Cuantos kilome-
tros recorrera en 21 min?

Marca con una x la respuesta correcta para este problema.
1) 17 km 2) __ 30km
3) 38 km 4) 91 km

El tiempo planificado para la construccién de un parque
de diversiones fue de 140 dias. Si la microbrigada que eje-
cutd la obra solo necesité el 80 % del tiempo planificado,
icuantos dias demoro la construcciéon del parque?

Si 6 obreros pueden hacer la representaciéon de un equipo en
42 dias, i cuantos dias necesitan para hacerlo 18 obreros?

Si una llave vierte 354 L en un cuarto de hora, jcuantos
litros vierte en 5 min?

El costo de 5 libretas es $ 35,00. ; Cuanto cuestan 3 doce-
nas de libretas?

Una brigada de obreros construye 12 m de un muro en
. . . - 1,
2 dias de trabajo. ; Cuantos metros construiran en 3 Edlas,

si trabajan al mismo ritmo? Marque con x la opcién que
consideras es solucion del problema.

a)__ 42m b)  14m ¢ _6m d__21m
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Un tanque puede llenarse en 18 min por una llave que
vierte 15 L/min. Cuanto tardara en llenarse por otra llave
que vierte 10 L/min?

Cuando Rosa cumplié 9 afos su abuela le dijo: “Tienes
1 por cada 7 de los afios que yo tengo ahora”. ;Qué edad
tiene la abuela?

En un grupo de 500 personas, 35 son mayores de 70 afios.

a) ¢Cual es la razén del nimero de personas mayores de
70 afos al total del grupo?

Si 6 entradas al teatro cuestan $ 72,00, ;cuanto costaran
8 entradas como estas?

Si 8 costureras cortan 11 sayas en 6 h, ;cuanto tiempo le
llevara a 5 costureras cortar 3 sayas trabajando a la misma
velocidad?

Ganando $ 4,50 en cada metro de tela, ; cuantos metros se
han vendido si la ganancia ha sido $ 217,35?

*En 4 dias de trabajo, 6 tractores araron 144 ha. ;Cuantas
hectareas pueden arar 4 tractores en 8 dias con el mismo
ritmo de trabajo?

Dos nifios corren al encuentro uno del otro al mismo tiem-
po. Uno avanza 360 m cada 3 min, y el otro 450 m cada
4 min. Se encuentran a los 12 min. ;Qué distancia recorrié
cada nifio?

*;Cuantas horas durara un suero de 900 mL a 15 gotas por
minuto, si cada mililitro equivale a 20 gotas de suero?

*;Cuantos kilogramos de pan se pueden producir con
300 kg de trigo? (de 5 kg de trigo se obtienen 4 kg de
harina y de cada 2 kg de harina, 3 kg de pan).



CAPITULO A

Tanto por ciento

n Algo de historia

En la antigua Roma, los porcentajes eran de gran impor-

O

~ tancia para la economia. Aunque todavia no se reconocian

ba como tal, se aplicaban fracciones con denominador 100

5 Z para calcular impuestos sobre bienes o la venta de esclavos.
lli—

Una de las aplicaciones mas frecuentes de la proporcionalidad
en la vida cotidiana es el tanto por ciento. En las informaciones que
se ofrecen en la prensa sobre aspectos econdmicos, en las rebajas
gque se anuncian en las tiendas sobre los precios de los productos o
en las estadisticas que se archivan en las instituciones educativas y
hospitales, aparecen expresiones como las siguientes:

e Cuba aspira llegar al 2030 con el 24 % de su energia eléctrica
generada mediante fuentes renovables de energia.

e El sistema bancario nacional aplica una bonificacién o rebaja
del 4 % a los pagos que se realizan mediante tarjetas magné-
ticas.

e En el examen de Matematica aprobé el 100 % de los educan-
dos de la institucién educativa matriculados en sexto grado.

e El envejecimiento de la poblacion, de la cual el 20,1 % tiene
en la actualidad 60 afios o0 mas, unido a la disminucién de la
natalidad, constituye uno de los principales retos para nues-
tro sistema de salud.

e Del total de tierras entregadas en usufructo a personas natu-
rales, el 12 % se entregd a mujeres.
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e En 2016 los chinos contribuyeron al 42 % de la produccién
mundial de té.

e El 20,9 % de la troposfera es oxigeno.

e El 38 % de los niflos menores de 12 afnos dedican gran parte
de su tiempo libre a los juegos de video.

4.1 Concepto de tanto por ciento

Para comprender e interpretar este tipo de dato, es preciso
saber que tanto por ciento significa tantos de cada cien. Es decir,
dividido un todo o un conjunto en 100 partes iguales; el tanto
por ciento expresa cuantas partes como esta se han tomado.

Ejemplo

* 6 % significa 6 de cada 100.
e 35 % significa 35 de cada 100.
* 6,3 % significa 6,3 de cada 100.

Este problema se puede enfocar desde otro punto de vista, in-
terpretando 6 de cada 10((5) como la razén 6 es a 100, asumiendo
su representacion como 100 = 0,06.

Te invito a que observes cdmo se procede cuando es necesario
interpretar un cociente o una fraccién como un tanto por ciento.
Ejemplo
a) 2_5

100

Como debes haber observado, el tanto por ciento es el nume-
rador de una fraccién de denominador 100.

b)g 00,5 d) 0,513

a) % es una fraccion de denominador 100 y numerador 25.

Luego, 25 significa 25 %.
100

3 320 60 ., 3 . .
b) ===—=——; la fraccibn = es equivalente con la fracciéon

5 5.20 100 5

60

—— . Luego, 3 significa 60 %.
100 5

130



CAPITULO 4

¢ 05 = 2; la expresiéon decimal 0,5 significa 2 Luego, 0,5
100 100

significa 50 %.

d) 0,513="13:10=2"3
1000 100

Ejercicios del epigrafe

. Luego, 0,513 significa 51,3 %.

1. Calcula:
a) 56 - 100 b) 123 - 100
c)2,1-100 d)0,4-100
e) 21,1 - 100 f) 246 - 100
g) 32,3100 h) 1,45 - 100
i) 56 : 100 j) 123 :100
k) 2,1:100 ) 0,4:100
m) 21,1 :100 n) 246 : 100
n) 32,3 :100 o) 1,45 : 100
p) 4,5-23 q) 1,3-213
r)6,3-23 s) 20,4 - 123
t)32-0,2 u)y30-14
v) 36 - 0,6 w) 40 - 2,2
2. ¢ Qué significa la expresion: cumpli con el 100 % de mis
tareas?
3. Escribe como tanto por ciento:
3 1 7 3
e) 10 ) 0,71 g)z h) 10
o1 . 68 5
i) >c i) 0,2 k) 100 ) =
m) 3,6 n) 0,11 n) 2,3
4, Escribe como fraccién decimal:
a) 23 % b) 3 % ) 78 %
d) 321 % e) 802 % f) 342 %
g) 53 % h) 9 % i) 93 %
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5. Expresa en notaciéon decimal:
a) 54 % b)5 % C) 45 %
d) 402 % e) 2,1 % f) 1,08 %
g) 0,03 % h) 1,6 % i)7,3 %
6. Si de una unidad se quita 0,65, ;qué fraccion queda?

¢COomo se expresa esta, en tanto por ciento?

4.2 Razones, fracciones, tanto por ciento

Reflexiona acerca de las siguientes expresiones:
e EI 65 % de las mujeres en edad laboral trabaja.

e La % parte de las mujeres en edad laboral trabaja.

e 13 de cada 20 mujeres en edad laboral trabajan.

¢En qué se parecen con relaciéon a su significado practico? ;En
gué se diferencian? Todas se refieren a la misma cantidad relati-
va, a las mujeres que en edad laboral trabajan.

Es la misma informacion dada desde diferentes puntos de vis-
ta: el tanto por ciento, la fraccién y la razén.

i{Qué tienen en comun el tanto por ciento, la fraccién y la
razén?

La aplicacion del concepto de fraccién a diversas situaciones
ha permitido desarrollar otros conceptos importantes: razén, pro-
porcion, tanto por ciento. Una de las dificultades que se presentan
en el aprendizaje de los porcentajes es que no se relacionan con
sus equivalentes fraccionarios o decimales. Por ejemplo, calcular
el 25 % de un numero es equivalente a hallar el resultado de

- . 25 1 .
multiplicar ese numero por 0,25, —5 — o cualquiera de sus frac-

ciones equivalentes: Zli
8 12
En la tabla que se muestra a continuacién es posible observar
relaciones entre estos conceptos que nos ayudaran en el calculo

del tanto por ciento:
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Porcen- Fraccion Notacion Fraccion Razon Calcular %

taje decimal decimal simplificada de un total
10 1 AC

10 % o 0,1 il 1:10 Décima parte
100 10 del total
20 1 i

20 % 20 0,2 1 1:5 Quinta parte
100 5 del total
25 1

25 % Ea 0,25 1 1:4 Cuarta parte
100 4 del total
50 1 )

50 % S 0,5 — 1:2 Mitad del total
100 2
75 3

75 % e 0,75 3 3.2 Tres cuartas
100 4 partes del total

En la primera columna aparecen porcentajes (tantos por cien-
to) que se pueden hallar con facilidad, si se conoce en cada caso
la razén que representa y se multiplica por esta razon.

A estos casos particulares se les llama porcentajes comodos.

Ejercicio resuelto

Calcula aplicando los porcentajes comodos en cada caso:

a) Halla el 75 % de 44.

b) Halla el 25 % de 338.

c¢) De qué numero es 32 el 50 %?
d) De qué numero es 83,4 el 20 %?

Respuestas:

a) Como 75 % corresponde a % calculamos: % -44=3-11=33

Respuesta 33
169

b) Como 25 % corresponde a 1 calculamos: I 338=——=84,5
4 4 2
Respuesta 84,5
¢) Como 50 % corresponde a % calculamos: %-x =32
x=32-2=64
Respuesta 64
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d) Como 20 % corresponde a 1 calculamos: l-x =83,4
x=83,4-5=417 > 5
Respuesta 417

Ejemplo

En un aino de 365 dias, llovié el 20 % de sus dias. { Cuantos dias
llovi6? Debemos calcular el 20 % de 365. Los porcentajes como-
dos indican que esto se reduce a calcular la quinta parte del total.

Luego: % - 365 = 73 Respuesta: Llovié 73 dias.

.Sabias que...?

En algunas informaciones estadisticas se acostumbra a ex-
presar las razones en tanto por mil. En la prensa podemos
leer, por ejemplo:

e En el afo 2017, la tasa de mortalidad infantil fue de
3,8 por cada mil nacidos vivos. Con ese resultado, Cuba
mantuvo por diez ainos consecutivos este indicador de sa-
lud por debajo de 5.

,.

5 v‘ & e El lider individual de bateo tiene un average de 467 (una
! h razén aproximada de 467 hits en 1 000 veces al bate). En
algunas publicaciones se escribe 0,467.

Ejercicio resuelto

En un taller de reparaciones, un técnico se propuso arreglar
200 televisores como saludo a la jornada del triunfo de la Revo-
lucién. Si logré reparar 220 equipos, {qué tanto por ciento del
compromiso logré?

En casos como este en que lo real (220) supera a lo planificado
(200), el porcentaje es mayor que el ciento por ciento.

200 220 X = 220-100 220

100  x 200 2

Respuesta: El técnico logré el 110 % de su compromiso. (Tam-
bién se puede decir: El técnico logré un 10 % por encima de su
compromiso).

=110
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Recuerda que...

Existen relaciones entre las razones, fracciones, tanto por

ciento.

Ejemplo: 2 de cada 5 flores son rosas.

Razén Fraccion Centésimas Por ciento
decimal
40
2:5 — 0,40 40 %
100

El lenguaje del tanto por ciento es una forma especial del

\i lenguaje de las razones.

M. Ejemplo

LD 40
Xy ( ‘{Q\\/’ Larazén 2 :5 esigual a larazon—— (0,40); 2 es el 40 % de 5.
e, 100

Ejercicios del epigrafe

1. Completa la tabla siguiente:
Fraccion Fraccion decimal Notacién
comuin (denominador 100) decimal
1 50
; 100 0,50
1
4
2
5
80
100
0,60
1,40

Porciento

50 %

75 %

3%
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2. Observa la figura 4.1 y responde:

E EE B E

Figura 4.1

a) ¢Qué tanto por ciento de ella esta coloreado?
b) ;Qué tanto por ciento de ella esta sin colorear?
¢) ¢Cual es la suma de estos porcentajes?

3. Indica qué tanto por ciento representa el area sombrea-

da del cuadrado mayor (figura 4.2). Luego escribelo como
fraccion y como notaciéon decimal.

a) b)
Figura 4.2
4. Completa la siguiente tabla:
Figuras Partes Total de Razon Denomi- Notacion Porciento
geométricas coloreadas partes nador decimal
100
|
T |
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5. Escribe el tanto por ciento correspondiente a la siguiente
situacion: Una de cuatro personas lee el diario todos los
dias.

6. Si para hacer 5 tazas de ponche se utiliza una taza de jugo
de frutas, ;qué tanto por ciento del ponche es jugo de
frutas?

7. De cada 10 arboles de una finca, 4 son de mango, 3 de

tamarindo y el resto de naranja.

a) ¢Qué tanto por ciento de arboles de mango hay en la

finca?
b) ¢Qué tanto por ciento de arboles de tamarindo hay en
la finca?
¢) ¢Qué tanto por ciento de arboles de naranja hay en la
finca?
8. El tiempo planificado para la construccién de un centro

deportivo fue de 180 dias. Si la empresa que ejecutd la
obra solo necesité el 75 % del tiempo planificado, ;cuan-
tos dias demoré la construccion del centro deportivo?

4.3 Problemas tipicos de tanto por ciento

Se consideran problemas tipicos de tanto por ciento:

e Hallar el tanto por ciento de un numero
e Hallar qué tanto por ciento es un nUmero de otro
e Hallar el numero, conocido un tanto por ciento de él

4.3.1 Hallar el tanto por ciento de un numero

En los problemas para hallar el tanto por ciento de un nime-
ro, podemos proceder de acuerdo con la definicion de tanto por
ciento.

Ejemplo

El 6 % de 300 es 18.
300 esta formado por 3 grupos de 100 - 6 % significa que to-
mamos 6 de cada 100.
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Para hallar el 6 % de 300, tomamos 3 veces 6: 3 -6 = 18.

En el ejemplo hemos utilizado un procedimiento que resulta
sencillo cuando se trata de cantidades que son multiplos de 100,
y nada practico en el resto de los casos. Es conveniente encontrar
una manera de simplificar el procedimiento para realizar este y
otros calculos que permitan resolver los variados problemas de
tanto por ciento.

Recuerda que...

Para hallar una fraccién de un nimero se multiplica la frac-
cion por el numero.
Como el tanto por ciento puede expresarse como fraccion,
v el problema de hallar el tanto por ciento de un numero
M puede reducirse al calculo de la fraccion de un namero.
.~ o
oaalla

Ejemplo

Un joven ahorra el 8 % de sus entradas anuales y estas ascien-
den a $ 2 400,00. ;Cuanto ahorra ese joven al aio?

Para resolver este problema procedemos aplicando el concep-
to de tanto por ciento:

Como 8 % significa 8 de cada 100, el 8 % de 2 400 se calcula
multiplicando 8 - 24 = 192.

También podemos resolver el problema reduciéndolo a un
problema tipico de fracciones:

Como el 8 % de un numero equivale a % , entonces el 8 %

de 2 400, se puede calcular multiplicando % por 2 400.
i~2496=8.24=192

100

Respuesta: El joven ahorra $ 192,00 cada afio.
Ahora, lee con detenimiento la situacién siguiente: ; Cuanto es
el 21,2 % de 60?

e ;Cuanto se toma de cada 100?
e La parte de 100 que equivale a 21,2 %, ;con qué cociente se
representa?
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e (A qué equivale hallar el 21,2 % de 60?
e Entonces, ;como puedes calcular el 21,2 % de 60?

Las preguntas anteriores te ayudan a resolver el ejemplo, com-
prueba si pensaste asi.

Claro que se procede como en el ejemplo anterior; en este
caso, de cada 100 se toman 21,2. Esta relacion se representa con

21,2
el cociente: —/—
100’

Pensando de otra manera, se puede calcular planteando la

., 21,2 X
proporcién: 100 _ 60" gue segun la ley fundamental de las pro-

60 21,2
porciones se resuelve: =212-— 60 60 =2,12-6=12,7

o también: 0,212 - 60 = 12,72. 100 10ﬂ

Recuerda que...
v Para calcular el tanto por ciento de un numero, multiplicas
(5. el numero por el tanto por ciento (expresado como una di-
XL \g\ \/‘ vision de divisor 100 o en notacion decimal).

Si se entiende que tanto por ciento significa tantos de cada
100, ¢este puede superar a 100? Veamos el ejemplo:

En una fabrica, de un plan de ensamblado de 600 computado-
ras se lograron ensamblar 780 para un 130 % de cumplimiento.

* ;Qué significa la expresion 130 %?
e ;Qué cantidad de computadoras es necesario ensamblar para
alcanzar al 100 % el plan de ensamblado?

Segun el texto, el 100 % del plan es 600. Si 600 constituye el
100 %, las 780 computadoras ensambladas ;qué tanto por ciento
representan?

Resolvemos mediante la proporcién:

600 100
%_7196
X:780-W
780
6
x =130
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Respuesta: Las 780 computadoras ensambladas representan
el 130 %.

Cuando un tanto por ciento supera al 100 %, este indica un
sobrepaso al nimero tomado como 100 %. En el ejemplo analiza-
do, 130 % es superior al 100 %, por tanto, indica un sobrepaso a
600; como 180 es el 30 % de 600, entonces 780 es el 130 % de 600.

Siendo consecuentes con el concepto de tanto por ciento, cuan-
do escuchas hablar de sobrecumplimiento de un plan productivo,
se refiere a un sobrepaso del plan de producciéon propuesto.

Al calcular con un tanto por ciento superior al 100 %, se man-

tienen los procedimientos aprendidos. Por ejemplo:

130 600'=130-6 =780

100

Conocer acerca del significado de tanto por ciento es de gran
utilidad. Por ejemplo, si quieres comprar un producto con des-
cuento, podras calcular lo que finalmente pagaras al aplicar el
tanto por ciento de descuento.

Ejemplo

Un pantaldn que inicialmente se vendia en $ 500 se ha puesto
a la venta con el 20 % de descuento. Rafael desea aprovechar la
rebaja para adquirir uno de esos pantalones. ;Cuanto dinero se

ahorra al comprarlo? 50
Sabemos que a 20 % corresponde la fraccién 100° Calculamos

20

——-500 =20-5=100.

100 00

Respuesta: Rafael ahorra $100 al comprar el pantalon.

20
o

dras darte cuenta de que calcular el 20 % de un numero es lo

mismo que dividirlo entre 5.

Si realizas el calculo simplificando primero la fracciéon

Ejercicios del epigrafe

1. Halla el:

a) 3 % de 200 b) 12 % de 300 c) 20 % de 70
d) 50 % de 40 e)64 % de 1100 f) 21 % de 2 300

140



CAPITULO 4

g) 4 % de 25
j) 88 % de 125

Di cuanto es el:

a) 14 % de 38
d) 71 % de 93

Calcula:
a)4,2 % de 26 m
¢) 15,4 % de 89 h

e) 103,5 % de 63 L
g) 6 % de $ 713,00

h) 15 % de 20
k) 175 % de 57

b) 67 % de 59
e) 69 % de 21

i) 24 % de 75
[) 55 % de 106

c) 28 % de 115
f) 53 % de 187

b) 8,11 % de 17 km
d) 33,7 % de 95 dm
f) 2,34 % de 605 g

h) 48,52 % de 109 t

En una institucion educativa hay 350 educandos en ter-
cer ciclo. De ellos, el 54 % tiene conocimientos del idioma
inglés. ; Cuantos educandos tienen conocimientos del idio-
ma inglés?

En un destacamento de 45 pioneros, el 80 % esta incor-
porado a equipos deportivos. ;Cuantos pioneros se han
incorporado a esos equipos?

De las 80 competencias efectuadas por los exploradores
en el pais, la zona central obtuvo el 15 % de victorias.
¢ Cudntas competencias ganoé la zona central?

El tiempo planificado para la construcciéon de un circulo
infantil era de 180 dias. Si la cooperativa de construccién
que ejecuto la obra solo necesité el 75 % del tiempo plani-
ficado. ;Cuantos dias demord la construccién del circulo?

En saludo a la jornada del triunfo de la Revolucién, un
chofer de taxis se comprometié a realizar 462 viajes pres-
tando servicios a la poblacion después de su horario de
trabajo. El compromiso fue cumplido en un 135 %. ; Cuan-
tas horas voluntarias realiz6?

A un taller de confecciones textiles se le entregaron
1 894 m de tela. El 63 % se utilizara para confeccionar
uniformes escolares para hembras y el resto para varones.
¢Cuantos metros de telas se utilizaron en la confeccién de
uniformes de hembras y cuantos en las de varones?
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10. Una cooperativa de produccion agropecuaria cosecho
2 153 g de viandas. El 41 % de la cosecha es de malanga,
el 27 % de papa, el 11 % de platanoy el resto de boniato.
¢Cuantos quintales de cada vianda se cosecharon?

11. Ademas de nitrégeno y oxigeno, la atmoésfera contiene
otros gases como el argon, el diéxido de carbono y el va-
por de agua. Si consideramos las capas de la atmosfera
mas cercanas a la Tierra, el nitrégeno ocupa el 78,084 %
del espacio y el oxigeno, el 20,946 %. ;Qué tanto por
ciento del espacio ocupan en conjunto el nitrégeno y el
oxigeno?

4.3.2 Hallar qué tanto por ciento es un numero de otro

Recuerda que...

v Para hallar qué fracciéon es un nimero de otro se plantea
. la fraccién correspondiente y se simplifica tanto como sea

XLU\\E\\\\/ posible.

Este principio nos puede servir para determinar qué tanto por
ciento es un numero de otro. Bastaria con plantear la fraccién
correspondiente a los numeros dados y expresarla como tanto
por ciento.

Te invito a resolver el siguiente problema aplicando lo apren-
dido en la solucién de los problemas tipicos de fracciones.

Ejemplo

En un trabajo de control de Matematica aplicado, aprobaron
45 de los 50 educandos matriculados. ; Qué tanto por ciento de
aprobado se obtuvo?

e ;Qué significa tanto por ciento? (Tantos de cada 100)
e ;De qué otra manera se puede representar?

Mediante la razén 45 : 50 o la fraccion %; ampliando la
fraccion % a su equivalente de denominador 100, se obtiene %,

cuyo significado como tanto por ciento es 90 %.
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Calcula el cociente 45 : 50. Compara este resultado con el ob-
tenido con el procedimiento anterior.

45,0 | 50

- 450 0,9
0

Respuesta: Se obtuvo el 90 % de aprobados.

Por tanto, para hallar qué tanto por ciento es un niumero de
otro, se procede de forma similar al caso tipico de fraccién: hallar
qué parte es un numero de otro, es decir, se halla el cociente de
los numeros y el resultado se multiplica por 100.

45
50

Otra via de solucién de este ejercicio es multiplicar por 100 el
dividendo (en este caso 45) y luego dividir.

100 = 45 -10=9-10=90

4500 50
- 450 90
0

En algunos casos la division no es exacta; para dar la respuesta
se redondea a un lugar después de la coma, por ejemplo:

Calcula qué tanto por ciento es 39 de 41.

390 | 41
-369 0,9512
210 1951 %
- 205
50
-41
90
-82
8
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Recuerda que...

\[ Para hallar qué tanto por ciento es un numero de otro divi-
des el primero por el segundo y expresas el cociente como

Xau}i\\\}‘ tanto por ciento.

Ejercicios del epigrafe

1.

144

Calcula y si es necesario redondea el resultado a un lugar
después de la coma:

a) 24 : 32 b) 58 : 101 c) 123:148

d) 3,8:43 e) 524 : 322 f) 821:43

g) 92,1 : 21 h) 582 : 483 i) 12,8:21

Calcula qué tanto por ciento es:

a) 10 de 200 b) 24 de 48 ¢) 3de 400
d) 32 de 160 e) 5de 40 f) 7 de 84
g) 8de 72 h) 15 de 20 i) 25 de 20
Calcula el tanto por ciento:

a) 730 de 730 b) 30 de 60 ) 45 de 600
d) 24 de 120 e) 0,2de 8 f) 10,5 de 23
g) 8,1 de 150 h) 2 de 24,6 i) 60 de 45
Calcula el tanto por ciento:

a) 11 cn de 26 cm b) 51 hde 170 h

¢) 13 mm de 2,6 mm d) 5,4 q de 620 q
e) $ 0,40 de $ 23,80 f)3Lde0,4L

g)%t de 10t h) 0,08 kg de 6 kg

i)gmde7m i) $4,00de$ 2,00

Un equipo de pelota gana 12 de 15 juegos efectuados.
a) ¢Qué tanto por ciento de los juegos gan6?

b) ¢Qué tanto por ciento perdié?

Unas gallinas han puesto hoy 35 huevos de los cuales se
han roto 7.



10.

11.

12.

13.
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a) ¢Qué tanto por ciento se ha roto?

b) ¢Qué tanto por ciento quedé sano?

De los 154 trabajadores de una empresa, 148 participa-
ron en la jornada de cambio de actividad. ;Qué tanto por
ciento de participacién tuvo la empresa en la jornada?

De los 978 electores de una circunscripcion del Poder Po-
pular, 596 son mujeres.

a) ¢(Qué tanto por ciento de mujeres hay en la circunscrip-
cion?

b) ¢Cuantos hombres hay?

De un periodo de 50 dias de clases, Pedro asistié 48 dias,

Maria 45 dias y Martha, por estar enferma, solo asistio

35 dias. {Qué tanto por ciento del periodo asistié cada

educando?

Para ir a la instituciéon educativa debo recorrer una dis-
tancia de 850 m. Si he recorrido ya 120 m, ;qué tanto por
ciento de la distancia he recorrido?

Rogelio se ha propuesto la meta de cortar 200 @ de cana
diariamente durante la presente zafra. El comportamien-
to durante los tres primeros dias de corte fue el siguiente:
lunes: 150 @; martes: 200 @; miércoles: 210 @.

¢ Qué tanto por ciento de la meta alcanzé cada dia?

En un establecimiento del Ministerio de la Industria
Alimentaria hay 164 trabajadores en total. De ellos 15
son graduados universitarios, 118 técnicos medios,
22 obreros calificados y el resto son graduados de noveno
grado. ;Qué tanto por ciento representa cada una de es-
tas calificaciones?

El tiempo planificado para la construccién de un club de
computacion era de 148 dias, pero gracias al esfuerzo con-
junto de la cooperativa de construccion y vecinos del lugar
solo se necesitaron 119 dias. ;Qué tanto por ciento del
tiempo planificado se emple6?
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14. En un taller de reparaciones, un técnico se propuso arre-
glar 289 ollas arroceras. Si logré reparar 315 equipos, ;qué
tanto por ciento del compromiso logré?

4.3.3 Hallar el numero, conocido un tanto por ciento de él

Recuerda que...

Para hallar de un nimero conocido una fraccion, se plantea
el cociente del numero entre la fraccién.

Como el tanto por ciento puede expresarse como fraccién,
\I el problema hallar el nimero, conocido un tanto por ciento
& de él, puede reducirse al calculo del nimero conocida una
X( \i\ \/‘ fraccién de él.
pgen

Ejemplo
¢De qué numero es 8 el 16 %?

Para ello aprendiste en el capitulo de fracciones que puedes
encontrar el numero dividiendo la parte fraccionaria (en este

caso 8) entre la fraccién (que es 11—6 ).
16 _ _ g 100~ _s5p
100 16 5,

Respuesta: El numero es 50.

n’ iNo olvides!

tado, divides el resultado por el tanto por ciento (expresado

Para hallar un nimero, dado un tanto por ciento y su resul-
: $ como un cociente con divisor 100).

Ejercicios del epigrafe

1. Calcula el nimero del cual:
a)15esel 2 % b) 18 esel 3 %
c)20esel 15 % d) 34 esel 20 %
e)240 esel 4 % f)86esel 12 %
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g) 140 esel 70 % h) 57 es el 95 %

i) 86,8 es el 140 % j)3,20esel 4 %

k) 2,40 esel 3 % [) 94,50 es el 78 %

m) 104,76 esel 72 % n) 45,9 es el 150 %
Di de qué cantidad es:

a) 38 mel 50 % b) 15,2 kg el 32 %

)54 hel75 % d)25Leld %

e) 13,4tel 80 % f) 68 q el 136 %

g) $ 15,80 el 79 % h) 5,46 mm el 13 %

Manolo gasté $ 10,00 en caramelos, lo que representa el
20 % del dinero que tenia. { Cuanto dinero tenia?

Se esta imprimiendo un libro de texto de Matematica. Se
han terminado de imprimir 112 paginas, lo que representa
el 80 % del total. ; Cuantas paginas tendra el libro?

Un obrero textil ha producido 1 959 m de tela, que es el
75 % del compromiso para la Jornada Camilo-Che. ; Cuantos
metros de tela habra producido al cumplir el compromiso?

En el grupo de Armando, 36 educandos conocen el len-
guaje de computacion. Estos representan el 80 % de los
educandos del grupo. ; Cuantos educandos hay en el gru-
po?

El comité de base de la UJC de una institucién educativa
esta formado por 24 militantes que representan el 25 %
del total de jovenes. ; Cuantos jovenes trabajan en la insti-
tucion educativa?

En un grupo de sexto grado, 20 educandos conocen la
herramienta Geogebra, lo que representa el 16 % del to-
tal de educandos. ; Cuantos educandos integran el grupo?

El bronce esta formado por cobre y estaio. ; Cuantos kilo-
gramos de bronce pueden producirse con 425 kg de cobre
si debe contener el 85 %? ;Cuantos kilogramos de estafio
se necesitan?
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10. En una empresa se producen, como promedio, 52,08 pie-
zas diarias debido a una rotura. Si esta cantidad representa
el 62 % de las posibilidades de produccion de la empresa,
icuanto puede producirse diariamente de no existir la ro-
tura?

4.3.4 La calculadora

Otra forma de calcular porcentajes es con la calculadora. Para
ello, debes tener en cuenta que calcular un porcentaje equivale a
multiplicar la cantidad por la fraccién o el decimal que represen-
ta dicho porcentaje. 35

El 35 % de 8 900 equivale a: =— -8 900= 3 115, o bien:

0,35-8900 =3 115 100

Ejercicios del epigrafe

1. Calcula mentalmente:

a) 10 % de 50 b) 20 % de 300 ) 25 % de 120
d) 20 % de 40 e) 10 % de 500 f) 50 % de 250
g) 25 % de 36 h) 50 % de 84

2. Calcula los porcientos:
a) 20 % de 3 000 b) 25 % de 7 200
c) 10 % de 5 560 d) 50 % de 9 400
e) 10 % de 874 f) 25 % de 320
g) 75 % de 1 000 h) 20 % de 820

3. Representa cada enunciado como porciento.

a) En la fiesta, % de los invitados no baild.

b) La décima parte de la musica grabada es bailable.
¢) 8 de cada 10 jévenes participaron en la donaciéon de

sangre.
d) Solo la mitad del grupo ha logrado llegar a la meta.
4. ¢Cuanto dinero se ahorra Juan si al comprar un reloj de

$ 20 000,00 este tenia un 35 % de descuento?
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5. Si un producto tiene un precio de $ 10 990,00 y a este se
le aplica un descuento de $ 3 297,00, ;qué porcentaje de
descuento se le hizo?

4.4 El tanto por ciento y las graficas

En las revistas y los periédicos, en muchas ocasiones, aparecen
graficas que expresan tantos por ciento; por ello es conveniente
gue aprendas a interpretarlas. Las graficas que mas se utilizan en
la practica son las circulares y las rectangulares o de barras.

Por ejemplo, en el censo de poblacion y vivienda realizado
en Cuba en 2012, se recogieron datos sobre la poblacién com-
prendida entre 0y 5 anos, 6y 11 afiosy 12 y 17 aios. Esos datos
aparecen representados graficamente en las figuras 4.3 y 4.4:

Gréfica circular

@ 0-5anos
B 6-11anos
0O 12-17 afos

Figura 4.3

Gréfica de barras
7/ VA SR ——

L B

R B I
34% e
cC77]| BSOSO LSS

Cog: )| VR R W———
31% |- N
30% |--J-------eeeeeeee e e
.o W N TS N —————

28 %

0-5 afos 6- 11 afos 12 - 17 afos

Figura 4.4
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En cualquiera de las dos representaciones es facil determinar
gue la mayor poblaciéon se encuentra entre 12 y 17 afios y que
la menor entre 0y 5 afos, aspecto que refleja el envejecimiento
poblacional.

Es importante también que te des cuenta, en este caso, de
que el total de la poblacion representa el 100 %, por eso los tan-
tos por ciento que representan cada parte suman 100.

En graficas de barra también se pueden representar datos
en tanto por ciento que no responden a un mismo todo (valor
base). Asi tenemos, por ejemplo, que el tanto por ciento de
medallas de oro con relacién al total alcanzado por cada pais
de los relacionados en los Juegos Olimpicos de Barranquilla
2018, aparecen representados en el diagrama de barras de la
figura 4.5:

Barranquilla
45% [m-mmmmmmmom 42,14 Y%= =====-=mmmsmmmmsosssosoooe-

40% [3870 %---=----Jll---===-==-==-ce--eeceemeeenaan-
cUE S N

i W R — ik L
5% |--g---------J----------------- 21,93 % -----
20% |- M- W W P----
CL Y W U | WSNIGRRN (NS p—
0N SR WSO | NG | W—
s% |- -9 & _____®N
0%

México Cuba Colombia Venezuela

Figura 4.5

En este caso, como los datos de tanto por ciento no estan
referidos a un mismo valor (base), pues el total de medallas al-
canzado en cada uno de esos paises es diferente, la suma de los
tantos por ciento no es 100 %.
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n*
iNo olvides!

A
:;{% Las graficas circulares solo sirven para representar datos

referidos a una misma cantidad.

Ejercicios del epigrafe

1.

Cuba posee uno de los mayores sistemas cavernarios del
mundo. Cuenta con 20 000 cuevas, las que se localizan
en casi todas las provincias del pais, pero Pinar del Rio
sobresale con el 70 %. El sistema cavernario de Cuba es
superior al de Estados Unidos en 11 000 cuevas, al de Ita-
lia en mas de 8 000 y al de Francia en 7 000 (tomado del
periédico Granma del 10 de febrero de 2018).

a) ¢Cuantas cuevas representan el sistema cavernario de
Pinar del Rio?

b) ¢Cuantas cuevas tiene el sistema cavernario de Estados
Unidos?

¢) ¢Qué porciento representa con relacién al de Cuba?

d) ¢En qué porciento supera el sistema cavernario de
Cuba al de Francia?

e) Representa en una grafica de barras los porcientos ca-
vernarios de Pinar del Rio, Estados Unidos y Francia.

Para la venta del tabloide del Proyecto de Constitucién
de la Republica, Correos de Cuba habilité 3 156 puntos
de venta a lo largo de todo el territorio nacional. De ellos
815 oficinas de correos, 1 000 carteros y 900 agentes pos-
tales.

a) Calcula el porciento que representa cada modalidad
con relacion al total de puntos de ventas habilitados.

b) Representa en una grafica de barras los porcientos
calculados.
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3. La grafica de la figura 4.6 muestra los principales gases
de efecto invernadero (GEI) generados por la actividad
humana.

Principales GEIl generados por la actividad humana

Dioxido de carbono
Metano
Oxido nitroso

Ozono troposférico

Cloroflurocarbonos

Figura 4.6

a) ¢Qué tanto por ciento corresponde al 6xido nitroso?
b) ¢Cuanto mayor es el porciento de diéxido de carbono
gue el de ozono troposférico?

iSabias que...?

Se llama efecto invernadero a la retencién, en las cercanias
de la Tierra, de parte de la radiacién infrarroja proveniente
del sol que se refleja en su superficie. Esto provoca que la
radiaciéon que entra a la atmoésfera sea mayor que la que
sale, generandose una paulatina acumulacién y un conse-
cuente aumento de la temperatura del planeta. Los gases
que favorecen directa o indirectamente a este fenémeno
son denominados gases de efecto invernadero (GEI).

', ? El vapor de agua es considerado un gas de efecto inverna-

) . dero cuyas fuentes de emision son de origen natural. Su

!;(‘ concentracion en la atmésfera es variable debido a la per-
b manente evaporacion y condensacion del agua.

4. El grafico circular (figura 4.7) muestra el tipo de error que
cometieron los educandos de sexto grado en un dictado.
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Sustitucion
de letras

Otros errores
24 %

Cambio
de palabras

25%

Tilde 42 %

Figura 4.7

a) ¢Qué porciento de los datos representa el circulo ente-
ro?

b) ¢Cudl fue el tipo de error mas frecuente?

c) ¢Cual es el porciento correspondiente al error sustitu-
cion de letras?

d) Si el destacamento tiene una matricula de 34 educan-
dos, {cuantos tuvieron errores en la tilde?

4.5 Ejercicios del capitulo

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

¢Cuanto es 30 % de 106?

¢ Qué tanto por ciento es 68 de 85?

i¢De qué nimero es 24 el 12 %?

Halla el 17 % de 80.

38 es el 19 % de qué numero.

Halla el tanto por ciento que representa 30,6 de 51.
Calcula el 98 % de 215.

Halla el numero del cual 59,4 es el 132 %.

Halla el 2 %, el 19 % y el 86 % de 340.
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14.

15.

16.

17.

18.
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i¢De qué niumero es 25 el 5 %, el 40 % y el 150 %?

Las figuras 4.8 y 4.9 muestran la marcha de la descarga
de dos documentos informaticos. Determina el tanto por
ciento de los documentos que falta por descargar.

»( EEEEEEERERCO0000000)

Figura 4.8

»( AEEE000000000000 )

Figura 4.9

Elena respondio el 80 % de las preguntas de un examen.
Si este consta de 40 preguntas, ;cuantas contest6?

En una fabrica hay 3 500 obreros de los cuales el 75 % son
mujeres. ; Cudntos hombres trabajan en la fabrica?

Alberto le cuenta a José que en su album tiene pegadas
270 fotos de futbolistas, las que corresponden al 90 % del
total. José le cuenta que a él le falta el 15 % para comple-
tar el mismo album. ;Cuantas fotos le faltan a José para
completar su album?

Enrique repartié 80 bolas entre sus amigos. Ramsés recibio
el 30 %, Yaniel recibié un 15 % mas que Ramsés y Juan
recibié el resto de las bolas. ;Cuantas bolas recibié cada
uno?

En un grupo de personas, el 64 % realiza ejercicios. ; Qué
porcentaje del total realiza ejercicios?

El 75 % de los viajes entre dos ciudades demora una hora
o0 mas. Si un dia se realizan 20 viajes, icuantos demoran
menos de una hora?

Rosa debe alcanzar 3 200 puntos para pasar al siguiente
nivel de un juego. Si solo ha obtenido el 15 % de la pun-
tuacion, jcuantos puntos tiene hasta ahora?
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CAPITULO 4

En una empresa se deben ensamblar 380 computadoras y
se han ensamblado 304.

a) ¢Qué porciento representan las computadoras ensam-
bladas?
b) ¢Qué porciento falta por ensamblar?

En un almacén hay 3 000 lentes. El 60 % es para hacer es-
pejuelos, el 25 % para microscopios y el 15 % para otros
usos.

a) ¢Cuantos lentes se han destinado para cada caso?
b) Si sumas los lentes que hay para cada objeto, ;cual es
el resultado? ; Qué porciento del total representa?

Una tienda rebaja todos sus precios (figura 4.10). Calcula
los valores de estos productos.

»$23750el 15 * 0000 el 15
a) b)
Figura 4.10

Elena ya ha ocupado el 60 % de los minutos libres de su
plan de llamadas. Si este incluye 350 min libres, ;cuantos
le quedan?

El siguiente grafico (figura 4.11) muestra el tipo de lectura
que prefiere un grupo de personas.

cuentos
novela

policiaco

Figura 4.11 poesia
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Selecciona y marca con una x. ¢ Cual de las siguientes con-
clusiones es correcta?

a) El 50 % de las personas prefieren leer libros
novel?
b) — de las personas prefieren leer policiaco
3
4 . ]
) 3 de las personas prefieren leer poesia.
d) El 25 % de las personas prefieren leer cuentos.

La grafica (figura 4.12) muestra la cosecha lograda por
una cooperativa de produccién agropecuaria.

23 % 61 %

Malanga Platanos

Figura 4.12

Completa de forma correcta la afirmacion siguiente:

El tanto por ciento que corresponde a la cosecha de pa-
pas es:

a)__8% b)y___ 16% o 38% d) 138 %



CAPITULOS

Geometria

Algo de historia

La geometria que estudiamos proviene, casi sin alteracio-
nes, de una de las obras mas famosas de todos los tiempos:
Los Elementos.

La obra estd compuesta por trece libros cuyo original en
griego fue escrito por el gran matematico Euclides de Ale-
jandria.

Los Elementos data del siglo v a.n.e, fueron copiados en
multiples manuscritos y traducidos a numerosos idiomas an-
tes de la invencion de la imprenta. A partir de 1482, cuando
aparecio su primera edicion impresa, ha sido reditada mas
de 1 000 veces y publicada en casi todos los idiomas. Su
contenido ha dominado universalmente la ensefianza de la
geometria durante mas de dos milenios.

Desde las primeras paginas de Los Elementos, Euclides pre-
senta como cimientos del edificio geométrico que quiere
construir, las cinco propiedades siguientes, algunas de las
cuales conoces desde los primeros grados:

e Se puede trazar una linea recta que pasa por dos puntos.

e Se puede prolongar una recta indefinidamente a partir
de una recta finita (segmento).

e Se puede trazar una circunferencia con centro y radio dados.
e Todos los angulos rectos son iguales.

e Por un punto exterior a una recta puede trazarse una
sola paralela a ella.

Euclides no formulé esta ultima propiedad de esa forma,
pero es como mas se conoce universalmente.
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A partir de estas propiedades se pueden enunciar otras y de-
mostrar teoremas muy utiles de la geometria, algunos de los cuales
vas a estudiar en este y otros grados de la Secundaria Basica.

Introduccion a la geometria

Uno de los principales problemas practicos que encontraron
los primeros hombres que construyeron piramides fue el tener
que dibujar en el suelo los rectangulos y cuadrados que se con-
vertirian en bases de estas asombrosas construcciones. ;Cémo
lograr los angulos rectos de estas figuras?

Hay evidencias de que idearon una manera muy ingeniosa de
construir un angulo recto, cuando descubrieron que con una cuer-
da dividida por nudos en 12 espacios iguales resolvian el problema.

Con la cuerda formaban un tridngulo que en un lado tuviera
3 espacios entre nudos, en otro, 4 espacios y en el tercer lado 5.
Clavando tres estacas en los vértices del triangulo, marcaban el
angulo recto deseado.

Los albaniles de nuestros dias disponen de diversos instrumen-
tos graduados para tareas similares, sin embargo, este proceder ha
trascendido a través de los siglos. jComprueba que es recto uno de
los angulos del triangulo construido de la manera descrita!

Los origenes de la geometria se remontan a necesidades prac-
ticas de esta naturaleza. El estudio de las figuras geométricas,
de sus propiedades y relaciones, te prepara para orientarte en
el entorno espacial, percibir sus dimensiones y proporciones, de-
sarrollar tu memoria visual, captar regularidades, semejanzas y
diferencias, a la vez que aprendes a resolver problemas de cons-
truccion, demostracion y calculo (figura 5.1).

Figura 5.1
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5.1 Repaso y profundizacion de igualdad
y movimiento

Figuras planas y cuerpos geométricos

Las lineas, las superficies, los cuerpos, conviven arménicamen-
te en el entorno natural y en las creaciones que la humanidad
precedente nos ha dejado como legado. La geometria mas ele-
mental estudia las formas. El estudio geométrico de los cuerpos
consiste, entre otras cuestiones, en el estudio de las propiedades
de sus formas.

De las superficies que limitan a los cuerpos, las superficies pla-
nas son facilmente diferenciables del resto de las formas. La parte
de la geometria que se encarga del estudio de las superficies pla-
nas se llama planimetria o geometria plana. Las figuras planas son
subconjuntos de puntos de un plano, en estas se pueden identificar
hasta dos dimensiones: largo y ancho. Los cuerpos son tridimensio-
nales, o sea, en ellos se pueden identificar tres dimensiones: largo,
ancho y altura o profundidad; no todos sus puntos estan en el
mismo plano. La parte de la geometria que estudia los cuerpos se
lama geometria del espacio o estereometria. A continuacion,
se ilustran (figura 5.2) algunas figuras planas y cuerpos geométricos.

Figuras planas Cuerpos geométricos

% ;

12

Figura 5.2

1) recta 2) semirrecta 3) segmento 4) angulo 5) rectangulo 6) tridngulo
7) circunferencia 8) paralelogramo 9) cilindro 10) ortoedro 11) esfera

12) cono 13) piramide
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Recuerda que...

Mediante las proposiciones se pueden precisar los conoci-
mientos acumulados por la humanidad. Las proposiciones
son afirmaciones que se pueden clasificar en verdaderas o
falsas, nunca son verdaderas y falsas a la vez.

El conocimiento matematico se expresa en el lenguaje de
las proposiciones mediante definiciones, axiomas y teore-
mas. Las definiciones nos dicen cdmo se nombran, qué son
o cémo se originan los objetos, sus relaciones y operaciones.
Los axiomas y teoremas expresan importantes propiedades
que permiten, por medio del razonamiento, comprender y
U establecer las vias para resolver problemas del entorno
y del aprendizaje en areas o ramas del conocimiento mate-

XLU\E\\\\/' maético.

“

Algunas de las propiedades fundamentales
de la planimetria

El punto, la recta, el plano y sus relaciones de posicion son
elementos basicos en el estudio de la geometria. No se definen,
pero estan sujetos a determinados axiomas.

El punto no tiene dimensiones e indica un lugar o posicion
en el plano. Se denota por letras mayusculas del alfabeto latino
(A, B, C, ...) y se representa por una cruz, circulo o circunferencia
pequeia (figura 5.3).

P, R,

Qo
Figura 5.3

La recta es unidimensional, determina una direccion y se pue-
de recorrer en dos sentidos. Se representa con una linea como
la que se obtiene al deslizar la punta del lapiz por el borde de la
regla escolar (figura 5.4). No tiene ni principio ni final, es ilimitada.
Se denota por una letra minuscula del alfabeto latino (g, b, c, ...).
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ﬂ\\b re—

Figura 5.4

Ademas, debes saber que:

e Por dos puntos pasa una y solo una recta. De este axioma se
obtiene la definicién de recta de unién y su notacion: recta AB o
recta BA (es la recta que pasa por los puntos Ay B) (figura 5.5).

~.
~.
-~

‘..
~.

Figura 5.5

Para expresar que un punto A pertenece o esta en una rectar,
o que la recta r pasa por un punto A, se escribe: A € r. En caso
contrario escribimos: A ¢ r.

e Cada recta tiene infinitos puntos y hay infinitos puntos que
no pertenecen a ella. Este axioma nos permite clasificar los
puntos del plano en dos grupos: los que pertenecen a la rec-
ta (puntos alineados) y los que no pertenecen a ella. De este
axioma se obtiene el concepto de semiplano de borde r, que
es el conjunto formado por todos los puntos que estan en la
recta r o a un mismo lado de ella. Un semiplano se denota por
una letra mayuscula o con tres escritas una a continuacion de
la otra, las dos primeras denotan puntos de la recta borde, el
tercero es un punto que esta a un lado de la recta (figura 5.6).

S,: semiplano ABD

x D

Al B r:rectaAB

Ll

x C
S,: semiplano ABC

Figura 5.6
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Los semiplanos ABCy ABD son semiplanos opuestos. Algo si-
milar ocurre en una recta: cada punto de una recta determina en
estos dos subconjuntos de puntos, que solo tienen este punto en
comun.

A cada uno de estos subconjuntos se le llama semirrecta y al
punto que las origina se le denomina origen de la semirrecta (fi-
gura 5.7).

rectar
A o B

1
\J

1

L]
semirrecta OA semirrecta OB
— —

q o p

semirrecta qde  semirrectap de
origen O origen O

Figura 5.7

Dos semirrectas de una misma recta, que solo tienen el vértice
comun se llaman semirrectas opuestas.

Otras afirmaciones como: por un punto pasan infinitas rectas;
dos rectas diferentes tienen como maximo un punto comun, se
pueden argumentar con otras que ya conociste (figura 5.8):

a
I
P
b
I punto de

interseccion deay b

Figura 5.8

Estas, a su vez, dan lugar a nuevos conceptos geométricos, por
ejemplo, una recta a es paralela a una recta b si estas coinciden o
no tienen punto de interseccién (figura 5.9).
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allb
aesparalelaab
Figura 5.9

Entre dos puntos diferentes de una recta hay infinitos pun-
tos. De este axioma se deriva la definicion de segmento.
Dos puntos diferentes A y B de una recta r determinan el
segmento AB. Se llama segmento AB al conjunto de puntos
formado por los puntos Ay By aquellos de la recta que estan
entre estos. Los puntos Ay B son los extremos del segmento
(figura 5.10).
A B "

segmento AB Figura 5.10

Por un punto exterior a una recta se puede trazar unay solo
una paralela a esta. A este se le conoce como axioma de las
paralelas, y como ya debes saber fue dado a conocer por Eu-
clides desde la antigliedad (figura 5.11).

S

P

Pes;s//r
Figura 5.11

Propiedades de los movimientos. Composicion
de movimientos

En grados anteriores aprendiste que la reflexién, la traslacion

y la rotaciéon son movimientos del plano. Estos cumplen con las
propiedades siguientes:

La imagen de una recta es siempre una recta, la de una se-
mirrecta es siempre una semirrecta y la de un segmento es
siempre un segmento.
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e Un segmento y su imagen son de igual longitud; un angulo y
su imagen son de igual amplitud.

e Lasimagenes respectivas de dos rectas paralelas son paralelas
y las de rectas que se cortan, son rectas que se cortan.

Estas propiedades de los movimientos del plano dan lugar a
otra muy importante: toda figura y su imagen por un movimien-
to del plano son iguales.

En la reflexion de eje r se cumplen ademas las propiedades
siguientes (figura 5.12):

reflexion de eje r
t

tlr;t'=t
S
P r
Per;P'=P -
S1y Sy semiplanos
de border;
S‘|l= Sz y Szl= S1
Figura 5.12

e Cada punto del eje r es su propia imagen.
e Cada recta perpendicular a r es su propia imagen.
e (Cada punto y su imagen equidistan del eje.

En una traslacién de flecha PQse cumplen ademas las propie-
dades (figura 5.13):

., %
traslacién de vector PQ

—
tXPQ; t' /It
Figura 5.13
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e Toda recta y su imagen son paralelas.
e (Cada recta paralela al vector es su propia imagen.

En una rotaciéon de centro O y dngulo £ (p,q) se cumplen ade-
mas las propiedades (figura 5.14):

e El centro de rotacion es el Unico punto que es su propia ima-
gen.

e Todo puntoy su imagen estan a la misma distancia del centro
de rotacion.

e Todos los puntos giran el mismo angulo respecto al centro de
rotacion.

Figura 5.14

Cuando se aplican al plano dos 0 mas movimientos, uno se-
guido de otro, se dice que el resultado es una composicion de
movimientos. Observa detenidamente las ilustraciones siguientes
(figura 5.15):

P Q

Figura 5.15

Al tridngulo original se le aplicé una traslacién de flecha PQy
a su imagen una rotacion de centro O; es decir, al triangulo se le
aplicé la composicion de una traslacidén y una rotacién.
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Mediante la aplicacion de la composicion de movimientos se
obtienen nuevos conocimientos acerca de los movimientos del
plano. Ejemplo:

e De la composicion de dos reflexiones de ejes paralelos resulta
una traslacion.

Al triangulo original se le aplicé la composicion de las reflexio-
nes de ejes ry s (r//s). El resultado de la composicion es el mismo
que el de la traslacién de flecha PQ (figura 5.16):

r S

P Q Figura 5.16

e De la composicion de dos reflexiones de ejes que se cortan en
un punto, resulta una rotacion (figura 5.17).

Figura 5.17

Al tridangulo original se le aplicé la composicién de dos re-
flexiones de ejesry s (r NS = {O}) El resultado de la composiciéon
es el mismo que el de la rotaciéon de centro O y angulo X POP".

Ejercicios del epigrafe

1. Escribe el nombre de objetos que estén limitados:

a) Solo por superficies curvas
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b) Solo por superficies planas

¢) Por superficies curvas y planas

Colecciona objetos de variadas formas que sean represen-
taciones de cuerpos geométricos.

a) Identifica en estos objetos los elementos que lo rela-
cionan con el cuerpo geométrico que representan.
¢Qué forma tienen las caras de un cubo? ;Por qué es con-

siderado un ortoedro?

¢{Qué forma tienen las caras de una pirdmide? ;Cuantas
bases tiene? ; Qué forma tienen?

En la figura 5.18 se muestra la base y una de las caras de
un prisma. Construye un prisma similar de igual base y tres
veces su altura.

Figura 5.18

Elabora plantillas que te permitan construir cubos, ortoe-
dros, piramides, cilindros y conos con cartulina.

Las lineas que usamos para dibujar tienen formas; muchas
de ellas se nombran en las clases de Apreciacion de las
Artes Plasticas. Investiga acerca de las diferentes formas
que pueden tener las lineas y sus nombres. Confecciona
un muestrario de estas.

A partir de las operaciones doblar y recortar se pueden
obtener mucha de las figuras geométricas planas que co-
noces (figura 5.19).

2. doblar...

Figura 5.19 1. doblar... 3. recortar...
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a) Crea figuras de papel con estas formas y escribe las
instrucciones que permitan a otros ninos hacer repro-
ducciones.

b) Muestra creativamente los usos que puedes dar a estas
figuras de papel.

Traza tres puntos B Qy R.

a) ¢Cuantas rectas contienen al punto P?

b) ¢Cuantas rectas pasan por los puntos Py Q a la vez?

¢) ¢Cuantas rectas diferentes se pueden trazar por los
puntos B Qy R?

d) ¢Cudantos planos se pueden definir a partir de los pun-
tos R QyR?

e) Argumenta tus respuestas en cada uno de los incisos
anteriores.

Traza una recta AB.

a) ¢De cuantas formas diferentes se pueden ubicar dos
puntos Cy D respecto a la recta AB?

b) ¢Bajo qué condiciones el segmento CD no corta a la
recta AB?

¢) Conociendo que la recta AB no pasa por C, ;cuantas de
las rectas que contienen a Cson paralelas a la recta AB?

Traza un sistema de coordenadas rectangulares (segmen-

to unidad: 1 cm).

a) Localiza los vértices de un triangulo ABC: A (4;1),
B (8;2)y C(7;4).

b) Traza las paralelas a los lados de ABC que pasan por los
puntos A, By C.

¢) Fundamenta por qué el tridngulo determinado por las
paralelas trazadas es Unico.

Tres de las coordenadas de un paralelogramo ABCD son:
A (4;1), B (6;5) y C (3;7). ¢{Cuales son las coordenadas del
punto D?

En la figura 5.20 aparece representado un cubo de 4 cm de
lado. El cubo ha sido cortado por un plano paralelo a una
de sus caras, a 1 cm de ella.
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Figura 5.20

a) ¢En cuantos cuerpos se descompone el cubo por ese
corte?
b) ¢Cuales son las dimensiones de los nuevos cuerpos?

Aplica al poligono dado la composicion de movimientos
reflexion de eje s y traslacion de flecha MN (figura 5.21).
Sirvete de las cuadriculas para reproducir en tu libreta los
elementos geométricos dados y dar solucién al ejercicio.

C)
/

Figura 5.21

a) ¢Se obtiene el mismo resultado si en la composicién de
movimientos se invierte el orden de estos?

b) Al invertir el sentido de la traslacién, ¢cual seria el re-
sultado de la composiciéon de movimientos traslacion
de flecha NM y reflexion de eje s?

Dibuja un cuadrado ABCD en tu libreta. Aplica a este la
composicion de traslaciones de flechas AB, BC , CD, DA
en ese orden. Comenta con tus companeros acerca de los
resultados del ejercicio.

Dibuja en tu libreta los poligonos de cada figura y aplica los
movimientos que se indican para cada caso (figura 5.22).
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™

= N W H O Oy ® VO
= N W AU OO ©® VO

>
0

| .
012 3456 7 8 91 012 3 456 7 8 910

traslacion de vector Fb simetria de centro O

Figura 5.22

a) Escribe las coordenadas de los puntos A", B'y C'.
17. Reproduce en tu libreta la figura 5.23.

_
>

—_
= N W b U1 O)N O OO

|
|
|
|
|
|
|

0123456 7 8910111213 1415 1617 18 19 20 Figura 5.23

a) Denota los vértices del cuadrildtero y determina sus
coordenadas.

b) Enla composicién de movimientos, determina las coor-
denadas de los puntos que resultan imagenes sucesivas
de cada vértice del cuadrilatero.

5.2 Angulos, relaciones de posicién
entre pares de angulos

Definicion de angulos
Las rectas AA"y BB’ se cortan en el punto O. De la interseccion
de los semiplanos BB°’A y AA'B resulta el angulo de intersecciéon
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X£AOB. De la union de los semiplanos BB°’A'y AA B resulta el an-
gulo de unién £ A'OB".

Los angulos se obtienen por la uniéon o interseccion de dos
semiplanos cuyos bordes se cortan en un punto (figura 5.24).

A

Figura 5.24 =
Definicion 5.1

Se denomina angulo a la unién o la interseccion de dos semiplanos cuyos
bordes se cortan.

En ambos casos el angulo esta limitado por dos semirrectas de
origen comun: OA y OB el angulo de interseccién; OA"y OB’ el
angulo de union. Las semirrectas son lados del angulo y el origen
comun es vértice del angulo.

Cuando los lados del angulo son semirrectas opuestas se forma
un angulo llano, que es el mayor de los angulos de interseccion.

Dos semirrectas de origen comun, que no son opuestas, de-
terminan dos angulos en el plano: uno es de interseccion, el otro
de unién. Al denotar a un angulo por su vértice y sus lados, por
convenio, se considera que se refiere al angulo de interseccion
siempre que no se aclare lo contrario (figura 5.25).

B

Figura 5.25
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Trazado y medicion de angulos con el semicirculo
graduado

Para medir los angulos se usa el semicirculo graduado. A la
medida de los angulos se les [lama amplitudes y se representan
por letras del alfabeto griego.

Para medir un angulo de interseccién, su amplitud se obtie-
ne directamente de la lectura en la escala del semicirculo como
aprendiste en grados anteriores (figura 5.26).

X ROM =45°

M

Figura 5.26
Para medir un angulo de unién se puede optar por una de las
variantes siguientes:

1. Mides el angulo de intersecciéon correspondiente al angulo de
unién y hallas la diferencia de esta con 360° (figura 5.27).

A 0 _ 450 — 0
<MOR =360°-45°= 315 Figura 5.27

2. Mides el angulo que sobrepasa al angulo Ilano y calculas la
suma de esta amplitud con 180° (figura 5.28).

<MOR =180° + 135° = 315°

Figura 5.28
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Los procedimientos para el trazado de angulos estan estre-
chamente relacionados con los procedimientos de medicién de
angulos (figura 5.29).

Medir angulos Trazar angulos

Colocacién

del semicirculo
graduado
respecto

a un lado

Lectura

de la medida
o ubicacién
del punto F2 SN\ Aoz fels
por donde oy [ AG 7 | A ROM =45 oz
pasa el otro lado -

Figura 5.29

Los angulos mayores que el angulo llano se construyen de for-
ma similar que en el ejemplo siguiente:

Ejemplo
Construir un angulo de 225°

Por diferencia con el angulo de 360° ' Por diferencia con el angulo de 180°

Calculo la diferencia: Calculo la diferencia:
360° — 225° = 135° 225° -180° = 45°
Trazo el 4ngulo de 135° Trazo el dngulo de 45°

El 4ngulo de 215° es el angulo de | Trazo la semirrecta opuesta a uno de
unioén correspondiente a los lados | los lados del angulo de 45°. El angulo

del angulo de 135° (figura 5.30) de 225° es el dngulo de unién deter-
minado por la semirrecta prolongada

y la otra semirrecta del angulo de 45°
(figura 5.31)

135°
2250 45°

180° +45° = 225°
Figura 5.30 Figura 5.31
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Clasificacion de angulos segun su amplitud

Angulos de interseccion
Observa la figura 5.32:

Angulos de interseccion

nulo agudo recto obtuso llano

Angulos de unién

o= G
sobreobtuso completo

Figura 5.32

Los angulos, atendiendo a su amplitud, se clasifican en:

* Nulo: 0°
e Agudo: mayor que 0° y menor que 90°

e Recto: 90°
e Obtuso: mayor que 90° y menor que 180°
e Llano: 180°

e Sobreobtuso: mayor que 180° y menor que 360°
e Completo: 360°

5.2.1 Angulos consecutivos. Suma de angulos. Propiedad
de los angulos consecutivos a un lado de una recta
y alrededor de un punto

Definicion 5.2

Dos angulos son consecutivos si solo tienen en comun el vértice y un lado
(figura 5.33).

Figura 5.33
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e Los angulos £ AOBy £ BOC son consecutivos.

e X AOB+ £ BOC= £ AOC (suma de angulos).

e El angulo suma esta determinado por la unién de dos angulos
consecutivos, sus lados son los lados no comunes y mantiene
el mismo vértice que los angulos que lo originan.

Observa la figura 5.34:

Figura 5.34

e Los angulos £ AOB y £ BOC son consecutivos; los angulos
£ BOCy £ COD son consecutivos; se dice entonces que los
angulos £ AOB, £ BOCy £ COD son consecutivos.

e Paralos angulos £ AOB, £ BOCy £ COD se cumple:

£ AOB + £ BOC + £ COD = X AOD

Si construyes una figura similar a la que se ilustra, podras com-
probar que:

e La suma de angulos y la suma de amplitudes estan estre-
chamente relacionadas si se comprueba que:
— La amplitud del angulo £ AOB es 3; £ AOB =3
— La amplitud del angulo £ BOCes y; £ BOC=y
— La amplitud del angulo £ COD es 5; £ COD =&

Se cumple entonces que la amplitud del angulo
£ AODes P +7+9; £ AOD = + v + §; cualesquiera que sean los
angulos £ AOB, £ BOCy £ COD es posible considerar que la am-
plitud del angulo suma es igual a la suma de las amplitudes de los
angulos consecutivos que lo forman.

Ejemplo
En la figura anterior, £ AOB = 70°, £ BOC = 68°, £ COD = 55°;
luego: £ AOD =70° + 68° + 55° = 193°
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Observa la figura 5.35:

Figura 5.35

Los angulos £ AOB, £ BOCy £ COD son consecutivos.

Los lados OA y OD son semirrectas opuestas; se dice entonces
qgue los angulos £ AOB, £ BOCy £ COD son consecutivos a un
lado de la recta.

Teorema 1

Las amplitudes de los angulos consecutivos a un lado de la recta suman
180°.

Demostracion (ver figura anterior)
Sean B, yy 8 las amplitudes respectivas de los angulos £ AOB,
£ BOCy £ COD, consecutivos a un lado de la recta AD, luego:

1. £ AOB + £ BOC + £ COD = £ AOD (concepto de suma de an-
gulos)

2. £ AOD es un angulo llanoy OA 'y OD son semirrectas opuestas

£ AOD = 180° (amplitud del angulo llano)

4. B+ v+ 6= 180° (sustituyendo los angulos por sus respectivas
amplitudes) l.g.q.d

w

Concepto de teoremas

En Matematica, las proposiciones [lamadas teoremas son afir-
maciones cuya veracidad es necesario demostrar. Un teorema es
como un problema que se debe resolver, y al igual que este cons-
ta de dos partes:

Las premisas o hipétesis: lo que se da como informaciény que
es probadamente cierto.

La tesis: es lo que se debe verificar como cierto, es lo que se
busca.
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Un teorema puede enunciarse en la forma: Si... (premisas),
entonces... (tesis). Esta forma de enunciado facilita el reconoci-
miento y delimitacién de las premisas de la tesis, lo que resulta
de gran importancia para encontrar y desarrollar la idea para
demostrar dicho teorema.

La veracidad de un teorema se establece mediante la demos-
tracion. La demostracion es una cadena de ideas o razonamientos
gue generalmente parte de las premisas para llegar a la tesis.

Ejemplo
En el teorema 1, las premisas son:

e B (beta), y (gamma) y & (delta) son las amplitudes respectivas
de los angulos £ AOB, £ BOCy £ COD

e X AOB, £ BOCy £ COD son angulos consecutivos a un mismo
lado de la recta; y la tesis: B + v + 6 = 180°.

En la demostracion de este teorema se parte desde las premi-
sas: del concepto de dngulos consecutivos a un mismo lado de la
recta, y se pasa de este al de dngulo suma (el cual se caracteriz6 a
partir del concepto de dngulos consecutivos). Al ser consecutivos
a un lado de la recta, garantiza como verdadera la identificacién
del dngulo suma como angulo llano, lo que finalmente confir-
ma, segun la clasificacién de angulos, que se trata de un angulo
de 180°. El esquema siguiente puede ayudarte a comprender en
qué consiste la demostracion del teorema tomado como ejemplo
(figura 5.36).

Premisas: angulos consecutivos a un mismo lado de la recta

Suma de angulos Angulo llano
Tesis: Suma de amplitudes 180°
Figura 5.36
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Observa la figura 5.37:

Figura 5.37

Las parejas de dngulos £ 1y £ 2, £ 2y £ 3, £3y X4, £4y
£5,£5y £ 1son consecutivos, ademas de tener vértice comun;
de conjunto recorren el plano completo. A toda sucesion similar
aladelosangulos £ 1, £ 2, £ 3, £ 4, £ 5, se le llama angulos
consecutivos alrededor de un punto.

La suma de los angulos consecutivos alrededor de un punto
es igual a un angulo completo; en correspondencia con esto, la
suma de sus amplitudes respectivas es de 360°.

Angulos adyacentes

Observa en la figura 5.38 que cuando dos rectas se cortan,
dividen al plano en cuatro regiones que son angulos interseccion
con vértice comun.

Figura 5.38

Las parejasde angulos £ 1y £ 2, X2y X3, £3y X4, L4y X
1 son consecutivos a un mismo lado de la recta.
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Definicion 5.3

Se llaman angulos adyacentes a un par de angulos consecutivos que estan
a un mismo lado de una recta.

Ejemplo
En la figura anterior, cada pareja de angulos£ 1y £ 2, £ 2y
£3,£3yX£4, £4y £ 1, estd compuesta por angulos adyacentes.
Observa que los angulos adyacentes tienen el vértice y un lado
comun, y los lados no comunes son semirrectas opuestas.

Teorema 2 (de los angulos adyacentes)

Si dos angulos son adyacentes, entonces sus amplitudes suman 180°.

Ejemplo

En el teorema 2 se pueden reconocer las premisas y la tesis de
una forma sencilla. Observa la figura 5.39:

Si dos angulos son adyacentes entonces sus amplitudes su-
man 180°.

Premisa Tesis
Estdn a un lado Su suma es un
de larecta angulo llano
Figura 5.39

Demostracion del teorema 2
Observa la figura 5.40.

B
a B
A o C
Figura 5.40
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Sean a y B las amplitudes respectivas de los angulos adyacen-
tes £ AOBy £ BOC:

1. £ AOBy £ BOC son consecutivos a un mismo lado de la recta
(concepto de angulos adyacentes).

2. £ AOB + £ BOC=4£ AOCy £ AOC es un angulo llano (propie-

dad de los angulos consecutivos a un lado de la recta).

£ AOC = 180° (clasificacion de angulos).

4. o+ P = 180° (sustituyendo los angulos por sus amplitudes res-
pectivas), l.q.q.d.

w

Reciproco de un teorema

Cuando se intercambian las premisas y la tesis de un teorema,
se forma el reciproco del teorema. Este no siempre es un nuevo
teorema, es decir, no siempre resulta ser una proposicion verda-
dera.

Ejemplo

El reciproco del teorema 2 seria enunciado asi:

Teorema: Si dos angulos son adyacentes entonces sus ampli-
tudes suman 180°.

Reciproco: Si las amplitudes de dos angulos suman 180°, en-
tonces son adyacentes.

El reciproco de este teorema no es verdadero, pues la amplitud
de un angulo no depende de su posicion relativa. Por ejemplo,
dos angulos con amplitudes de 80° y 100° respectivamente, no
tienen que ser adyacentes. Observa, comprueba y reflexiona:

Las amplitudes de los angulos con vértices en Ay B suman
180°. ¢Son estos angulos adyacentes? (figura 5.41).

A
B
Figura 5.41
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Angulos opuestos por el vértice. Teorema de los angulos
opuestos por el vértice

Observa nuevamente la figura 5.38. Entre los angulos destaca-
dos se formaron pares de angulos que son adyacentes. ;Cuantas
parejas se pueden formar que no son adyacentes? ;Qué caracte-
risticas tienen estas parejas de angulos?

Definicion 5.4

Dos angulos con vértice comun, donde los lados de uno son las semirrectas
opuestas de los lados del otro angulo, se llaman opuestos por el vértice.

Ejemplo

En la figura 5.38 correspondiente a los angulos adyacentes,
los d&ngulos £ 1y £ 3, £ 2 y £ 4, son opuestos por el vértice.
Observa que, ademas de tener vértice comun, los lados del
angulo £ 1 son las semirrectas opuestas a los lados del angulo
£ 3y viceversa. Igual ocurre con los angulos £ 2y £ 4.

Teorema 3

Los angulos opuestos por el vértice son de igual amplitud.

Demostracion

Sean a y B las amplitudes respectivas de los angulos opuestos
por el vértice £ AOBy £ A'OB’ (figura 5.42).

Figura 5.42

Por una simetria de centro O, resulta que £ A'OB’ es imagen
de £ AOB, por tanto £ AOB = £ A'OB’ (propiedad general de los
movimientos) y, por tanto, o =  I.q.qg.d.
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5.3 Angulos entre rectas cortadas
por una secante

En las relaciones de posicion de tres rectas en un mismo plano,
es de especial interés el caso en que dos rectas son cortadas por
una tercera. En la figura 5.43, ¢, y ¢, son las rectas cortadas y s la
recta secante.

Figura 5.43

Las cortadas dividen el plano en tres regiones: dos exteriores y
una interior. La secante divide el plano en dos regiones, cada una
de ellas es un semiplano de borde s (figura 5.44).

exterior

1
\ s -

interior

=

exterior

Figura 5.44

Las rectas cortadas por una secante dividen el plano en 6
regiones, en las que se localizan 8 angulos de interseccion: 4 alre-
dedor de cada punto de interseccion. En la figura 5.45 aparecen
los angulos numerados del 1 hasta el 8.

Figura 5.45
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Las parejas de angulos que como en el casode £ 1y £ 5 tienen
vértices diferentes, estdn a un mismo lado de la secante: uno
es exterior (£ 1) y el otro interior (£ 5), se denominan angulos
correspondientes.

Localiza en la figura 5.46 otras parejas de angulos correspon-
dientes.

Figura 5.46

Las parejas de angulos que como en los casos de £ 1y £ 8 o
£ 4y £ 5tienen vértices diferentes, estan a un mismo lado de la
secante y ambos son exteriores (£ 1y £ 8) o interiores (£ 4y £ 5),
se denominan angulos conjugados (figura 5.47).

Figura 5.47

Localiza en la figura anterior otras parejas de angulos conju-
gados.

Las parejas de angulos que como en los casosde £ 1y £ 7 o
£ 3y £ 5 tienen vértices diferentes, estan en diferentes lados res-
pecto a la secante y ambos son exteriores (£ 1y £ 7) o interiores
(£ 3y £ 5), se denominan angulos alternos (figura 5.48).
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Figura 5.48

Localiza en la figura anterior otras parejas de angulos alter-
nos.

Cuando las rectas cortadas son paralelas, las parejas de angu-
los correspondientes, alternosy conjugados cumplen propiedades
gue son muy utiles en el calculo de amplitudes de angulos y la
argumentacion del paralelismo entre rectas.

Teorema 4 (de los angulos correspondientes entre paralelas)

Los angulos correspondientes formados entre rectas paralelas son de igual
amplitud.

Demostraciéon

Sean a y B las amplitudes de
los angulos  correspondientes
£ 1y £ 5, donde las cortadas c, y
¢, son paralelas. Segun definicién
y propiedades de la traslacion de
vector OO’, el angulo £ 5 es ima-
gen por traslacion del angulo
£ 1; luego £ 5 = £ 1, por tanto,
a =B l.g.9.d., (figura 5.49).

Figura 5.49
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Reciproco del teorema 4

Si un par de angulos correspondientes son de igual amplitud, entonces las
rectas cortadas son paralelas.

En este caso, el reciproco del teorema 4 es nuevamente un
teorema y puede demostrarse. La demostracion puede ser desa-
rrollada basdndose en la definicion de angulos correspondientes
y la traslacién que transforma al vértice de uno de los angulos en
el otro y sus propiedades. No sera dificil llegar a la conclusiéon de
gue los lados de uno de los angulos son paralelos a los lados del
otro angulo.

Teorema 5 (de los angulos conjugados entre paralelas)

Las amplitudes de los angulos conjugados formados entre paralelas suman
180°.

Observa la figura 5.50:

Figura 5.50

En la traslacion de flecha OO, el angulo £ 1 se transforma en
el angulo £ 5 que es adyacente con el angulo £ 8. De ahi que,
segun el teorema de los angulos adyacentes, la suma de las am-
plitudes de los angulos £ 1y £ 8 sea 180°.

Con esta idea se puede redactar la demostracién del teorema.
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Demostracion

Sean a y B las amplitudes respectivas de los angulos conjuga-
dos £ 1y £ 8 formados entre las paralelas ¢, y c,. Al aplicar la
traslacién de vector OO*"

£ 1=4£5=a (definicion de traslacion)

£ 1=4£5=aq (propiedad de los movimientos del plano)

£ 5y £ 8son adyacentes (definicion de angulos adyacentes)
o + B = 180° (teorema de los angulos adyacentes) |.q.q.d.

HWN =

Reciproco del teorema 5

Si la suma de las amplitudes de un par de angulos conjugados es 180°, en-
tonces las rectas cortadas son paralelas.

El reciproco del teorema de los angulos conjugados es una
proposiciéon verdadera, por tanto, es un teorema y puede ser de-
mostrado.

Teorema 6 (de los angulos alternos entre paralelas)
Los angulos alternos formados entre rectas paralelas son de igual amplitud.

Para la demostracién de este teorema se puede considerar la
aplicaciéon del teorema de los angulos correspondientes entre pa-
ralelas: (£ 1 = £ 5) y el teorema de los angulos opuestos por el
vértice: (£ 5 = £ 7); para luego concluir con la igualdad de los
angulos £ 1 = £ 7 que prueba la igualdad de sus amplitudes (fi-
gura 5.51).

Figura 5.51
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Por lo evidente de la demostracién, se propone sea desarrolla-

da como parte de los ejercicios del epigrafe.

Reciproco del teorema 6

Si dos angulos alternos son de igual amplitud, entonces las rectas cortadas
son paralelas.

El reciproco del teorema de los angulos alternos es verdadero,

por tanto, es también un teorema y puede ser demostrado.

Con lo aprendido acerca de los angulos puedes resolver ejer-

cicios como los que te mostramos a continuacion.

Ejercicios resueltos

1.

Observa las figuras 5.52 a, b, c y determina las amplitudes
de los angulos que se indican en cada caso. Argumenta tus
respuestas.

ry s son rectas que se cortan en un punto

50° B

Figura 5.52 a Figura 5.52 b

Figura 5.52 c

Respuestas:
a) B =50° £ B esopuesto por el vértice al angulo de 50°.
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b) 50° + B = 180°, £ B es adyacente al dngulo de 50°,
B =180°-50° = 130°. Por tanto, § = 130°.

¢) Solucion: (1) 37° + B = 130° 37° + B es la amplitud
del angulo opuesto por el vértice al angulo de 130°,
B =130°-37°=93° por tanto, p = 93°

Solucién (2) 130° + a = 180°, a es la amplitud del angu-
lo adyacente al angulo de 130°, por tanto, o = 50°.

a + B + 37° = 180°, son las amplitudes de los angulos
consecutivos a un mismo lado de la recta s, por tanto,
B =180°-50°-37°=93° por tanto, 3 = 93°.

2. ¢Cuantos grados ha girado el horario del reloj? Clasifica el
angulo de giro (figura 5.53).

Figura 5.53

Los 360° del angulo completo quedan divididos en 12 par-
tes iguales. A cada una de las partes le corresponden 30°,
y 30 -7 =210.

Respuesta: El horario del reloj ha girado 210°. El angulo
de giro es sobreobtuso porque su amplitud es mayor que
180° y menor que 360°.

3. Clasifica los angulos incluidos en el angulo £ DOA de la
figura 5.54:
A\| [B )
N /&
= D
Figura 5.54
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Los angulos incluidos son £ DOC, £ DOB, £ DOA,
£ COB, £ COA, £ BOA.

Respuesta: obtuso: £ DOA, recto: £ DOB; los restantes
son agudos.

Nota: En cada caso, los angulos se comparan con las
lineas de las cuadriculas que son perpendiculares.

Para las rectas m, ny s de la figura 5.55 se cumple: m // n;
s corta a my a n. Argumenta las proposiciones siguientes:

a)&1=&3
b) Si £ 1=a, entonces, £ 7 =a

) £ 2y £ 5 no son adyacentes, ni opuestos por el vértice,
ni alternos, ni correspondientes, ni conjugados.

n m

7\6 _3\2 s
8‘ 4N
Figura 5.55

Respuestas:
a) £1= A 3 porque son opuestos por el vértice.

b) £ 1=« segun datos, £1 = £7 son alternos entre para-
lelas, luego £ 7 = a porque los angulos alternos entre
paralelas son de igual amplitud.

¢) £ 2y £ 5noson adyacentes, ni opuestos por el vértice
porque no tienen vértice comun; no son alternos pues
uno es exterior y el otro interior respecto a las corta-
das; no son correspondientes ni conjugados, pues no
estan a un mismo lado de la secante.

Argumenta por qué en todo trapecio con un par de lados
paralelos, la suma de las amplitudes de los angulos adya-
centes a los lados no paralelos es 180° (figura 5.56).
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[ a \
B Figura 5.56

Respuesta: Siendo a y B las amplitudes de dos angulos
adyacentes a un lado no paralelo de un trapecio cual-
quiera, los dngulos £ oy £ B son conjugados entre
paralelas, por tanto o + 8 = 180°.

Observa detenidamente la figura 5.57. Indica bajo qué
condiciones las rectas m y n serian paralelas.

Figura 5.57

Respuesta: m // n si se cumple una de las condiciones:
a) o+ B =180° (reciproco del teorema de los angulos con-
jugados entre paralelas)

b) 6 =y (reciproco del teorema de los angulos correspon-
dientes entre paralelas)

¢) a =y (reciproco del teorema de los angulos alternos
entre paralelas)

Determina la amplitud de los angulos £ 1y £ 2 que apa-
recen en la figura 5.58:

r S rils
83° t
2 1

Figura 5.58
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Respuesta:

£1 = 83° (opuestos por el vértice)
£1 + £ 2 =180° (conjugados entre paralelas)
83° + £ 2 = 180° (sustituyendo)

£ 2 =180° - 83° (despejando)
£ 2 =97° (calculando)

Ejercicios del epigrafe

1.

Traza en tu libreta dos semirrectas de origen comun, iden-
tifica los dngulos que determinan y mide la amplitud de
estos. Intercambia tu libreta con otros companeros del
aula para que ellos evaluen tus resultados.

Propon a tus compafieros el trazado de angulos de uniény
de interseccidén con variadas amplitudes. Comprueba que
hayan realizado tu orden de manera correcta y corrige los
errores en caso necesario.

Traza en un sistema de coordenadas los puntos A (1;5);
B (2;2); C (5;1).

a) Mide los lados del triangulo ABC.

b) Mide los angulos interiores del triangulo ABC.

¢) Traza otro triangulo A’B'C’ sabiendo que sus coordena-
das se obtienen al aumentar en dos unidades las abscisas
(primera componente) de las coordenadas dadas.

d) Comenta con tus compafneros acerca del movimiento
que ha transformado un triangulo en el otro.

Observa el desplazamiento del horario de un reloj y com-

pleta las siguientes afirmaciones de modo que resulten
verdaderas.

a) De 11:00 a. m. a 4:00 p. m. el horario de un reloj gira un

angulo de , por lo que puede clasificarse como
un angulo

b) De 5:00 p. m. a 9:00 p. m. el horario de un reloj gira un
angulo de , por lo que puede clasificarse como
un angulo
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¢) De 1:00 a. m.a 10:00 a. m. el horario de un reloj gira un
angulo de , por lo que puede clasificarse como
un angulo

Traza 3 tridangulos diferentes de modo que entre los an-
gulos de estos se identifique a lo sumo un angulo recto y
un angulo obtuso. ;Cual es el menor numero de angulos
agudos que pueden aparecer en los triangulos trazados?

Traza poligonos de 3, 4y 5 lados. Identifica en ellos dngu-
los interiores agudos, obtusos y sobreobtusos.

Maria Elena horneé un pastel de forma circular que di-
vidié en partes iguales realizando 4 cortes diametrales.
¢Qué amplitud tiene el angulo de corte de una cuia del
pastel?

Corte diametral: corte recto que se realiza pasando por el
centro del circulo.

Selecciona entre los angulos dados uno, dos o mas con los
gue puedes formar un angulo recto:

£ A=30%4B=20%4£C=35%4D=45% £ E =40%
£ F=55%4£G=10% £ H=5°

Tres angulos consecutivos alrededor de un punto se mez-
claron con otros dos. Identifica en cada inciso cudles son

los angulos que no forman parte del trio de angulos con-
secutivos.

a) £ A=180°% £ B=45°% £ C=95% £ D =30° £ E=85°
b) £ A=120°% £ B=60°% £ C=120°% £ D=120°% £ E=75°
) £ A=270°% £ B=30°%4%£C=15% £ D =60°% £ E =90°
9.1¢En cual de estos incisos los angulos del trio repre-

sentan un tercio del angulo completo? Argumenta tu
respuesta.

¢Cual es la amplitud del menor de tres angulos consecuti-
vos a un lado de una recta, si se sabe que la diferencia entre
la amplitud de uno de ellos y el que le sigue, es de 25°?



11.

12.

13.

CAPITULO 5

a) Si estos angulos estuviesen localizados alrededor de un

punto, ¢cual seria la amplitud de cada uno de ellos?

Traza tres rectas que se corten en el punto O. Diferencia
por colores:

a)
b)

c)
d)

Dos o mas angulos consecutivos a un lado de una recta.
Dos o mas angulos consecutivos alrededor de un punto.
Parejas de angulos adyacentes.

Parejas de angulos opuestos por el vértice.

Sugerencia: Usa ilustraciones diferentes para cada res-
puesta.

Completa las siguientes afirmaciones de modo que resul-
ten proposiciones verdaderas:

a)

b)

)

d)

De un par de angulos adyacentes uno es agudo y el
otro es

De un par de angulos adyacentes uno es recto y el otro
es

De un par de angulos adyacentes uno mide 36°, otro
27°y el otro

De un par de angulos adyacentes uno tiene el doble
de amplitud que el otro, estos miden y
respectivamente.

Observa las figuras 5.59 y 5.60 y completa cada tabla.

B
a B
A (0] C
Figura 5.59

o 65,23° | 134,2° 15° 145,39° 179°
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figura 5.60

b)
83,20 116° 137,90 | 27,7°

= ™ R

Usando solamente la regla, construye y denota dos angu-
los cuyas amplitudes sumen 180° y que:

a) Tengan vértice comun.
b) Tengan vértices diferentes.

Usando solamente la regla, construye y denota dos angu-
los cuyas amplitudes sean iguales y ademas sean:

a) De vértice comun.
b) de vértices diferentes.

Fundamenta cada una de las siguientes proposiciones:

a) Dos angulos agudos no pueden ser adyacentes.

b) Dos angulos obtusos no pueden ser adyacentes.

¢) Dos angulos, uno obtuso y el otro agudo, no pueden
ser opuestos por el vértice.

Muestra con un ejemplo que las siguientes proposiciones
son falsas:

a) Si dos angulos tienen un lado comun, entonces son
adyacentes.

b) Si dos angulos tienen vértice comun, entonces son
adyacentes.

c¢) Dos angulos adyacentes no pueden ser de igual am-
plitud.

d) Dos angulos iguales son opuestos por el vértice.
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Traza dos angulos adyacentes cualesquiera. Construye sus
respectivas bisectrices. Comprueba que estas son perpen-
diculares.

Traza dos angulos opuestos por el vértice cualesquiera.
Construye sus respectivas bisectrices. Comprueba que es-
tas forman un angulo llano.

En la figura 5.61 se cumple que £ ABC = £ CBD. Demues-
tra que £ ABE =X DBE

/ Figura 5.61

a) Describe un movimiento que transforme al £ ABE en el
£ DBE o viceversa.

Haz un resumen ilustrado en tu libreta donde representes

las posibles relaciones de posicion entre dos angulos:

a) Cuando dos rectas se cortan.

b) Cuando dos rectas son cortadas por una tercera.

21.1 Escribe los teoremas y reciprocos asociados a cada re-
lacion.

Observa con detenimiento la figura 5.62. Analiza los datos

que te dan y luego trabaja para cumplir con la orden de
cada inciso.

Figura 5.62

rrs,mn,a, b, ¢, dsonrectas,al/lbllc
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a) Reproduce la ilustracién en tu libreta y denota pares
de angulos opuestos por el vértice, adyacentes, corres-
pondientes, alternos y conjugados (al menos uno de
cada tipo en cada figura de la ilustracion).

b) Escoge una de las parejas de angulos que sean corres-
pondientesydeigualamplitud. Describe unmovimiento
qgue transforme a uno de ellos en su correspondiente.

Observa la figura 5.63 y fundamenta cada una de las igual-
dades siguientes:

O3 o /s
BY Bl Yll
Figura 5.63
a) La=4£aq,
b) £B=«35,
C) 4[_)):&8

d) &+ a,=180°

Observa las ilustraciones de la figura 5.64 con detenimien-
to. Calcula los angulos denotados por letras, considera
que las cortadas son paralelas.

AL L At

Figuras 5.64

Calcula los angulos denotados por numeros en la figura
5.65, las lineas marcadas con puntos son paralelas.

Figuras 5.65
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26. Observa detenidamente la figura 5.66. Fundamenta la
proposicion a // b en cada caso.

a a a
115° 115° 15
1159
b 65°\\b 65"\

Figuras 5.66

27. Calcula las amplitudes de los dngulos destacados en la fi-
gura 5.67 (A, Oy B estan en la misma recta).

Figuras 5.67

28. Observalafigura5.68ydeterminala amplitud del angulo x
(las rectas my n se cortan en O).

Figuras 5.68

5.4 Tridangulos

En grados anteriores aprendiste que el poligono es una figura
plana limitada por una linea poligonal cerrada. De manera parti-
cular, se trataron aquellos poligonos que dividian el plano en dos
regiones: una interior y otra exterior (poligonos simples). Una
recta trazada por cualquiera de sus lados nunca los separa en dos
partes (convexos). Los elementos notables de un poligono son los
vértices, los lados, las diagonales y los angulos. Los poligonos se
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clasifican, segun la cantidad de lados, en tridangulos, cuadrilate-
ros, pentagonos, entre otros.

Definicion 5.5

El tridangulo es un poligono de tres lados (figura 5.69).
C

Figura 5.69

Los triangulos tienen tres vértices, tres lados y tres angu-
los. Para denotar estos elementos se usan letras mayusculas y
minusculas del alfabeto latino y letras minusculas del alfabeto
griego. En la figura anterior identificamos de manera conven-
cional el triangulo ABC, con las letras que a su vez identifican
sus vértices; con a, b y c las longitudes respectivas de los lados
BC, ACy AB; con o, By vy las amplitudes de los angulos interiores
cuyos vértices respectivos son A, By C. Como angulo exterior
se nombra a un adyacente de cada angulo interior y sus ampli-
tudes se denotan a’, By v

Se considera altura del triangulo y se denota h a cualquiera de
los segmentos que marca la distancia entre uno de sus vértices y
el lado que a este se opone (figura 5.70).

Figura 5.70

Observa en la figura 5.71 que en cada tridngulo se pueden
localizar tres alturas, una por cada lado, y siempre son perpen-
diculares a este.
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Figura 5.71

Estas notaciones son un modelo de tridngulo que usaremos
para facilitar su identificacién.

Los triangulos se clasifican segun las relaciones entre las longi-
tudes de sus lados y segun las amplitudes de sus angulos interiores
(figura 5.72).

Segun las relaciones entre las longitudes de sus lados se clasi-
fican en:

e Escalenos: lados con longitudes diferentes
e |sosceles: dos lados de igual longitud
e Equilateros: sus tres lados son de igual longitud

Tridngulos

isésceles escaleno

eqwlatero

Figura 5.72

Todo triangulo equilatero es isésceles, pero ;todo triangulo
isosceles es equilatero?

Para triangulos isésceles no equilateros se establece que su
lado base es el lado desigual y sus angulos base son los angulos
interiores con vértice en los extremos del lado base. Al tercer an-
gulo se le llama angulo principal o vertical (figura 5.73).
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angulo principal

angulo base angulo base

lado base
Tridangulo isosceles

Figura 5.73

Segun las amplitudes de sus angulos interiores, los triangulos
se clasifican en (figura 5.74):

e Acutangulos: sus tres angulos son agudos
e Rectangulos: un angulo es recto
e Obtusangulos: un angulo es obtuso

Triangulos

< VN

acutangulo rectangulo obtusangulo

JaANN

Figura 5.74

¢Un triangulo acutangulo puede ser rectangulo u obtusangu-
lo? Para triangulos rectangulos se establece que a los lados que
forman el dngulo recto se les llama catetos, y al tercero de los
lados hipotenusa (figura 5.75).

6/.
0,
Of@

cateto

(/36

cateto
Figura 5.75
Puedes comprobar ademas que en el triangulo rectangulo los
catetos son también alturas, y en el obtusangulo dos de sus altu-

ras, las que corresponden a los lados del angulo obtuso, no estan
localizadas dentro del triangulo.
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5.4.1 Relaciones entre lados y angulos de un triangulo.
Desigualdad triangular

El estudio de los triangulos es de gran importancia para conti-
nuar tus estudios en esta area de la ciencia matematica.

Recuerda que...
En lo adelante debes prestar mucha atencion, pues:

e Al lado AB de un triangulo, se le llama también lado de
longitud c o lado opuesto al angulo con vértice en C.

e Al angulo interior con vértice en C se le llama también
angulo de amplitud y (gamma) o angulo opuesto al lado
AB.

\f

”-\f De forma similar ocurre con el resto de los lados y angulos
K\ de cualquier triangulo.
pyoomi < 9

Reflexiona un instante

Si colocas una banda elastica entre los extremos de tu dedo
indice y mayor y comienzas a separarlos, notaras que la lon-
gitud de la banda aumenta a la vez que aumenta el angulo
de separaciéon entre tus dedos.

e

T

~ e : : .

xh ¢Existen relaciones entre los lados y los angulos que forman
un tridangulo?

Ejemplo

De un juego de construccion o con paletas de los helados, se-
lecciona dos varillas iguales y sujétalas por uno de los extremos
sin que pierdan movilidad (figuras 5.76, 5.77, 5.78).

y—a Los orificios a los extremos generan un
|a> triangulo isésceles. La longitud de los la-
(oo ®— 3 dos iguales es a.
T

Figura 5.76
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Al aumentar la amplitud del dngulo prin-
cipal, aumenta la longitud del lado base.
Los lados iguales mantienen su longitud y
los angulos de la base mantienen su rela-
cién de igualdad de amplitudes.

a Un nuevo aumento en la amplitud del
angulo principal produce un nuevo au-
mento en la longitud del &ngulo base. Los

a lados iguales mantienen su longitud y los
angulos base mantienen su relacién de
igualdad de amplitudes.

Figura 5.78

Este experimento lo puedes repetir con varillas desiguales,
medir las longitudes de los lados y las amplitudes de sus respec-
tivos angulos opuestos. Con estos resultados podras verificar los
teoremas que se presentan a continuacion.

Teorema 7
En todo triangulo, a lados iguales se oponen angulos iguales.

El reciproco de este teorema es una proposicién verdadera vy,
por tanto, un nuevo teorema.

Teorema 8

En todo tridngulo, a angulos iguales se oponen lados iguales. Otras re-
laciones se dan en los triangulos que no tienen lados iguales (escalenos).

Observa la figura 5.79:

Lado Angulo
PQ < seopone > <R
QR <« seopone > <P
4 cm RP < seopone > <«Q

Figura 5.79

Mide los angulos y ordénalos de mayor a menor, comprueba
que coincide con el orden de sus respectivos lados opuestos.
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Teorema 9
En todo triangulo, al mayor lado se opone el mayor angulo.

El reciproco del teorema 9 es nuevamente un teorema.

Teorema 10

En todo triangulo, al mayor angulo se opone el mayor lado.

% * ¢;Sabias que...?
;(\ La suma de segmentos y la suma de longitudes de segmen-
h tos estan estrechamente relacionadas.

Observa la figura 5.80:

- 3cm i 4cm -
a+b
7 cm -
Figura 5.80

e Lasuma de los segmentos de longitudes ay b, es un segmento
de longitud a + b.

e Laslongitudesay bson 3 cmy4cm respectivamente, susuma
es /7 cm.

¢Con tres segmentos cualquiera se puede construir un trian-
gulo? La respuesta a esta pregunta la puedes encontrar en el
teorema siguiente:

Teorema 11

En todo triangulo, cada lado es menor que la suma de los otros dos lados.

Este teorema nos permite, anticipadamente, decidir si es po-
sible la construccién de un triangulo conocidas las longitudes de
tres segmentos.
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Ejemplo

¢Se puede construir un tridangulo con tres segmentos que mi-
den 9 cm, 17 cm y 4 cm respectivamente?

Para dar respuesta a una pregunta como esta, basta verificar
que, si la longitud de uno de ellos es mayor o igual que la suma
de las longitudes de los otros dos, entonces no es posible la cons-
truccién del triangulo referido.

5.4.2 Teoremas relativos a los angulos de un triangulo

Si construyes un triangulo de cartulina y recortas los angulos
de sus puntas, notaras que siempre es posible colocarlos de for-
ma consecutiva a un mismo lado de una recta (figura 5.81).

Figura 5.81

A qué se debe esto? Una respuesta clara la encontraras en el
siguiente teorema.

Teorema 12

La suma de las amplitudes de los angulos interiores de un triangulo es de
180°.
Demostracion

Sea ABC un triangulo cualquiera y s la paralela al lado AB que
pasa por C (figura 5.82).

Figura 5.82
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1. £ a, y£ a son alternos entre paralelas (segun definicion)

2. £ B,y £ Bson alternos entre paralelas (segun definicién), por
tanto:

a)£La =£LayLp =% (teorema de los angulos alternos
entre paralelas)

b) £ a,, £ B,y £ yson consecutivos a un lado de la recta s (se-
gun definicién)

0 Lo, + £B, +£y=180° (teorema de los angulos consecu-
tivos a un lado de la recta) I.q.g.d.

Observa la figura 5.83 con detenimiento.

Figura 5.83

iEncuentras alguna relacion entre un angulo exterior y los in-
teriores de un triangulo?

e X [ esexterior, £  es interior, £ B"y £ B son adyacentes.
e X ayZyson interiores, y no son adyacentes al £ 3.

En el teorema que sigue se enuncia una relacion muy impor-
tante que se cumple entre un angulo exterior y los interiores no
adyacentes a él.

Teorema 13 (sobre los angulos exteriores)

En todo tridngulo, la amplitud de un angulo exterior es igual a la suma de
las amplitudes de los angulos interiores no adyacentes a él.

La demostraciéon de este teorema se basa en la propiedad co-
mun de los angulos adyacentes, la de los angulos interiores (sus
amplitudes suman 180°) y las propiedades del calculo aritmético
gue aplicaste para resolver ecuaciones.
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Si, £ a+ £ B +£Ly=180°%y £ B + £ B = 180° entonces
Lo+LP+Ly=£LPB+£p.

Si en la tercera ecuacién restas £  de ambos miembros, obtie-
nes laigualdad £ a + £ y= £ B°, de la que puedes interpretar que
la amplitud de un dngulo exterior es la suma de las amplitudes de
los angulos interiores no adyacentes a él.

5.4.3 Area del triangulo

Recuerda que...

El area de un rectangulo se calcula multiplicando el lar-
go por el ancho (base por altura) mediante la férmula
A=b-a(A=b-h).

En el caso particular del cuadrado, la férmula se reduce a
A = b?. Ver la figura 5.84.

M A=b-a=b-h b=h
( @ . Figura 5.84
pyon) 2

En la practica, cuando se traza una de las diagonales de un
rectangulo, se obtienen dos triangulos iguales, o sea, de igual
superficie. ;Como calcular el drea de uno de esos tridngulos?

Observa detenidamente la figura 5.85:

Figura 5.85

Cada tridngulo ocupa la mitad de la superficie que el rectan-
gulo donde se originé. Ademas, el triangulo y su correspondiente
rectangulo mantienen en comun el lado de la base y la altura.

206



CAPITULO 5

Luego, para triangulos como los ilustrados, el calculo del area es

la mitad del area del rectangulo: A= N

5 Reflexiona un instante

" Como puedes observar, estos son tridangulos rectangulos,
N~ 012 0 z P
!XE ¢se cumplird lo mismo para los acutangulos y los obtusan-

gulos?

Confecciona varios rectangulos de papel. En cada uno de ellos

repite las instrucciones siguientes:

Elige un punto cualquiera (y) en uno de sus lados.

Traza el triangulo determinado por este punto y los extremos
del lado opuesto.

Recorta el triangulo trazado. Clasificalo segun la amplitud de
sus angulos.

Comprueba que con los triangulos rectangulos del recorte
puedes cubrir toda la superficie del triangulo trazado.

Con la experiencia realizada puedes concluir que para todo

triangulo se cumple que su area es igual a la mitad del area del
rectangulo con el que tiene en comun el lado de la base y la altu-
ra correspondiente a este.

En grados posteriores obtendras mas conocimientos que te

permitiran reafirmar que para calcular el area de un tridngulo

(figura 5.86), puedes usar la férmula A = 5

b

Figura 5.86

Ejercicio resuelto

El lado de la base de un triangulo mide 6,0 cm y la altura corres-

pondiente a dicho lado 4,0 cm. ;Cual es el area del triangulo?
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b=6,0cm; h=4,0cm
A_bh
2
A~ 6,0cm-4,0cm _ 24,0cm _12¢em

2

Respuesta: El area del tridangulo es de 12 cm?

A partir de la féormula para calcular el area del rectdngulo
puedes obtener otras para calcular el area de los paralelogramos,
trapecios, entre otros. Puedes experimentar en la blusqueda de
estas féormulas a partir de tus experiencias para componer y des-
componer el rectangulo y otras figuras en partes.

5.5

1.

208

Ejercicios del capitulo

Clasifica los triangulos representados en la figura 5.87
atendiendo a la longitud de los lados y a la amplitud de
sus angulos. Comprueba haciendo uso de los instrumentos
de medicién a tu alcance.

a) b) /\ o]

Figura 5.87

Traza triangulos que sean:

a) Rectangulo e isésceles a la vez

b) Equilateroy rectangulo a la vez

c) Isésceles no equilatero a la vez

d) Obtusangulo e isésceles a la vez

2.1 Si en alguno de los incisos no te resulta posible trazar
el triangulo. Argumenta tu respuesta.

Localiza en un sistema de coordenadas rectangulares los

puntos A (2;1) y B (6;1). Determina las coordenadas de
otros tres puntos C, Dy E de modo que:
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a) El triangulo ABC sea rectangulo e isosceles.
b) El triangulo ABD sea is6sceles y acutangulo.
¢) Eltridangulo ABE sea obtusangulo y escaleno.

Copia en tu cuaderno la tabla siguiente. Escribe una cruz
en la casilla que corresponda a un triangulo que se pueda
clasificar a la vez segun lo indican las celdas verticales y
horizontales.

Triangulo Escaleno Isésceles Equilatero
Acutangulo
Rectangulo
Obtusangulo

Construye los triangulos isésceles que se te indican. Todos
tienen en comun su base: AB= 2,8 cm y ademas:

a) AC = 3,0cm
b) AC =2,8cm
c)BC=4,0cm

Completa las siguientes afirmaciones de modo que resul-
ten proposiciones verdaderas:

a) Los lados de un triangulo equilatero cuyo perimetro es
de 72,3 m miden .
b) Si un tridngulo es equilatero, entonces también es

¢) Si los lados iguales de un tridngulo isésceles miden
3,0 dm y su perimetro es de 100 cm, entonces su lado
base mide____m.

d) Si el lado base de un triangulo iso6sceles mide 40 cm y
su perimetro es de 12 dm, entonces sus angulos inte-
riores miden :

e) Si un tridngulo rectangulo es isdsceles entonces su an-
gulo principal mide ___y los de la base miden ____.

f) Las amplitudes de los angulos interiores de un tridngu-
lo son 92,5°, 27,3°y 78,2° respectivamente. De acuerdo
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con la clasificaciéon, segun sus angulos el triangulo es
y segun sus lados es
g) Entodo tridngulo rectangulo su mayor Iado es

h) Para construir un triangulo con tres varillas, dos de las
cuales miden 3 cmy 5 cm, la tercera debe alcanzar mas
de_____ cm.

Construye, si es posible, un triangulo cuyos lados miden:

a) 8cm,7cmy6Cm

b) 3cm,5cmy8cm

¢ 1,1dm,9cmy5cm

d) 4cm, 6cmy 12cm

e) 2dm, 10 cmy 1,2 dm

7.1 Argumenta tu respuesta cuando no te sea posible
construir el triangulo.

Traza el mayor numero posible de tridngulos diferentes al

usar tres de los segmentos cuyas longitudes se dan a con-

tinuacién:

a=4cm b=95 c=7cm d=5wm e=2awm

Tomando como diagonal un segmento AC de 7 cm:

a) Construye un paralelogramo ABCD cuyos lados iguales
midan 3 cm y 5 cm respectivamente.

b) Construye un trapezoide simétrico ABCD cuyos lados
iguales midan 3 cm y 5 cm respectivamente.

9.1 Argumenta por qué no se hubieran podido resolver los
incisos a y b si los lados iguales midiesen 3 cmy 4 cm
respectivamente.

Calcula la amplitud de los angulos identificados por letras
minusculas en las figuras 5.88 y 5.89.

a)

60°  60°

Figura 5.88
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b)
i
escaleno
80° 355
f/ z \
equilatero
g h

isosceles rectangulo

Figura 5.89

En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos exteriores
mide 141° (127°, 135°). Calcula la amplitud de sus angulos
interiores.

En un triangulo isésceles, el angulo exterior al angulo
principal mide 132° (128°, 142°). Calcula la amplitud de
sus angulos interiores.

Muestra, a través de un ejemplo, que no siempre se cum-
ple que la amplitud de un angulo exterior es mayor que
cualquiera de los angulos interiores.

Argumenta: El angulo suma de los angulos que se oponen
a los catetos en un tridangulo rectangulo es recto.

¢Por qué los angulos base de un triangulo isésceles no
pueden ser obtusos (rectos)?

Completa la siguiente tabla en la que o, By y son las am-
plitudes de los angulos interiores de un triangulo.

Amplitudes Clasificacion
o B Y Segun sus angulos Segun sus lados
75° 30°
72° 65°
31° 59°
Equilatero
100° Isésceles
90° Isésceles
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Ejercicios

n este capitulo encontraras ejercicios variados. Ten en cuen-

ta que para resolverlos debes poner en practica lo aprendido

en todos los grados de la primaria. Algunos de ellos te ser-
virdn para entrenarte y poder participar en concursos y otros
eventos que pudieran ser de tu interés.

1. Analiza y responde con la cooperacion de otros educan-
dos del aula:

a)

b)

o)

d)

212

¢Coémo podrias determinar si un numero es divisible
por 6 aplicando las reglas de divisibilidad por 2 y por 3?

Maria dice:

Un numero que es divisible por 4 también es divisible
por 2. Puedo afirmar entonces que ese numero, al ser
divisible por 4 y por 2, también es divisible por 8.
Pedro dice que Maria estd equivocada porque 124 es
divisible por 2 y por 4, sin embargo, no es divisible
por 8.

¢Quién se equivoca y cual es su error?

Escribe un nimero de 5 cifras que sea divisible por 4y
tenga los digitos 0, 1, 3, 5y 6. Investiga si hay mas de
un numero con estas caracteristicas.

Escribe seis nUmeros de cinco cifras: tres que sean divi-
sibles por 9 y otros tres que no lo sean.
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Construye con tus companeros de estudio una tabla de 10
filas y diez columnas que contenga los niUmeros naturales
del 1 al 100, ordenados de izquierda a derecha y de arriba
a abajo en sus celdas. Aplica el siguiente procedimiento
ideado por Eratéstenes, matematico, fisico y astrénomo
bibliotecario de Alejandria:

e Tachael1.

e No taches el 2, pero a partir de él tacha todos sus mul-
tiplos.

e Haz lo mismo que has hecho con el 2 pero con el 3, el
S5yel7.

a) ¢Qué puedes conjeturar sobre los numeros que han
quedado sin tachar?

Descompén los numeros a = 84 y b = 90 en factores pri-
mos. Responde:

a) ¢Cuales son los divisores comunes de ay b?
b) ¢Qué numeros primos son divisores comunes de ay b?
) ¢(Cudleselmcmdeayb?

¢ Cuadl es la menor longitud de una cinta que se puede divi-
dir en pedazos de 8 cm, 9 cm o 15 cm sin que sobre ni falte
nada, y cuantos pedazos de cada longitud se podrian sacar
de esa cinta?

Un tren sale de La Habana para Santiago de Cuba cada 4
dias, otro cada 5y otro cada 9. Si salen los tres hoy, ;cuan-
do volverdn a salir los tres el mismo dia?

El perimetro de la figura 6.1 es de 32 cm y se ha dividido
en cuadrados iguales. Marca con una x la opcién que indi-
ca, ¢cual es el perimetro de la figura sombreada?

a) 24 cm b) 16 cm Q) 32 ¢cm
d) 20 cm

Figura 6.1
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¢ Cual es la menor capacidad posible de un tanque que se
puede llenar en un ndmero (natural) exacto de minutos
por cualquiera de tres llaves que vierten 2 L por min, 30 L
en2miny48Len 3 min?

En la busqueda de expresiones que conducen a numeros
primos, el jurista francés Pierre de Fermat, famoso por sus
conjeturas matematicas, verific6 que los nimeros de la
forma 2" +1 son primos, sin =2, 4, 8, y 16, asi que supuso
que siempre que n es una potencia de 2, el nUmero de la
forma 2" + 1 es primo. Esta proposicién mas general re-
sulto ser falsa, pues como contraejemplo se pudo calcular
que 232+ 1 =4 294 967 297, divisible por 7.

a) Investiga si para los cinco primeros numeros naturales
nesn-n+n+11un ndmero primo.

b) Sustituye n por 11 y determina si el resultado es tam-
bién un namero primo.

¢) ¢Qué puedes afirmar sobre la proposicion: Para cada
numero natural n, esn-n+n+11un nimero primo?

En un instituto de investigacion cientifica trabajan 67 per-
sonas y todas conocen otros idiomas. De estas, 47 conocen
el idioma inglés, 35 el ruso y 23 ambos idiomas. ; Cuantas
personas conocen un idioma que no es el inglés ni el ruso?

De 30 educandos de una misma aula, hay 21 que pueden
montar bicicleta, 12 que saben nadar y siete que pueden
hacer las dos cosas. { Cuantos educandos no saben nadar
ni montar bicicleta?

Determina cuales de los siguientes nimeros son divisibles

por 2, 3,4, 6,8y 9y fundamenta tu decisién en cada caso.

459; 638; 798; 819; 856;1 028; 2 431; 2 736; 9 632
¢ Cual es el menor nimero que debe afnadirse a 2 486 132
para convertirlo en un numero divisible por 4 125?

El producto de todos los nUmeros naturales del 1 al 100,
ambos incluidos, ;en cuantos ceros acaba?



CAPITULO 6

14. Resuelve el siguiente crucigrama numérico (en cada casilla
va un solo digito) (figura 6.2).

Figura 6.2

Horizontales

A. Multiplo de 4y 7. Sus unicos divisores son 1y 7
B. Multiplode 8y 9

C. Multiplo de 2 y de 3. Antecesor de 102

D. Divisor de todos los niumeros. Doble de 2

Verticales

A. Divisor de 432

B. Divisible entre 12y 7. Antecesor del menor nimero primo

C. Su sucesor es multiplode 2y de 5

D. Mayor que 6 y menor que 9. Minimo comun multiplo
de 2y de 47

iSabias que...?

Para determinar un patron numérico, primero debes

',' ’v” analizar las relaciones que se dan entre los nUmeros que
=02 aparecen en cada figura. Esto se logra generalmente por
*E ensayo error, o sea, probando con las diferentes relaciones

numéricas y operaciones de cdlculo que conoces.
el e

Ejemplo
Halla el valor de my n en la figura 6.3.

/A BV E\VAIEA

Figura 6.3
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Para determinar el patron numérico, analizamos la figura
que tiene completa la informacion:

Primera suposicion: Se trata de la colocacion de tres nu-
meros consecutivos: 1, 2 'y 3, por lo que cabe la posibilidad
de que los dos restantes sean similares al primero. En ese
caso n = 4, pero esta l6gica queda rota en la tercera figu-
ra, pues para la sucesion 2, m, 7, no hay ningln numero
natural m, que la transforme en una sucesiéon de nimeros
consecutivos. Por tanto, esta suposicion queda descartada.
Segunda suposicion: Se trata de trios ordenados de sumas,
los sumandos estan en la base del triangulo. Segun esta
suposicion n=2+3 =5y m =7 -2 =5. Al no encontrar
contradiccién en el proceso de calculo con la suposicion
inicial, se asume la respuesta como correcta.

Cuando dos o mas suposiciones son posibles, todas son
consideradas como respuestas correctas para el ejercicio.
Las figuras usadas pueden ser diversas pero el proce-
dimiento es el mismo.

Determina el patron numérico empleado en cada triangu-
lo y completa las secuencias de triangulos que aparecen

en las figuras 6.4, 6.5, 6.6:
AN A

N
a)/??\ 112 2 /34\/

AAAAA

b) 1 AV EAVZE EAVE] BAVA] EAN

Figura 6.5

A A A
AVARVAE

Figura 6.6

w
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Completa las figuras numéricas siguiendo el patrén numé-
rico del ejemplo (figura 6.7):

2@ ©,0 O O @

Figura 6.7

¢Se puede obtener el niumero de frijoles que contiene un
jarro con capacidad de 1 L contando solo hasta 10? De
creerlo posible, explica cdmo se puede lograr.

Si te preguntaran:

a) ¢Cuantas decenas (centenas) se pueden formar con
3 276 unidades?

b) ¢Cual es el mayor niumero de decenas (centenas) que
se puede formar con 3 276 unidades?

¢) ¢Para cudl de esas preguntas solo es posible una re-
puesta? Argumenta.

Escribe la fraccion que corresponde a cada parte en que
ha sido dividido el cuadrado mayor (figura 6.8). En tu res-

puesta considera que el cuadrado mayor representa la
unidad.

Figura 6.8
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a) ¢Qué fracciones darias como respuesta si consideras
como unidad al menor de los cuadrados que aparece
en la ilustraciéon?

Escribe una igualdad combinando operaciones y numeros,
de modo que en el miembro izquierdo solo aparezcan las
cifras basicas 3 y 5. El miembro derecho es 1.

Con dos recipientes de 5 L y 3 L respectivamente de capa-
cidad, determina la medicion de 1 L de cualquier liquido
sin hacer uso de ningun otro recipiente.

Con dos varillas de 5 cm y 3 cm respectivamente de lon-
gitud, obtén una varilla de 1 cm sin hacer uso de ningun
instrumento de medida.

Juan mide la longitud de una vara y da como resultado de
su mediciéon 3,0 cm; Pedro mide la misma vara y da como
resultado 3 cm. ;Cual de ellos logré mayor exactitud al
medir? Argumenta tu respuesta.

Tomando como modelo una caja en forma de ortoedro,
cuyas dimensiones son 6,4 m de largo, 36 dm de ancho y
260 cm de altura, se construyd otra similar cuyas dimen-
siones se corresponden con la mitad de las dimensiones de
esta. { Cuantas veces cabe la menor dentro de la mayor?
Muestra que tu respuesta es correcta apoyandote en tus
conocimientos de numeracién y(o) calculo.

Se sabe que el rectdngulo ilustrado (figura 6.9), represen-
ta % del rectangulo unidad.

Dibuja el rectangulo unidad. ; Hay una sola posibilidad de
realizar este ejercicio?

Figura 6.9

Realiza los calculos siguientes empleando procedimientos
ventajosos:
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a) Halla la suma de 2 325; 584; 2 325; 2 325 y 584.

b) Halla la suma de 999; 1 002; 998 y 1 001.

¢) Halla la suma de 29, 26, 30, 28, 25y 27.

Un educando, al pedirsele que hallara mentalmente el

producto de 48 por 0,5, convirtié 0,5 en % Después deter-
mind % de 48 y obtuvo como resultado 24. Frente a esto,

otro educando multiplicé 0,5 por 48, es decir, multiplicé
5 por 48 obteniendo 240 y colocé la coma decimal para
llegar a la respuesta: 24,0. ;Qué via consideras es la mas
rapida y mejor razonada? ;Por qué?

Al preguntar a mi abuelo la hora, este me respondié: Es la
una y cuarto de la tarde.

a) ¢Qué significa la expresion subrayada en el texto?

b) ¢Qué angulo forman las manecillas del reloj a esa hora?
A un reloj mecanico de pulsera se le ha desprendido el
minutero.; Esposibledeterminar(calcular)lahoraaproxima-

da que marca este reloj conociendo la posicién del horario
respecto a la escala de tiempo? Explica con un ejemplo.

Observa con detenimiento la tabla siguiente:

A B C
1 X x+4
2 0
3 2 3
4 4 4 1
5 3
6 5

a) ¢En qué fila las columnas B y C igualan sus valores?
b) ¢Cual de las expresiones siguientes va en la casilla 1C?
Encierra en un circulo la respuesta correcta.

219



31.

32.

33.

220

MATEMATICA

2x-7; x-3; §+’
¢) ¢Qué tienen en comun las casillas 2Cy 3C?

La torta de cumpleafios repartida en la fiesta de Ramén
fue cortada segun se muestra en la figura 6.10.

Figura 6.10

31.1 Marca con una x la afirmaciéon correcta:
a) ___ Latorta fue fraccionada.
b) A3 delas 5 partes corresponde la misma fraccién.
C) ___ Tres partes resultaron ser iguales.
d) __ Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.
31.2 Sin realizar otro corte, {cuantos nifios recibirian igual
porcion de la torta ; Qué parte de la torta seria?
31.3 {Cudl es el menor numero de cortes que deben hacer
a la torta para que 16 nifos reciban igual cantidad?
A Mario no le funcionan las teclas para introducir los da-
tos numéricos 4 y 6 en su calculadora. Pero él asegura que
eso no le impide realizar el calculo que quiera, haciendo
uso de esta. ¢Estas de acuerdo con Mario? Argumenta tu
posicion.
Para cuatro angulos de amplitudes a, B, v, 3, se cumple:
a=pvy=0ya>0.
33.1 Marca con una x la igualdad que es correcta.
a)__a-y=05-P
b) _ p-d=a-y
Q_ _d-B=a-y
d__y-a=56-p
32.2 Marca con una x las igualdades correctas.
a)__ _a=pB+d6-y



34.

35.

36.

CAPITULO 6

b) _ a=B-8-v

Q__oa=PB+d+y

d__ _a=pB+y-9
El reloj marca las 3:00 p. m., en algo mas de 15 min el
horario y el minutero van a coincidir una vez mas y en un
periodo menor a este tiempo el minutero habra sobrepa-
sado al horario formando con este un angulo de 75°. ;A
qué hora sucedera esto ultimo? (figura 6.11).

Figura 6.11

Las dimensiones exteriores de un marco para fotos son
19 cm y 14 cm respectivamente (figura 6.12). El marco tie-
ne 2 cm de ancho. ;Cudles deben ser las dimensiones y la
superficie de la mayor de las fotografias impresas que se
puede colocar en un marco como este?

19 cm

1 2cm

14 cm

Figura 6.12

Observa con detenimiento las imagenes dadas en la figu-
ra 6.13 y responde:

a) ¢Cual de las figuras sombreadas dentro del cuadrado
tiene un area de 1 cm?2?

b) ¢Cudl de las figuras sombreadas dentro del cuadrado tie-
ne una superficie superior a 0,1 dm? e inferior a 0,5 dm??
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T T 1 B.
0 A O
10 cm
T T 1 D.
10 cm
10 cm
Figuras 6.13

T

T
10 cm

10cm

En un almacén se agruparon cajas iguales, como la que se

muestra en la figura 6.14.

Z

caja

Figura 6.14

Marca con una x la opcion que indica, jcuantas cajas

agruparon?
a)__ 18 b) 9 o__ 17

Los rectangulos A y B se han
rellenado con cuadrados, todos
de 1 cm?; algunos de ellos visi-
bles y otros no (figura 6.15).

Figura 6.15

d)

A

N

[T 11
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Indica con una x cual de las siguientes proposiciones es

verdadera.

a)___ El area de la figura A es mayor que el de la figura B.

b)___ Ambas figuras tienen la misma cantidad de cuadra-
ditos de un centimetro cuadrado.

c)___ El drea de la figura B es mayor que el de la figura A.

d)___ La figura B tiene mayor perimetro que la figura A.

En el parque de la comunidad sacaron algunas baldosas
rotas. Observa la figura 6.16 y marca con una x la opcién
que indica el numero de baldosas nuevas que hay que
comprar:

Figura 6.16

1) __ 25 2) 16 3) 26 4) 27

En cada caso marca con una x la opcién que consideres
correcta. Explica a tus companeros los argumentos de tu
seleccion:

a) Al duplicar la longitud de un par de los lados opuestos
de un rectangulo:

___se mantiene su superficie y también su forma.

___se duplica su superficie y se mantiene su forma.

___disminuye su superficie a la mitad y pierde su forma.

___se duplica su superficie y pierde su forma.

b) Al duplicar la longitud de los lados de un rectangulo:

____se mantiene su superficie y también su forma.

___se duplica su superficie y pierde su forma.

___disminuye su superficie a la mitad y pierde su forma.

____se cuadriplica su superficie y se mantiene su forma.
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¢) Sise duplica la altura que corresponde al lado base de
un triangulo:

___se mantiene su superficie y también su forma.

___se duplica su superficie y se mantiene su forma.

___disminuye su superficie a la mitad y pierde su forma.

___se duplica su superficie y pierde su forma.

41. Observa la figura 6.17:

Figura 6.17

a) ¢Cudl de las siguientes figuras (figura 6.18), tiene la
misma forma y la misma area que la figura anterior?

A B. C D.

Figura 6.18

b) Si se amplia la figura dada (figura 6.19), duplicando
la medida de sus lados. ; Cudl de las siguientes figuras
corresponderia a la ampliaciéon realizada?

a) b) Q d)

-’ B

Figura 6.19
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.Sabias que...?

Entre las propiedades que cumplen el maximo comun divi-
sor y el minimo comun multiplo se encuentran:

Si multiplicas cada namero natural a y b por un tercer
numero natural ¢ # 0, entonces el mcd (a; b) y el mcm
(a; b) quedan multiplicados por dicho numero:

a-b=mcd (a; b) - mcm (a; b)

El mcd (48; 36) = 12 y el mem (48; 36) = 144. Halla los tér-

minos de cada una de las sucesiones siguientes:

a) mcd (48 - 2; 36 - 2), mcd (48 - 3; 36 - 3), mcd (48 - 4;
36 - 4), mcd (48 - 5; 36 - 5)...

b)12-2;12-3;12-4;12-5;...

¢) mem (48 - 2; 36 - 2), mcm (48 - 3; 36 - 3), mcm (48 - 4;
36 -4), mcm (48 - 5; 36 - 5)...

d) 144 -2; 144 - 3; 144 - 4; 144 - 5;...
Comenta acerca de la correspondencia término a térmi-
no que se da entre las sucesiones de los incisos a) y b) y
entre los incisos c) y d).

Sugerencia: realizar en equipos
. ., a
Escribe una fraccion b para la que se cumpla:
a) mcd (a; b) = 15y es equivalente a la fraccién %

Sugerencia: aplica la propiedad 1 relativa al maxi-
mo comun divisor y la propiedad fundamental de las
fracciones equivalentes.

b) at> es equivalente a la fraccion 3 :
b+9 8

Sugerencia: aplica la propiedad fundamental de las
fracciones equivalentes.

¢ Cual es el menor numero natural que dividido por 20, 27
y 30 deja como resto 9?

Sugerencia: repasa el concepto de divisién con resto.
¢Cual es el menor numero natural que multiplicado por
3 780 da como resultado un cuadrado perfecto?
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Sugerencia: Analiza la regularidad en las descomposi-
ciones en factores primos en una sucesion de cuadrados

perfectos.

45. Las dimensiones de un terreno rectangular son 566 my
1 084 m respectivamente. Se quiere rodear por una linea
de arboles plantados a 3 m del borde, de modo que haya
un arbol en cada esquina del terreno y que la distancia
entre dos arboles consecutivos cualquiera sea la mayor po-
sible. ¢ Cuantos arboles se necesita plantar?

Sugerencia: modela la situacibn con nUmeros menores.

.Sabias que...?

Una sencilla regla de calculo te puede ayudar a resolver pro-
blemas en los que se relacionan proporcionalmente hasta
tres magnitudes. Si puedes reconocer en el texto del proble-
ma que dos magnitudes dadas son directa o inversamente
proporcionales seria suficiente para llegar a la respuesta si-
guiendo esta regla.

Pon atencion a la manera ilustrada de proceder en los ejem-
plos siguientes:

Problema 1

El peso de 200 hojas de papel de 230 cm? de area es de 270 g.
¢Cuanto pesan 460 hojas de papel del mismo material y de 440 cm?
de area?

Para modelar el problema se recomienda hacerlo con un mo-
delo tabular:
Cantidad de hojas (u) Superficie (1 cm?) Masa (1 g)
2007 2307 2707

460 440 X

Indicamos con flechas el tipo de proporcionalidad de las
magnitudes respecto a la que contiene la incognita, en la que
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colocaremos la flecha con sentido desde la variable hacia el dato
correspondiente. Como la superficie de la hoja es directamente
proporcional a su masa, en esa columna se coloca la flecha con
igual sentido que la primera. De igual modo, como la cantidad de
hojas es directamente proporcional a la masa de la hoja, la flecha
que corresponde a dicha columna tiene el mismo sentido que las
anteriores. En este caso se cumple:

~270-440-460 27-44-46
~200-230  2.23
Respuesta: Las 480 hojas pesan 1 188 g.

=27-22-2=1188

Problema 2

Si una persona camina a razén de 48 pasos por minuto con
pasos de 60 cm demora 15 min en recorrer cierta distancia. ; Qué
tiempo se demora en el regreso si lo hace a razén de 36 pasos por
minuto con pasos de 40 cm?

Se modela de forma similar que en el problema 1

Pasos por minuto Longitud del paso Tiempo
(u) (1 cm) (1 min)
a8y 60 154
36 40 X

Las magnitudes pasos por minuto y longitud del paso son in-
versamente proporcionales a la magnitud tiempo que demora en
hacer el mismo recorrido; por tanto, sus flechas van en sentido

contrario que en la magnitud tiempo. En este caso se calcula:
X = 15-60-48 _ 15-3-48 _15.2-30
36-40 36-2

Respuesta: Demora en el regreso 30 min.

Problema 3

Un tren recorre una cierta distancia en 110 min a una veloci-
dad de 70 km/h. ; Qué tiempo demora en recorrer el doble de esa
distancia a una velocidad de 55 km/h?
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distancia (km) velocidad (km/h) Tiempo (1 min)

da’l 704 1104

2d 55 X

Las magnitudes velocidad y tiempo son inversamente pro-
porcionales, por lo que sus flechas van en sentido contrario. Las
magnitudes, distancia y tiempo, son directamente proporciona-
les, sus flechas se colocan en igual direccién. Luego el calculo se
plantea:

~110-70-2d 2-2-70
~ 55.d 1

Respuesta: El doble de la distancia lo debe recorrer en
280 min.

Observacién: Se hace necesario que siempre escojas los tres
factores del numerador y los dos del denominador teniendo en
cuenta el sentido de cada una de las flechas.

=4.70=280
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