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PROLOGO

Este libro constituye un resumen que trata de las figuras geométricas
fundamentales y en sintesis tiene como propdsitos esclarecer las dudas y facilitar
la asimilacion y recuperacion de los elementos basicos declarados en su
contenido.

La obra que se presenta esta validada por mas de tres décadas de ejercicio de la
docencia en escuelas de nivel medio basico, medio superior y en el Instituto
Preuniversitario Vladimir llich Lenin.

El contenido y la extension de las definiciones de todo$ los conceptos estan
precisados con las adecuadas notaciones y ejemples, o que contribuye
al desarrollo de habilidades y habitos en la resolucion de’ejegcicios y problemas.

La sistematizacion de conceptos, teoremas y procedimientos estan presentes en
todo el desarrollo mediante el establecimiento {dg, relaciones, apoyados por tablas
y representaciones graficas.

Se favorece la profundizacion al adquirir.cogocimientos mas amplios, con mas
exactitud en diferentes propiedades, particularidades o generalizaciones de los
objetos geométricos estudiados, por, ejemplo: angulos con lados paralelos
o perpendiculares, la mediatriz como eje de simetria, caracteristicas de los
paralelogramos, el esquema de los cuadrilateros, el punto potencia y otros
resultados geomeétricos basigos.

A quienes consulten egte,libro les sera de mucha utilidad y aprenderan mejor
la geometria planadela‘escuela media.

Hilarion F. Santana de Armas
Presidente de Honor de la Catedra
“Dulce Maria Escalona”

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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Introduccion.

ANGULO — TRIANGULO — CUADRILATERO -- CIRCUNFERENCIA

La forma y estructura de presentacion de estos elementos geométricos, estan
basados en mas de 30 afios de experiencia como profesor en estos niveles de
ensefianza, de mucho bregar en diferentes foros de discusion y de activa reflexion
con mis colegas sobre la problematicas de los alumnos en la asimilacion, en el
entendimiento de la Geometria.

En este resumen se intenta satisfacer la necesidad (en los alumnos y
profesores, sobre todo, profesores jovenes) de contar con un resumen donde
aparezcan todos los elementos de estas figuras geomélrieas; en particular de
figuras CONVEXAS (las NO Convexas no se estudian en la escuela) y disponer
de una fuente para poder esclarecer las dudas quesa menudo surgen en el
trabajo con estos temas geomeétricos.

En nuestro criterio estos Elementos basieos’ se deben ‘intentar”
COMPRENDER y también Memorizarlos, tal y cémovo hacen con los productos
basicos y/o las propiedades de las potenciassen’ la Aritmética, los productos
notables en el Algebra o con los graficos deflas ‘fiinciones elementales. Por eso,
el lenguaje usado y la presentacion «deNJos contenidos estan dirigidos a
FACILITAR su Comprension, su Asimilaciéy PRONTA Recuperacion.

En el inicio, aparecen las PRECISIONES, donde se esclarece la NOTACION
con la que se trabaja a lo largo del resumen.

Antes de abordar las ,cuatro figuras fundamentales (Angulos, Triangulos,
Cuadrilateros y Circunferentia) se precisan los nombres de algunas letras
griegas, usadas con regulatidad en la descripcion de elementos en las figuras.
También se hace unalpegquefia sintesis del surgimiento y florecimiento de la
Geometria, A.C., €n su devenir histérico;, asi como de algunos de los hombres
que le dieron vida héhicieron posible que ellas llegaran hasta nuestros dias, tal y
como la conocemos hoy, siglo XXI.

En cada una de las figuras se tratan sus elementos “basicos”, intentando
completar toda la informacién relacionada e importante para la escuela cubana.
También se hacen resumenes de Resultados Geométricos asociados a la

Ya para el final se brindan algunas PRECISIONES del Teorema de las
Transversales; en particular, las proporciones entre los segmentos y se ofrecen
otros resultados geométricos, mas alla de los basicos y esenciales, que
también forman parte de la Geometria Plana en el contexto de la escuela.

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
Profesor de Matematicas y Estadisticas. Octubre de 2010-17
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Algo de Historia. Los babilénicos, los egipcios y los GRIEGOS ....

Los babilénicos, pueblo que vivio en una region del Medio Oriente llamada
Babilonia (2500 - 500 A.C., aproximadamente), famosos (entre otras cosas, como
ya veremos) por su edificio de 7 pisos con los “Jardines colgantes de Babilonia”
(una de las Siete Maravillas del mundo antiguo y que como casi todas las
Maravillas no llegaron hasta nuestros dias).

Ellos fueron los primeros que perfeccionaron la agrimensura (medida de la
tierra), contaban con métodos para determinar el area de varias fiquras sencillas,
necesarios para la medida de la tierra, la construccion de edificios y la “Astrologia”
(primeros pasos en el estudio de los cuerpos celestes y antecesora de la
Astronomia).

ATENCION,...a este pueblo se le atribuye el actual sistema de medida de

angulos basado en grados ( 360° ); suponian que la esfera celeste, al contrario de
lo que se conoce hoy dia, giraba alrededor de la Tietra y ‘Que el afio constaba de
360 dias, cantidad de partes en que dividieron a lafCirctinferencia.

Los egipcios, los antiguos egipcios, (legaron una gran cantidad de
conocimientos practicos, necesarios para ellos a*propdsito de la construccion de
las piramides, la agrimensura del valle {dehkNilo (rio de grandes inundaciones
anuales) y la Astrologia.

A ellos se les atribuyen la mayoria de los documentos mas antiguos (mas de
1000 afios A.C.) que revelan gonhocimientos geométricos concretos y que han
llegado hasta nuestros dias., Lka fama de su sabiduria fue punto importante para
que otros pueblos se interesaran en ir a Egipto. Uno de estos pueblos fue el
griego.

Los griegos, les “antiguos griegos; tuvieron en el periodo de la llamada
‘tirania” (mediados\del 1er milenio A.C., aproximadamente) el florecimiento de la
cultura Helénica, quenpropiciaba la “busqueda del conocimiento”.  Ellos tomaron
la sabiduria y el conocimiento egipcio, para estudiarlo, refinarlo, argumentarlo,
estructurarlo y sistematizarlo.

Entre los primeros en trascender hasta nuestros dias estan Tales y Pitagoras;
aunque tambien hubo muchos otros que hicieron grandes aportes al
conocimiento.

+ Tales de Mileto (Tales, nacido en Mileto en 640 A.C.) fue un acomodado hombre
de negocios, que quedo6 impactado en su viaje a Egipto y al regresar a Grecia se
retird de los negocios para dedicarse al estudio y la ensefianza de la Geometria y
la Astronomia; fue a un alumno suyo, Anaximandro, al que se le atribuye el primer
libro sobre las distintas partes de la Geometria. Hoy dia se le recuerda, a Tales,

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
Profesor de Matematicas y Estadisticas. Octubre de 2010-17
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como Gedmetra (el angulo inscrito sobre el diametro, las relaciones de
proporcionalidad de los segmentos en las transversales, entre otros).

Sin embargo, en su tiempo predijo un eclipse total de Sol y su prediccion fue
cierta, el eclipse ocurrié el 28 de mayo del 585 A.C. Realmente la vida de Tales
fue importantisima para el desarrollo de la sociedad, él marcé una época. Baste
decir, que antes de Tales las explicaciones sobre el universo eran mitolégicas, es
su quehacer y su interés en el mundo fisico lo que marca el nacimiento del
Pensamiento Cientifico. A él también se le atribuye la introduccion de la
Geometria en Grecia.

Tales de Mileto es considerado como uno de los “Siete Sabios de Grecia’,
también conocido como los “Siete Sensatos”

+ El famoso Pitagoras, que vivié entre el 569 y el 500 A.C. fu€ un estudioso de todo
lo que en su época se escribié y al regreso de su viaje“a Egipto se dedico a la
ensefianza de la Geometria, asi como a la Ensefianza de la Filosofia y la Religion
con basamento en principios matematicos. Fue el lideri\de,un grupo llamado “Los
pitagoricos” que enriquecieron y le dieron vigencia”a mdchos conocimientos del
mundo antiguo. A él se le atribuye la primera gdemaostracion de la relacion entre
los lados del triangulo rectangulo, que llegaya_huestros dias como el “TEOREMA
DE PITAGORAS”. También se dice que fué elqlie colocé la piedra anqular de la
geometria cientifica.

Hubo muchos griegos mas, comol ya, deciamos, que enriquecieron el
conocimiento por aquellas épocas, Platén; Aristoteles, Arquimedes, Apolonio,
entre otros.

Mas no quisiera terminar éste recorrido en pequefia sintesis de la historia
A.C., en particular del conocimiento lGeométrico, que nos antecedio y nos condujo
al nivel de civilizacion que hey gozamos, sin mencionar a Euclides.

+ El se dedic6 a Ensefigrlatematicas en la Universidad y vivié por los afios 330 -
275 A.C. en Alejandria,/cuidad egipcia que durante centenares de aros fue el
centro y la capitalidehsaber humano y recordada (entre otras) por su faro “El Faro
de Alejandria”’@tra de las Siete Maravillas del mundo antiguo, asi como por la
anorada “Biblioteca de Alejandria”, donde se supone estaba recogido gran parte
del conocimiento del mundo antiguo y que fue tristemente incinerada.

Baste decir, que Euclides fue el encargado de mostrar al mundo de forma
RIGUROSA toda la geometria plana y gran parte del conocimiento Matematico
hasta su época en su obra “Los elementos”, extenso tratado que consta de 13
volumenes. Este alejandrino de ascendencia Griega trasciende hasta nuestros
dias, no solo por su obra los Elementos (que se utilizaron como texto durante mas
de 2000 aros, e incluso hoy, una versiobn modificada de sus primeros libros

también, por la particion en el estudio de Geometria, que hoy, siglo XXI,
hacemos: Geometria Euclidiana y Geometria No Euclidiana.
...hasta aqui la sintesis histérica...

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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PRECISIONES Preliminares.

Aqui estableceremos la notacion que se presenta en el resumen, asi como

también algunos “detalles” sobre las relaciones entre los elementos.

Notacién — Punto- Recta- Segmento- Semirrecta- Angulo

a cada punto lo llamaremos por una letra mayuscula; Ej: A, B,...

a las rectas se le nombrara por dos letras mayusculas (dos puntos que estén
contenidos en ella); Ej: AB o por una letra minascula; Ej: r, s, t,...; también
puede llamarseles por la combinacion de los dos anteriores Ej: AB (recta que

contiene a los puntos Ay B).

o Cuando tres o mas puntos estan sobre una recta se dice“gue son colineales, o
que estan alineados.

a los segmentos por dos letras mayusculas (por dos puntos que son los extremos

del segmento); Ej: AB (la raya arriba lo diferencia deJa,recta AB). También suele
llamarsele por una letra minuscula; Ej: a, b, c,... (laqque denomina, realmente, su
longitud).

a las semirrectas se les nombrara por dos letras’mayusculas (dos puntos que estén
contenidos en ella) donde la primera letra praréasel origen de la semirrecta y se le
agrega el nombre; Ej: semirrecta AB, semirrecta FE.

a los angulos se les nombrara pofun, Simbolo con tres letras mayusculas (tres
puntos, dos en sus lados y el tercero es\el*vértice) donde la letra del medio es la del
vértice. Ej: ZAPB (el punto P=es el‘Vertice del angulo, los puntos A y B estan en
los lados del angulo). También sdele llamarsele por una letra griega; Ej: o, B,

Y, 90, @ ,... (la que denomina, realmente, su amplitud).

Relacion —» Recta-Rectay(“//” , “N.” y “1” )- Punto-Recta

En el plano

Dos rectas pueden ¢ortarse o no cortarse.
v" Cuando no se cortan se dice que son paralelas (tienen la misma direccién);
Ej: AB//ICD o rl/ls o te,/Isun

v' Cuando se cortan lo hacen en un punto (punto de interseccién) se dice que
NO son paralelas. Las rectas se intersectan; Ej: AB7\LGH
Si se cortan en el punto P, se dice: P =AB(1GH

o Cuando varias rectas se cortan en un mismo punto se dice que concurren
en ese punto; son rectas concurrentes.
Nota: la relacion de paralelismo, “/ /”, es una relacion de EQUIVALENCIA, por eso
es REFLEXIVA , SIMETRICA y TRANSITIVA. Veamos:
> r/Ir (REFLEXIVA). Una recta es paralela con ella misma.
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> rlls=s//r (SIMETRICA). Sires paralela as, entonces s es paralelaar.
»rllsansllIt=rllt (TRANSITIVA). Sires paralelaasys es paralela at,
entonces r es paralela a t.
Las relaciones de IGUALDAD y SEMEJANZA, también son relaciones de
EQUIVALENCIA.
e un punto puede estar o no sobre una recta, lo llamaremos punto exterior en caso
de que no esté contenido en la recta; Ej:
o Si Pgt, esporque P es exterior a la recta t.

o Si Ke AB, es porque K es un punto de la recta AB.

» Por un punto exterior a una recta SOLO puede trazarse una recta paralela a
ella.

» Por un punto (exterior o sobre la recta) SOLO se pdede trazar una recta
perpendicular a ella.

Nota: la relaciéon de perpendicularidad, “1”, NO es una relacién de equivalencia.

Ej: ( NO es Transitiva)

> rlsaslt=rl/lt

Sobre los elementos Geométricosia “Memorizar”.

A continuacion se presentan las caracteristicas y relaciones basicas, en
sintesis, de las cuatro figuras fundamentales para los estudios de Geometria
Plana en la Ensefianza Media Supérior: los Angulos, los Tridngulos, los
Cuadrilateros y la Circunferencia. ~A este bloque de contenidos se les
denomina, en este resumen, como YHechos Geométricos a Memorizar’. Es de
vital importancia que todo €studiante aspirante a cursar estudios superiores, en
los PREUNIVERSITARIOS o, en la UNIVERSIDAD, tome estos hechos, los
intente COMPRENDER ylosimemorice.

Las letras grieqgas

Es usual utilizar las letras del alfabeto grieqo (e, B, 8, 7 A, m, 6, @; entre
otras) para denominar a distintos elementos en la Geometria,...

Tal vez, llegue asi a nuestros dias (designar con esas letras) por ser los
griegos, de antes de nuestra era, los que descubrieron muchos de los
elementos y relaciones en la Geometria, dandole presencia y trascendencia a
todos aquellos resultados Geométricos que hoy nos brindan, a todos, muchas
de nuestra “comodidades” mas de 2000 afios después,.....

o +— alfa, B — beta, 6 — delta, Y — ganma,

A — landa, T — Ppi, 0 — cita, o > fi
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ANGULOS
Esta figura, conocida por todos como angulo, posee algunos
/ elementos y caracteristicas que son de interes, ...

Estda formada por dos semirrectas (visualmente, dos
segmentos), que Illamamos lados del angulo y se unen en su “origen’,
determinando un punto, que llamamos vértice.

Nombrar a estos elementos nos permite referirnos al A
angulo o establecer relaciones entre figuras ( sobre todo /
cuando hay otras figuras representadas ).  Denotemos .
tres puntos, un punto en cada lado (el punto AyelB)y
al punto comun, al vértice ( O ).

o B

Ya estamos en condiciones de hablar del

A éngulo AOB (£AOB) é.del dngulo BOA (£BOA),
@ es IGUAL siempre gqu€ O quede en el medio de
. los otros dos puntes. YAhora, estas dos semirectas

0 de origen comun “~dividen al plano en dos

regiones, g E y la @ entonces al nombrar
XAOB ;a cuél region nos referimos? ;CGual parte tomar como £AOB ?

R / El angulo al que hacemossreferenCia es la parte 1, o sea, el menor de los
angulos. Para referirnos,a lalparte 2 diriamos, angulo sobre obtuso AOB.

También se podria hablar de angulo convexo y no convexo (céncavo).
El angulo al que hageémos referencia es la parte 1, es convexo. Veamos:
Notese que al prolongar uno de sus lados,
la recta OA divide al plano en dos i

A ! i
@ @ » semiplanos 'y la__parte 1 esta i

o
B completamente en uno de eSoS ;
semiplanos, mientras que la 2, tiene ;
partes en cada semiplano.

Ahora si podemos describir al ANGULO
— =
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Un angulo esta formado por dos semirectas de origen comun, llamadas
lados del angulo, un vértice (punto comun y origen de las semirectas) y toda la
‘region” que esta delimitada por sus lados (incluido los lados); a esa region se le
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llama amplitud del angulo y usualmente se mide en grados (Ejemplo: 360, 90° ).

En la figura, CA y CB lados del angulo
C vértice del angulo

o amplitud del angulo

c

A

Hay varias maneras de denotar a un angulo, entre ellas tenemos:

Z/ACB

o «C

o /BCA o

( también suele nombrarse con un numero;

o (refiefesamplitud)

Ejemplo: £1 )

Noétese que cuando se hace con tres letras, la del medio cerresponde con el vértice.
Clasificacion de los angulos (segun‘su amplitud)

Recto Llano Completo
B /_% a
Angulo o B & A A
c A
Amplitud o =90° o =180" o = 360°
Agudo Obtuso Sobre obtuso
o
i B B v ».
Angulo " c A
CL‘I A c A
B
Amplitud 0<a<90° 90° <2 <180° 180° < 0. < 360°

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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La bisectriz de un angulo.

La bisectriz del angulo es aquella semirrecta, que con origen en el vértice, lo
divide en dos angulos iguales (aunque no es solo esa la propiedad que posee la
bisectriz)

En la figura, CH es la bisectriz del ZACB

Notese: Que al tomar un punto de la bisectriz (punto H), la
distancia (longitud del segmento perpendicular) a los lados del
angulo son iguales.

Dos propiedades de la bisectriz ( CH ) de un angulo:
1°.Divide al angulo en dos angulos iguales.
/BCH=ZACH=a«a
2°.Cada punto de la bisectriz equidista (igual distancia, d) de los lados
del angulo.
HB=HA =d
Nota: La distancia (“d”) de un punto a una recta, es la longitud del segmento

perpendicular que va del punto a la rectal/Eh la figura anterior HB y HA

Angulos entre rectas (con igudhvértice y con distintos vértices)

P el - il el e

/ Los consecutivos tienen un lado comun, un vértice comin y esta uno a °,

4
\

continuacion del otro (tres gondiciones); !
I
' En la figura:

/ZGPF es consecutivo con ZFPE,
/GPF es consecutivo con /FPD,
/ZEPF es consecutivo con /DPE,

ZEPF es consecutivo con ZGPF, por ultimo;
ZEPD es consecutivo con ZEPF y ZEPD es consecutivo con ZGPE;

PERO,.... ZEPD NO es consecutivo con ZDPF.

Notese: que entre estos dos angulos, Z/EPD y /DPF, sélo se cumplen dos
condiciones (PD lado comun y P vértice comun); la
tercera condicion, que esté uno a continuacion del otro,
. ' NO se cumple. /

G F

B el

AN P D ’
""""""""""""" I VISG.'G&ITUB‘J‘H‘H‘BTIE['IE’[EUE'""""""""""’”
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'/ continuacion del otro y forman un angulo llano (cuatro condiciones); también
1 puede decirse que son consecutivos y suman 180° (SOLO dos condiciones);
1 —

_—— e = —————

En la figura
M, O y N alineados

B L ZMON Jlano
o ZLON y ZMOL son consegutivos
N o M /MOL es adyacente con ZLON

Notese: que /MOL es consecutivo con ZLON y “ques o+ = 180°; dos

condiciones.

Un ERROR comun es asociar a los angules adyacentes SOLO con que

S e e e e e e e e e gk e = B e e e e e e e

-

suman 180°. Esa sola condicién &é fes suficiente para que sean
. . ] " /
N Adyacentes, necesita de DOS condigiones (consecutivos y suman 180° ). it

_______________

—_—— e - ——

Los Opuestos por el vgrtice s€ forman cuando dos rectas se cortan,

aparecen aqui cuatro angulos consecutivos que forman un angulo completo
(o, B, vy 8); los OPUESTQOS, tiehen un vértice comun, sus lados estan sobre
las dos rectas que los feriman, NO son consecutivos, sus orientaciones son

OPUESTAS y son iguales/(igual amplitud);

G =ryk (e ( Rectas que se cortan)

ZHGI es Opuesto por el vértice con ZLFGK y y=a
/HGF es Opuesto por el vértice con ZIGK y B=25

Notese: que (en esta representacion) /HGI esta orientado hacia la izquierda y
el /FGKesta orientado hacia la derecha, o sea, a partir del vértice son

~e o

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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Angulos con Vértices Distintos: Correspondientes, Alternos y Conjugados

Los correspondientes, los alternos y los conjugados reciben esa
denominacion por la POSICION que ocupan en las tres rectas (dos rectas son
cortadas por una tercera, llamada “secante”)

Preliminares: Al estar estos angulos entre rectas (mas de dos) y tomar su denominacién
por la posicidn que ocupan en ellas, es que se hace necesario ACLARAR
las regiones del plano a considerar.

./" Una recta divide al Plano en dos partes (una parte a unslado de la recta y "\_
| la otra parte al otro lado de la recta), ambas partes reCiben el nombre de
i Semiplanos. i
| | |
| : i
i por encimade r . i
| porl@izquierda |

I de s por la derecha

por debajo de r I de s

Tambien puede hablarse de regiones entre rectas, en particular entre |
dos rectas; una region intérior ( Int. ) y otra region ( Ext. )

i Ext i

int
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- -o

-

rectas (tres condiciones). A ellos “les corresponde la misma posicion” (entre
las rectas).

la recta s es la recta secante

r o a y B estan a un mismo lado de la secante
a y B estan por encima de r y “wpor encima de t
B RESPECTIVAMENTE.
t ( Estan a un mismo lado ) — Condicién ESENCIAL
/ Esta ultima condicién “un mism@ lado....” puede decirse,..

‘uno Exterior y otro Interior’.

=~
N e e e e e e e — —————————————————————

\ En conclusion, o es correspondiente congd
\
‘. Notese: que a. y P tienen diferentes vértices. ’

T T T

PR e el - T e e T

.-~ Los dngulos Alternos estan en vértices diferentes, a diferentes lados de,

\

/' la secante y a diferentes‘lados @e las otras dos rectas (tres condiciones). '\
Ellos “alternan su Posigion¥ (entre las rectas).

la recta s es la recta secante
o a y & estan a diferentes lados de la secante.
ay & estan uno por encima de r y otro por debajo de t.
( Ellos alternan su Posicidn) — Condicién ESENCIAL

— e e = ————

t s L « . « oy
8 Esta ultima condicion “ uno por encima y otro por debajo
s puede decirse,...
‘los dos son Exteriores o los dos son Interiores”
\ En conclusion, o es alterno con & b
\« Notese: que a. y 8 tienen diferentes vértices /

N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e =
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P e e e e = = e e e e e e e e e e e e e

,~~  Los angulos Conjugados estan en vértices diferentes, a un mismo lado -,
/ de la secante y a diferentes lados de las otras dos rectas (tres condiciones). K

1 \

:’ Ellos “conjugan su posicion” (“COMBINAN” su posicion entre las rectas).

' En la fiqura:

La recta s es la recta secante

* a y y estan a un mismo lado de la secante
a y y estan uno por encima de r y otro por debajo de t.
t ( Ellos conjugan su Posicién) — Condici6RESENCIAL
/SU! Esta ultima condicion puede decirse, ...

“los dos son Exteriores o los dos_son Interiores”

En conclusion, o esconjugado con y
Notese: que a. y vy tienen diferentes vértices;. ademas:

“Conjugan, combinan, complémentan su posicion”

\ : Con la secante, la misma PosiCion, (son correspondientes) y
. con las otras rectas, diferente Rosicion (son alternos)

[l ARy RN UISyUSE U SRg NGNS USRI (IR CRR, 1SS SN G SR U U S e S

Son angulos correspondientes las siguientes parejas
el 1yeld, el 2yel6, el3yel7, el4yel8.

Son angulos alternos las siguientes parejas

el 1yel7, el 2yel8 el3yeld eld4yelb6.

Son angulos conjugados las siguientes parejas
el 1yel8, el 2yel7, el3yel6, el4yelb.
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Algunos criterios para la IGUALDAD de angulos entre rectas
Angulos entre PARALELAS

Las relaciones entre angulos (Correspondientes, Alternos y Conjugados entre
PARALELAS) son de gran utilidad en la “practica’,...sobre todo, al intentar resolver
gjercicios en Geometria. Estas relaciones se usan, comunmente, para:

Los Correspondientes y los Alternos:

v Sidos angulos son

Correspondientes o ;

Los angulos
Alternos .
y enonees son IGUALES

v' estan entre

rectas paralelas

v Si dos angulos son
IGUALES
Los angulos estan y
entre rectas entonces

v Por suPOSICION son

Correspondientes o
Alternos

PARALELAS

e T e T T T T —_——

- /1= /5, ya que son Correspondientes y estan

3/4
entre paralelas ( r//t), con secante s.
6/5 t . Z4=,/6, ya que son Alternos y estan entre
73 paralelas ( r//t), con secante s.
S

_______________________________________________________________________
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Los Conjugados:

v Sidos angulos son
Conjugados vy Los angulos
entonces Suman 180°

v estan entre
rectas paralelas

v Sidos angulos
, : Suman 180°
Los angulos estan
entonces y
entre rectas v Pot su POSICION son
PARALELAS i
Conjugados

/2+/7=180°, ya que son Conjugados<ly estan entre paralelas (r//t), con
secante s.

/3+,6=180°, ya que son Conjugades® y estan entre paralelas ( r//t), con
secante s.

o —————— -
- - ——

RESUMEN ( Criterios de igualdad de angulos )
v Los angulos Opuestos por el vértice siempre son iguales.
v Los angulos Adyacentes NO siempre son iguales.
Son iguales solo en el caso de que sean angulos rectos.

v' Los angulos Correspondientes y angulos los alternos NO siempre son
iguales.

Son iguales solo en el caso que estén entre RECTAS
PARALELAS.

v' Los angulos Conjugados No siempre son iguales.

Son iguales (entre paralelas) solo en el caso que sean
angulos rectos.
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o — - e A e e e A T L L Y S . T L s T T T S T T T LIS A - .

...Mas sobre ig

-
e
-
-

e Angulos con lados paralelos

s
-’
s

Pt Si dos angulos tienen sus lados paralelos y ambos tienen la misma
L7 clasificacion (dos condiciones), entonces son iguales.

Oﬁﬂ OM//BC y ON//AB
N ZABC Obtuso y ZMON Agudo (diferentes clasificaciones)

A >\Q Cumplen solo una de las dos condiciones. Luego: E

B ¢ NO son iguales +— |ZABC = Z/MON|

“XQ RQ// AB y QP//BC
P
AN CQ ZABC Obtuso y ZRQP Obtuso
Cumplen las dos condicioné€s.\Luego
SON IGUALES |LABC = Z/RQP|, ya que tienen
sus _lades paralelos y ambos son obtusos.

T g g S

e Angulos con lados perpendiculares

M Si dos angulos tienen sus lados perpendiculares y ambos tiene la
-7 misma clasificacion ¢( dosseendiciones ), entonces son iguales

E EH1LDE y FH_LDF
H Y EHF Obtuso y ZEDF Agudo (diferentes clasificaciones)
Cumplen solo una de las dos condiciones. Luego:

D F NO son iguales — |/EHF # ZEDF| :

EGLDE y FGLDG
ZEDF Agudo y ZEGF Agudo
Cumplen las dos condiciones. Luego

G SON IGUALES + |ZEDF = Z/EGF|, ya que tienen
sus lados paralelos y ambos son agudos.

Nétese que cuando tienen distinta clasificacion son SUPLEMENTARIOS.
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Los dngulos en los POLIGONOS
Preliminares: Un POLIGONO (POLI-varios, GONO- b
angulos) es una figura plana compuesta no convexo

por una secuencia finita de segmentos
consecutivos que cierran a una region, en nuestro caso, a una region convexa.
En los poligonos existen angulos interiores y angulos exteriores.

Los anqulos exteriores (o.”, B, v" y 8°); son aquellos que
son adyacentes a los anqulos interiores (a., B, vy d);

B el el

\ En_la figura:

1

I

I

I

I

:

" " I
|~ Los angulos o, By y son angulos interiores. !
|

|

|

|

:

I

1

i N
E d B ’ Los angulos o, B"y vy~ son’ angtilos exteriores
| oo a+p+y=180" y_(u¥p'+y’=360°

e e e e e e e E e ———— e = R S Vi e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e -

-
-
-
-

i amplitudes de los anguloSvinteriores NO adyacentes a él”
. Ejemplo: (En el triadgtie’anterior): a’=B+y ; B'=o+y, y=a+p

En general...

En los POLIGONOS

La suma de los angulos exteriores de un Poligono es, siempre, 360°;
mientras que la de los angulos interiores varia de acuerdo al numero de
lados, n”.

Esta suma puede calcularse 180°(n —2). Asi, por Ejemplo:

> Cuadrilatero, n=4, luego 180°(4 —2) = 360°
> Pentagono, n=5, luego 180°(5-2) =540°
> Exagono, n=6, luego 180°(6 - 2)=720°
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EL TRIANGULO

Esta figura, conocida por todos como triangulo (tres angulos), es el poligono
mas relevante y el mas estudiado; posee elementos y caracteristicas propias que
son de sumo interés.

Esta formado por tres segmentos o tres lados que se
unen (dos a dos) en un punto comun, llamado vértice (hay
tres vértices), cada vértice con dos lados forman a los tres
angulos del triangulo.

¢ Al intentar unir tres segmentos se forma, SIEMPRE, un triangulo?
R/. No, ..no siempre,...
/ Para que con tres segmentos se forme un triangulo

\ deben cumplir una condiciéh: ,
La “DESIGUALDAD TRIANGULAR’;
» La suma de las longitudes de dos lados es siemprednayor que la longitud del
tercer lado.
Asi, al “unir” a tres segmentos se forman tres angulos con sus tres vértices.
Denotemos a estos elementos para qué pedamos referirnos a ellos, dar otros

elementos y mostrar algunas de las relaciones basicas de este precioso poligono.
Los tres vértices con una letra maytiscula (A, B y

C), los angulos con una letra griega , uSualmente se le c

asocia al véertice A la letra a, al vértice B la letra B y al a
vértice C la letra y (si los yértices/son nombrados con b

otras letras, en orden alfabétieo, se le asocia a, f, y); a B
las longitudes de los lades opuestos a cada vértice se c

asocia la letra del vértice el minuscula (al lado opuesto A
al vértice A la lettafa y asi), también se le nombra al lado por dos letras
mayusculas que son‘sus extremos. EI AABC esta formado por los lados AB,
BC y CA; por los vértices A, By C; y los angulos e, B, v 6 ZCAB ,ZABC
yZBCA respectivamente.

Clasificacion de triangulos

Los triangulos se clasifican atendiendo a dos aspectos: segun las longitudes
de sus lados (Escalenos, Isésceles y Equilateros) y segun la amplitud de sus
angulos (Acutangulos, Rectangulos y Obtusangulos); también puede referirse a
la vez por dos de estas clasificaciones (Ejemplo: Rectangulo e Isésceles).
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Veamos:
A Escaleno Alsésceles A Equilatero
C R b
Segun la a
longitud b
de sus B P
lados P Q b
A
lados diferentes dos lados iguales .
lados iguales
D y por tanto
Y portanto y por tanto
dngulos diferentes | d0S angulos iguales , .
angulos iguales
(al tercer lado se*fe
(al mayor lado se e llama lade-base y a | (los Internos y los
opone el mayor y
: los lados’iguales Externos)
anqulo) g
lados No bases)
. En Nas, iguras anteriores
PQ=PR=Db
a#b, bzc ¥ Ipq es lado base Cada &ngulo Interior
cra mide 60° y cada
ZPQR = ZPRQ =8 snaulo Exteri
Si a es el ;menar de /PQR y /PRQ son angulo Exterior
mide 120°

los lados, ‘entonces los dngulos bases
a es eldnenor de los

angulos EL ZRPQ es el
angulo principal

Continaa...

Mas... NO todos los Isésceles son Equilateros
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A Acutangulo A Rectangulo A Obtusangulo
c
a o
. b N
Segun la B
amplitud de C
sus dangulos | A L M
1 B
Ti Tiene un angulo Tiene un angulo
iene sus tres . .
. recto y dos angulos | obtuso y dos angulos
angulos agudos
agudos agudos
o <90°; B <90° o <90%; B <90° 0
0 0 XMLN > 90
Y <90 a+B=90

EL TRIANGULO RECTANGUL©O

Detengamonos en él,.... De una relevancia y‘traScendencia grandisima tanto
para las ciencias, como para la vida practica.

v En los triangulos Rectangulos loss~/ados
reciben nombres; a los lados que, forman al hipotenusa
angulo recto se les llama catetos Wab tercer S*tete
lado, al mayor lado (al quesse les0Opone al
angulo recto), se le nombra hipotenusa.

-
y . ar:ateetf.:u2
v En ellos (A l) se da una relacion basica y
herramienta fundamental para la resolucion de egjercicios y problemas

Geométricos:

EL TEOREMA DE PITAGORAS:

En todo A Rectangulo, (hipotenusa )2 = (cateto1)2 + (cateto-,_,)2

Entre otras aplicaciones, este importantisimo resultado (RELACION METRICA
FUNDAMENTAL de la Geometria Plana), permite calcular la longitud de uno de

los lados del triangulo rectangulo (A, ), conocido las otras dos longitudes.

Nota: También aparecen aqui, los trios Pitagéricos (trios de numeros Naturales que
cumplen con la relacién Pitagérica); Ej: (3, 4y 5) 6 (5, 12y 13) 6 (7, 24 y 25) y muchos
otros; existen INFINITOS trios que cumplen esta relacion. Seana y b catetos y ¢ la

 m?2-n?!{ m?+n?| , , ,
L 1C = icon myn impares y primos entre si.
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Los Segmentos de un triangulo. Los segmentos Notables
La Paralela Media La paralela media es un segmento que
....................................... va desde el punto medio de un lado al
punto medio de otro lado. Tiene dos
R . - .
propiedades basicas, descritas en su
nombre,
M, M, i) es paralela con el tercer lado y
ii) es la mitad (media) del tercer lado
/\ / En la figura:
M _M_  es /a Paralela media del APQR
P M, Q 172 _
con respecto al'lado PQ
Mi, M2 y M3 puntos medios de los M1M2 IIPQA Y M1M2 =?
ladosQR, RP y PQ respectivamente. M3M2 y M1M3 Son paralelas medias
del APQR
Los segmentos NOTABLES. La Altura/la Mediana y la Bisectriz
R : Desde cada vértice 'se | En la figura:

pueden trazar, tres P
segmentos Notables. |*Si RHL1PQ

RH altura del APQR,
v Cuando) cae en el con respecto al

ladosepuesto con un e
0gulo de 90°; lado PQ. > ihpg;

P H B M Q

Nétese: que desde, un la altura
vértice de un tdanguloyy Cuyando cae en el « Si M punto medio de PQ

pueden trazarse irfinitos unto  medio del| ——
segmentos al lado Z do- RM mediana del APQR,

opuesto de ese Vvértice. - con respecto al
Estos segmentos se lamediana | = j-4- B~ . 0T

conocen con el nombre
de “Cevianas”. Algunas

tienen  una  Posicién | , Cuando divide al

NOTABLE: . *Si Z/PRB = Z/BRQ
v Ia Altura, angulo  en  dos | ™
v la Mediana y anqulos iguales, RB bisectriz del APQR,
y v ’ath’:SGCtI"'Z la bisectriz con respecto al
e un triangulo | | BA . ki
lado PQ. > pr.
Continaa ...
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P

Nota: Las tres alturas se cortan
en un mismo punto, llamado
Ortocentro (el prefijo ORTO,
“significa” recto, correcto,...)

P M, Q
Nota: Las tres medianas ‘se
cortan en un mismo punte,
llamado  Baricentro “=(el
prefijo BARI ‘significa”
gravedad,...). ERBaricentro

divide a cada mediana en
dos segmentos

' La Razén

Entre Ios: DOS segmentos de
CADA mediana

(B es el Baricentro)

Uno es la mitad del otro, o
el otro es el doble de uno.

! La altura !

TRIANGULOS.

- =
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P

Si ZPHQ=/QH,R=/RHP =90
PH1 es la altura de APQR con respecto
al lado RQ o lado p. ( PH1 =hp)
QH: es la altura de APQR con respecto
al lado RP o lado q. ( QH, = hq)
RH3; es la altura de APQR con respecto
al lado PQ o lado ( RH3 =hr)

O es el Ortocentro del APQR

Si Mi, M2y Ms( senlos puntos medios de los
lados QR'yRPY PQ respectivamente.
PM1 es /aymediana del APQR con respecto

al /ado QR . ( PMi=m )

N\ P

QM 5 es la mediana de APQR con respecto
al lado RP . ( QM, =mq)

RM3 es la mediana de APQR con respecto
al lado PQ . ( RM3 =mr)

B es el Baricentro del APQR
El

Baricentro es el punto interior mas
importante del triangulo; es el centro de gravedad,
es el punto que deja una razén entre los segmentos

que él determina en cada la mediana.

R e ittt R -

o la mediana es el triplo del segmento.

Entre el menor de los DOS segmentos y la mediana |

El segmento es la tercera parte de la mediana, |

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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Si £QPB, = /B PR;
PB1 es la bisectriz del APQR con respecto
alladoRQ. (PB1=b )
Si ZRQB2 = ZBZQP
QB es la bisectriz de APQR con respecto
al lado RP. | QB :bq)

, _ Si /PRB_. = /B_RQ
Nota: Las tres bisectrices se 3 3
cortan en un mismo punto, RB;3; es la bisectriz de APQR con respecto

llamado Incentro. al lado PQ.. ( RB4 = br)
I es el Incentro dehAPQR

 v' En el triangulo Isésceles coinciden, con reSpecto al lado base, /I

los tres segmentos notables. hbase =My o = bbase Q h=m=b .-%

' v' En el triangulo Equilatero los fres segmentos notables coinciden (con respecto

a cada ladd)., Seolo se pueden trazar, a lo sumo, uno por cada
vertice _(tres_‘segmentos) TODOS iguales. Su longitud es

Aquikeoincide el Ortocentro, el Baricentro y el Inscentro.

v' En cualquier triangulo se pueden trazar, a lo sumo, 9 segmentos notables. Si el
triangulo es Isosceles, a lo sumo 7 segmentos notables y si es Eauilatero a lo
sumo 3 segmentos notables.

v' En el triangulo Obtusangulo, el Ortocentro ( O ) NO es un
punto interior del triangulo, sino que es un punto exterior al
triangulo. I ,/ L

Og

v' En el tridngulo Rectangulo, el Ortocentro ( O ) coincide con i
0 el veértice del angulo recto.
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Algo mas del triangulo Isésceles...

_____________________________________________________________

practica,

es saludable, conocer algunas de las

,c‘aractenstlcas de los triangulos Isbésceles, de esas que permiten
.-~ probar que un triangulo es Isésceles:

-7

>

mismo lado.

>
mismo lado.

S

» Dos lados iguales.
» Dos angulos iguales
Coinciden, con respecto a un mismo lado, dos segmentos notables:

La mediana, con respecto a un lado, coincide con la bisectriz respecto a
ese mismo lado.

La mediana, con respecto a un lado, coincide con la altura respecto a ese

La altura, con respecto a un lado, coincide con la bisectriz respecto a ese

ATENCION: basta con que se cumpla una de estas CINGQ “para que el tridngulo sea
Isésceles.

I o o — — — — ———— — — — — — T T T T — T — — = = = = = = = = = = = = . i s T s W e i i i i T = = = =

Ahora bien, si conocemos que el triangulo esAdsosceles podemos UTILIZAR
cualquiera de sus caracteristicas (incluidas €stas=CINCO).

La Mediatriz de un segmento, Una recta Notable del triangulo

Sea M el punto medio del
segmento PQ y rABJ_PQ
A
,"i/r Hl H\x‘*
P M 7
B
La recta AB ( rAB) es la

MEDIATRIZ de PQ, ya que es
perpendicular al segmento y pasa
por el punto medio “M”.

De la mediatriz de un segmento

PRECISEMOS:
> La mediatriz es una recta,
segmento.

no un

> Cada punto de la mediatriz equidista de
los extremos del segmento.
AP=AQ; BP=QB).

» La mediatriz es una recta que corta al
segmento en su punto medio y con

dngulo de 90°

\\ (en el Ejemplo:

> Es una de la cuatro rectas Notables del
triangulo.

Nota: Los Segmentos Notables son parte de una recta, a esas rectas se le nombran
RECTAS NOTABLES: la mediatriz, la bisectriz, la mediana, y la altura.
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- -

La mediatriz puede aparecer en cualquier Poligono, basta con que la
figura tenga como lado a un segmento para que pueda trazarse la
MEDIATRIZ.

En particular, en los triangulos:

% Si consideramos a la bisectriz, a la mediana y a la altura como “rectas”,
entonces podemos hablar de cuatro rectas notables en un triangulo:
La mediatriz, la mediana, la altura y la bisectriz.

*» Las mediatrices de los lados se cortan en un mismo punto, tal y
como lo hacen los segmentos notables, a esteqpunto se le llama el
Circunscentro.

En la figura:
M 1 M2 y M3 son puatos,medios.

J es el circunsgentro del AABC. Es el centro de
la circunferenciascireunscrita al triangulo.

Notese que adiferencia de los segmentos Notables la
Mediatriz NO“tiene que pasar por el vértice opuesto al
lado.

» Si la Mediatriz de uhglado del triangulo pasa por el vértice opuesto,
entonces el triangulo=esNIsosceles y el lado es la base de ese triangulo
Isosceles.

% En el trianqulo equilatero la mediatriz contiene a los segmentos
notables. Coineiden asi Circuncentro, Incentro, Baricentro y Ortocentro.

» En el triangulo Isésceles la mediatriz del lado base contiene a los
segmentos notables con respecto a ese lado.

% En el triangulo Rectangulo el Circunscentro coincide con el punto
medio de la hipotenusa.

En la figura:

M es el punto medio de la hipotenusa.
M es el Circuncentro del APQR.

S N e e e e e e e e e, e, ——————————————
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..Algo més sobre la mediatriz ....”EJE de SIMETRIA”

Al trazar la mediatriz de los lados de una figura REGULAR (Triangulos
Equilateros, Cuadrados, Pentagonos Regulares, Hexagonos Regulares, etc.),
esta recta se convierte, en estas figuras, en el EJE DE SIMETRIA Axial. Veamos:

t

1 4

e

|
|
|
|
|
|
I
=
|

Nétese que en las figuras REGULARES cuya cantidad de lados es un numero IMPAR,
la mediatriz¢hace también de Bisectriz de un angulo interior.

La Mediatriz, también ejerce la funcion de EJE DE SIMETRiA Axial en los
Triangulos ISOSCELES y en los Trapecios ISOSCELES; ocurre, al
trazarla a un lado base. Veamos:

I
It |t

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
Profesor de Matematicas y Estadisticas. Octubre de 2010-17

”:r |



TRIANGULOS.

Geometria Plana. Para el Nivel Medio. Pégina 36 de 95

El area y el Perimetro de un Triangulo

El area o la medida de la superficie que ocupa la figura, en este caso el
triangulo, tiene muchas formas de calcularse (a partir de los datos con que se
cuente) y en la medida que avance su escolaridad conocera varias de estas. Nos

restringiremos aqui a dos de ellas.

Mientras que el perimetro es la medida de

la linea (longitud) que limita a la superficie ocupada por el triangulo.

Nota: En lo que viene a continuacion
A es el area del AABC
P es el perimetro del AABC

P .
s = — es el semiperimetro

Notese que:
P (mayuscula) — Perimetro

s(minuscula)— Semiperimetro

En el AABC,
AB=c=/1, BC=a=/2 y AC=b=/3

El perimetro, P. El semiperimetro, s

1

|
a+b+c P
P=a+b+c (/) s=—F—"=—
; 2 2
|
|
|

Eharea (dos férmulas, segun los datos con
se cuente)

> conocido un lado “/” y su altura
correspondiente “lzl 7

> conocido los tres lados.

A = /s(s—a)(s-b)(s-c)

También conocida como formula de Herdén
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e Algo mas sobre las areas,...

_.»"Si el triangulo es Equildtero y se conoce la longitud de su lado
/,/ .':/ 71’.
Entonces su altura “h” es

J3

/ ! h= 7/ (! es la longitud del lado) y

Si el triangulo es Rectangulo y se conoce la longitud de dos de los

lados,

Entonces su area, Al ‘es
Cat 4 PP

E =cat1-cat2i

| 2\

Cat, B N ’

______________________________________________________________________
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Igualdad & Semejanza. Entre Poligonos.

Dos figuras son SEMEJANTES
(una condicion)

Dos figuras son IGUALES
(dos condiciones)

e Cuando tienen la_misma forma y

1

1

1

1

1

|

. H £, b !
e Cuando tienen la_misma ‘forma !
1

1

1

1

|

1

N\ De los tres pentagonos solamente:

ya que:
/ABCDE =KLMNP: | = Forma

= Tamano
Notese que:
777777777777777777777777777777 = Forma
"ABCDE = FGHIJ! y

# Tamano
/ n n n n | J L} I n | | I L} | | | | | | L | L | I L | | | I -

e Sus lados son PARALELQOS, dos a dos; 6 -

e Sus angulos interiores son iguales, dos a dos; 0

e Sus lados son proporcionales, dos a dos.

considere que son SEMEJANTES.

. — L] L] — - - n L} L} L} I n L} I L} L} L} - L} L} /
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De la IGUALDAD y/o SEMEJANZA de TRIANGULOS

TODOS los triangulos EQUILATEROS son SEMEJANTES
Tienen la misma forma < TODOS sus angulos miden 60°

Si dos triangulos

tienen sus lados Los Triangulos son
entonces

RESPECTIVAMENTE SEMEJANTES
PARALELOS

(o PARALELOS dos a dos)

Otros Criterios para probar la Semejanza o la Igualfad htre TRIANGULOS:

SEMEJANZA IGUALDAD

a. a. (“a”, angulos iguales) a.l.a. (“1”, lados iguales)

p.p. p. (“p”, lados proporcionales) LI

p- a. p. l. a.l

Aqui es importante la POSIGION de cada lado con respecto a los angulos, asi

como la FORMA de”esckibir las justificaciones en la demostracion por alguno de
estos TEOREMAS \véamos:

p. a. p. = por tener dos lados RESPECTIVAMENTE proporcionales e igual el
angulo comprendido entre los lados.

I. a. I. — por tener dos lados y el angulo comprendido, entre ellos,
RESPECTIVAMENTE iguales; o

— por tener un angulo y los lados que forman a ese angulo
RESPECTIVAMENTE iguales.

a. . a. — por tener dos angulos y el lado comprendido, entre ellos,
RESPECTIVAMENTE iguales; o

— por tener un lado y los angulos adyacentes a ese lado
RESPECTIVAMENTE iguales.
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Ahora bien, la proporcionalidad entre lados “HOMOLOGOS” (lados que se
oponen a angulos iguales) en dos figuras que sean SEMEJANTES, deja una
RAZON (numero “K”), llamada razén de semejanza.

Hay dos momentos en los que se presenta esta PROPORCIONALIDAD.
Cuando se quiere:

= Probar la proporcionalidad entre las longitudes de lados que se oponen a
angulos iguales para demostrar la SEMEJANZA de Triangulos.

— Establecer la proporcionalidad entre lados homdlogos, una vez probada la
Semejanza de dos triangulos.

De este ultimo:

PRECISEMOS cémo establecer esta proporcion gy»lafrazén “k” (razén de
semejanza), una vez conocido la semiejanza de los triangulos.

Sean los triangulos ABC y DEF SEMEJANJES (AABC ~ ADEF )

= T

En AABC ~ ADEF

' Notese que en esta disposicion,

a B v

l 1 1 e en los numeradores, como también, en

los denominadores van SIEMPRE los
raBc (BC_AC _AB lados del tridngulo que se decide poner

EE FD en ESA POSICION y

ADEF~ EF FD ED
e en cada fraccion estan los LADOS que
SE OPONEN a angulos IGUALES.

de ahi que la razén de semejanza es k = i 0 k= A=C 0 k= i

ED FD F
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! La igualdad entre figuras es un caso particular de la semejanza, es ,
decir: |
1 » Sidos figuras son iguales
! entonces :
son semejantes, ||
...PERO "

: » Si son semejantes NO siempre son iguales. ;;

. Dos figuras SEMEJANTES son IGUALES solamente ;

I cuando la razén de semejanza es UNO, “k =1’

| ATENCION: ;;
I .
| v Larazén de semejanza al CUADRADO( 884 RAZON entre sus areas |
Mmoo _ "
. i ! I
55 k2ot aa
! i 2 !!

En general:
v Sidos figuras son iguales sus areas y sus perimetros son iguales. PERO

v" Si dos figuras tienen igual area NO tienen por qué ser iguales (figuras).
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GRUPO DE TEOREMAS DE PITAGORAS

Al trazar la ALTURA respecto a la Hipotenusa : En el AABC recténgulo en C
''h > Altura del A, con respecto a la i
hipotenusa AB. “h AB = hc i !

p — Proyeccién del cateto b sobre la !
hipotenusa AB. “p=AH “

i q > Proyeccién del, cateto a sobre la

Lo —'l' i AND by 4D
b > cateto,; a > cateto, | hipotenusa ABs, "q=HB
{

S S SV P FEEETT T . (e r e R 1

TEOREMA DE PITAGORAS: !
En todo A Rectangulo, (hipotenusa ) —(cateto1) +(catet02)

----------------------

! Al trazar la ALTURA con respecto a la hipotenusa quedan-determinados tres triangulos SEMEJANTES !
i De la figura AABC"AHCA ~ AHBC |

TEOREMA DE LA ALTURA:
! En todo A Rectangulo, altrazar la altura con respecto a la hipotenusa !

(altura)? = [proyec(cateto 1)] o [proyec(catetoz)]

TEOREMA DE LOS CATETOS:
En todo A Rectangulo, al trazar la altura con respecto a la hipotenusa

(cateto, )2 = [proyec(cateto )] [hipotenusal]
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Algo mas, antes de terminar con los triangulos...

IV.

Si en un triangulo (CLASIFICACION segun los dngulos, conocidos los lados):

1°.El cuadrado del lado mayor es IGUAL a la suma de los cuadrados de

los otros dos lados, entonces el triangulo es RECTANGULO.

2°.El cuadrado del lado mayor es MAYOR a la suma de los cuadrados de

los otros dos lados, entonces el tridngulo es OBTUSANGULO.

3°.El cuadrado del lado mayor es MENOR a la sumase los cuadrados de

los otros dos lados, entonces el triangulo es ACUTANGULO.

En todo triangulo rectangulo la mediana con reSpecto a la hipotenusa es la

mitad de la hipotenusa.

Si en un triangulo la mediana con fespecto a un

lado es la mitad de ese lado, ertonces el tridngulo es RECTANGULO vy el

lado es a la hipotenusa.

En todo triangulo re€tangulo con angulos agudos de 30° y de 60°, sucede

que la longitud/del* cateto opuesto al angulo de 30° es la mitad de la

hipotenusa.
R
B ' En AQRH
|:> ! ' rectangulo en H |
. [~ Rra|
=T @ 2 E
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VI. En los triangulos rectangulos e Isdsceles la longitud de la hipotenusa
es 2 por la longitud de uno de los catetos.

V. En los triangulos ISOSCELES:

» Las MEDIANAS trazadas a los lados Iguales son IGUALES;
» Las BISECTRICES trazadas a los lados Iguales §soan IGUALES;
» Las ALTURAS trazadas a los lados Iguales son IGUALES;

En las figuras AABC Isésceles de basé~AB

(medianas) (bisectrices) (alturas)

VI. Sien un tridngulo dos de sus Medianas o dos de sus Bisectrices o dos de su
Alturas son IGUALES, entonces el Triangulo es ISOSCELES vy los lados a

los cuales se les trazé los segmentos son sus lados NO BASES.
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EL CUADRILATERO.

Un cuadrilatero es un Poligono de cuatro lados y se dividen para su estudio en
dos grupos, los que tienen lados paralelos (Trapecios) y los que no tienen lados
paralelos (Trapezoides). Aqui nos dedicaremos a los Trapecios, que son los
unicos que tienen altura (distancia entre dos lados paralelos, longitud del
segmento perpendicular entre los lados paralelos).

Pagina 45 de 95

Un Trapecio es un cuadrilatero con dos lados paralelos, nombrados lados
bases. Los Paralelogramos, Rectangulos, Rombos y Cuadrados al tener dos
lados paralelos se consideran también TRAPECIOS.

TRAPECIO

Cuadrilatero con un par de lados Como AB /Iﬁ,

paralelos
D _C ABCD es un trapecio de base AB o
J K de base/ DC
o /A y, /B Sen una pareja de angulos
h bases
A L1 B o /D %4€C son una pareja de angulos
bases
L e JK* es la Paralela media del trapecio
Descripcion: ABCD

Lados opuestos y lados consecutives. eh es la altura del trapecio,

Un par de lados bases;

DC y AB (paralelos). e /A+/D=180°= /B +~2C
Un par de lados NO bases; = AN
[ == — B+CD , .
DA y CB e JK = > (Longitud de la paralela media)
J y K son los punto medios de los oo
lados no bases. ¢A :iAB; CD-hi _ JK+h

JK es la paralela media y

va del punto medio de un
lado NO base, al punto
medio del otro lado NO base

h es la ALTURA, distancia entre los
lados paralelos.

Nota a los trapecios con un par de lados
opuestos no paralelos los llamaremos
trapecios comunes (para facilitar su
representacion).

«P=AB+BC+CD+DA

Nota: E| trapecio comun tiene una sola
altura; cuya representacion es
cualquier segmento perpendicular a
las bases.
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Los trapecios que tiene un angulo recto \
se les nombra TRAPECIOS RECTANGULOS

Los trapecios con un par de angulos bases iguales se les nombra Trapecios
Isésceles. Veamos algunas de sus caracteristicas:

v' Sus lados No bases iguales. B B

v Los pares de angqulos bases son iguales. / \
o o v Sus diagonales son iguales.
v" No basta con que un trapecio tenga los lados No bases iquales para que se

considere a un Trapecio Isosceles.
Sompies > /7]
Recuerde

Los Trapecios Isésceles son SIMETRICOS respecto a l&a Imediatriz de las bases.
EL PARALELOGRAMQ

Lados o,t;uestos paralelos Comé,ABYCD y ADIIBC
Il ¢ ABCD*“es un Paralelogramo. Luego:
- {aB-DC y AD-BC
s /.DAB=~/DCB y <ZADC=_ZABC
B e Las diagonales se cortan en el Punto
Descripcién: Medio (se bisecan).
e Dos alturas (en general )y, Ejemplo: — D c
hag es la altura con réspeeto a los A__O = @ %
lados paralefos AB 'y CD ~ BO=0D A
hcges /la altura con'respecto a los M_ L
lados paralelos CB y AD A= AB:h, = CD'hCD
e Lados opuestos y PERIMETRO
e Lados consecutivos (vértice comuin) P=AB+BC+CD+DA
e Angulos opuestos y ’ {P = 2(AB + BC)
, . ] Nota a los paralelogramos que no son Ni
* Angulos consecutivos (lado comdn). rectangulos  Ni rombos lo llamaremos

paralelogramo comun.
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____________________________________________________________

" En la practica, es saludable precisar algunas de IasI

/caracterlstlcas de los Paralelogramos, de esas que permiten probar'

,,/' que un Cuadrilatero es un Paralelogramo ( SIETE ):
TRES con respecto a los lados:

» Dos pares de lados, opuestos, paralelos. (lados opuestos paralelos )

> Dos pares de lados, opuestos, iguales. (lados opuestos iguales )

» Un par de lados, opuestos, iguales y paralelos.

DOS con respecto a los angulos:

» Dos pares de angulos, opuestos, iguales. ( angulos opuestos iguales )

> La suma de dos angulos, interiores, consecutivos es 180°. (de todos).
UNA con lados y angulos:

» Un par de lados opuestos paralelos y Un par de anqulos opuestos iguales

UNA con respecto a la diagonal:
> Las diagonales se cortan en el punto medios™(las“diagonales se bisecan)

EL RECTANGULO

Este cuadrilatero, con todos sus anqules rectos, plantea una pelea con el
triangulo en “su desemperio” para la vidaxde los humanos; nétese que en nuestra
sociedad, la llamada sociedad occidental, “la mayoria de las cosas” tienen forma
rectangular... existen hasta personas ‘rectanguldfilas” y un pais “Rectangulandia”
(imaginario, claro esta...), mienftas que en la sociedad oriental se toman mas los
arcos y los triangulos para las representaciones y construcciones.

El rectangulo es:
v' Un Poligono con eliatro’lados y cuatro ANGULOS RECTOS.
v' Es un paralelégrame con todos los ANGULOS RECTOS.
v Es un trapecio‘tectangulo e Isésceles.
v' Es un cuadrilatero con lados opuestos paralelos y lados adyacentes o
consecutivos PERPENDICULARES.

El es de gran trascendencia en nuestra sociedad, a veces y por su
cotidianeidad pasa sin ser notado, ... la pantalla de los PC, las cajas de los CD,
las pagina de un libro, las ‘javitas” de las tiendas, las caras de una caja, una
fotografia,... por nombrar algunas bien cotidianas, que como deciamos, pasan sin
ser notados (los rectangulos),...

Fue gracias a la brillante mente de Claudi Alsina (Dr. y Prof. de Matematica,
espariol) que por la dltima década del siglo pasado nos deleitamos con su libro
“Viaje al pais de los Rectangulos”, obra de rico contenido y cautivador para
aspirantes a “rectanguldfilos”.

El érea y el perimetro del Rectangulo...

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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El Area y el Perimetro

I > largo a— ancho

a A=1.+a P=2(1+a)

..................................................................................................................... -

' v El Rectangulo es Simétrico respecto a las mediatrices de cualquiera de

sus lados.

Una CURIOSIDAD...

Area del Paralelogramo © Area del Tridngulo
L
| '
/ o /z - L2/ 1N hl?
m — al trazar una diagonal = AN/ L
A - 11 L h1 —_——— F
{A1=A2=??

(lado por su altura) -

Luego, el area del Iriangulo es la MITAD del area del Paralelogramo

| Aﬁ=11.h1 ]

lado por su altura sobre dos 6
el semiproducto de un lado por su altura

NOTA: Recuerde que el RECTANGULO es un Paralelogramo....
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EL ROMBO
' El Rombo
Cuatro lados igualeLS_ ''''''''''''''''''' - Como AB=BC=CD=DA
ABCD es un Rombo, luego:
D e ABCD es un Paralelogramo y también es Trapecio.
"o Sus DIAGONALES son perpendiculares. N

AC 1 BD

e Las DIAGONALES son bisectrices de los
angulos interiores dehRombo.

e Las DIAGONALES forman cuatro triangulos
rectangulos iguales. y

B. N M e e e, e, e, e, e e e e e e e i e —————
Descripcion: e Tiene Una sola altura
AC=d, y BD=d,
son diagonales.

Ejemplo: —

AREA i
e Conocido sus‘diagonales ! e Conocido la altura vy el
..a continuacion.. /* | _ o 1 ado
N't . I r I'f- A — E.B_D 3d1.d25 ; T
Notese: lo prolifico = 2 = T2 I A=I+h
de sus
PERIMETRO
DIAGONALES

Algo mas, ...
El Rombo es un paralelogramo especial, se dice que es un caso particular del
paralelogramo; es un paralelogramo con dos lados consecutivos iguales.
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EL CUADRADO

El CUADRADOQ tiene iguales sus CUATRO lados y sus CUATRO angulos

. v Si el Rombo tiene un dngulo recto entonces es un Cuadrado
' v' El Cuadrado es también un caso particular del Rectangulo (4 £ rectos)
o0 sea un _Cuadrado es Rombo y es Rectangulo. Ademas,

también es Paralelogramo y es Trapecio.

— Es un poligono regular de cuatro lados;
esto es:
v' Angulos iguales y
v Lados iguales

La diagonal del cuadrado

. > Es bisectriz de los angulos interiores
» Divide a dichos angulos interiorés “en angulos de 45°

: » Al trazar una, se forman dos, Wriangulos Rectangulos e Isosceles
I Iguales

» Al trazar las dos, se fofmanycuatro triangulos Rectangulos e Isésceles
iguales.

De las dimensiones: sea, ¥a” longitud del lado del Cuadrado

| S ——

» [ a longitud de”su diagonal es ix/f.aj 6 av2

e |
i
i

A= a?

» Su area
» Su perimetro P =4a

,,,,,,,,,,,,,

-------------
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. . Los CUADRILATEROS, para su estudio, |
Cuadrilatero : s¢ dividen en dos grupos:

. 1°.Con lados paralelos, TRAPECIOS
! 2°.Sin lados paralelos, TRAPEZOIDES !
i (no son objeto de estudio en la escuela) i

(sin lados paralelos) ‘o’ % R (un par de lados paralelos)
Trapezoide Trapecio

v A

Trapecio I :
o P : Trapecjo Trapecio
ectangulo Isosceles
Q A. El o
~ |
°, : -
: Paralelogramo
D : \ | \
: R .
. . &»
Y | \4 "

R ECTANGULO Rombo Faralelogramo

AN BN N

i’ " (Comun
Cuadrado

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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...Lo real maravilloso o lo inesperadamente sencillo...

La Matematica, tiene en la Geometria a lo “Real Maravilloso”; tal vez tenga
que ver ESTO con la sorpresa de lo inesperadamente sencillo

. . . Problemas con cerillas (cerillas < “f6sforos” TODOS de igual tamafio):

Moviendo s6lo ALGUNAS cerillas. P-1y P-2
P-1. Dejar cuatro cuadrados iguales a estos, moviendo solo des cerillas.

P-2. Esta figura se “asemeja a un Pez” que se,dirige“hacia la IZQUEIRDA. Hacer
que el Pez se dirija hacia la DERECHA, maViendo sélo tres cerillas.

7
(X
AN

Cambio de la disposicion de las\cerillas y cambio del AREA

P-3. Esta figura tiene un area.equivalente a la suma de la superficie de § de estos
cuadrados. Cambig laydisposicion de las 12 cerillas, de tal modo que los
utilice todos enel€onterno de la nueva figura obtenida y que esta abarque

Sblo una supefiicie equivalente a:
3.1. SEIS de estos cuadrados. (DOS soluciones)

3.2. CUATRO de estos cuadrados.
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REFLEXIONANDO en las soluciones...

De P-1 ( dos soluciones )

1 |_| |_1_]| 1|
= = - 6 N = OO0
MARAVILLOSO.!!!MN!,... USTED supuso que debia utilizarlos todos???

No dice nada de que hay que “cambiar la disposicion de los
cerillas”, solo dice “moviendo dos cerillas” ,.... y por tanto NO
necesita utilizarlos todos.

De P-2

/s /s
A/ ‘N e o les N
IO NN K NN\
N N N A />/

Real Maravilloso, e inesperadamente sencillo

De P-3 + INTENTELO! ... ;VAMOS!)... usted vera... de seguro sera ....

inesperadamente sencillo
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LA CIRCUNFERENCIA

La circunferencia es una linea, una linea formada por el conjunto de
puntos que EQUIDISTAN de un punto fijo, e
llamado CENTRO. Toda la superficie plana !

limitada por esta linea constituyen al CIRCULO |

(incluidos, claro esta, los puntos de la linea).

i La circunferencia es la linea que bordea a una i  geulo
Superficie plana y circular (el centro no pertenece ala =~~~ 7
P!RC_UN_F.EBE_N_CI& circunferencia)

Conceptos Basicos. EI CENTRO y el RADIO.

e el punto, “O”, es el centro de la circunferencia y del cir€tlo y
e |a distancia del centro a cualquier punto de la circunferencia es
el radio, “r”(r, letra minuscula).
Nota: A esta representacion se la asocia, el concepftoyde angulo
completo (360°).
En una circunferencia se pueden dibdjarsun solo centro e infinitos
segmentos que representan al radio. E
Los segmentos AO, BO, CO, DO,y EO son radios pues A
van del centro a un punto de circunferencia, D
Al angulo formado por dos radios se/le llama angulo central.
Al radio se le hombra comunmente como r (de longitud r ).

Asi, al referirse a una circunferenciasse dice de centro O y radio r
(o de centro en P y radio k; tlotras formas segutin se nombre al centro y al radio).

Partes de la\Circunferencia y partes del Circulo

Tanto a la linegaYo“Circunferencia como al Circulo se les puede dividir en
partes; comunmentega las partes de una circunferencia se le denomina ARCO, a
las partes del circulo (limitadas por dos radios y un arco) se les denomina

c

SECTOR CIRCULAR. e

El ARCO es un parte de la
circunferencia, es una linea
curva limitada por dos puntos.

Sele denota PQ o arc(PQ)

s

' El SECTOR CIRCULAR es una parte del

:C|rculo es la superficie limitada por un

' angulo central y el arco. Se denota,

. usualmente por S_ppq
Q |
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Nota: Cuando el arco es mayor que 180° se nombra con TRES letras mayusculas; la
letra del medio es la de un punto en el interior del arco.

La recta y la circunferencia. Relacion de posicion:

Entre una recta y una circunferencia pueden establecerse, en lo fundamental,
tres relaciones de posicion, Exterior, Secante y Tangente.

P e e e e e

/v Una recta y una circunferencia pueden NO tener punto en comun (punto de ™

E interseccion). Cuando NO tienen punto en comun se dice que: :
' La recta es EXTERIOR |
| En la_representacion: t i
! e |arecta ‘t es exterior” a la circunferencia de centro O. !
| ¢ dj distancia del centro O a la recta t; d(O;t) =d4 !
E Aqui se verifica que “La distancia del punto O __a__I_e_l__r_ecta t E
N, es MAYOR que el radio de la circunferencia”. idq >; /!

-

N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e A e I e e e e e e e e e e e e = e = = = = = = =

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

v Una recta y una circunferencia pueden tener\DQS puntos en comun (puntos de\\
interseccion). Cuando TIENEN dos puntos en comun se dice que:
La recta es SECANTE

B
e AyB sonlos puntos de la cifcunferencia
e Jarecta “AB es secante” a la circunferencia de centro O. A

Aqui se verifica que “Laddistancia del punto O a la recta
AB es MENOR que @l “radio de la circunferencia”:

.

SN L T L L S L L S e A e e e e et e et et e e e, e, e, e, ,,, e, e, e, e, e, ———————

________________________________________________________________________

,’\/ Una recta y una circunferencia pueden tener UN punto en comun (punto de ™
' interseccion). Cuando TIENEN un punto en comun se dice que
. Larectaes TANGENTE

i P (P, punto de tangenCIa).

[ ——

Aqui se verifica que ‘“La distancia del punto O a Ia recta s

. esIGUAL al radio de la circunferencia [d(O;s)=d, =r| /

—___________________________________—_1.‘-__--_r.f_—_‘.-_____________________—
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____________________________________________________________

-
-
-

__--""Desde un punto exterior a una circunferencia se pueden trazar dos

/i‘angentes. Los segmentos de tangencia (ﬁ y@ ), asi determinados, son
iguales: En la_representacion:

R e Jos puntos R y P son puntos de tangencia

i e Q punto exterior,
i 5 Q e [uego, se cumple que RQ=PQ

i e 0Q bisectriz del /RQP

La cuerda y el diametro. El arco y la semi€ircunferencia

En una circunferencia se suelen trazar segmento§ gan extremos en puntos de
la circunferencia, a estos segmentos se les depominan cuerdas, cada cuerda
divide a la circunferencia en dos arcos (dos partes).

B e e e e ey - T e

7

" A la mayor de todas las cuerdas“se“la llama Diémetro (d, letra ™,

\

minuscula). El diametro diwide N\ a la circunferencia en dos
SEMICIRCUNFERENCIAS.

e AN esluna cuerda, no es un diametro.
E «*{BO NO es una cuerda (O es el centro), ya que uno

A \ de sus extremos NO es un punto de la circunferencia.
‘n M BO es un radio.
P PF es una cuerda y también es un diametro.
‘v La cuerda AN divide a la circunferencia en los arcos
N E ANF = AN y AEN (aqui se utilizan tres letras para
diferenciar a los dos arcos y no crear ambigliedades).

F

*<._Ejemplo: PF=2FO0=2P0=2BO .’

~

N e e e e e e e e e e = = = = = = = = = = = = = = = = = ————————————— T

Nota: El arco AEN también puede nombrase como AMN 6 APN 6 ABN, ya
que E, M, P y B son puntos interiores de ese arco.
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o = —  — — — — — —————

-
-

. Cada cuerda determina_dos arcos, uno a cada lado de la cuerda, se ™~

/" dice que la cuerda subtiende al menor de los dos arcos (siendo
consecuente con otros conceptos de nuestra descripcion).

P

P

—

° ﬁ cuerda de la circunferencia de centro O
e PHQ y QJP determinados por la cuerda PQ

« PHQ<QJP

e La cuerda PQ subtiende al arco PHQ (al menor de

los dos arcos).
e Usualmente se le describe asi:

Notese que QJP es mayor que la mitad de la circunferentia, él contiene a una

—

\

semicircunferencia, mientras que PHQ o PQ es 4n parte de semicircunferencia; ,

. Juego PHQ<QJP y PQ (solo dos letras)( refiere a PHQ.

\~—————————————————————————————————————————————————————— —————————

A )

D . ( ]

- - o

ﬁ cuerda de la circunferencia de centro O

PO radio de la circunferencia

M es el punto de interseccion entre el radio PO y la

cuerda DE

ATENCION —> M es el punto medio de DE y P es el punto medio DE .
El radio que divide a la cuerda en el punto medio, TAMBIEN

divide al arco en el punto medio.

S e e e e e e e e e e e e e = = e e e e e e e e e e Em Em Em M e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e =T

Noétese que ADEO es isésceles de base DE; OM altura del ADEO con
respecto a la base, por tanto, OM es mediana con respecto a la base.

MsC. Carlos Jiménez Tejeda
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-

.-~ En una circunferencia:

-
-

_.-""w Si dos cuerdas tienen igual longitud, sus distancias al centro también

" son iguales. c

i » Mientras MENOR sea la longitud de_ la _cuerda, i
: MAYOR sera la distancia_de esta cuerda al_centro A \ :
| iCUIDADOQ!...l1a longitud de la cuerda y la distancia \ D |
l de esa cuerda al centro, NO son - |
i inversamente proporcionales B :
| En la_representacién: i
| P :
i \ e dy y d, distancias del centro a las cuerdas AB y,
! A —— . :
i Q PQ, respectivamente |
: \ e AB=PQ, luego dij=—d> i
: B !

____________________________________________________________________________

El area y el perimetro (langitud, de la circunferencia).

El area del circulo y la longitud™desla circunferencia. El circulo es la
superficie limitada por la circunferencia«(incluida esta), a él se le halla el area, que
es la medida de esa superficief Par otro lado, la circunferencia es una linea, de
ahi que se le halle su longitud; asesa longitud también se le llama perimetro de la
circunferencia.

Coémo calcular?; “el @rea del circulo (A )” o “la longitud de la circunferencia
(L)” 6 “el perimelro deNa circunferencia (P )”.

Las férmulas para estos calculos son:

b

Conocido el radio “r ”:

: _ 2 i 2 2
i A = ner : A= n.(g] _ TCOd
| L = 25er ; 2

| P =2mr | L =m.d

i | P =n.d
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NOTA: Aqui la letra griega ® ( pi) expresa un numero, por eso, tal vez, algunos se

refieran a ella como una ‘constante” ( NO es un valor variable, como
comunmente suele asignarsele al valor de las letras; “variables”— de
valor variable ).

Algo mas sobre el numero « .....

- o

-
-

-

__.--"""  Ese numero, n ( expresado por una letra), es la razén que hay entre la

longitud de la circunferencia y su diametro:

_ longitud de la circunferencia

= - - . es un numero IRRACIONAL
diametro de la circunferencia

= 3.1415926535897932384...,

TRIOS de relaciones bdsicas en la cifcunferencia
(CUATRO Trios — T1,4T2 Tz )»T4)

PRELIMINARES (El angulo CENTRAL,.eNNSCRITO y el SEMINSCRITO)

" Un angulo Central se forma al tfazar dos radios, los radios son los Iadosx

,’ del angulo; su vértice es el centre, de la circunferencia. (angulo convexo) \\
!

c O centro de la circunferencia (vértice del angulo).
e CO y DO radios (lados del angulo).
e /COD esunangulo CENTRAL

D e EI CD es determinado por este angulo, angulo
central, ZCOD.
[ J
Comunmente al arco se le asocia la misma “amplitud” que tiene el angulo
central que lo determina.

ampltud(ACOD) |0"9|tUd( CD).
i Igualdad entre dos razones:

L 360° 2nr
> la razén de la amplitud del angulo que determina al arco con 360° y
\\ » la razén de la longitud del arco con la longitud de la circunferencia.’
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o e

-~ Un angulo Inscrito se forma al trazar dos cuerdas que se corten en umr-_

/" punto_de la_circunferencia, las cuerdas son los lados del angulo; el vértice es N

/el punto de interseccion de las cuerdas (punto de la circunferencia). \
Q
A&

i « PQ y RQ cuerdas de la circunferencia de
) centro en O (lados del angulo)

: e Q punto de la circunferencia, comun a ambas
i cuerdas (vértice del angulo).

i e /PQR es un angulo INSCRITO sobre el PR

| P R e La amplitud del ZPQR, inscritof es la mitad de la

amplitud del PR

Ejemplo: Siel PR =110°, entonces e/ ¥PQR 2 55° y viceversa.
\ (va que ZPQRwes.inscrito sobre PR ) /

N e e e e, e, e, e, e, e, e, e e~ A A = 2 o = = ——————

___________________________ SN __
.-~ Un angulo Seminscrito se forma al trazar una cuerda y una recta - _

“'tangente en uno de los puntes extremo de la cuerda, la cuerda y la recta N
' tangente son los lados del angulo, el vértice es el punto de tangencia.

I
I
1

-~

&\, FG cuerda de la circunferencia de centro en O,

que subtiende al arco(FG).

AV recta tangente a la circunferencia.

e G punto de tangencia de recta 1.

e /FGH es un angulo SEMINSCRITO sobre el
arco(FG)

e La amplitud del Z/FGH seminscrito es la mitad
de la amplitud del arco(FG)

,FGH=TFC
\. Ejemplo: Siel FG = 100°, entonces el Z/FGH = 50° y viceversa. S
N (va que ZFGH es seminscrito sobre FG).-~
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Algo mas sobre el angulo inscrito....

———————————————————————————————————————————————————————————

" Los angulos inscritos en el mismo arco tienen
igual amplitud.

~~..¢Los angulos inscritos sobre la misma cuerda son IGUALES?..

4

" Precisemos:

4
4

y e Los angulos inscritos sobre la misma cuerda y a un mismo lado de

y @ U g Y eeeeeeee—e——————————— J S-S m—meSseS-mTss

y esta, son iguales; mientras que:

e [os angulos inscritos sobre la misma cuerda y a DIFERENTES lados de
esta cuerda, son SUPLEMENTARIOS (suman 180° )

. PQ cuerda de la circunferencia de centro en O
J £PAQ y /4PBQ inscritos sobre
PEQ o Is_d (inserito sobre un mismo arco).

. £PEQlinscrito sobre PAQ
. XPAQ y xPBQ inscritos la misma

. XPEQ y XxPAQ inscritos la misma
cuerda PQ y a diferentes_lados de ella.

Al igual que los XPEQ y <PBQ.

Al igual que los XPEQ y XPBQ que estan inscritos a diferentes lados
de la cuerda PQ.

_________________________________________________________________________
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Alguna de la “consecuencias” de los angulos centrales...

El area de los Sectores Circulares.

El sector es una superficie, de ahi que pueda
Q@ medirse, el AREA del Sector Circular ‘As_ 0 Ag”

|

|

| ‘ es la medida de esta supefficie.
P : o

|

° Enla_representacion S.poq — %-(M’Z)

Nota: Esta formula se deduce de la proporcion

__________________________________________________________

La @it‘u;de los Arcos.

&El arco es una linea, de ahi que pueda medirse,

Q |
: a LONGITUD del arco es la medida de esta
| linea.
P P
En la representacion: 1 _—.= £ OQ-(an)

N T PQ 3600
Nota: Esta formula se deduce de la proporcion

larc _ amplitud del angulo Centrali
1 360° |

La LONGITUD del arco es directamente proporcional a la amplitud del
angulo central que determina al Arco.
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Ahora si, .... LOS TRIOS (CUATRO Trios — T1, T2, Ta y Ta)
El 1ero TRIO “T1 ”.  Entre tres angulos (Central, Inscrito y Seminscrito)

T1 ;1 P El angulo Central y el Inscrito

La amplitud del angulo central es el doble de la amplitud del angulo
inscrito sobre el mismo arco; o la amplitud del angulo inscrito es la mitad del
angulo central sobre el mismo arco.

e XAOB central sobre el AB
e X ACB inscrito sobre el AE

T1 , P El angulo Central y el Seminscrito

La amplitud del angulo Central es el doble de la amplitud del angulo
Seminscrito sobre el mismo“arco; o la amplitud del angulo Seminscrito es la
mitad del angulo ceniralksebre el mismo arco.

e TB recta tangente en.B

e XAOB central sobre el AB

« AB cuerda que subtiende AB
o XTBA inscrito sobre el AB

- ya que uno es Central y el otro es Seminscrito
sobre el mismo arco AB.
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T1 3 7 _El angulo Inscrito y el Seminscrito

La amplitud del angulo Inscrito es IGUAL a la amplitud del angulo
seminscrito sobre el mismo arco.

TB recta tangente en B
£ACB Inscrito sobre el AB

AB cuerda que subtiende AB
£TBA Seminscrito sobre el AB

—ya que uno es Inscrito y el/otro es Seminscrito
sobre el mismo arco AB.

P
(
»_ De T1_1 ,T1.2 yT1_3 se tiene...

La amplitud del angulo cenmtral guarda la misma relacion con la
amplitud del angulo Ins¢rito que con la amplitud del Seminscrito.

Dicha amplitud es elydoble:

e de la amplitud dekinscrito y

e de la amplitud del seminscrito;
TODOS sobre el mismo arco.

e ryg recta tangente en B

e AB cuerda que subtiende A—é

e «AOB central sobre el AB

e xXTBA Seminscrito sobre el AB
e «ACB Inscrito sobre el AB

____________________________________________________
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El 2do TRIiO “T.”. Perpendicularidad. Relaciones basicas.

T2 P El angulo Inscrito sobre el diametro. (uno de los Teoremas de Tales)

El angulo RECTO se forma al trazar un anqulo inscrito sobre la

semicircunferencia ( arco de 180°). La amplitud del dngulo inscrito sobre el
diametro es la mitad del arco que determina el diametro.

e AB diametro de la circunferencia de centro O
e XACB inscrito sobre el diametro

T2 , P La tangente y el radio en el puntofde tangencia.

El angulo RECTO se forma entrea tangente y el radio en el punto de
tangencia.

OP radio de la circunferencia de centro O
ryp tangente a la circunferencia en P

QP diametro de la circunferencia
XQPH seminscrito sobre QP

180°

QP=180° y XQPH=

_______________

I Una recta que es perpendicular a un radio en un punto de la circunferencia
" (extremo del radio) es tangente a la circunferencia.
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T2 3 7 La cuerda y el radio que la corta en el punto medio.

El angulo RECTO se forma entre la cuerda y el radio que la corta en el
punto medio.

» El radio que corta a la cuerda en su punto medio, la corta
perpendicularmente y

» El radio que corta a la cuerda perpendicularmente la divide en dos
partes iguales.

OD radio de la circunferencia de céntro O
AB cuerda

Nétese que AAOB es isoésceles.de base AB (va que OM es mediana y altura del
AAOB con respecto a la base).

ot El cuadrilatero formado por los extremos del radio y los
- extremos de la cuerda es un Trapezoide SIMETRICO (con respecto a
una de sus diagonales, el radio)

En la representacion:

e OD radio de la circunferencia de centro O
AB cuerda que subtiende AB

M punto medio de AB

D punto medio del AB

rop Mediatriz de AB

e ADBO Trapezoide SIMETRICO con respecto a OD

________________________________________________________________________

_____________________\
[ ]
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El 3er TRIO “T3”. La amplitud del angulo entre rectas que se cortan

e intersectan a una circunferencia.
PRELIMINARES (para los trios de relaciones que viene a continuacién)

————————————————————————————————————————————————————————————————
\

Cuando DOS rectas se cortan e intersectan a una circunferencia “~
/' pueden ocurrir cuatro situaciones, de ellas nos interesan TRES. Esta
interseccion puede darse:
= Dentro de la circunferencia,

I > Ambas rectas son secantes

» Fuera de la circunferencia,

IT - Ambas rectas son secantes

ITI - Unasecantey la otra tangente

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e -

N
~
~

T3.1

— Los angulos‘entre las rectas que se cortan dentro de

la.circunferencia. (angulos opuestos por el vértice)

La amplitud defune~de los angulos opuestos es la_semi-suma de las
amplitudes de lo§ arcosvdeterminados por sus lados.

e P punto de interseccion de AC con BD
e AC y BD cuerdas de la circunferencia de centro O

e AB y DC arcos determinados en la
circunferencia por los angulos opuestos.

___________________________

circunferencia.
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30 P El angulo entre las recta que se cortan fuera de la circunferencia.

La amplitud del angulo es la_semi-diferencia de las amplitudes de los
arcos determinados por sus lados.

e P punto de interseccion de las rectas secantes
fe ¥ "H

o XFPI, angulo entre las rectas.

_ e Fl y GH, arcos determinadas’en la

i S circunferencia por el angulo £XFPI

Luego —

exterior a la circunferencia:
Nétese que Fl1> GH de ahi que la diferencia=E ¥=CGH sea un nimero POSITIVO.

— El angulo entre Ila recta,secante y la recta tangente que se

3.3
cortan fuera de la circunferencia.

La amplitud del angulo es<a _semi-diferencia de las amplitudes de los
arcos determinados por sus,Jados.

P punto de interseccion de las rectas.
secante y rPL tangente en L

r
JK
£JPL, angulo entre la cuerda y la tangente.

JL y ﬁ., arcos determinados en la circunferencia por
el angulo £JPL

' —_ —_—

i JL-KL:
Luego » £JPL= :

_________________________

en P, punto exterior a la circunferencia.
Nétese que JL > KL de ahi que la diferencia JL—KL sea un nimero POSITIVO.
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Algo mas sobre: el angulo entre tangentes....

___________________________________________________________

/,/" El angulo entre dos segmentos de tangencia desde un punto i
--‘exterior puede calcularse, esta amplitud es la SEMI diferencia entre los '
dos arcos determinados por los puntos de tangencia.

-
-

R |
A ' e Jos puntos Ry P son puntos de tangencia i
Q e Q punto exterior, i
- Luego > 5= RAP-RP |
P 2 !
' Justificacion. — ya que los segmentos de tangencia R@ |y, PQ se cortan en Q:
El 4to TRIO “T4 ”. La Potencia de un Punto. la razén que queda entre las

longitudes de los segmentos cuando dos rectas se
cortan e intersectan,a una circunferencia.

a Potencia de un Punto (PUNTO POTENCIA)
Sea P es un punto en el planogtina circunferencia con centro O, entonces para
cualquier recta que pase por Py corte a la circunferencia en dos puntos (A y B 0

CyDo ...) , se cumpliraygque PA.PB es constante, independientemente de la
posicion de la RECTA. Efvaloer de dicha constante se denomina la potencia del
punto P. Veamos:

En las figuras:
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T4 1 P PUNTO POTENCIA. La razon que determina entre las

longitudes de los segmentos de cuerdas que se

cortan dentro de la circunferencia (los segmentos con
extremo en ese punto).

El producto de las longitudes de los segmentos en una cuerda es
IGUAL al producto de las longitudes de los segmentos en la otra cuerda.

e AC y BD cuerdas de la circunferencia de centro O
e P punto de interseccion de AC cof BD

e AP y PC segmentos de una clerda; BP y PD
segmentos de la otra cuerda. TODOS con un
extremo en P.

AP <PC-BP«PD,

circunferencia.

T4 , P PUNTO POTENCIA. _La razén que determina entre las

longitudes. deflos segmentos de cuerdas que se
cortan (fuera=tde la circunferencia (los segmentos con
extremo enmese punto).
El producto de Jas longitudes de los segmentos en una secante es
IGUAL al producte™deNas longitudes de los segmentos en la otra secante.

rF GV r"_I rectas secantes

P punto de interseccion de las rectas

FG y IH cuerdas de la circunferencia de
centro en O

FP y PG segmentos de una recta; IP y PH
segmentos de la otra recta. TODOS con un
extremo en P.

exterior a la circunferencia.
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T a3 7 PUNTO POTENCIA. La razén que determina entre las

longitudes de los segmentos en la Secante y en la Tangente.
(los segmentos con extremo en ese punto).

El producto de las longitudes de los segmentos en la secante es IGUAL
al cuadrado de la longitud del segmento en la tangente.

e I Secante y oL tangente en L

JK
e P punto de interseccion de las s#ectas

e JK cuerda y PL segmento de tahgencia

e JP y PK segmentos de sécante. TODOS con un
extremo en P.

Justificacion — ya que es una secante'yla r_. es una tangente que

rJK rPL
se cortan en P, punto exterior a la circunferencia.

Algo mas sobre el PUNTO POTENCIA:
Sea una recta que corta a la circunferencia en los puntos A y B y sea P un punto de la
recta (interior o exterior a la cirgunferencia), se cumple que:

Cualquier recta que pase por P y corte a la circunferencia, determina dos
segmentos (con extremos en ese punto P) cuyo producto es del mismo valor que

el producto de PA<PB (potencia del punto P)

En otras palabras, el valor del producto es INDEPENDIENTE de la recta;
ahora, la potencia del punto, no muestra ninguna sefial del valor de ese producto.
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La LONGITUD de los ARCOS que quedan entre cuerdas paralelas

) S S S S S S S S S S S S

7 La Longitud de los arcos que se forman, entre cuerdas, cuando dos
.-~ rectas PARALELAS intersectan a la circunferencia.

e Jos puntos A, B, C, D, P, Q y R son puntos

de la CIRCUNFERENCIA y LA RECTA.

e lasrectasr r son SECANTES.

AB’ %ép7 "pa

e larecta rsR es TANGENTE en R.

e “El'punto R es un punto de tangencia.

e El punto S es un punto exterior.

asi como r__IIr

el as rectas B IIrCD, pa ! ks

Q

Luegon® los AC = éB como también RP = @
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La Circunferencia y los Poligonos.
PRELIMINARES (entre dos circunferencias)
Sean DOS circunferencias de centro O y O'; y radios r y r'(r>r'), respectivamente.

» Una circunferencia divide al plano en dos regiones; una
Exterior y otra Interior.

EXTERIOR

1°.No tienen puntos en comun. Se dice que son Exteriores|o Interiores.
EXTERIORES

‘v La distancia entre sus

: centros (00') es mayor
' que Jla suma de las
i longitudes de sus radios:

"~ ol
00 >r+r’

v NO tienen punto comun.

INTERIORES

/ La distancia entre sus':
. centros (00') es menor !
. que la longitud del mayor '
. radio(r>r*):

:OO'<E

‘v NO tienen punto comun.
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2°. Tienen un UNICO punto en comin. TANGENTES.

Tangentes EXTERIORES

'v' La distancia entre sus i
' centros (00') es IGUAL a
i la suma de las longitudes ;
. de sus radios.

. v' Tienen un punto comun.

Tangentes INTERIORES

P

centros (00') es menor
que la longitud del mayor
radio (r>r"):

I=—=""
|OO'<E

v’ Tienen un punto comun.

. v La distancia entre sus centros (00") es ;
menor que la suma de las longitudes ;
de sus radios.

K e —

| 00 <r+r, :

.’ \/ Tienen DOS puntos comunes (en la
. figura Ky N). ;

N \/ El segmento determinado por esosi

puntos KN es PERPENDICULAR al
segmento determinado por los dos !

centros 00'; asi
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. v' Tienen un mismo centro.
' v NO tienen puntos comunes.

................................................

CIRCUNFERENCIA & ‘FRIANGULO

A un triangulo SIEMPRE
circunferencia; Veamos:

CIRCUNSCRITA al AABC

A

H es el Circuncentro del AABC.
(H es el punto de interseccion de las

MEDIATRICES de los lados del AABC).

A, B y C puntos de la circunferencia.

se e «puede Circunscribir o Inscribir una

INSCRITA al APQR
(L, J y K puntos de tangencia).

G es el Incentro del AABC
(G es el punto de interseccion de las
BISECTRICES de los angulos del AABC).

L, J y K puntos de tangencia.
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Circunferencia & Cuadrilatero

NO siempre se le puede Inscribir o Circunscribir una circunferencia a un
cuadrilatero.

Ya que son ségmentos de tangencia
desde un mismo punto.

Veamos
P,QRYyS puntos denlacircunferencia
C £SPQ + £SRQ =180° ( ya que estan inscrito
/ a diferentes lados de la cuerda SQ)
A . «PSR+«PQR = 180° ( ya que estan inscrito
a diferentes lados de la cuerda PR)
LA estos cuadrilateros se les llama
! CUADRILA TEROS CiCLICOS y tienen como !
formula similar a la de HERON, para calcular su -
g area (conocidas las longitudes de sus lados a, b, c
q yd):

A = /(s - a)(s-b)(s—c)(s-d)

...................................................................................
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TODOS los Angulos IGUALES
TODOS los Lados IGUALES

Circunferencia & Poligonos REGULARES{

Dos circunferencias concéntricas, una Inscrita y otra Circunscrita al Poligono.

P, Q y J puntos de tangencia y D, EfR, "Gy H e I puntos de tangencia y

puntos medios de los lados. puntos medios de los lados.
R — Radio de la Circunscrita. R > Radio de la Circunscrita.

r — radio de la Inscrita o Apoteéma. r — radio de la Inscrita o Apotema.

Conocido la longitud deklado y el apotema (r ), y si:
n— es la cantidad=de lados del poligono regular.
I— longitud’del lado del poligono regular.

El area: A = n{l ;r} y  perimetro: P=nel

_____________________

y

la CANTIDAD de diagonales se calcula
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Algo mas sobre los Poliogonos REGULARES
» Con la excepcion de los Triangulos Equilateros,

> Los Poligonos REGULARES tienen lados consecutivos y lados no

consecutivos, al igual que vértices consecutivos y vertices no
consecutivos. Entre los mas comunes:
D

E
E c D
B

A B A c

CUADRADO PENTAGONO

[EXAGONO 6 HEXAGONO)
De las figuras: Ejemplos de vértices, y lados; eonsecutivos y NO consecutivos

En el CUADRADO — A es consecltivo con B y también lo es con D
A no es consecutivo con C
D nores cohsecutivo con B

AB._es consecutivo con BC y también lo es con AD
AB no es consecutivo con CD
En el PENTAGONQ, =) A es consecutivo con B y también lo es con E
A no es consecutivo con C, ni tampoco con D
AB es consecutivo con BC y también lo es con AE
CD es consecutivo con DE y también lo es con BC
AB no es consecutivo con CD, ni tampoco con DE
En el EXAGONO — A es consecutivo con B y también lo es con F
A no es consecutivo con C, ni tampoco con D
AB es consecutivo con BC y también lo es con AF
EF es consecutivo con DE y también lo es con FA
CD es consecutivo con DE y también lo es con BC
AB no es consecutivo con CD, ni tampoco con FE
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D E
D (o
E c D
CUADRADO PENTAGONO
B
[EXAGONO 6 HEXAGONO)

» Las diagonales del Poligono son segmentos que van de un vértice a otro
vértice no consecutivo.

En el CUADRADO y el PENTAGONO las diagonales son IGUALES
v' En el EXAGONO de las tres diagonales ,qué\se pueden trazar desde un
veértice:
e dos diagonales son IGUALES
e La tercera diagonal (que es dade, mayor longitud) lo divide en dos

TRAPECIOS Isésceles IGUALES. Esa diagonal constituye un eje de
simetria.

De las figuras: Ejemplos de diagonales iguales.
En el EXAGONO +5™desde A: AC=AE; AD, lo divide en los Trapecios
ISOSCELES ABCD y ADEF

desde B: BF=BD; BE, lo divide en los Trapecios
ISOSCELES BCDE y BEFA

mas sobre el EXAGONO REGULAR

v' Las diagonales mayores se intersectan en el centro de las circunferencias y
forman con los lados SEIS triangulos EQUILATEROS.

_________________________

v Elarea A = 6(?R2J
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RELACIONES entre LONGITUDES de SEGMENTOS

SEGMENTOS IGUALES
En la practica, es saludable precisar algunos hechos, de esos que permiten

probar en la practica que dos segmentos son iguales.
DOS SEGMENTOS SON IGUALES:

>

vV V VY

Si son lados de un Poligono Regular (Triangulo Equilatero, Cuadrado,
Pentagono Regular, Exagono Regular, entre otros).

Si son lados de un Rombo.
Si son lados no bases de un A Isésceles o de un Trapecio Isésceles.

Si son lados opuestos de un Paralelogramo.

Si son diagonales de un Rectangulo.

Si son las diagonales de un Trapecio Isésceles.
Si son divididos por el Punto Medio del segmento.

Si son los dos segmentos en que® queda dividida la diagonal de un
paralelogramo al ser cortadaper la 6tra diagonal (las diagonales se bisecan).

Si son el resultado de la 'suma o la diferencia de segmentos de igual
longitud.

Si son MITADES de ségmentos IGUALES.

Si son dos laddS)que se oponen a dngulos iguales en TRIANGULOS
IGUALES (ladossiomodlogos en triangulos iguales) o en un MISMO triangulo.

Si son las distancias de un punto de la bisectriz a los lados del angulo.

Si son las distancias de un punto de la mediatriz a los extremos del
segmento.

Si son dos radios de una circunferencia o de circunferencias “distintas” de
iguales diametros.

Si son las distancias a cuerdas IGUALES desde el centro de la
circunferencia o en circunferencias “distintas” de iguales diametros.

Si son segmentos de tangencia a una circunferencia desde un mismo punto.

Si son dos cuerdas que sustentan a arcos iguales en una circunferencia o
en circunferencias distintas de iguales diametros.
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» Si son dos cuerdas que en una circunferencia estén a igual distancia del
centro.

> Si son dos cuerdas paraleles unidas por un diametro (en sus extremos);
[...cumplen dos condiciones].

> Si son dos cuerdas unidas por un diametro (en sus extremos) y tienen iqual

' Mostremos ahora algunos de los casos mencionados anteriormente, sobre '
' todo aquellos que tienen un proceder “interesante” ygpueden brindar el !
t “como actuar”, llegada la ocasion o como justificar la igualdad. !

Ejemplo_1: (suma o diferencia de segmentos_iguales)

En la figura: c

AABC _Equilﬂero; R

AP =QB =RC.

Probar que: PC = AQ

P
A Q B

R/
Deﬁﬁgu_m_
PC=AC-AP PC = AQ ( por diferencia de segmentos iguales)
. AQ=AB-QB i

......................................................................................................................

Notese que: Los minuendos, AC y AB, en cada diferencia son iguales.
(va que son lados del triangulo Equilatero).

Los sustraendos, APy QB, en cada diferencia,
son iguales. (ya que lo dicen los datos)
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Ejemplo_2 : (MITADES de segmentos IGUALES )

En la figura:
ABCD paralelogramo D Q C

PQ paralela media con
respectoa BC
Probar que: AP = QC

A B
R/ P

AB =DC (por ser lados opuestos del paralelogramo)

Py Q puntos medios de AB y DC, respectivamente (PQ paralela
media)

AP =QC ( por ser mitades de segmentos iguales)

Ejemplo_3 : (las distancias de un punto de labisectriz a los lados del angulo)

En la figura: N

CT bisectriz del AABC consrespecto a AB
AAPT y ABQT rectangulos enPyen Q

Probar que: PT = QT ¥

R/

PT L AC (por ser AAPT rectangulo en P)
QT L BC (por ser ABQT rectangulo en Q)
T punto de la bisectriz del XACB

PT = QT ( por ser las distancias de un punto de la bisectriz a los
lados del angulo )
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Ejemplos_4: (Si son dos cuerdas paralelas unidas por un diametro)

Eila f/bﬂra:
AB//CD

AC diametro de la circunferencia de centro O
Probar que: AB = CD

R/

AB y CD cuerdas de la circunferencia de centro O
AB//CD (datos)
AC diametro de la circunferencia de centro O

AB=CD ( por ser dos cuerdas paralelas unidas,por un diametro en sus
extremos)

Ejemplos_5: (Si son las distancias a euerdas IGUALES)

En la figura:
AC =DF
B punto medio de AC

OE mediana del AOFDNcon respecto a DF
Probar que: OE=0G

R/

G es punto medio de AC (ya que OB radio que divide al AC en su punto medio)
OB L AC (por ser OB radio que divide a la cuerda AC en su punto medio)
&FD Isésceles de base DF ( por ser OF y OD radios)

OE L FD (por ser OE mediana y altura del AOFD lIsosceles con respecto a la
base DF)

OE = 0G ( por ser las distancias del centro de la circunferencia a cuerdas
IGUALES)

MsC. Carlos Jiménez Tejeda

Profesor de Matematicas y Estadisticas. Octubre de 2010-17



SEGMENTOS PROPORCIONALES.

Geometria Plana. Para el Nivel Medio. Péagina 84 de 95

SEGMENTOS PROPORCIONALES (Teorema de las Transversales)

A la proporcionalidad entre segmentos ya la hemos comentado, en parte,
cuando se traté la Semejanza de Trianqulos; ahora trataremos el Teorema de las
TRANSVERSALES (otro de los Teoremas de Tales de Mileto que ha llegado
hasta nuestros dias con vigencia plena)

PRELIMINARES

A las rectas que cortan o intersectan a rectas paralelas se les llama transversales,
SEMEJANTE a como ocurre en la vida con el corte transverso, corte RECTO (no curvo)
en otra direccion de la establecida por las paralelas. Asi,

NoteseLque: que las
rectas trasversales

( k y t ) pueden
eortarse  “fuera o
dentro” de las rectas
paralelas (r y s)

N AN\ Qe

¢Entre cuales segmentos se establecefla proporcionalidad?

En estos cortes aparecen segmentos en fa transversales (t . t2, t3 yt 4 ), asi

como segmentos en las paralelas ( ”

yr,).

"

R / Las relaciones de praporcionalidad

se establecen entre los=segmentos de
transversales que esten determinados
por las mismas N\ paralelas y/o
determinados “Wwor el Punto S.
Tambien  se ‘establecen entre
segmentos de paralelas que estén
determinados entre las mismas transversales. Veamos:

AB, FE y KJ son segmentos de paralelas entre las mismas

—————————————

_____________
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Tales encontro estas relaciones en su emperno de querer medir las alturas de
las Piramides, fue en su intento de “COMPARAR las Sombras” de Varas que

afloré, para él, estas fenomenales y transcendentales relaciones.
dio cuenta de que dos Varas (V1; V2)

V1|3

v|2;

S

las longitudes de las varas

oW

, 2
O —_
4

el

o

S

Vi_Ve
S1 SZ

resultado (TEOREMA) entre

del dia tenian Sombras (S ;

3

=— P
2

4

, para mas tarde generalizar =

varios de los

Al parecer, se
puestas

perpendicularmente sobre el piso a una misma hora

Sz) proporcionales con

segmentos que alli se formaban, los de transversaleS,y los de las paralelas;
Resultado que hoy en dia se divide en tres partes.

Teorema de las TRANSVERSALES

Sean las rectas r1llr2 /Ir3 y las %eetas t1, t2, t3 y t4 que se cortan en el

L punto S; entonces se puede establecer:

v Relaciones entre segmentads deftransversales (t v t

v Relaciones entre segmentos de paralelas ( ror,yr )

v Relaciones entre segimentos de transversales y paralelas

Veamos:

» Entre segmentos,de transversales(determinados por la paralelas o el punto S)

Con segmentos de

entre

Numerador
1

S<—>r2

|

E
<

L
=
T
P

|

I"2 A I"3
I

Denominador

t,

...............................................................................................
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' ATENCION: Estas proporciones necesitan, en principio, escribirlas con
! MUCHO CUIDADO y ORDEN.

NOTESE que en los numeradores y denominadores se precisan la posicién de los
! segmentos; entre que transversales o las paralelas o el punto S se encuentran.

r,oer, r1<—>S r1<—>S
— e "
DH CG , DS_Cs ,  DS_Cs
HM GL HM GL SH, SG
—_— —_— —
r, or, r,or S<—>r2

» Entre segmentos de paralelas (determinados por la transversales)

e Con segmentos de r_, r,y entre

2 " Estas relaciones también

' pueden escribirse de otra
'smanera (usando la “diversidad”

t2<—>t3 t1(—)t2

|
|

|

i _ i 6 E _  de una proporcién)
GE LU  FE K . OF LK [6F_GE| |
t2<—>t4 t3<—>t4 i e§—=‘] [ L=_:J :
» Con segmenmteside T, r, y entre e 3
t, ot t ot i AB KJ AB AC| |
== o= A w "k
AB_KJ , CD_ML T =
AC LI ° AB KJ ‘De CD_ML  |CD_AB) |
— — i € — == P === ;
t, o t, t, o t, i B J L J|

....................................................
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» Entre segmentos de transversales y paralelas (conocido como la “L” 6 la “Z”)
(los segmentos de transversales determinados por el punto S)

e Con segmentos de t r, Y entre

1,I'2,

e Con segmentos de t .y entre

2,I’1,

Dos PRECISIONES{ para“esta ultima parte (la “L” 6 la “Z”):
e Los segmentos,de‘trasversales estan determinados por el punto S

e Los segmentos de paralela tienen un punto comun con los de
transversales

Algo mas sobre las transversales, antes de concluir:

I Semejante a como ocurre con los angulos entre paralelas, en esta
! relacion se cumple el RECIPROCO;

|
1 Si existe Razones de Proporcionalidad entre segmentos (de las antes

' mencionadas) es porque hay PARALELISMO DE entre RECTAS.
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Otros resultados Geométricos, basicos e interesantes, de los
mas usados en la practica escolar.

Se trata resultados distintos a los ya expuestos (a lo largo de este resumen) y
que usted puede traer a la resolucion de un ejercicio, si asi lo cree oportuno.
Estos resultados geométricos aparecen, en ocasiones, en las distintas situaciones
de la Matematica escolar; no necesitan de una demostracion para ser utilizados,
como todo lo anteriormente expuesto son HECHOS GEOMETRICOS cuyo valor
de verdad esta garantizado desde hace mucho tiempo por todos los hombres de
ciencia que nos han antecedido.

» La PARALELA MEDIA de un triangulo y PARALELA MEDIA™a de un trapecio.
e Toda ceviana trazada desde un veértice y cortada p@r la paralela media con
respecto al lado opuesto del vértice queda dividida en dos partes iguales.

En la figura:
MM, paralela media del AABC con respecto al I

} lado(AB "
I CC, y €C, tevianas trazadas desde el vértice C I

e Todo segmento trazadoyentre las bases de un trapecio al ser cortado por la
paralela media,quedasdividido en dos partes iguales.

D K J

" En la figura: I
" ABCD trapecio de base AB "
I PQ paralela media del trapecio ABCD I
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» Razon que deja la bisectriz de un triangulo.

e Bisectriz del angulo INTERIOR
Al trazar la bisectriz a un lado de un triangulo se establece una proporcién
entre los lados del angulo de la bisectriz y los segmentos que la bisectriz
determina en el lado.

c I En la figura I

4 " CT bisectriz del AABC con |

I respecto al lado AB "

" g = i "

" Luego CA_TN )

I %% ¢~ 1B ||

A T B = === = : =

e Bisectriz del angulo EXTERIOR
Al trazar la bisectriz del angulo EXFERIOR de un triangulo a la
PROLONGACION de un lado, se establece una proporcién entre los lados

del angulo INTERIOR vy los segmeéntos que la bisectriz determina en la
PROLONGACION del lado.

" En la figura I
I CT bisectriz del angulo EXTERIOR del AABC en el vértice C con *
" respecto al lado AB I
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» Las bisectrices de angulos SUPLEMENTARIOS

e Las bisectrices de dos angulos ADYACENTES forman un angulo RECTO,

son PERPENDICULARES

e Las bisectrices de dos angulos CONJUGADOS entre PARALELAS forman

I En la figura: "
" R, Py M alineados .
I't, y t, bisectrices de «RPK y "

XKPM respectivamente.

un angulos RECTO, son PERPENDICULARES

» lgualdad entre las areas de los triangulos que deja la mediana trazada a uno de

los lados de un tridhgulo

Al trazar la“wiediana a un lado de un triangulo se forman dos nuevos

triangulos de igual area

I'En la figufa’
" Sean laSrectas KH//0J I

I t, Y™\t *bisectrices de K<HKG y £KOJ
I respectivamente. I

" =Eila fiéura

« PM mediana del AABC con respecto al "

lado RQ, de ahi que RM =MQ

Q " PR altura del AABC con respecto al "

" lado RQ (hg)

Luego A = A |
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» lIgualdad entre CUATRO los triangulos que dejan las tres paralelas medias de
un triangulo.

Al trazar las tres paralelas medias de un triangulo se forman cuatro nuevos
triangulos IGUALES y por tanto de Igual area

¢ » En la figurs I
« En la figura:

M1, M2 y M3 puntos medios de los lados "

" BC, CA y AB respectivamente
La paralela media M2M3 = BM1 = M1C, )

. La paralela media M3M1 = CM2 = M2A y "

La paralela media M1M2 = AM3 = M3B =i|,

| oo a0, o, |

_______________________________________________________________

v' Tienen iguales sus argas, A=A=A=A y por tanto

______________________________________

P,=|x+y+2z/=P, yP, =|x+y+2|=P,

Luego P,=P,=P,=P,; 'y como el

Pagc =2(x+y+2), queda que

CADA Perimetro es la MITAD del P

En conclusién:  ||P,=P, =P, =P, =s
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» Sea h la altura con respecto a la hipotenusa, a y b los catetos, y ¢ la

hipotenusa:
i §h= a-bi c
___C ]
________________________ b d
1 1 1 h
Yo
h_a’ b7 5
. S =

C

> En los triangulos ISOSCELES al trazar una altura a uno de los lados
IGUALES:

El angulo agudo del triangulo rectangulo (queltiene entre sus lados a la
base del Isosceles) es la MITAD del angule PRINCIPAL.

__________________________________________________________________________________

De los Cuadrilateres’CICLICOS

» Ptolomy (Teorema de Ptolomeo)
e En todo cuadrilatero ciclico, el producto de los diagonales es igual a la suma
del producto de los lados opuestos.
e Si en un cuadrilatero, el producto de los diagonales es igual a la suma del
producto de los lados opuestos, entonces el
cuadrilatero es ciclico

“ A, B, C y D puntos de la circunferencia de I
centro O
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4ed
> El é&rea del cuadrilatero SIMETRICO es A = 2 —1 2 (conocidas las longitudes

de las diagonales), PERO, si también es CICLICO, su &rea se puede calcular
conocidas las longitudes de sus lados.

" En la figura: I
I a, b, cydson las longitudes de los lados del
" cuadrilatero

I Luego A =./(s—a)(s—b)(sZc)(s—d)
" Ahora, como a=b y c=d I

" Emla figura: "

o || KPQR trapecio Isdsceles de base PQ I
a b, c y d longitudes de los lados del I
trapecio .

|LuegoA Jis—a)s-b)s-c)(s-d) !

_________________________________________________________________________________

Nétese > que un trapecio ISOSCE ES es un cuadrilatero CICLICO.

Hasta aqui el RESUMEN...
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