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ORIENTACIONES SOBRE EL TRABAJO
CON ESTE LIBRO

Para estudiar por este libro debes tener en cuenta que & contenido se encuentra
en los capitulos 1, 2, 3 y 4.

Cada capitulo esta dividido en epigrafes y algunos de estos en subepigrafes.

En cada epigrafe encontraras contenidos, algunos de ellos destacados en recua-
dros, y gjemplos resueltos que ilustran como debes actuar para resolver gercicios
importantes que corresponden a ese contenido. Al final de cada epigrafe aparecen
los gercicios que debes resolver, y al final de cada capitulo una coleccion de gjer-
cicios que incluyen contenidos de cada uno de ellos. Los gercicios que aparecen se-
fialados con un asterisco, son los que presentan un mayor grado de dificultad.

En las ultimas paginas del libro aparecen las respuestas de la mayoria de los gjer-
cicios propuestos. Esto te permitira autocontrolar tu trabajo.

Aparece ademas un Anexo que contiene:

Las tablas de cuadrados y raices cuadradas, cubos y raices cubicas, y las de las
funciones seno, coseno, tangente y cotangente, que necesitaras paracalcular y re-

solver gercicios y problemas.
Un Memento 0 recordatorio donde se resumen algunos contenidos de grados an-

teriores que te seran necesarios para € trabajo en este grado.



{COMO SURGE EL ALGEBRA?

La civilizacion de los sumerios, varios siglos a.n.e., dejé constancia del uso del
trabajo con variables en su algebra escrita en las célebres tablillas de barro.

El algebrafue redescubierta por e matematico griego Diofanto de Algjandria (si-
glo i) en la solucién de sus famosos problemas. Diofanto, para representar las var
riablesy € trabajo con estas, utilizo cierto simbolismo; pese a ello los mateméaticos
que le sucedieron no lo conservaron y fueron creando sus propios simbolos.

Esta diversidad de simbolos y signos para € trabajo con variables trajo como
consecuencia que los matematicos para interpretarse entre ellos tuviesen que re-
currir a lenguaje comun.

Por gjemplo, unaecuacién como 2x? + 5 - 3x = 0 laexpresaban utilizando pa-
labras, entre ellas la palabra cosa para significar la variable, De este modo la ecua-
cién anterior se expresaba como: "El duplo de lacosa al cuadrado, mas cinco, me-
nos €l triplo de la cosa, es igua a cero".

En una obra del matematico Johan Miiller, en 1464, empleando las palabras,
como era costumbre, en latin, expresaba la ecuacion como se muestra a continua:
cion:

"2 census et 5 demptes 3 rebus aequatur zero'.

Pocos afios después, d italiano Luca Pacioli en su obra Sunma, publicada en
1494, empezaba a utilizar en forma abreviada o sincopada € trabajo con variables,
dando origen al algebra sincopada. Pacioli representaba la ecuacion anterior como
sigue:

2cepSm3real0.

En esta expresion, ce es la abreviatura de census que quiere decir la cosa por s
misma; p y m corresponden respectivamente aplus( + ) y minus ( - ); re signifi-
caba restar y a significaba igual.

Menos de un siglo més tarde, Francois Vieta (1540-1603) inicia el algebra sim-
bélica aproximandose a la representacion que usamos actualmente para € trabajo
con variables. El escribié la mencionada ecuacion en la forma siguiente:

2mAquad + S - 3inA« 0,

donde la letra A representaba a la variable, para @ cuadrado quad y < para e sig-
no =

Finalmente, en 1619, Rene Descartes presenta la ecuacion casi como nosotros en
el presente;

2xx + 5 - 3xa0.

iSin dudas, actualmente todo es mucho mas facil!



Trabgo con variables

Conjuntos
1. Conjuntos numéricos. Relaciones

De tus estudios previos conoces la existencia de conjuntos de distinta naturaleza
y sus propiedades.

En general denotamos los conjuntos con letras mayUsculas y los e ementos que
los forman con letras minlsculas; paraindicar que un €lemento pertenece a un con-
junto se usa € simbolo € y para indicar que no pertenece, € simbolo ¢

Por eemplo:

a eMindicaqueée elemento a pertenece a conjunto M y se lee™ a pertenece
aM".
b ¢ M indica que & elemento b no pertenece a conjunto My selee "'b no per-

tenece aM".
Un conjunto de especial importancia es el conjunto vacio** ¢’ que no contiene

ningun e emento.

De particular interés desde € punto de vista matematico, son los conjuntos nu-
mericos. Recordemos mediante un cuadro sindptico los principal esconjuntos nume-
ricos.

- Naturales
p _ Enteros N=1{0;1;23; ..}
Ramgnales z Enteros negativos
< -1; -2, -3, -4 ..
Readles 9 L

IR
Fracciones positivasy negativas.

~

L Irracionales



Los nimeros reales se pueden representar como expresiones decimales infinitas;
asi, por g emplo:

1 = 0,333 3... = 0,3. Deestaformaseindicaque e 3 es un periodo; selee, cero

3 comatres, periodo 3.

1. 0,25 = 0,25000... = 0,256. Las expresiones decimales finitas pueden con-
4 siderarse periodicas de periodo Q
7z = 3,141 592 653 509 793 238... Aqui no aparecen periodos.

En los gjemplos anteriores se pone de manifiesto una propiedad.

Teorema 1

Los nimeros racionales se representan mediante expresiones decimal es peri6-
dicas. Los nimeros irracionales se representan por expresiones decimales no
periodicas.

El teorema 1 se aplica para reconocer si un numero real es racional o irracional
a partir de su expresion decimal.

Determina si las siguientes expresiones decimales representan nimeros racionales
o irracionales.

a)a= 3727 b) b = 1,010 010 001 000 01 ... ¢) ¢ = 3,275 843

Resolucién
a) aeQ, pues tiene periodo 7

b) b¢Q, puede verse que d nlimero de ceros crece en uno cada vez, luego la ex-
presion no es periddica.

¢) ceQ, aparece & periodo 43. [
No siempre los ndimeros real es aparecen representados mediante expresiones de-
cimales, también se representan utilizando nimeros enteros y los signos de las ope-

2 /e /A
raciones, por gemplo: 3" [/5 ) ]/4 . En este caso se cumple:

Los nimeros racionales se representan en laforma P conp,q.eZ g#0.Los

q
ndmeros irracionales no pueden representarse de la forma P conp gez
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El conjunto de los nimeros reales se puede representar sobre una recta (fig. 1.1),
de formatal que a cada nimero real se le haga corresponder un punto y viceversa
Esta recta recibe e nombre de recta real.

Fig. 1.1

Representa sobre la recta real el conjunto de los nimeros reales mayor es o iguales
gue -2 y menores o iguales que]/; (-2 <x< ]/g ).

Resolucién

L os nimeros reales mayores que -2 se encuentran ala derecha de -2 y los menores
que [/; se encuentran a la izquierda de l/; » & conjunto pedido esta formado por

los puntos que estan entre -2 y ]/3 . Como x puede ser igual a2y a ]/3 , am-
bos se incluyen. El conjunto pedido se destaca en la figura 1.2; los puntos rellenos

en 2y ]/3 indican que estos puntos se incluyen. N

T

-4 -3 -2 -

T 2 3 4

V3

Fig. 1.2

Los conjuntos, como & del gjemplo 2, formados por todos los nimeros reaes
comprendidos entre otros dos, se llaman intervalos. Cuando se incluyen ambos ex-
tremos (como en € ejemplo 2) reciben el nombre de intervalos cerrados; cuando no
se incluye ningln extremo, entonces se llaman abiertos.

Para representar un intervalo (u otro conjunto formado, a igua que ellos, por
infinitos puntos) se utiliza la notacion:

gxe[R:—2<X<l/3}

En esta notacién X < IR indica que se toman elementos del conjunto de los nd-
meros reales y después de los dos puntos aparece la condicion que deben sa-
tisfacer ios elementos.




Representa graficamente |0s intervalos:

a)ng |R:—2<x<l/3—} b)gx‘e{R;—2<x<1/31

Resolucién

a) En lafigura 1.3a hemos destacado € intervalo, los puntos huecos indican que los
extremos no pertenecen a intervalo.

b) En este caso (figura 1.3b), & punto hueco en -2 indica que no pertenece; € punto

relleno en ]/3 , que pertenece. B

TG, I,
-2 V3 -2 Nen

a) b)

Fig. 1.3

El ssimbolo e indica una relacion entre elementos y conjuntos, €l simbolo c una
relacion entre conjuntos.

Con € simbolo ¢, denotamoss todos |os elementos de un conjunto A pertenecen
también a un conjunto B o lo que es lo mismo, que A es subconjunto de B (4 < B).
Con d simbolo ¢ negamos la relacion anterior. El simbolo < se lee incluido en.

De acuerdo con las relaciones existentes entre los conjuntos numéricos, se cum-

ple que: NcZcQcR

I Ejemplo 4 l

Di si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifica tu respuesta.

a) NcQ b){xe[R:x'<3}C{xe[R:x<‘/2—0—§
c){xelR:l/;<x<n}c{xe(R:\/2<x<3} docz
Resolucion

a)Verdadera, puestodo niimero natural es racional (recuerdaque son véidaslasin-
clusiones Nc ZcQc R).

b) Verdadera, pues como 3 < 1/20 todo nimero menor o igual que 3

es menor o igua que 1/20 en simbolos: si x a 3 entonces x << 1/20 Estos
conjuntos pueden representarse como se indica en la figura 1.4.



N
0 3 20

Y & T

a) b)

Fig. 1.4

c) Falsa, pues ]/2 pertenece ad primer conjunto y no pertenece a segundo.
d) Verdadera, porque @ conjunto vacio esta incluido en todo conjunto. W

Ejercicios (epigrafe 1)
|. Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a)-2eZ b) 5¢Q C)—i—efN d) V2¢R e)2%eQ

f)345¢Q g NcR h) QcR )ZcQ

2. Completa utilizando los simbolos e, ¢, ¢, ¢, de formata que se obtenga una
proposicion verdadera.

a) -9—; ____ 7 b) 7_:; — R ©93____ N dZ____R

o2 Q@ HDR___Q 294832 -— R WN___Q

3. Dados los conjuntos:
Az{xerR:x>-3} B={xeR:- 3<x<2}
) (

P: conjunto de los niUmeros naturales pares.

Completa los espacios en blanco con € simbolo adecuado, de forma que se ob-
tenga una proposicion verdadera.

a) 2 P b)6 A oA ____ B d-2 A eP____A
)Y2__Bg5_____ P hVy3i____B DB___P

4. Enlafigura 1.5 se representan graficamente subconjuntos de ndimeros reales. Es-
cribe los mismos de forma abreviada.

_ 7T ITTTT,
) ” by V2
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5. Dados los conjuntos
A=ixeR:-6<x<3 B={xeR:x<28 C={xeR:-3,52 <x< 4
a) Representa graficamente cada uno de los conjuntos dados.
b) Determina dos subconjuntos de cada uno de ellos.

2. Operaciones con conjuntos

Definicién 1

Dados dos conjuntos A y B se define por:

a)Union de Ay B (sedenota A UB) d conjunto formado por todos los el emen-
tos de ambos.

b) Interseccion de Ay B (sedenota A MB) a conjunto formado por los el emen-
tos comunes a Ay a B.

Calcula AUB Yy ANB si:
a)A:{~5;3;[/2;—2—;} B:{O,?’;l/;;-%;—s;

h)A:{xe[R:x>3} B:{xe[R:—2<x<5}.

Resoluciéon

a) Paraformar € conjunto 4\ B se toman todos los elementos de A y todos los ele-
mentos de B, sin repetir Ios comunes.

Au3={53|/2 ;0.3 —2743—}
Para formar ANB se toman los elementos que estan a la vez en Ay en B,
ANB = {]/_ H —5}

b) Representemos en una misma recta estos conjuntos para dar la solucién (fig. 1.6).

VI //W ‘WMX

Fig. 1.6

AuB:{xe|R;x>--2} AmB:{xerR 3< x<5} n



Definicion 2

Dados dos conjuntos A y B, se define como conjunto diferenciade A y B, en
ese orden, (se denota A \ B), a conjunto formado por los elementos de A que
no pertenecen a B.

Dados los conjuntos:
3 = 6 3
A={5;--;—l/7;9,23} B:{— _l/
2 7 2

M:{xeﬂ{:x<%} y N:{xe[R—l/Z x<3

uINI

Calcula; a) A\ B b)B\A OM\N N\ M.

Resolucién

a) Para determinar A \ B se comparan ambos conjuntos, tomandose aquellos ele-
mentos que estan en € conjunto A y que no estan en B.

A\B=1{5-V7.923}

b) Para determinar B \ A, se toman los elementos que estan en B pero que no estan

en A. B\A:Zﬁ;—&]/z;
7 3

¢) Representemos gréficamente en una misma recta ambos conjuntos (fig. 1.7).

M\N:{xelR:x<—l/2‘$

////ﬁ iy

N

*—

Fig. 1.7

d) Representemos en una recta los conjuntos Ny M (fig. 1.8)



Fig. 1.8
N\MzixelR:% <x<3}. N

Del gemplo 2 puedes observar queA \ BB\ AyqueM \ N#N \ M, yesque
de manera general |a operacion diferencia no es conmutativa.

Mediante la operacion diferencia se puede expresar brevemente un subconjunto
numeérico del cual se exceptlan algunos elementos.

Por ejemplo, si se quiere escribir €l conjunto de los niimeros reales excepto el -3
y € 5, podemos hacerlo:

R\ j-3; 5).
En el caso que € niimero que se quiera exceptuar sea el cero, podemos escribir:

R\ {0} o R*.

Ejercicios (epigrafe 2)
1 /3 9 }

1.S8i4 = {8,7—3_2 ;22— -1, —=;
5 2

B- {3,2@ 9 -13; 2% . 8,732 }

C- {3,25 . -13; 24 }
5
Calculaa AuB; 4nB; A\ BB\ A, BuC; BnC; B\ C; C\ B.

2.8 M ={xelN:x=>2} N=i{xeZ:-3<x< 5}
P=1{xeQ:2x + 6 = 0}

Caculas MUN; MAN; M\ N; N\ M; NUP; NnnP; N\ P, P\ N

3.SiD=§xeiR:x<l/§} E:{xe[R:—3%<x<5}
F=|xeR:x> 5}
Calculaa DUE; DNE; EVUF; ENnF;, D\ E;F\ D
. 4

4.SlP={erR:|)d<§$ Q={xeR:x>0
S={xeR:-3<x<5}

Caicula: PuQ; PNS; QuUS, Qns; Q\ S P\ Q.



Expresiones algebraicas

3. Valor numérico de una expresion algebraica. Reduccion
de términos semejantes

En cursos anteriores has trabajado con términos y expresiones algebraicas. Si en
estas expresiones se sustituyen las variables por nimerosy efectlias |as operaciones
indicadas, € valor resultante (si existe) recibe  nombre de valor numérico.

Losvaloresdelavariable paraloscuaesd valor numérico existe, son |0s valores

admisibles de la variable.

Definicion 1

Sellama dominio de una expresion algebraicaa conjunto de los valores admi-
sibles.

Dada la expresién algebraica 2x® - 6x% - 5xy°

a) Di para qué valores de la variable esta definida.

b) Calcula su valor numérico para X = -2,y = é

Resolucion

a) Paratodax eR y today e R*, porque si se sustituye pory = Q se obtiene 0°, que
no esta definido.

b) 2(-2)3 - 6(—2)2(% ) -( - } ))0 Sustituyendo valores.

2(—8) - 6(4)(—:;— ) - 5(-—2)(1) Efectuando potencias.

-16 - 8+ 10  Efectuando productos
-14  Efectuandolasuma. W

Dada la expresién algebraica

a’h 3a~b3__5a,3
a-2 2b + 3

I

a) Determina para qué valor de las variables carece de valor numérico.
b) Calcula su valor numérico paraa = -0,5;b = -1



Resolucion
a)Sla -2=0 o 2b+ 3 =0 laexpresion carece de valor numérico.
3

a=2 o b= - —2~ Despejando.

y como S5a” = — S a’ =0 la expresién no tiene valor numérico. Esto se
a

cumple paraa = 0.

Luegoparaa=2,a=0 0 b= % la expresion carece de valor numeérico.
- 2 _ —(=1)3
b) (- 0,5)%-1) . 3(-0,5) - (1) 5(-0.5)3
-0,5 -2 2(-1) + 3
_ (0,91 - 3(0,5 - (1) 5 )
= Expresandolo con exponente
-0,5 -2 2(-1)+ 3 (-0,5)*  positivo.
- (0,25)(-1) N 3(-0,5) - (-1) 5
-0,5 -2 2-1) + 3 0,125
_ -0,25 . -5+ 1 5
-0,5 -2 -2+ 3 -0,125
-0,25 -0.5 5
= + +
-2,5 1 0,125
=01 -05+ 40
=396 N

Veamos mediante un giemplo € procedimiento para efectuar la reduccion de térmi-
Nnos semejantes.

Reduce términos semejantes en la expresion
-8a% - Tax - 5,2 - 20 + Sax - 4,3 + 6a* + dax.

Resolucion

-8axx - 7’1)'6 - 52 - 2a*x * S5ax - 4,3 + 6a’x * ‘lg_)lc Identificando los términos
semejantes.
= (Ba’x - 2ax + Gaxx) + (-7ax t Sax + 4ax) + (-5.2 - 4,3) Agrupando los
T ~ o términos seme-
= —-d4a’x t+ 2ax - 9,5 Reduciendo. W jantes.

En la practica, se identifican los términos semejantes y se reducen, sin necesidad
del segundo paso.

10



Ejercicios (epigrafe 3)

1. Determina para qué valores de las variables no estan definidas las siguientes ex-
presiones algebraicas.

- o -t
X a -2 3y + 5

d) i + ___b_i.i_ e) 32 - 8 " zZ + 2

b 3-b 3z + 4 5 4z

_3m -8 o 2a + 3

m (2m - 4) (3a - 5)a + V2)

3x - 7

h) e - X

3x 2x - 1)5x - V5

2. Determina e dominio de las siguientes expresiones algebraicas

2X + 8 5(1 6)7 — 4
a) e b) c)
x - 4 4 + a)-2a + 5.4) 1
(v X + 7)(0.5y -
3y -9 6 2z + 3 3
_y_ e e) Z, + 3x°?
2y + 1)? S5x 2z — V3
- - 7
) s _om g N
2 ] V2 m x — 4
JE— + E—
377

3. Dadas las siguientes expresiones. determina su dominio y calcula su valor numé
rico para los valores indicados:

a) 5ab + 3ac paraa = -2;b = -3;c =1

b) é mn - 3mp param = -3Jn=2;p= -1

o4 802 ia= 2ib= i |
b c a

d) 8x%» + 6xy*® parax = - % cy =2

e) Smn? - 2mum ' param = 05,51 = -1

f) —a?Z ~ 6ab? - 9b3 paraa = 1. b = %

g)ic3—~2—c2b+ch2 para ¢ = — b= -3
3 3 4

L
2



-2 -1
h) Xy 1y7z - _8_x2_ parax=-02y=03z=1

Y z

)3a b +c¢)-2b(a -c) paraa:% b= -2¢c= 3

X+ Yy y2+7z2 6x
) - - arax = - 0,2;y = -03;z =
] » N v+ z p X y z = 0,1
4c + d~ 54¢™* 1 1
K) — - Db parad = - — ;¢ =-03;a = —
3a (3a - 4d)? 2 6
)4x2—4x+1_8x_4 arax = -7
(x + 2)2 X + 2 P -
2 -
m) _mp - ¢ _8m p? parap = -2, m= 0,2; ¢ = 0,5
p - o)}

4. Verifica s las siguientes ecuaciones tienen como solucién los valores que se in-
dican:

a)3x - 2=2x;, x=3 b)9x - 2=12x 1+ 4, x=-2
¢)3x-3=-1-7x; x=0.2 d)2x+1)-x-1=0 x=-3
e)gx—i+£:x—-§—;x:6
4 4
f)2x? - 5x =3 x=3x=- L
2
g) 36X2“12X:—1; x:i
6
h)3(x+4)2=10x+32;x:—2;x=_%
Lox2 -1 1
i “lIx=11; x=- =
2 4

12



. Dadas las funciones: f(X) = 3x - 4;&(x) = X2 _ 5,

2x? - 3x X% - 2x2

h(x) = 2x? - 5x - 1;i(x) =
(x H) 5x X+ 3

a) Determina el dominio de cada una de estas funciones
b) Calcula € valor de:

s (2 )i g O g i (- 5 ) h)
h (% ) s h(0.;i(-2); i (% )+ i (0.4): m (-4 m (% ):

m (-0,3); 3g (-2); %h (% ) s i(-1D) + m (—;— ) ; 286 (1) + m(=2)

. En las siguientes férmulas, determina el valor de la variable del primer miembro,
de acuerdo con los valores dados.

a)v=g-t g=98m/s?:;1=30s
b)s:—;—a-t2 a=124m-s%;1=200s
c)v=a-t a=195m/s*;t=132s
d)w:—f— #=62rad;r=10,50s
e v=uyw-r w=84rad/s ;r=65m
) F=m-a m=76kg;a=45m.s’
g2 M=F-.bDb F=96N:b=50m

h) V., = Vcos a V=68 m/s;u= 60"

. 1

1)E,:Emv2 m= 840 kg;v=500m.s"’
i)V, = Vsena V=73m/s;a=45°

. Simplifica

a)3a - 5b+ 6a - 2b

b)Sm - 3p - 8m+ 7p - 2m - 4p

c) 5¢ - 6d2+ 3¢ - 4d? - 6¢ + 902

d) -2b2+ 3p + 5p2 _7b + 2b2+ 6b - 7h2 _ 2b

€) 9x3 _ 2x2+ 6x - 2x3 - TX%2+ 4x - 8x3+ 6x2 - 7x

f) -8y2+ 6xy + 9x2%y _ 9xy + 4x%y - 6y? - 8x2y _ 3xy + 4y?2

g) 0.3a2+ Sa -7,2a%+ 9 — 4,2a - 27+ 1,5 - 4,6 + 2, 1a?
\ ~ 1 2 4 _

hy — x %+ — xyd 4 = x7 - 2
3xy+ ZX_)) + 5 3

y o+ ixy" BRI
7 6



8. Verifica si las siguientes igualdades son ciertas.

a)Sx*t 6x -8+ 2x2-Tx-2=7x-x-190

b) -6aty + 2ay - 4a?y - day *+ 5a?y + ay = -5a%

c) 3miy - 2my* t 5miy — 7tny? - 2miy + 8my? — 9miy = -3Im?y — my?

d) 2a?2 - ab - 2ba *+ 2b?2 _ 5a? + 8ab - 6b? -7a? = ~104* + 5ab - 4b?

€ 4x? - 12x + 9 _ 3x2 + 6x - 2x2+ 8x - 10 + x - x? = 3x -1

fysa®+ 2a? - 6a - 3 + 3a% - 2a’+ 5a -8+ a=28a’- 11

g) 05a7% - 3a'+42 - 263a?+407a"' - 593+ 127la? - lla' +0,02=
= 10,58a% - 0,03a - 1,71

4. Operaciones con expresiones algebraicas. Uso de paréntesis

Los paréntesis se utilizan cuando se desea indicar operaciones en las que inter-
vienen los términos incluidos dentro de ellos, o cuando por otra razdn se necesita
agrupar determinados términos.

Por ejemplo, S se tienen las expresiones

3x? + 8x ~Ix + 2 -5x71 v |3x -6

y se quiere indicar:
a) que a la suma de las dos primeras se le resta la ultima, planteamos
(3x2+ 8x) + (-7x + 2 - 5x7%) - (Bx - 6),
b) @ producto de las dos ultimas, planteamos
(-=7x + 2 - 5x3)(3x - 6),
¢) que a producto de la primera y la Gltima, se le resta la segunda, escribimos
(3x2+ 8x)(3x - 6) - (-7x + 2 _ 5x7).
Ejemplifiquemos los procedimientos para realizar operaciones en las que inter-
vienen paréntesis, Para ello tengamos presente que:

a) Si un paréntesis esta precedido del signo + , puede suprimirse este junto con
d signo + y los términos dentro de él conservan sus propios signos.

b) Si un paréntesis esta precedido del signo - , puede suprimirse este junto con
d signo - siempre que se cambien los signos de cada uno de los términos
incluidos dentro de él1.

Ejemplo 1

Si A=3x_ 4, B=x?-2x+4, C =_2x*+ 5x - 2, calculay simpli-
ficaa A+ B-C

Resolucion

(Bx _4) +(x?_-2x+4) - (-2x2+4 5x - 2) Planteo de la suma
=3x -4+ x?-2x+4+2x%- 5x+2
=3x?-4x+2. N
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Dados los binomios:
8572 - 2a 3a + 4 30 - 4

Calcula: a) el producto de los dos primeros,
b) el producto de los dos Ultimos y réstale el cuadrado del primero.

Resolucién

a) (5a% - 2a) (3a + 4) Planteo del producto.
150> t204g? - 6a2 - 8a Efectuando e producto segun & esquema (a + b¥c + d)
154° + 14a% - 8a

b) (3a + 4)(3a - 4) - (5a* - 2a)* Planteo de la operacion.
= (3a)? - ($)? — [(5aD)? - 2(5aH(2a) + (2a)3 Aplicando los productos notables
(at bXa - b)=a? - h?
(a+b)? = a’+2ab *+ h.
9g? - 16 - 25a* + 20a°® - 4a?
5¢* - 16 - 25a* + 20a:. W

Ademés de los paréntesis ( ), existen otras formas de signos de agrupacion: los
corchetes [ ] y las llaves | |

En expresiones que contienen varios signos de agrupacion, se procede a su €li-
minacion de forma mas comoda suprimiendo estos de adentro hacia afuera.

Suprime los signos de agrupacion y reduce los términos semejantes:
S5 - {-2a+ 24,1 -@Ba - 2)a - 3) +a¥ - 3a} - 63

Resolucién

5a* - {-2a + 2 [4,1 - (3a*9a 2a + 6) + ay - 3a} - 6,3
5a? - {-2a + 2 [4,1 - 3a*+ 9a+ 2a -6 + a¥ - 3al - 63
Sat - {-2a + 8,2 - 6a*+ 18a + 4a - 12 + 2a* - 3a} - 6,3
Sa?+ 2a - 82 + 6a? - 18a —4a + 12 - 2a?+ 3a - 6,3
9a? - 17a - 2,5. 1

Hay ocasiones en que es necesario asociar términos de una expresion algebraica
mediante la utilizacién de paréntesis, ya sea precedido del signo + o del signo -
Para €ello se invertira €l proceso estudiado.

Dadalasuma: 5a 3y - 6a*v* - 8a 'y* + 2y* encierralos dos ultimos términos en
Paréntesis precedido: a) del signo + , b) del signo - .

Resolucién

a) Say _ 6ar + (- 8a'y’ + 2y*) Seintroducen los dos dltimos sumandos manteniendo sus
signos.

1!



b) 5a3y - 6a? - (8a~'y’ - 2y*) Seintroducen los dos Gltimos sumandos cambiando sus sig-
nos. H
Ejercicios (epigrafe 4)
1. Efectiay simplifica
a) 5(7 - 2x) b) 3y - 7)(-3) c) (5a? -6) - 3
d) (-4) 3x2 - 6x + 8) e) 26 (5b% - 3b) f) =322 (-4z* + 22)
g) —4z% - (—4z2 + 2z) b)) (-6a° * 8a?) (-24%) i) (-6a> + 8a?) - (2a%)
) (6y*)(=4y%a + 8y® - »Y) k) (6y%) - (-4y%a + 8y® - »%)
2. Calcula y simplifica
a)(xt+4)+(x-2) b){xt+ 4)(x-2) c)la-6)-(a-3)
d)(a-6)(a-3) e) 2x? - 6)+(x? + 2) ) (2x* - 6)(x* + 2)
g)(3a®*+2) - (4a®> - 1) h) 3a® + 3)(-4a® - 1) DGx*+ 7))+ Bx*-7)
P QBx*+ DH(3x* - 7) k) (4y + 5)? 1) (3a? - 8)?
3. Efectia y simplifica
a) 2x + 3(4x - 8) b) (2x + 3)4x - 8)
c) 3(4a -~ 1) - 2Q2a - 5) d) Sy (y - 3) - 6(2y* - 3y)
e) 5yt y -3 -6.2y -3y f) (m + 3)(m - 5) + 3m(-2m + 6)
ggm+3-m-5+3m-(-2m +6 h) (2b - 3)b - 4) - (-6b + b?)
)G+ 23 -2) - 702t - 5) DW@p-3)2p+1)-p+5(p-1
KW -32p+ 1) -(p+S)p-1) DQz22+ 320z - 2) - 20z + 8)2z - 3)
m) 2a + 3)2 + (a - 1)? n2a+ 3 +a - 12
n) 3(56 - 4)2 - (8 + 2b)? 0)3.5b—- 4% - 8 + 2h?
p) (6m? + §)? + 2(§5 - 3m)? q) 3p* (6p? - 1) — 4(p? + 4)?
4. Dados los trinomios:
A =3a- 6b - 2pk? B=-2b+3b»-8a? C=2a-6b+t 4a
Calcula las sumas indicadas y simplifica
a)A + B b) B+ C A4~ C d)A-B+C
e)B+4-C ) C-4- B g) A + 2B h) A - 2C- 4B
5. Dados los polinomios:
S =3y+2 S,=y-3 S, = -3y’ + 4y S, =2y -3y +2
Calcula 'y smplifica.
a)S, - S +S -5, S-S -5,+85, S5 +S
d)S,'(Sz+S3) e)S—S°S3 f)(S4—S2).S3
g) 28, - (85 + 5 h) (S, + ) -5, + 5, s
6. Dados los polinomios:
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X + 5; 2x - 3; 6x? - 6x + 5; 8x? - 6x%+ 8x - 4
a) Efectia la suma de los tres primeros.

b) De la suma de los dos primeros resta la suma de los dos dltimos
c) Al producto de los dos primeros suma el Ultimo.



d) D€l tercero, resta é producto del primero por € segundo.

e) De la suma de los cuadrados de los dos primeros, resta el tercero.
f) Del cuadrado de la diferencia de los dos primeros, suma € tercero.
g) Del cuadrado de la suma de los dos primeros, resta el ultimo.

7. Suprime Signos de agrupacion y reduce términos semejantes:
a)at [3x - (2x _ 3a)]
b)2m + [4n - (-Tp + 2n) + 3ml _ 8p
c) 5x - [2x2+ (-3 + 4x - x) + 9] - 6x
dy - (4x - 2xy) = [4y - (-3x + 8y) - 2x)]
e)5 - [-Qb'+6b_8) +(Jb+ 80 _ 12] _ 5b!
f) 2a’x + {-3a - [2ax * (-6ax + S5a’x - Ta)] - 6ax|
g) -Tx%y - {2xy T [-8xy? - xy (2 - 9x) t xy] - S5x%y| + 2xy?
h) 2¢? - -5¢ 4 [-2¢? t 8¢l - 6c? - Tt 3¢ - (T - 6c7)
2 - 12+ 2[-5p2+ (2b-3)b+4)] +9%)-6
D3x2 - {Q2x + D2x - 7) - 9x + [x* - B3x - 2)7] + 12} - 6x*

8. Introduce en un paréntesis precedido del: i) signo + ii) signo - . lostres Ultimos
términos de cada una de las siguientes expresiones:
a) -2x>+ 6x - 4 + 3x? b) 3x3y* - Sx*yd + 2x%y? - 9xby
c)-23a°> + 0,4a" - 5.4d° - 7 + 3,6 d) 4 - 2,7b% + 9b%c® + 0,76bc*

e) 8x2 + 94x"' - 75 - 32x f) - % x5 — 34x3 - 8,5x* + Ix7?

9. Dadas las siguientes expresiones, agripalas en dos sumas con igual cantidad de
términos e introduce cada una de €ellas en paréntesis precedidos: i) del signo +
ii) del signo - .

a)3x+6x2-2x+9 b) -9a’b - 6a + 3ab? - ab®
c) 34y - 6x'+ 8- 37x d) 5x* - 3x¥y * 2p - 3p?
e) 2a® - 6a’b - 3ab + 9b f) Sm*n® + 14mn* - 2n° - 6m~'n®

g) 4x>+ 9x* _ Tx*+ 6x2+ 15x - 8 h)12)° - Ty2 — 4y - 8+ Ty + 2y

5. Multiplicacion y division de polinomios

En los epigrafes anteriores le hemos |lamado polinomios a las expresiones alge-
braicas del tipo

3x2+%x—8 : 6x4—]/3x2—6x+2

L os polinomios se pueden representar en forma abreviada por una letra mayus-
cula, indicando entre paréntesis la variable del polinomio: P (x), Q (x), R(»),..., et-
cétera.

El mayor exponente a que aparece elevadalavariable, es € grado del polinomio.
Asi, por ejemplo:

P(x)=3x2+%x_8 es de grado 2
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Q(X):6X4—[/;x2—6x+2 es de grado 4
RO =y - y*+ay -1 es de grado 7

B(x) =2 es de grado O (todos los nimeros reales son
polinomios de grado cero)

1)

Cuando se va a efectuar un producto de polinomios se escriben estos ordenando
los monomios en orden decreciente (o en orden creciente) de sus grados para faci-
litar la forma de realizar dicho producto. A continuacion te presentamos algunos
gjemplos de multiplicaciéon de polinomios.

SiM(x) = 5x% - 3x%, R(x) = 2x + 3x? — 4y, C(x) = x* - 2x*+ 3x, caculay
simplifica ayM - R, B R.C - M.

Resolucioén:
a) (5x% ~ 3x3) (2x + 3x? - 4)

(5x? _ 3xH(3x7 + 2x _ 4) Planteando el producto ya ordenado.

15x5+ 10x* - 20x° Producto de 5x° por 3x2 + 2x - 4.
— 9x* _ 6x¥+ 12x?  Producto de -3x?por 3x2 + 2x - 4.

15x% + x* - 26x*+ 12x?  Suma de productos parciaes

Respuesta: 15x° + x* - 26x* + 12x2
b) (x* — 2x% + 3x)3x%+ 2x - 4) - (5x% - 3x?

(x* - 2x2+ 3x)(3x*+ 2x - 4) Planteando e producto ordenado y con los
espacios en blanco correspondientes a las po-
Ix8+ 2x% — 4x¢ tencias que faltan.

- 6x* - 4x3+ 8x?
9x3+ 6x2 - 12x

3x8 + 2x% - 10x* + 5x3 + 14x? — [2x
(3x% + 2x% — 10x* + 5x% + 14x? - 12x) - (5x3 - 3x?)
= 3x® + 2x5 - 10x* + 5x3 + 14x% — 12x - 5x3 + 3x?

Respuesta: 3x" + 2x° - 10x*+ 17x2 - 12x N

Division de un polinomio P (x) por un binomio de la forma
x - a. Division sintética
En grados anteriores has estudiado como efectuar la division de un polinomio

por un binomio. Ahora estudiaras una forma breve de redlizarla. Para ello es nece-
sario que recordemos e procedimiento ya estudiado.



Dividamos 5x® - 6x?> - lIx - 7 por x - 2. (Observaquee dividendo y €
divisor estan ordenados en potencias descendentes.)

Primer dividendo parcial 5x x 2 - 1lx -7 X -2
Primer producto s felgae U2 s h4y 3
Segundo dividendo parcial + 4l x? 11 x
- (+2)
Segundo producto - 4x? + 8 x
Tercer dividendo parcial -3|x -7
- (+2)

Tercer producto + 3x |- 6 [|+—

Resto -13

La divisién termina cuando se obtiene un dividendo parcial cuyo grado es
menor que e grado del divisor.
En este caso se cumple que:

S5x3 - 6xr - llx -7 = (x = 2)(5x% + 4x - 3) + (-13)

Cuando dividimos un polinomio P(x) de grado n, por un binomio de la
forma x - a (degrado 1). se cumple que

Px) =(x -a Q)+ R

siendo € cociente Q(x) degradon - 1y € resto R un nimero (de grado
cero).

Observa que en la divisién del gemplo:

a) se han destacado los primeros coeficientes de los dividendos parciales y los coe-
ficientes ddl cociente, coincidiendo estos.

b) se han indicado en rectangulos cdmo se obtienen |os segundos coeficientes de los
productos: multiplicando los coeficientes de los cocientes por +2, que es la a del
divisor x - a.

Si observamos estas regularidades podemos realizar la division del gjemplo de
forma abreviada. Para realizarla tomamos los coeficientes del dividendo (ordenado
en potencias descendentes) y e valor de a en d divisor X — a (en este caso 2) y los
disponemos seglin @ siguiente esquema:

5 -6 -11 -1 — Coeficientes del dividendo
Valor dea — 2
1
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L os coeficientes de los términos del cocientey € resto, se obtienen de lasiguiente
forma:

5 -6 ~11 -7
2 +10 + 8 -6
A
]
I 5/ 4 - 3/ -13  « Resto

\

Coeficientes del polinomio cociente (tienenun grado menor
que d dividendo)
Cociente Q (x): 5x2+ 4x -3 Resto R: -13

El esquema anterior para obtener la division recibe e nombre de divisién sinté-
tica, método de Horner o regla de Ruffini.

Aplica €l esquema de la divisién sintética para obtener el cociente y el resto de la
division del polinomio

P(x) = 2x* + 7X* - 4x - 10 por x + 3.

Resolucioén

Como x + 3 = x - (-3), d vaor de a es -3. Una forma comoda para determinar
d valor de a en d esquema de la divisién sintética esigualar a cero € divisor y des
pgar x. Enestecasox + 3 =0, x = -3,y & valor dea = -3.

Valor de aq | 2 7 -4 -10 «—Coeficientes del polino-
1 mio ordenado

3 6 -3 21
| 61 ad O '
Bt 7 1

Respuesta: El cocientees 2x? + x - 7y d resto, es 11. H

Un polinomio P (x) es divisible por un binomio delaformax - a, € resto es
cero, si y solo si se puede expresar como

P(x)=(x -a).Q(x)




Aplicando la regla de Ruffini, determina si el polinomio
Pi(x) = x* + 5x?+ 10x + 8 esdivisible por x + 2. En caso de serlo expresa el po-
linomio P(x) como un producto de factores.
Resolucion
1 5 10 8

-2 -2 -6 & Observa que (4) . (=2) = -8

ll 3 4.0J

Respuesta: Es divisible porque € resto es cero
P(XxX)=x¥+5x2+ 10x+8=(x+2)(x2+3x+4). 1

Es importante sefialar que para que d resto pueda ser cero, € termino indepen-
diente 8 debe ser un mdiltiplo de a, en este caso de -2.

Para que un polinomio P (x) sea divisible por un binomio de laformax - a,
es necesario que a sea un divisor del termino independiente.

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Calculay simplifica

a) (2y? - 3y + 2y? - 5y) b) (5a - 3a)(2a’ - 7a’ - 4a)
c) (3xt + 8x)(6x2 - 5 - 8x) d) (5y% — 6yH(4y* — 9y — 2»%)
e) (-3a* + &*)5a% - 7&° - 24" f) (3b2 - 66 - )26 + 36 - 17)

g) (-5x2 + 8x% — 2x)2 - 3x t 4x1)  h) 2y} — 6y2 — 3yNSy — 4y} ~ TyY)
D) (6x* + 2x0 - 5x)(5x - 3+ 4x?) ) (2z* - 3+ 82)(3z + 52 - 729
k) (3a2 - 6a *+ 2)? 1) (5x° - 2x2 - 4)?

2. Calcula y simplifica:
a) (x? - 3x) (x? - 2x) + (6x? - 3x + 1)(x* - 6X2 - 2x)
b) (2a? _ Sa)-3a3 + 3a? - Ta) + (2a% + 9a? - 6a)6a? - Ta + 1)
c) (6y? _ 3y + 4=y + 592 _ Ty) - 2(»* - 2y9)(By - 5 - 4y?)
d) (=562 + 3 - 7)(2b2% _ 8) - (3% - )2+ (6b - Th?2+ 3¥—4 + 5b% _ 9b)
e) (323 + 2z - 5z9)(3z% - 823 + 22) — (322 - 52)(3z2 + 52) -
- (323 - 22+ )2z + 8z - 7)

3. Calcula, aplicando la regla de Ruffini, d cociente y € resto de la divisién de:

a)x3 - 2x2+ 4x - 5porx - 2 b) x*+ 4x2 -~ 7x + 3por x + 4
c) 2x® _ x¥+ 3x -7 porx -3 d) 3x3 - 6x + Bx? - 4porx + 1
e)x’ - 32x+ 8porx -6 f) 3x* + 5x2 - 4por x + 2

g) 2x¥+ 9x2+ 25 porx + 5 h) Sx* - 3x3+ 2x - 3 por x - 2
i) 5x + 2x¥+ x* - 4porx+ 3 ) 2x*t+ 4x3 + x? - 4porx t 2
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4.9 P(x) = x'+ 2x?+ bx 8. determina el valor de b para que P (x)} sea divisible
por;alxt 1l blx 2 chxt 2 d¥)2¢ — |

5. Sin aplicar la divisién sintética, di 9 ¢l polinomio P (x) = x¥ — 3x? - 4x + 12
podria ser divisible por:
a) X+ 5 bl x 3 chx o 7 d) x - 6.
Justifica.

6. Repaso de la vansformacion de sumas en productos
(descomposicion factorial)

Noy proponemos en este grado que profundices tus conocimienlos de la descom-
posicion factorial. Recuerda que cuando se descompone  en factores, se conlinta
hasta que los factores tengan la forma mis simple posible. de modo que no se pucda
aplicar ninguno de los casos de descomposicion factorial por ti estudiados,

Cuando se realiza una factorizacion, el orden a scguir es:

1. Faclor comuin.

2. Binomios {Difcrcncia de cuadrados
0
s . Cuadrado perfecio
[rinomios y adrado perfe
X4 px o+ g
mxt 4 opx o+ g

3. Combinaciones de cusos.

|Ejemplg 1 |

Descompon en factores completamente. Verifica @ resultado.

a) 36x% - 90x5h b r? - 25 ) x? - 11x + 28
d) 26 - Th 4 e) 9w? - 12w + 4,
Resolucion

a) Para factorizar 36x%® - 90x% nucstro primer paso ¢s determinar 9 existe factor
comun. Analicemos ¢ntonces:

. G existe factor comiin numérico. Para elio busquemos el mayor divisor comun
w 30y a 90. Fn csic caso es ¢l 18,
2. Si existe factor comiin literal. Determinemos entonces las variables gue eslen

4 9 - A 1 i ¥ : » O - <
comunes en cada uno de los términos de la suma. tomandose estas con el ™
nOr exponenie,

Aqui tomaremos x2, pues sélo existe la ¥ como variable comun. Fl factor comun
de lasuma es 18x?,
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Joxtal 90x%h = 18x2 (2a? — Sx¥)  Puara deierminar los sumandos del binomio, caleu

lamos:

RIEETE 90x% b

e at y ——— = 53,
|8x? 1852

Ll binomio 2a* - 5x3 no es posible descomponerlo en faclores
Verificacion:
18x2 (2a? Sx%) = 36x%? - 90x3%  Frectuando ¢ producto.

b) Es un binomio en el cual no existe factor comin; ahora bien, és una diferencia
en gue cada uno de sus términos cs un cuadrado perfecto:

_\1 =r y _\m = 5.

r? =25 = (r + SHr - 5)
Verificacion: (& + 5)Xr - 5) = {#)* - (802 = r2 - 25

¢) Es un trinomio de 1a forma x? + px + ¢, que no presenta factor comun. Al com-
parar con el producto notable (x + a)x + b) = x* + (¢ + blx + ab vemos que
se tiene que cumplira + b = 28 y a + b = -1 1:es decir, hay que buscar dos nu-
meros cuyo producto sea +28 y su suma algebraica —1 1. Como el producto es po-
sitivo, ambos factores ticnen el mismo signo (los dos positivos o los dos negali-
vos), Y como su suma cs negativa, 10s signos son menos. Para delerminar las pa-
rejas de nimeros cuyo producto sea 28, delerminemos los lactores de 28: 1; 2 4,
7. 14; 28 y dispongamos las parejas
1 2 4
28 14 7

Los tnicos ndmeros cuya suma es -11 y su producto +28 son -7y - 4, luego
x2 = Ilx + 28 = (x — Ix - 4)
Verificacion: (x — T)x - 4) = x2+ (4 Tx + (AN 7)
=x? llx + 28

d) Este es un trinomio de la forma rix? + px + ¢, que no presenta factor comun.
Recordemos dos procedimicntos para efectuar su descomposicion.

Primer procedimiento: Por aplicacion del producto
ax + b¥ex + d) = acx? + (be + adlx + bd.

Recuerda guc si dispones los coeficienles de los binomios en columnas y efectuas
los productos como te indicamos pucdes oblener los coeficientes del trinomio.

a b
c ; d
P ¢+ ad

ac ka

Wcomo para descomponer el trinomio 26 — 76 - 4 husquemos las parejas de
actores tales que a - ¢ = 2, b - d ~ -4 y que cumplan que be + ad = -7.



e)

.2 i 4 I. 4 — b-4

2><:2 2><l 2><1 — 26 + 1

+
+2-4=-2 -1+ 8=7 +1 -8=+
Luego 262 - Th — 4 = (b - 4)2b + 1)
Verificacion: (b 4)2b + () =2h? + 6 - 80 -4 =202 _Tb - 4
Segundo procedimiento: Por reduccion a trinomio x* + px + g,
Para reducirlo a estecaso se multiplica €l trinomio par ¢! coeficientedd término

en x? y para que no se altere, se divide por & mismo nimeto, en este caso por
2, y procedemos como en d gjemplo 1c):

bt - Th -
280 - 7h -4 = 22 27 4) Multiplicando numerador y denominador por 2.
202h%)-207b)-24(4) . ) o
= 3 Aplicando la propiedad distributiva.

(26) — 7(2h) - 8

= Conyirliéndolo en un.trinomio x> + px + q

Z pues: 2(2b%) = (b}
(2b - 8)2b + 1) _ L
= 5 Factorizando @ trinomio x* + px + ¢
200 - 426 + 1) . o
= 5 Extrayendo el factor cnmun 2 del primer binumio.

= (b - $2h + 1) simplificando.

Nota: En la practica, 10S dos primeros pasos SC eliminan, comenzandose € ejercicio a partir del tercer
paso.

En este caso, d primeroy d ultimo término son positivosy cuadrados perfectos.
9w —~ 12w + 4

oo

Verificamossi e término del medio es € doble producto de esas raices cuadradas
2(3w)2) = 12wy aplicamos & producto notable {a + &)*= a? + 2ab + b2
Tendremos entonces:

’E)lw‘l ~ 12w + 4 = (3w - 2)?
Iw ;

Verificacion: (3w - 2)* = (3w)? - 2(3wX2) + (2)? = 9w? - 12w + 4.
Nota: Esle trinomio también Se puede descomponer como une de laformamx? + px + ¢ oblenién:
dose d mismo resultado.

A conlinuacion te presentamos otros gjemplos de factorizacion con un grado ma:

yor de complejidad.
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Factoriza:

a)émz(a+ 3ol - Tp (a + 3b) b) 8m? + rn* - 48

¢) Ipt — 4pc? - 4c? d) 5% - 180ab? e) 32r3 - 16r%? + 2rb8
Resolucion

a) 6m*a +36) — Tpla+3b) = (a+ 3hN6m? — Tp)  Extrayendo factor comin a + 3b

b) 8tn2 + m* - 48 = wm* + 8m? — 48  Ordenando o trinomio.
(m? + 12)m?  4)  Faciorizando el trinomio x* + px + ¢ donde
x = et
{(m2t 12)m + 2) m - 2} Factorizando la diferencia de cuadrados.

it

11

C) 3p? - 4pc? - 4ct
Se trala de una generalizacion de trinomio delaformamx? + px + q alaforma
mx? + pxy + qv® En este casoy = c?y se descompone de la misma forma. Par a

ello busquemos las parejas de nimeros cuyos productos sean 3y —4 y en las cua
les la suna de sus productos cruzados sea -4

3><+2~—+3p + 2¢?
| 2—p - 2¢?
6+ 2=-4

Luego 3p? - 4pc? - 4¢* = (3p + 2¢) {p - 2¢9)
d) 5a% - 180ab?

5a (8.4 - 36h? Extrayendo faclor comin Sa.
= S5q {(a* - 6b) (a?+ 6k) Yactorizando la diferencia de cuadrados

e)32F — 16r%3 + 2rh® = 2r (16r2  8rb* + b)
= 2r (4r - ! Vactorizando el trinomio cuadrado perfecto. M
Para descomponer un trinomio no siempre es posible utilizar los procedimientos

del gemplo 2. En esos casos ¢s conveniente emplear la formula de resolucion de la
ecuacion de segundo grado.

Si x, y x, son las raices de la ecuacién ax?+ bx + ¢ = 0 entonces

ax®+bx +o=a (x — x)Mx - x,).
A

Factoriza x? - 4x _ 6.

Resolucion
Este trinomio no se puede factorizar de acuerdo con los procedimientos hasta

8hora empleados, pues no existen dos nimeros enteros cuyo producto sea —6 y su
Suma algebrajca —4.
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Regalvamos entonces la ecuacion x2 - 4x - 6 = Q Para hacerlo utilizamos la
formula de la ecuacion desegundogradocona = 1, b = - 4y ¢ = -6 y encontra-

mos que
b — dac = (~4) -4 (1)-6) = 16 + 24 = 400,

luego las raices serin

_ 4+ /40 N ) V40,
' 201) o 2A1)
4 + /40 4 - V40
Xy = Xy = ——
2 2

y enlonces x? - 4x — 6 = (x 4 +2V56) (_x 4 2l/m) -

Ejercicios (epigrafe 6)

l. Descompon en factores:

a) 3h* - 3K b) 2x%h + Yxip? ¢ 12a® - 44°

d) 36vi28 + 12v%2'm e) 35pizt -~ S6piyt ) 4x* - Txt + 2x?
gl 22m*  1lm? 4 55md h) 24xtyt — [8xy' - J0x%y?

D) 36m*n + 24w + 48m° i) 48 a*b’c? - 60a’btct - 36a%h?
K)3x2(x +4) Tix+ 4) D Salx - 2y) + 3b{x - 2y

m} 8h (z + 3a) — 3Ix(z + 3a) n 3a(2b - )+ (2 - ) (5d = T)

i) 2g + Dp - 8 - 6alllp  8) o) 8m(Th + q) - (4b - 3)Tb + ¢)

2. Factoriza:

a) 3x + x? b) 63a*Het - 21ab’

ch 35m% + 27wt o+ 32 d) optq’ - 12p%¢* + 27p°

e) 54xty’ - 27x%ph + 63xYy f) 36ctht + 72090 + S4c7d*

g) 24n’xt + 48mtx7 — 00 mix® h) 44pt’a® - 33p'a* — 55a%ct

i) 60xTyeet - T5x45c — 55 g2 iy 96mipie’ + 60mpTet + A48mIptct
K) 5x* (3a? + bY) — 63 (34?2 + B9 D3alx - 28 +(x - 2 7Tm - 1)
m) 12a® (b — 3¢) + (b 3¢ n 9g (a + 38) - (m + 20) (a + 3B)

i) (2m ~ 3} (5qg - 6#) + (S5 — 6h) (Ba - 9b)
o) (I5p + 8a) (2m - n) - (15p + 80) (Th - 62)
p)(3h + 8¢y - Tq (3h + 8¢)F

QRa O Gn - 3p) - (2a - b2

3. Transforma en un producto:

a) 2542 - | b} 36xT 491 ¢) 16b? — 812
A4 ) Oyt 64 DAY
25
49
g) ot - — x? h) il m 100t i} 121 pt - ath?
81 ¢ 144
) 0.0Im? — et K) 0,09p% — xbyte 1) 0,25¢* - 0,006 4p*ct?
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4. Expresa coma un producto de factores: 1
a) 4xt - 9y? b) 64ath? — 81y¢ ¢} 100m! — 49p"y® d) e xiylt

e) %‘?5— mt - 121p05 1) 0.49p5 — 0.36ctx™  g) 0,008 1y — [ 21x%"

h) (2x - »)? — Biyix® ) {m? + 3n)* - 1444 (5 - 2007 - 0,49y}
k) (8m + Tp¥)? — 36x* 1) 9z* - (5x - )2 m) 16p% - (3g - )2

1) 81(2a — M - 16a5 @) vix - 1) — (Za + B)* o) 1145; Grt2) — (232

5. Factoriza
a) 4x° _ 49x b) 29°x% - 50y c) 24a° - 54¢*  d) 5x4y®  80xhn?
e) 13685 - 52b%7 f) Bm®n® - 200m2n  g) d* - 1 h) m*p* - 16

N[’ a - 0,000 1 &

1 2x% - 162x2 y12 iy BOm't — 5md k)

6. Descompon en factores:

a)a*t Ba + 16 b) x* - 10x + 25 cl ¢l + 18¢ + 81

d) 4b% - 18h + Y e) 36y + R4y + 49 S) u'b® — 16a’d + 04
g) 1002’ + 20uabic* + boH h) Ymép? - 30mPpx* + 25x*

Dix + 32 -6y (x +3) + 9 i) % xP o 12x% 4 1008

K) 0.04m® ~ 0.2m*p? + 025p* D Qa + 5% - 12w (2a + 5) + 36w"

7. Descomp6n en factores:

A x?+ Ix+ 10 bal-Y9a+ 14 ¢)y* -2y - 15 dym?+ m- 20
e)c - 10c + 24 f) x? ~ 15x - 54 gly?+ 2ly — 72 h)a® - 1947 + 48
)b~ 1567 + 36 Pom o+ 10m® - 75 k) x* - 10x% + 16a?
Dy - 12y%2% - 6422 m) 3x)2 — [1(3x) + 28 n) (5»)? - 8(5y} - 20

i) (7a)* + 6(74) - 40 .

8. Factoriza:

a) 2a* + 7a + 3 b) 3IbE - 11lb + 6 c)5x? - 8x — 4

d) 42 4+ S5y — 6 ¢) 6m? ~ 19m + 8 0 7p* - 190 - 6

8) 3x® - 37x7 + 12 h) Sxb - Tx* - 6 i) 6¥10 + 7y ~ 10

Y 4mt — 15m¥p3 1 9ps k) 8a® - 29a%p® - 12p" 1) 9c*+ 48chm’+ 15m®
9. Factoriza:

WXt 6x+9  b)at— 104 + 25 o) 4t 4t + 1 Ay m' - 6m® - 16

e‘.))y‘m- 9 + 18 D45~ 26 24 g d® + 6d - 40 h) pP 4 17p* + 60
VAT-26x5 525 ) 2at-11a + 12 K) 6m®— 19m =7 1) 10x" - 437+ 12
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10. Descompoén en lactores:
a) x* — 12x* - 28 b) 166% - 24p%a? + 9a* ) Iy* — 4y*b — TH?
d) mt — 5m’h + 4b* e) dxt — 24xp* + 1165 ) 4a’b? + b* — 1248
g) 60y x? + 25x* + 36y°h) -2a°h + af - 24b* i) 482 + 64y* + 9x!0
i) 3¢t 10p4 — opt Ky —10x* + Sp'® + 23457

11. Factoriza completamente:

a?5xt - 20x? - 60x? b) 4y% — 40y + 96)°

c) 12ab* — 24ab® - 96ab? d) 12m*n - 12m*n® + 3Imin?

e) 12x*y — 30x%y - T2xy f) 4852 — 40b%* + Bb'¢

g) 45d%g* - 30d*g? - 120d%g* h) 50m%n* — 170m*n* — 120m’n*
i) 28x%v — Bdxy? + 63x4y? i) 2a'b - 4a°h - 48a*h

k) 6bc?t 366 + 48H¢° 1} 8d'R? + 32d5KH - 964°W°

m) -55mn? + 45min? + 1Om'n? n) -90p'qg + 48p'g - 84p'g

i} 27x%% + 9xfy? _ 162x%y* a) —12a'p — 72a%h* + 1444°H°

7. Profundizacidn en la descomposicion factorial

Estudiaremos ahoraotras técnicas de descomposicion factoriai que nos permitan
realizar la descomposicion en casos en los que los métodos estudiados no son apli-
cables.

En primer lugar veamos como la regla de Ruffini, con la que sabemos calcular
d cocientey € resto deladivision de un polinomio P{x} por un binomio delaforma
x - a, puede aplicarse a la factorizacion de polinomios.

Descompon en factores, aplicando la regla de Ruffint
Plx) = x3 - 4x2+ Tx - 6.

Resolucion

B polinomio dado es divisible por un binomio delaforma x - a siempre que el
resto sea cero, y paraelle a tiene que ser un divisor de 6. Por tanto, determinemos
losdivisoresde 6: +1; +2; +3; +6 y apliquemos sucesivamente la regla con estos
valores para determinar |0S que anulan d resto.

1 ) +7 -6 1 -4 +7 -6
+1 1 -3 +4 .| -1 +5 -12
1 -3 +4 -2 | l ~5 +12 -18
| -4 +7 —6
+2 2 -4 +6
I -2 +3 0
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Luego P(x) esdivisblepor x - 2, obteniéndose como cocientex? - 2x + 3 {tri-
nomio NO factorizable porque su discriminante es negativol.

Resulta que: x* - 4x2 + 7x — 6 = {x - 2){x? - 2x + 3).

En algunos casos, se necesitarealizar agrupamientos y utilizar de manera com-
binada los casos de factorizacion ya estudiados, para hacer |a descomposicion.

Factoriza completamente:

a) 2bm - 3h + dme - 6c b) 3aix — 6ax + 10p — Sap
e)2xt - 8 + 5x? - 2x d) b2 — 6ab + 9g* - 25x%
Resolucion

al 2bm - 3b + dnmic - 6

Esta expresion contiene factor comun & en los dos primeros sumandos y factor
comun 2¢ en los dos ultimas. Agrupemos estos sumandos en paréntesis precedi-
dos dd signo + y extraigamos los factores comunes sefialados.
2bm - 3b + 4me - 6¢ = (2bm - 3b) + (4me - 6¢)  Agrupando.

=b(2m -3+ 2ce(2m - 3) Extrayendo factor comun b y Z¢
= 2m -~ 3) h + 20) Extrayendo factor comin 2m - 3.

b) 3a’ - 6ax + 10p — Sap
= (3a® - 6ax) + (10p - 5ap) Agrupando
= 3ax (u - 2) + 5p (2 — a) Extrayendo factor comin 3ax y 5p
Las expresiones dentro de los paréntesis se diferencian solamente en los signos.
Esta situacion se resuelve haciendo un cambio de signo a los factores 5p y
(2 - a), obteniendose:
Jax(a -2 +5p (2 —a)=3ax{a -2) -5p{(2+ a)
= 3ax (@ - 2) - 5p{a - 2) Ordenando cf segundo paréntesis
= (@ - 2)(3ax - 5p) Extrayendo factor comun o - 2

¢ 2x? - 5 4+ 5x2 - 2x
Primera via: Por agrupamiento: Agrupando € primeroy € tercer terminoy el se-
gundo y d cuarto.
2% = 5+ 5x2 - 2x = (2x7t S5xD+ (2x - 5)
=x*(2x+5) - (2xt+ %)
= (2x + S)(x? - 1)
= (2x + S¥x + 1Mx - 1} Facterizando la diferencia Jde cuadrados
Segunda via: Aplicando R uffini

3 R
2t 4+ 5x - 2X — 5 Ordenando el polinomio.

-2 -5
-3 +5  Aplicando Ruffini
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2x3 + 5xT - 2x -5 =(x + D(2x2+ 3x - 5)
= (xTDRx+5x - 1) Factorizando € trinomio mx?+ px + q.

d} h? - 6ab + 9a% - 25x?
S realizamos aigun agrupamiento como |los hasta ahor a efectuados, no obtendre-
mMoS resultados positivas. Ensayemos otra forma de agruparlos.
(b — 6ab + 9a? - 25x? Agrupando los tres primerosterminos.
= (b - 3a)? - 25x* Factorizando € trinomio cuadrado perfecto.
= (b — 3a + 5x)b - 3a - 5x) Factorizando la diferencia de cuadrados. M

B ercicios (epigrafe7)

1. Descompon en factores:

a)a' - 4a2 + 8a - 5
dc* +4ct+c -6
gla - 5a*+ 8a - 4
j)a’ - 3a% + 4

b) 6 - 302+ 4b - 4
edx! +4x? + 5x + 2
h)b® - 4p?+ b+ 6
kKym-dm* +3mi+dm -4 1) 2* + 622+ 928 - 4z - 12

)Xt 4x2+ 7x + 6
f)m*+ m2 - 14m - 24
Dxt-Tx+6

m)y* - 11y - 18y &8 n)x! - 12x - 16

2. Descompon en factores:

a)cx tdx+t mc+ md b)ay - az + by — bz
e)rnp + 5m + 2p + 10
BYx+ 2x - 3xy -6y h)dax + 5x - 4a - 5

d) ab — ax - bd + dx

i) bam?® - 15am — 4B*m + 10p?
D 18x - 3xy' — 6x%y + y*
nl+x-xtyz - xiyz

o) Bax! - 12xF - 2ax + 3

q) ax + bx - ay - by + az + bz

3. Descompén en factores:
a)xtt+t 6x+9_ g?
e) Yy? + 30y + 25 - 64c?
e) 16x2 _ 2592 _ 20y - 4
g) 36x% .y 2+ ldyz 497
i) 30ab - 25a% + 4c? - 9p?

4, Descompdn en laclores:
a)x? - 4 +ux - 2a
¢y O9m? — 4 |2am + 8a
e} 6p?* - 2p + Ypia’ - &
g) 3um + 6mb — 10b - Sa
dxt+ 12a - 9 - dax
k) 9y + 25  l6x2 — 30y

m) 42a + _4]1_ et - 9qt — 49

0) 4c'd® — 23mint + 9 — 123
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c)bd + gd - bh - gh

f) 2ab - 3h + 10a - 15
iy 4x? — 16x% + 3x — 12
k) 4p® + 12pla - pa - la?

m) 5a’y - 15a%z — 2by + 6bz

i) a* + Sa* - 206 - 44°

p} -3a® - 6a® - Sab’ - 10

N xt+ 2x% - zx - 2zy — 3x - 6y

b) 4a* — d4a + | - 16y?

d) 36p* - 34p + 49 — 81m*
f) 100p? ~ 49a? - 42ay - 9y?
h) 121a* - 4a? - 36a - 81

i) 48ax - 364 + y* - l6x?

bYa* - 9 + Tax + 2lx

d) 25a* — b — 154" + 3ab
D12mb + 42m - 4b% + 49
h) 3x* — 28a - 21x? + 4dax
V25 + dmb + 10m — 487
1) 4x* - 25x% + 9 + 12x?

n) 25 + x* - 36y* - 10x



5'. Descompon en factores.

a) b - Thc + 56¢c - 4b - 32 b) 8xd + 13x - 42 - 56d - x*
¢) 3yt — Spyt — 11y + 20p — 4 d} 5¢ + 10p*c + 2 + 2p* - 25¢¢
e) 16x'a - 3a ~ 10x* + 5 - Ba? ) 8xy? — x¥! — 16y + 10 - 3xy
g) —64n? + 4bm - 32bn + m? h) _84? xW? 4 42x7 — 9x* - 49

i) 8y? ~ 10xy + 2y + 5x - 3 D o2xt 4 5x? 4 18x% 4 27xP 4+ 12
k) 6m¥ip + 8p — 4 - 3Im? 1} 27p* + 622 - 3v8 4 Ty%z + 18yz
m) 27a’p ~ 45a% + 20p* - 12p? n) 2a® —al+ 4yt - dah?

A) ~10 — 24a’ + 9a® ~ 166 — 9a* o) 6ma’d — n% + 15m® - 9mt — Smn
p) 256 — 20a + 4a? + 25 - 10ab

Fracciones algebraicas

8. Simplificacion de fracciones. Multiplicaciin y divisiin
de fracciones algebraicas

Simplificacion

3

El procedimiento de simplificacion de una fraccién algebraica es conocido por

haberlo estudiado ya desde noveno grado.
Ahora aplicaremos los casos combinados de [actorizacion a la simplificacion

Para simplificar una fraccion se factoriza € numerador y el denominador y se
divide cada uno de ellos entre cada factor que les sea comun.

Simplifica:
a) '*——J.XL ’ b) x4 - a?.
12p2443 + 29 ax* - aix?
o -3a -5 g Xt 13+ 6
3 - xXa + b) cf ~ det - 12
e — I — 24x5 4 16 0 Zn? —9nt+ 1Tm - 14
3axs - dp - dax + Abx?® 4m* - 1 + 38m - 49
Resolucién
8) 8y’

12y24 (03 4 2y
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Como d numerador y el denominador estan factorizados, parasimplificar la frac-
c¢idn dividimos ambos por 4yz?% que cs d mayor [actor comun.

Byiz? 2p?
12vz (¥ + 2% 3z2 (v + 2D
b) x4 — gt (x?+ afx? ~ay x'+oa
ax? o2 ax? (x? - qu) ax?

{(x — Ila - b)
(3 — xNeg + B)

En el inciso c, tal como aparcce la fraccion, N0 se puede realizar ninguna simpli-
licacion. Sin embargo, cn ella aparecen dos factores que se diferencian solamente
en los signos. S 1e cambiamos los signos a uno de €sos factores y a la fraccion
(0 a otro factor), entonces si podemos simplificar.

x-3Me -0 3 -xMa-b)  a-b b a
(3 - xMa + M (3 - x)a + b) a+ b a+b
@ 200 43¢t 6 (2P - Died - 6) _2(‘3 — 1
o® — 40 - 12 (c? + 2Xc? - 6) ¢ty 2
o Ox!? - 24x% 4 16
Jax® — 46 — dax + 3hx?S
Factorizando el numerador y el denominador, tendremos:
Ox 10— 24x3 4+ 16 = (3xF - 4)2
Jax® — 4h - dax + 3bx® = 3axb + 3bx® — d4ax - 4b
= 3xMax + b)) - Max + b)) = {ax + B)3xF - 4)
Ox10 - 24x5 + |6 B (3x% - 4)? _ Ix¥ - 4
3ax® - 46 dax + 3bxt (ax + bN3x5 - 4) ax + b
e 2 1 .
) 2 9+ 1Tm 14

4p1? — 10m?* + 35m — 49
Si se lrata dc realizar algdn agrupamiento en ¢t numerador, no Se obliene ningun
resultado, Aplicando la regla de Ruffini para +2

B R & B '}
+2 4 10 414

, 2 -5 + 7 Iﬂ,l

Twepo, 2m? - 9mr + 17Tm - 14 = (m - 2K2m? - 5m + 7)
y 4m* = 10m?* + 35m — 49 = (dm* - 49 + (—-10m> + 35m) =
= A{2mr 4 TW2mEt - 7)) = Sm(Im?t - 7y = Omt - D2mr+ T - Sm)

2mt - O9mr 4+ 1T o~ 14 m = 202m* -5m+ 7)) = m -2

4mt - 10md - 35m - 49 (2m? - T2 - Sm o+ 7) 2m? -7
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Muliiplicacion y division

La multiplicacién de fracciones algebraicas se efcectia de igual forma que el pro-
ducto de fracciones comunes.

Por ejemplo: % R 1o

5
7 3 -7 21

Al multiplicar dos o mas fracciones algebraicas, el resultado es una fraccion
cuyo numerador ¢s el producto de los numeradores y ¢l denominador es el pro-
ducto de los denominadores de las fracciones dadas.

. \ . C
Qi tenemos las fracciones algebracas -~y 5
A ( A-C
entonces — - - —— B, D#0
B D B.D

Como el resultado debe darse lo mas simplificado posible, es conveniente fac-
torizar los numeradores v log denominadores de las fracciones dadas y simplificar
los factores comunes a ellos, antes de efectuar Jas multiphcaciones,

Fl cociente de fracciones algebraicas se efectia de igual manera gque ¢l cociente
de fracciones comunes. ‘

1.2 6

>
) 5 7 5.7 35

3
Por ejcmplo: s

Para dividir una fraccion algebraica por oira, se efectua ¢ producto de la frac-
cion dividendo por la fraccion reciproca del divisor.

. . ) A N
Si tenemos fas fracciones algebriscas -y E—)
! A - D
gntonces d : —( .= . D —A—-L hDCx0
I D B ¢ B.C .

Si se presentan multiplicaciones y divisiones combinadas, se efectian en el orden
en gue se presentan (a menos que se quiera dar olyo orden, para lo cual se utiliza-
rian los parentesis).

Efectaa:

a) — 104256 ~1543
254° ~BuSd?




Resol ucion

—10ah® A5d  + 3t 3h%E
25a° Batd’ —4g? 4at
B Aty + I2x%yz (x - 3)?
x? - 9z? x2x + 5z) - 32(2x + 52)
Resolucion

4x{x + 3z) (x - 3z)2

. o Axy
(x + J2)x - 3z) (2x + 520x - 32) 2x + 5z

o) 2+ nz — 6m - 2n _ Ot - pt
z -2+ 2 - 4P " 3mi oy 1dmn - Sn?
Resolucion

Jzm + nz - 6m - 2nm

9m? - n?
{z - Dz + 2 -4y

Im?+ 14 mn — Sn?

Jzm t onz - 6m — At

Im? + ldmn - Sn?
(z - 20z + 2 - 4b)

9m? _ n?

_ 3m+ )z -2)

i (3m - W)m + 5n)
(z - 20z + 2 - 4pb)

m + 5n
(3m + m(3m - n)

z+ 2 - 4b

PR 1 + B :
vIo My ¢ 49 9 et 18xt - 6xd)
(Bx - Dy + 3x -~ 7

Resolucion
Factorizaciones
pE - 14y + 49 - 9x2= (p? . 14y + 49) - 9x? = {p — 7)? - 9x? =
= 7+ 3Ny -7 - 3x)
42x% + 18x% - 6xl = 6x2 (7 + 3x - )
2 - 14y - - 9x?
L 4+ 49 - 9x c(42x% + 18% - 6x2)
(B -~ Dy + Ix =D

y?

oyt 14y 49 - 92 i
Gx -7y + 3x -7 4257 + 18x® - 6xH
B e 9 [ N i $%3
Bx -7y 4+ 3x =7

!
6xH7 + 3x — y)

(v =7+ 3xN7 + 3x — y)

|
Bx -y + 3Ix -7}

62 (7 + 3x — ) -

1
6x*(3x - 7)



Ejercicios (epigrafe 8)

1. Simplifica las siguientes fracciones:

3.4 L I |
a) |2a ‘b b) 36y
54a’b —Oxtyf
32aa - b)a + b)
e)

dg¥a - b)?

18m°p (x - 3 + 2¥)
24mipt(x — 3 + 2y)

“25x%x + 53
Sxtyi-x - 5p)

Le6x*yv¥(m - 5p)?
-12x¥5p - m)

fm -6+ 3x)m - 6 - 3x)

2mt(m + 6 - 3x)3x + 6 - m)

&) ~15m*p® _-l4c?

=Im’p? 28chd!
) -12x3y%x - p)?

-6x5y3(x — y)?

) Za¥c - 3d)

10a%3d - ¢}
i (2a — bX3a + 26 - 42)
Y 0 T4z 1 3a0b - 2a)
N -15c3d4m? + 2h)?

48cd*(-m? - 2h)

(x — 20)(x? + 5y - 3)
(2y - xM3 - x* - 5y

2. Simplifica
- 7 2 2 \
) __Sxy 3x b) 7] _ﬁl_ o) Xt + x ) mt s+ bm+ 9
Sxty? ~ 3xYy at - 2a Ix+ 3 mt .9
?_ 9 o 7. .
o) da 5 £ b 156 + 54 2 3¢ [de¢ + 8
4a? — 20a + 25 bt — 6b - 27 4¢? — 13¢ - 12
3. 3 2 3 2
h) n H H Ix* + 9x i) X __6_x
nt - 5Sn-6 x* + 6x + 9 xT - 12x + 36
at + 6al - 7 Ixt 4+ 19x + 20 4a* - 15a° - 4
k) ———— 1) m)
ut + Ba? - 9 Gx? + 17x + 17 a? — Ba - 20
) l6a*x ~ 25x 6x! - 1lx - 10 o) 24y — 6y
12a* - Ta*> - 10a 4x* + 4x - 35 [2y% + 12p% + 332
@ 125 + 48x2 0 b6a'y - S54aly o 4x° — 16x* - 48x7
x? - 6x? — 40x 2at + g - 20u? 4x% . 18x3 - 6x

0 6y’ - 24xy
2y7 - Bytx + 8yx?

W Imty — dmiy? - 15my?
18my + 12my — 30mmy?

v = (3x2 - 2 + (m - W3xt - 2)
12x* - 5x% - 2




3. Simplifica:

) S5x%+ 20x + 8ax + 32a b) b — 4p?2 4+ 3 — 12

4 10?2 + |Gea'x b% — 2b - Abc + 8

o) mI+ 3m - 6 - 18 4 at - pa’ o Sa o+ 30
md - 2mt - Gm o+ )2 at — 3aPh? - 6a + 18h7

) at+ Sat+ 4 ) Jat - at o+ 20 -1

¢ a’ — 3ahr+ 4a - 1267 Cah o+ ab - dae - 3e
yra 10p + 25 - 16x? ) 9m? - {2mp + 4p? - 49x?
l6x? + 8xy + y* - 25 9m? + 42mx + 49x? — 4p?

4. Simplifica:

) x* -9 —ux - 3a b) P-4 - 3ay + 6a a’ - a+ 3a? -3
)
2+ 6xr e x4+ 3 ¥+ 4y + 4 — 9g?2 a' -~ Ta + 6
0 m* o+ omt+ 9 o a*+ 3a* - 10 ) Jvi+ 4y — 4
2mivom  dam®-9Ya at -4 - 2a'm + 4m yi+ 20?2 -5y — 10
ht — 9 4 256 - 6p
bY+ b2+ b 3
5* Simplifica
) a’c — lab + 8al - 24 b) x* -4 - x4 2x
at+ 6u - 16 —ax - Bx x¥ - 5xt 4+ 6x - 8
o) 46t + 28b + 49 — 452 Q) 8z - »? - Sy + 24
2x? 4+ x - 21 + 2bx - 6b 9 — 224 2zp — p?
o) 3xedd - 5x — 3dP4+ 2+ 05 0 d - 16+ d2 - 8p
15ad + 6d — 25a¢ - 10 md - 4+ 16 - 4m
o) Bx? — 2x = 3 4 dxv + 2_1)_ h) 10ax - 5x - ba? - %a + 6
4x* —8x -5 — 2xy -y C dax — 2x - Bal+ 10a - 3
; 15hz - 6z -~ 5h% — 18bh + § 5 20 ~ 7o+ 6 - 4xc + By
5hz% — 222 - 10hT+ 9h — 2 ! 2¢ — 402+ 4¢ - R
K 16d4? ~ 4x2 - 12x - 9 0 Ja? — Ba? 4+ 132 - 40
dddx - 4d - Ix? - x + 3 a¥ + 5x - 2g% - 3a? + 35
bl 18 - 6k~ 3 S5x - 15xy -7 - 2x + 21y
m) n)
bt 3a + 4h7 ¢ ab? - 2| 9p% — | - 6xp + x?
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6. Efectua y simplifica

Iath Sa? b) 12x -2 x by
2ab? Ju? 4x3 24yp4
) 24a%s  Ha’h? @ 15p%2°  20y5%%°
“Tm*t  2mW? 2vis T 2dphyn
o) 1 8xy? ldxh  24y%? H 20ab? 8a’h . -6h %
Tvz ixz? | Sxz? ' 15a%  -25a%3 65a%%h?
Ialla + b) (a + Y - D) h) —18 x? ] 2x (x + §)?
(@ + 0)? alla — b)? o SMx - 1) (x + 3)
D) e m'n - 30min + 2) .) 45¢4 (¢ - 4)? o158
-+ 2 emns 2 U 6cie et 3 c-4
0 Sa’la -3  la -SHa+ 6) (g - SMa - 3)
leat{a - 3) {a — 5)¥? (2a + [¥a - 3)
0 3a ta — 20+ o) bila+ 2bh-¢) fa—2b+ Na+ 26 -0)
, —2h? bada - 2h + ) 1 2ab
7. Efectua:
a - 2b a’ + 3ab xt - 16 2x? — 8x
a) . b) .
2a + 68 Ja - 6b xt - Bx + 16 X+ x - 12
o) 2y — 6y? ¥+ 14y + 49 ) 3z2 - 2422 2t 4+ 2z + ]
yio+ 4y - 21 ¥t - 49 322 - 13z - 24 2z + 5z + 3
o 201 -TW 317k 6
b2+ 2b -24 314 Th 4 2
f) da® - 9 . Ba® - 32  a’+ 8a + 16
2al+ 1ta + 12 a+ 2a - 8§ a —4
) h?+ 2b - 48 ) 18ab’ - 24ab? . p2_ 36
3h? + 206 - 32 Ba3b b2 - 12b + 36
1) 16x*? + 8x¥y? ) 4x 4 dxy + p? 24x3 — 6xp?
(2x + yMx - 3) Badp? o 12xWd 4x? - 12x + 9?2
1 2 _
0 d Sa + 6 . bu 1 a 7 (8a® + 4q7)
Ja? - 13a + 14 I -a
i b - 2Mbe v 10c? 16b% - 24b% 166!
18b% — 60h%2 + 50b%Y  9h? . 25¢7 3 Se
K) 2x* + Sx? - 25 . Bxdy + 4xlyt . xt+ 5

dxt - 20x2 ¢ 25 4x+ 25 ' Axly



g1t — lora + 1888 9 - md 4n? - m

" ms [8m'n + 8in®  Smn - 45mnt SmS — 43m*n 18n?

) e 32x 22 SNt 0y b 2487 dx8 + | 2xMy 4 9p?
B T R S T NN R SR NN FFY
) ot datht 40bY  but e ARah 6 4 Ta'ht o 20k¢

Yat  24ar 1 16b? ht - 4’ Ra® + 18a’h?  5p1

ti. Efcciaa

I v Y h? - 25

bme 3 - Sma b eme

hp — i 2
xt lox 1 64 2p + 3
) Qw? Sa 12 4x* 9
o) —— _ R
dax + 6x  ba 9 (2x 4 37
) xt - A Bty 16 xrl 4+ 8xy
(v 2vMx - 2v) 0+ (v 21) 165
6hr - 11h - 10 5 —x -+ 26
Abt - 25 2hy o+ Sx 12hY + Bb2
0 (3o 1 5 - 6a)? 120 %t
9t 300+ 25 - 36a?  12¢ 4 2007 + dac?
| o2yt 4 3y b yhao 2w
p) el L
o o 9u? - 34
) ot 3wt Am oy 12 o dmt + At - Bm?
' Imty om - 14 S 3AmYy Amd - T
0 Y+ 3m' 2 w2
Imtoemt —my 2 4o
0 at Imb + dap  Ghbp [2bp = 96 20ap 1 15a
T3k 4 Yhp o Sam — 1 5ap tap? — 24p 1 9
N 3Nt 2y o4 6 v dvt ~ v 4 4
Ay o4y e 2 vt
h ath u_"’__ 3 =3 2R b4 b
207 2h at dat e 3a 12

9", Cfectia:

P 10 = der 6x w7 - 4xt — 8y + 16y

¥ Ox? o 5y ¢ 15y ' 34 xw - O3

a) =



z? — 12z 4+ 36 - 2zm + 12m

zt -4z - 32 - 2pz - 8p

b)
z? - 14z + 48 + 2pz - 12p 7t — 16z + 64 -~ 4p?
o) 3b? - 16b + 5 + 4bc - 20c¢ 6c? + 12¢% + 6¢?
8¢t - 6c+ 1 + 6bc - 3b 24 3¢ =24 2t = ¢}
" Ix?+ 2x — 21 - 18xy + 4y 6x? o Tlx — 7 — 27xy + 63y
x2 - 2x =1 - 36xy - 9y 4x? — 36xy 1 81y% - |
o) 2ad - 2a?+ 3a -3 6a? - a — 1 - 12ab - 4b
a? -1 + Sab - 5b a*h — 3ac  4u + 12c
a = 3a 4+ Sab - 200
ba? + 2a*+ 9a + 3
0 9d? — 16 + 3dx + 4x Jdx - 12d - 2x + & - 9dx + 0Ox
x¥ S 8x + 16 - Ox? d? - 3d - 28 + ddx + 12x
8x + 6xd 12 — 9442
6x?  Txd — 3 14x + 21d
o) 3x* — 120+ 3x2 2xP 4 5x - 25 4 6xp 1Sy
Sx — 1Sy — x4 9u? ~25 + x4 bxy + 92
3xd — 13xT 4 Tx - |
v ox - Yxy o+ 3y
) dab ~ 24b — ar + 13a - 42 5at - ar+ 10a - 2
16h2 — Bab + a? — 49 20ab — 4b - 5a* - 34a + 7
20 — dab® + 12ab?
a* 4+ 6allra 126
7w o — Aw % I PV b o+ 6
10 Si A = 3x 6x + 2zx — 4z g X1 3x = 10 - 3xb + Ob
x* -6 2xt4 3x Ibx - 15p - xT 4 25
C - x2 . 10x + 25 - YDb?
’ Yhx - 126 - 3x%*+ 19x 20
D - 10h*x — 5x - 8Bh* - 267+ 3
1552 — 29x + 12 1262x + 1087
. . B.-C
Calcula y simplifica: a) A . B b) 5

9. Adicidn v sustraccion de fracciones algebraicas

Para adicionar o sustraer [racciones algebraicas sc¢ procede igual que en aritme-
tica, en la que primero debes buscar ¢l minimo comun multiplo (mem) de los deno-

minadores.
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Para determinar d mem de dos expresiones algebraicas las descomponemos en
factores y tomamos |0s faclores comunes y N0 COMUNES CON SU mayor expo-
nente.

|

Ejemplo 1i

Determina € mcm dc

a)x? 4 X7 - 2?7 b) 9¢? — 6a + 1; 3a? - 10a + 3.

Resolucion

4) Factoricemos cada uno de los binomios
xt -4 =(x+ Dix - 2) x¥ o 2x? = x2(x - 9)
Respuesta: B mom es x? (x + 2)x - 2)

b} 9at —6a + | = (3g - 1)?2 Jat — 10a + 3 = 3a - Da - 3
Respuesta: Bl mem es (3a - 1o -~ 3). W

B procedimiento para adicionar O suslriier fracciones algebraicas consiste eii:

1 Buscar d mecm dc los denominadores.

2. Ampliar todas las fracciones a un denominador comurn.
3 Sumar (o sustraer) los numeradores.

4. Simpliftcar d resultado 9 ¢s posible

Calcula:
- 2

2) Ix -2 s ..x._+4 b) h -2 N b -3 I _
9x 6x? h -3 h -2 b2 —8Sh + 6

C) a+ 3 o d + 8

at -a -6 a4+ 2 - 158

Resolicion

a) Ix =2 N x4+ 4 B 2x(3x - 2) + 3x? + 4) —=Numeradores ampliados
Ox Hx? 18x? mem de 98 y 6x2

6x? - dx + 3xT+ 12 Ox? - 4x + 12

= = * No es posible simplificar el resullade

18x? 18x?
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b -2 h -3 I h -2 b -3 1
b) + - = + -
b -3 b2 bt — 5b + 6 b -3 h -2 b - 26 - 3)

b -2+ -3)* - | h? —4b + 4 + p? - 6b + 9 - 1

) b - 3b - 2 R h -3 2)
2b? - 10h + 12 i i
El numerador del resultado se puede factorizar y se tiene que:
b -3 -2
b-2 -3 i _2(!7#2)(13—3):2
b -3 b -2 b —5h + 6 b - 2%h - 3)
a+ 3 i+ 5
c) -
al-a -6 a*+ 2a - 15
a+3 — a+s Es conveniente simplificar primero  en la se-
(a0 + 2a - 3) {a - 3Ma + 5)  gunda fraccién.
B a+ 3 _ 1 _a+3-a 2 1 -

{a + e -3 @ -3  fa+a-3  (a+ Da -3

En ocasiones es necesario realizar sumas y productos combinados.

Efectiia: ct3  om+3e-2m -6 . 2mtr Sm -3
¢ (c. 2)? 6cm - 3¢

Resolucion
En este ejercicio hay quetener en cuenla que primero serediza e cocienle y des-
pués la resta.

em + 3¢ —2Im -6 2mt+ Sm o 3

(c - 2)2 ’ 6em - 3¢
_ em+ 3¢ —2m -6 bem — 3c
(c - D2 2mt+ Sm - 3
{c - 20um + 3) _ Je (2m - 1) _ 3e
{c - 2)? m + 32w - 1) c -2

Ya obienido d cociente, calculamos la diferencia
c+3 3c o+ 3 - 2) -3} ¢ re - 6 - 3¢t
c c -2 cle - 2) c(c - 2)
-2t 0 -6
cle - 2)
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Ejercicios (cpigrafe 9)

|. Determina d mcm de:

a) 18, 24 b)Y 15; 20; 25 ¢) @’x% alx'h

d) Sxtyd oOx7 x5 e) 12a*h? 2 1a2ht ) 1643, 304"

gl m + 4, miy, dm by xv; x + » iy mip miplm? + p)
iYa + 3 a¥ da k) (z - 3)% 5z(z - 3); 2527

Db — 3)E + 5 2b (b — 3)2 m) a'; a* - @’

ny b - 1, B~ b A} ax - a; 2alx -~ 2ab 44}

ol x? + x - 30 xF - 306 p)Smt + 8m — 4o m? 4+ 4m + 4

() 2xF - 3x? - x - 2. xP—d - 3bx + 6b; xT 6xb + 9T - 4

2. Efectia las siguientes sumas:

) ;i_l_ . il_ b m o 2n
ah ab? Ix? V5x
) ___EI__ _2_(_:1 Ja? Q) < + 1 . i+ 4
3x? dxy? 6xy? 12¢? 4c?
o) dx N 5 0 e -3 Ll 2
Sxhy 2xy 12¢2 Q¢
s+ 2 S 2r -5 I+ dy X - 2y 2x + ¥
g} - - _— h) — -
Ry 62 15xy Sx? Gy
0 a + 2bh . bt -a 2 -a N 2ath -3 ab?+ 4 2
12a% Bah? 18 ! 10ah? 18a%? 15ab
Id 4y ! 2 - 3
) d*y —¢ ~ ocyi+e |l - 3 D ix -5 =
Scid? 35¢y | ddf Pyt x o+ 2 2x
m) 3a -2 N Sa m v+3 3
(o — 2)2 a 2 v v+ 4) »?
. Sn no— 4 1 ! X+ 2
n) - 0) — + - - — —
2m Qm o+ ) {(3m + u)? Ix Ix + 4 (3x + 4)°
2 | 2 ] 2 3
p—a— L L 9 — - '
4x + 3y 4x 3y 3h (36 . 5) 3bh -5
z - 8 2+ 2 2z
r) +
{(z+ 3z {(z - iz + 4) (z+ Iz + 4)
o) a + 4 ] a - 2 a+ 6

—————— +
(@ - 2¥a + 3) {a + 35 - a) {a SN2 «)

x + 3y X+ 2x -y

) -

(3x + 2vMx - W) (v - x¥x + 3 (x + 3»)3x + 2p)
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3. Efecttia:

2x -1 4

_ a - 4 @ — 5 b+2 b -5
a} - +— + +
x4+ 3x x? 2a? + Gu a? -9 bt 25 b1y 2b —15
n y+ 3 B 2y &) x -3 R x-5
¥2 a4y - 21 2vEi 4 ISy + 7 x* llx+ 30 4x? DlIx - 18
0 z+ 3 ~ z + 2 v+ 8 . 4y + 7
2P - 132 + 4 6z + z — | 2vi 4+ Ty - 158 0 — 4y?
h) lal+ 4 a -2 0 (2x + 5)° i 4x
Qam+4dm - 3a -6 2n =3 x*-2x2 - 3x + 06 x? -3
0 lu N 2a - 3ab
Toog -2 al — 4 —ab v 20
k) m — 4 m+ 5
m? — 3m + 2pm - 6p Im? —mp - 9 + Ip
) a — 8 2 3
Coat e 2at v a + 2 a* - 2ar+a -2
) a — 6 Ja -7 _ a -7
4a? + 4a 2ar  2a a? -1
4. Eleclaa:
2) X , @+ x a
al - ax ax ax — x?
b — L
xy - y? v
o) 3 x -1 x4+ 8
2x + 4 2x — 4 x* -4
4 2 . 3 4x - 7 ‘
X -3 x + 7 Tox -6
¢) 1 . 1 X+ 3
x + xt x - xt? ] — x?
f) a-»h a+ b a
at+ gb ab ab + b?
g) X -y LNy 4xy
X+ y x -y x? - P
by XY Xty 4x*
X o+ oy X~y x? -yt
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! a a+ 5
+

al Oa? - 4 3a

b)[ 2 - 1 ] Jad - 4u°?
a -2 a + 2 at+a — 30

i) +
a — 5 a? -4a - 5 ar+ 2a + 1
,) x + 1 B x + 4 X+ 5
! x —x - 20 x?—4x - 5 X2+ 5x + 4
N 2 a a+ 1
k) + + —
a+ 1 al+ 2a+ | a+ 1)
Ix + 2 5%x + 1 4x -1
1) - +
x*+ 3x - 10 x4+ 4x -5 x? - 3x + 2
1 | x + 1
m) + +
x -1 X2+ x -2 (x + 2Yxt+ 2x - )
x -2 X+ 3 x4 12x 4+ 16
n) - +
x? —x x4+ 3x - 4 x* + 3x¥ — 4x?
. Calcula:
b6 _ b-3  3b-1
b+ 10b + 24 b* - 2 — 24 36 - bt
b) la N 3a - §
2+ 2at+ a+ 1 al - | v+ ax + a
<) y -4 _ ¥ 2 _ 4y + 1
4y 4+ Ty — 2 v+ 10y -3 Wy Ty + 6
@ a+ 5 B a? - 3 B a —4
gt —2ar+ 2u -4 12 + 4a* - gt a’ - 2a? -~ 6a + 12
e) X + 2 - 35y ~ 2x -1 B x -2
{x — 4)% - 9y? fx? - 16) - 3y (x + 4) {(x2 -16)+ 3y (x + 4)
) 5z + 3 B 2z - p ~ 3z ~a
z8+ 3zp - 2z - 6p 2z} - Qzg + 3pz - 6ap 2 - 2za - 2z + 4da
. Calcula:
3a -2 a’ + Jal Sa — 2
a) . +

[2x - 6x2 N Ix Zax - 3) (x - 6)2

c)

2x2+ x - 28 X - 2x - 24 2ax? - 12ax - 3x 4 I8



952 — 16 .3b2+11b720+ 5 -b

Oh? — 245 + 16 b2+ 3h - 10O 2b
)[ ¢+ 2 _ ¢+ 3 ]_6(:‘—17C+5
4¢? - 20c + 25 4ct - 10c¢ 3¢+ 14 -5
f)': Ix + 1 ~ x -3 :' 6a? — 15a
2ax — 5x + 6a - 15 2ax — 4a - S5x+ 10 x¥ - 3x+ 7
2 y+2 vty 6yl 4+ 9 . Axp? + 6x
2x P o p2a 3y -3 p? o] - 2ux o+ 2x
2 2 3 1
h)[‘)a _4]:[ 5 +I:l' 6ab? + 4b* + 10b
bl Ja+ 2b -5 9at + 12ab + 4b2 - 25

7*. Efeclua:

. . -3 },2_ X2
a)[)c+3_3 k +2]_
X -y Ox : ¥ 9
—+ 0+ = o —
¥ X Xy
e R it
1 + — 1 - 4 -
2xy X+ ¥ z
b)
! 1
+ —_—
X+ ¥ z

Ecuaciones e inecuaciones

10. FEcuaciones que sepueden fransformar en ecuaciones lineales
0 cuadrdticas

Desde grados anteriores sabes resolver ecuaciones linealesy cuadraticas. En €
epigrafe 6, gemplo 3 aparece d procedimiento de resoluciéon de las cuadraticas.
Ahora nos ocuparemos de ecuaciones que at resolverlas nos conducen a ecuaciones

lineales o cuadraticas.
En algunos casos obtenemos una ecuacion de esos tipos efectuando y eliminando

signos de agrupacion.

Resuelve y comprueba:
D3x+2=58-4(2+x) b) (x - 2)2 - (x - 31 - 2x) = L
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Resolucién
a)dxt 2=15x - 42 + x)

3x + 2 = 3x -8 - 4x Al cfecluar ¢l producto se obtiene una ccuacion de primer grado.

Ix - 5x + 4x — 8 - 2 ‘Transponiendo,

N

2x - 10 Reduciendo términos semejantes,
‘ - 10 _
X= ——= -5 Despejando x
2
Comprobacion:

MI: 3(-5)+ 2=-15+ 2= -13
MD: = 5(-5) - 4[2 + (-5)} = -25 - 4 (2 - 5) = -25 - 4(-3)

=-25+ 12 = 13
Ml = MD Respuesta: x = -5
b) (x =2 =~ (x - 3%l - 2x) =1
(x? —dx +4) —(x -2x2 -3+ 6x) = |
X2 —4x + 4 - x+ 2xF4+ 3 -6x-1=0
x* - 1lx+6=0
(3x - 2)x -3y=0
X = —2- x =3
3
. 2
Comprobacion: Para x = 3

MD: 1 M|l = MD

Parax: 3

MIE:(3 - 2)2 (3 3X1 ~3-2)=1-(0 -35)=1

MD: 1 Ml = MD Kespuesta: x = %,x =31 W

Despejo de formulas
Para despgjar una variableen una férmula se utilizan los mismos procedimientos

gue en la resolucion de una ecuacidon de primer grado o de segundo grado en una
variable.

Despegja la variable indicada entre paréntesis en cada una de las siguientes for-
mulas.
- M
ds=t ar (a 2=
2 ' n -

(')




1
¢} A = 2ab + Zac + b (h) d) s = v + 2 af? (1)

Resolucidén
1
a) s = —- af?
2
2s = ar? {runsponiendo d 2
25 25
=g Respuesta: a =
£ 2
M n-M
b) —_
m n - M

men' M =1 ..n M Eliminando denominadores.

0 = m' oen - M Respuesta: 1’ = m -t . M
M- M m. M

A = 2ab + 2ac + 2hc
A - 2ac = 2ab + 2bc Agrupando en un MiSMO miembro 108 sumandos que contienen la b
A

2a¢ = b (2a + 2¢) Txtrayende faclor comun &

A - Zac = b Respuesta: b = A - 2ac
2a + 2¢ 2a + 2

I
dys = vt + > at?

I
— at? + vyt ~ 8 = 0 Fscrihiéndola como una ccuacion de segundo grado

Utilizando la [érmula de resolucion

Avﬂ:.':]/vf, + 2as - voi-l/vﬁ + 2as
a

b, = =

2 - a

1
2

b3 ” _2 - i
-V, + ]/va + 2as - vy — ]/vﬂ + 2us
Respuesta: 1| = V= . B
a a

Para resolver una ecuacion fraccionariti ¢s necesario eliminar sus denominadores
Para transformarla en oira mas sencilla.

En este proceso hay que tener presente que se pueden introducir raices extranas,
€8 decir, soluciones de laecuacion transformada que no lo son de la original; de ahi
la necesidad de que sean comprobadas obligatoriamente.

47



Determina d conjunto solucién de:

a)——*i————+£ _—:_li_ X h) 3 — 6
2x + 1) 4 8 x + 1 x -1 x? _ 1
¢ 3 + x*+ 7 - 2
x -8 x* - 2x - 15 x+ 3
Resolucion
3 5 1S X
+ o E = - mem: 8{(x + 1
20x + 1) 4 8 X + * )
4 +3+5:2x+1)=15(x+ 1) - 8x
12 + 10x + 10 = 15x + 15 - 8x
Ix = -7
7
X = - —
3
Comprobacion: Para x = - %
M]: 3 +—i—: 3 +%: 3 +%—:
8
2—~+1 2{- — -2
( ) (-3) i
9 5 1
= - = 3 = = —
8 4 3
7 7
MD: =2 _ 3 13 85 7 45 14
8 7 8 4 8 4 8
-— 4] - —
3 3
MI = MD Respuesta: S = {— _;f_}
p) —— = 0
x -1 T
3 - 6
- mem: (x + I{x - 1
x -1 &t Do - D )
e+ 1) =6
Ix+3 =6
Ix=6 -3
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Comprobacion: Para x = |

M 2

1- 1 O

Como la divisidén por cero no esta definida, la igualdad no se puede establecer y
por lo tanto x = 1 noes solucion.

Respuesta: S = ¢

3 xt s 7 2
c) + = -
x — 5 xr - 2x - 15 x + 3
3 X2+7 2
- - : - 5) &)
X -5 " (x-5)Nx*3) g mem bom e
Hx +3)+x2+ 7= -2x - 35)
Ix+ 9+ x2+ 7= - 2x+ 10
X+ 3x+2x+94+7-10=0
X +5x+6=0
x+3)ix+2)=0
x+3=0 x+2=0
x =-3 X, = -2
Comprobacion: Parax = -3
)2
MI: 3 . (-3)2+ 7 _ 3+ 9+ 7 :7§#+L6
- 3- 5 (=3»-2(-3) - 15 --8 9 +6 ~ 15 8 0
como i;— no esta definido, x = -3 no es solucion.
Parax = -2
2
ML 3 N (=232 + 7 _ 3 N 4+ 7
-2 -5 (-2 -20-2) - 15 -7 4+4 15
:——i+ ]1 = —2
7 -7
MD:. - 2 :—2- = -2
-2+ 3 |
M1 = MD Respuesta: S = -2} O

Existen otras ecuaciones que pueden reducirsea una de segundo grado mediante
un cambio de variable.

Resuelve; 4x? — 9x1+ 2 = 0.
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Resolucion

la ecuacion dada se obtiene:

Realizando el cambio de variable |x? = y lentoncesx“ = y2 y sustituyendo en

4y -9y + 2 =0
a =4 h=-9 ¢ =2
bt — dac = (9) - 4(4X2) = 81 - 32 = 49

—bil/b2 ~ dac
Yo =
. 2a
pow L= 9AVA 927
o 2(4) ©8
9+ 7 16 9 -7 2 1
Y= T — =7 Y3 = - = = —
8 8 8 8 4
Para hallar los valores de x, COMO x? - ¥, entonces
xt=2 x? = S
4
5 l
X =z ]/2 x = +—
2
Respuesta: x = +)/2. x = + % . i
Ejercicios (epigrafe 10)
. Resuelve v comprueba:
a) Mx - 3) + 5 = x b Mx + 1) - S+ 1) =2x+ 4
chdlx +2) - 2x - 3) = 2x + | dyMx +2) - 2x+ 89 =x 4
e x - 3+ Sx = xi{x + 2) [y O+ 5Mx — 1} = 3x? - (2x% + 3)
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g ix + 1My + 4) = 4x{x 6 3x - 2:x - 1)

W (x 3ix +3) - 2x(x — 1) =(x — Mx - 2y + 6 — 2%

D0x - 107 50x - 2) - Qe+ 32 =(5x+ 2)x 1)

Plx = 20x? - 2x + 5} - x¥{x  4) = 5{x - 6)

KY{2x - 3P - (3x - 2Mx? + 2x - 4) = x (6 — 3x%)

DiZx - IMx? + 3x -4 2x? + x + Dix +2) = 2x - 1Hx - 4)

. Resuelve:

A xx+3=4 b x 2x+ SY=x (x - 3) ¢) 2Ax?-3x) -x (x -6)=25

A 2x(x - 1) -2+ 2=x+3 e)lx - Dilx+ 3N +3x=-3x+ 1)
D2x(x - 1)+ (x+ 1)2=12 g)9x + 1 = 3Hx? - 5) —(x - 3)x + 2)
h) 2x - 3 - (x + 5)2 = =23 Dl =Mxr=3x -2) + 2=x{x?-5x)
Dl = D2x7+ x —4) ~2x(x+ P =x{x - 19) + 52

K)Y(x?+ 3)x - 4) —(x - D(xt+ 2x + 4) = 3



3. Despeja las variables indicadas entre paréntesis en cada una de las siguicntes for-

mul as:
a)vz=g-t ) b) w = 1 (o, 1) ¢} m=2 {m, )
f
d) K = ! mv: (m,ov) eV, = Vsena (V) f) C= e (m, v)
) M. 3y
gl P = 2rr (¥ WA=axa-rt (r 1) A =—; ab sen y (g, b)
B :—1 rrih (hor) k) 4,=2xrh (A, 1) WA, =2nrh+rrt (A r)
m) @t = b+ ¢ - 2bed (d b, c).
4. Resuelve:
4x + 3 6x + 5 3x+1 T{x 2} 2x -5
a) = b) - = + 1
3 4 5 10 15
2x -1 Ix + | Sx + 11 4 -x 2x+ 8 4{x + 5)
c) =x - d) + = - X
3 4 6 6 4 3
] 1 1 1 3 3
e) + = - =
3x -3 4x + 4 12x -12 (x-1»  2x-2 2x+72
2 - 2
2) }_ ) 6x - 2 h) l _ Ix - | B
3 9x? - 1 ix -1 X xt - x x -1
0 x(Sx—Z?)_L:xv6 ) 3x -4 2 :J
5x + 3 X xt - 3x x -3 x
1 ] _ ] _ 3
x4+ 3x - 28 x¥ 4 12x + 25 x4 x =20
i Ax + 20 3x - 2) _ x? - 52
x -2 Ix + 3 Ixt - x — 6
m) x -2 _ x5 x -2

xt 4+ Bx + 7 x1 - 49

5. Determina el conjunto solucion:

dxq 2 X3+ dx
X X
c)£_11x+5:l
x X2

x? —6x -7

2
p) 2= - X = 3(x —§)
6 2

51



— )2 -
o) Qx - 1)* _ 8x -4 p_X___ 3 24

x?+ dx+ 4 x4 2 x-3 x+5  x'+2x-15
g)2x—3_ x 2x h)x~I: 2x+9_x+1
3 x+ 3 12 x+ 1 X+ 3 x -1
. x-2 X 3 w X+ 7 x+ 3 4
i} = + i) = = —
xi-x — 6 x?-4 2x+ 4 3x -3 x+ 1 3
K x+2 2 - 2x " x4 x4+ 3 - Ix + 5§
x -2 x-5 x¥-Tx+10 x-x+3 2x + 7
6*. Resuelve;

a) x* = 5x 4+ 4=0 b)) Ix*-5xT+2=0 ) (xt - SMHx? + 3) = 206 9)
A (xT-41 -3 =3xr+ 1) ) (2xT+ 32— (7 « 501 - xY) = 9x2

11. Problemas que conducen u una ecuacidn lineal o cuadrdtica
con una variable

B procedimiento parala resolucion de un problema mediante d planteo de una
ecuacion con una variable, no siempre es fécil y se requiereuna buena practica. Con
vistas a la resolucién de un problema se dan las siguientes sugerencias:

| . Lee cuidadosamente d problema para comprender perfectamente la situa-
cién que se plantea.

2. Determina los datos y |as incognitas.

3. En caso de que exista una sola incognitaidentificala con una solaletra, ge
neralmente x. En caso de que exista mas de una, elige de manera convenien-
te la que se va a representar mediante X, y expresa las otras cantidades des-
conocidas en términos de la misma.

4. Buscaen d problemalas relaciones o combinaciones existentes que te per-

mitan formular la ecuacion.

. Resuelve la ecuacion obtenida.

. Comprueba la solucion directamente en d enunciado de problema, nunca

en la ecuacion. Esta comprobacion la puedes hacer en la mente.

o ol

El ndmero de asistentes a una base de campismo durante el nes de julio triplica
la cantidad de los que asisten en el mes de enero. S entre ambos meses asistieron
2 400 personas, écufintas personas asistieron a la base en cada mes?

Resolucién

enero: X julio: 3x Asistencia entre ambos meses: 2 400
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2 400
2 400

X = 2100 = 600

Ecuacion: x + Ix
4x

enero — 600 personas, julio — 3(600) = 1 800 personas

Comprobacion:
El triplo de 600 es 1 800y 1 800 + 600 = 2 400
Respuesta: En enero asistieron 600 personasy en julio 1 800. W

Un lado de un rectangulo €S 2,5 cm m#s corto que el otro y su frea es
de 26 cm?. &Cuanto miden sus lados?

Resolucion

Un lado: x Otro lado: x - 2.5
Ecuacion:
x{x - 2,5 =26
x? - 2.5x =26
x* — 2,5x - 26 = 0 Multiplicando por 2 para transformarla en una ecuacién
con coeficientes enteros.
2xt - 5x -52-0
a=2 b=-5r¢=-52

8% - dac = (-5)% ~ 4(2)0(~-52) = 25 + 416 = 44!

_b = /bt - dac

|

Xz =

2a
~(-5) £ /a4l 5321
Xpa = = —
202) 4
+ -
X, = 5—21 = 6,5 X, = u = -4 ImpOSIble

4

Un lado mide 6,5cmy d otro 6,5 - 2,5 =4cm
Respuesta: Un lado mide 6,5 cm y d otro lado 4 cm." @

1 L .
En los gercicios con texto y problemas donde aparezcan cantlidades de magnliud se consideraran
todos fos datos como valores exactos.
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Entre Félix y Mariohan realizado 62 h de trabajo voluntaria. S Félix hubierarea-
lizado € doble de horas excederia en 4 h al triplo de tas horas realizadas por Ma-
rlo. 6Cuantas horas de trabajo voluntarlo ha realizada cada uno?

Resolucion

Félix: x Mario: 62 - x

Como el duplo de las horas realizadas por Félix (2x) excede en 4 h a triplo de
las horas realizadas por Mario 3(62 - x), entonces estas 4 h las restamos a duplo
y ambos tendran las mismas horas. Por tanto, se puede establecer la ecuacion:

2x — 4 = 62 - x)
2x — 4 = 186 - 3Ix

S5x = 190
oo 200 gy
5

Felix— 38 h Mario — 62 - 38 = 24 h
Respuesta: [élix realizo 38 hy Mario24 h. N

Uii tanque se puede llenar por una llaveen 12 h y en 8 h por la misma llave unida
auna segunda llgve. LEn qué tiempo se podria llenar € tanque por [a segunda llave
solamente?

Resolucién
Rora que se FParte del tangue
demora en Henar que se llena en
el tanque Ih
Primera llave 12 __._1_
12
. |
Primera y scgunda llaves 3 -
8
! |
Segunda Ilave x —
X
Ecuacion:
__I_ + i - _!, L4 parte del tangue gue Hena la primera [lave mis 1a parte del tanque que lle-
12 X R nala segunda llave en 1 h esigual ala purle del tangue que llenan las dos

ltaves juntas en una hora.
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2x + 24 = 3x
24 = 3x _ 2x Luego x = 24

Respuesia: H tanque se puede llenar por la segunda llave sola en 24 h.

+Cuantos litros de una solucion de alcohol al 10 % se dehen agregar a 6 1, de una
solucion al 20 %, para obtener una solucidn al 16 %?

Resolucion
Cantidad Litros de
de litros alcohol que aporta
Solucion al 10% X 0,1x
Solucién al 20% 6 6-0,2
Solucién d 16% x + 6 0,16(x + 6)
Ecuarion: 0,1x + 6 - 0,2 = 0,16{x *+ 6)
0,1 +12=20,16x+ 096
00x - 0,16x =096 12
- 0,06x = 024
_ -024
~ 0,06

Respuesta: Se deben agregar 4 L de la solucién d 10%.

Ejercicios (epigrafe 11)

1. El duplo de un namero es igual d numero aumentado cn 8. Halla d numero.

2. Bl triplo de un numero es igual a su cuadruplo disminuido en 12. Halla € nu-
mero.

3. Ricardo tiene d triplo de horas de trabajo voluntario que Gladys y entre los dos
lienen 64 h. iCuantas horas de trabajo voluntario tiene cada uno?

4. La suma de la mitad, la cuartay la sexta parte de un nimero es 55. iCual es ¢
niimero?

5. Alfredo y Enrique cortan cafia. Alfredo corta en un dia % de lo que corta

Enrique. Si entre ambos cortan 105@ , icuantas @ corta cada uno?
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11

12.

15.

16.

17.

18.

56

. En un aula hay 48 alumnos. S hay 6 hembras mads que varones. icudntas hem-

brasy cudntos varones hay'?

. El numero de neumaticos recapados en una empresa Se triplicd con respecto al

ano anterior. Si entre ambos afios se rccaparon 68 124 unidades, icudntos neu-
maticos se rccaparon cada ano?

. En una refineria se produjeron 160 000 t de gas combustible en dos aftos S Ia

produccion de un afio supero ¢n 10 000 t a la del afio anterior. (cudntas tone-
ladas de gas se produjeron cn cada uno de las anos?

. Losangulos ay fson angulos conjugados entre paralelas, 9 d angulo a excede

al angulo fen 129 /cuantos grados mide cada uno de esios angulos?

. De un par de anguilos adyacentes Se conoce que la amplitud de uno es § veces

la del otro angulo. (Qué amplitud tienc cada uno de ellos?

Ll numero de graduados de un preuniversitario cn € campo durante tres afnos
conseculivos fue de 420 alumnos. En € segundo afie se graduaron 40 alumnos
mas quc € primer ano y en el tercer afio tantos alumnos como 10s dos afos an-
teriores. (Cudntos alumnos Se graduaron cada afo'?

En un triangulo el mayor de los angulos eSigual d duplo del menor ¥ el mediano
excede en 20% al menor oCuanto mide cada uno de los angulos?

En un trabajo voluntario Murta. Caridad y Ana Lilia trabajaron en total 18 h.
Marta y Caridad trabajaron cntre ambas 11 h y Ana Lilia trabajo una hora mds
gue Marta. (Cudntas horas trabajo cada una?

. Para poner un ribete a un pedazo rectangular de un jardin cuya longitud era d

doble que su ancho emplearon 312 ladrillos. Determina cuantos ladrillos se co-
locaron en cada lado.

Iil triplo dél numeroe de presas terminadas o en consiruccion en un 4ano es igual
d cuidruplo del numero dd ano anterior. Si existian 21 presas mas ¢sle afio que
d anterior, icuinilas presas exisiian en cada uno de estos afios?

Entre las depositos dc gasolina de dos automéviles caben 105 1., S el triplo de
capacidad del menor esigual d duplo delacapacidad dd mayor, «cu:l es lacan-
tidad de gasolina que caben en cada uno de los depositos?

Entre 1YHX y 1989 sesembraron en una cooperativa de produccion agropecuaria
9.6 ha dc kenaf Si el duplo de las hectarcas que Se sembraron en 1989 excede
en 0,2 had triplo de lo que se sembrd en 1988, {cudntas hectdrcas de kenaf se
sembraron en cada ano?

1Dos aviones de distinto tipo. parten a la vez dc un mismo aeropuerto con igual
sentido de direccion. AL cabo dc 2 h estdn a 400 km uiio del olro. Determine



20.

21

22

23

24.

25.

26.

217.

28.

29,

3l

32,

la velocidad de cada tino sabiendo gue la velocidad dd mas pequerio es E de
la del otro. 5

. Un (ractorista puede arar un terreno, en 5 dias; otro tractorista puede hacer d

mismo trabajo, con un tractor mas pequeino. en 6 dias ¢En cudntos dias pueden
arar ¢! campo sl trabajan juntos!

Alberto puede hacer una obra en 1% dias, Miriam en 6 dias y Gabriel cn

2 , . . :
2 5 dias ¢Fn cudnlo tiempo hardan la obra los tres juntos?

Una llave puede llenar un depdsito en 5 min, otra en 6 min y una tercera ¢n
12 min elin cuanto tiempo lenaran el deposito las tres llaves abiertas d mismo
Liempo?

. Una llave puede llenar un depésito en 4 min y otra llave en 12 min. Ese deposito,

cuando estd Heno, se pucde vaciar por un desaghe en 24 min. dEn cuanto tiempo
se llenard d depdsito, 9 estando vacio y abierto d desaglie, se abren las dos lla-
ves!

{Cudntos litros de un liquido que tiene ¢l 74% de alcohol se deben mezclar con
5L de otro liquido que tiene el 90'% de alcohol, si1 se desea obtener una mezcia
con un 84% de acohol'?

{Cuantos litrog de solucion desal d 25% se deben mezclar con 10 L de solucion
desa d 15% para producir una lercera solucion al 17%?

Un numero excede aotro en 4. Si d producto de ambos es igual a 144, icuiles
son los numeros?

Si al cuadrado dc un niimero se Ic resla su cuadruplo, el resultado es igual a 96
(Cual ey ¢f numero?

La diferencia de dos numeros es 3 y la suma de sus cuadrados es 89. (Cudles
son los numeros?

Halla dos ntimeros enteros consecutivos cuyo producto sea 156

La suma de los cuadrados de dos enleros consecutivos es igual d mayor mas
diez veees la suma de ambos. «Cuiles son 10s numeros?

. La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros impares conseculivos es 34.

«Cudles son 1os nuimeros?

La diferencia de los cuadrados de dos niimeros parcs consecutivos es 60. «Cuales
son los nuimeros?

Fl cuadrado de yn numere cxcede en 36 unidades a § veces  nlimero. éCual
€s el numero'!
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47
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.S aun numero se le cuma su reciproco € resultado esigual a 10,1. iCual esd
ndamero?

Si aun numero se le sumad duplo de su reciproco € resultado es igual a 8,25.
iCual es el numero'!

Si ala mitad dc un niimerg se le suma € triplo de su rcciproco, € resultado es
igual a 7.7, ¢Cudl es d numero?

La mitad del cuadrado de un numero excede en 8 unidades a su triplo. iCual es
e nimero'?

La altura de un tridngulo excedeen 4 m alabasey su area es de 96 m2 Calcula
las longitudes dc la base y de la aitura.

El largo de un terrcno rectangular excede en 6 m a ancho. S d area es de
280 M2, halla las dimensiones d¢l terreno.

El perimetro de un terreno rectangular €S 56 My su drea €s de 153 m? Halla
las dimensiones del terreno.

Un cateto de un tridngulo rectangulo tiene 7 m mas que € otro y 2 m menos
que la hipotenusa. IHalia las longitudes dc los lados del tridngulo.

Un cateto de un trianguio rectangulo tiene 12 cm de longitud. L.a hipotenusa es
4 cm mayor que d otro cateto. Calcula las longitudes de ese cateto y dc la hi-
potenusa.

Bl perimetro de un rectangulo es 42 ¢cm y la longitud de sus diagonales es de
15 cm. Calcula las longitudes de los lados del rectangulo.

Dos brigadas juntas realizan un trabajo en 10 h. Para este trabajo la primera bri-
gada, sola, necesita 2 h menos que lasegunda. (En que tiempo pedria cada una
de las brigadas redlizas d trabajo?

Se¢ necesita cavar un hueco de 5,0 m de profundidad para los cimientos de un
edificio. S ¢l largo del terreno €S X,0 m mayor que el ancho y d m? de excava-
cion tienc un valor de $ 1,20, icuales son las dimensiones del lerreno s la ex-
cavacion costo % 288"

La base mayor de un trapecio mide 12 mmy laaltura eSel doble de labase me-
nor. S d area es igual a 160 mm? icudnto miden la atura y la base menor?

Con un pedazo rectangular de carton cuyo largo es € doble del ancho, se cons-
{ruye una cajaabierta cortando en cada esquina cuadrados de 2.0 dm y doblan-
do hacia arriba los rectangulos resultantes (de 2,0 dm de altura). Si fa cgjatiene
un volumen de 96 dm? icudl esd anchoy € largo del cartén origina'?

Un pargue tiene 480 m de largo y 320 m de ancho. Sc decide duplicar su area,
conservando SuU forma rectangular Para ¢llo se afladen franjas de ierreno de
igual ancho a dos lados consecutivos. Halla d ancho de las franjas.



48. Un terreno rectangular de 80 m de largo por 30 m de ancho esta rodeado por
un camino de ancho constante. El &readdel camino es de 224 m2. iCual esd an-
cho ddl camino?

12. Inecuaciones

Unainecuacion es una desigualdad donde aparecen variablesy resolverlaes de-
terminar d conjunto de valores reales que la satisfacen.

B procedimiento pararesolver una inecuacién lineal en una variable (el mayor
exponente de la variable s uno) es muy similar d que se utilizaen la resolucion de
una ecuacion.

En este caso se tiene en cuenta que:

a) Los sumandos Se transponen de igual manera que en las ecuaciones, agru-
pando en un mismo miembro |0S términos que contienen la variable y los
numeros en d otro.

b) El coeficientede la variable se transpone de igual forma que en |las ecuacio-
nes, prestando atencion a que:

s d coeficiente es positivo. la desigualdad no se altera.
si el coeficiente es negativo, c signo de la desigualdad se invierte.

Resuelve. Representa graficamente |a solucién.
a5 -8+ 3x >6x - 14 b)) (x -3 -0+ Dx — 2y < 11 - 3x

Resolucién

a) Sx -8+ 3x > 6x - 14
Sx + Ix - 6x » -14 + 8 Transponiendo los sumandos con signo contrario.

2x > 6
. 6
X > - —
2

x = -3

Solucidén grafica g 1.9).
Respuesia { xc R« x==3)

xs—3

o

3 ] Fig. 1.9

Nota: Los procedimientos para comprobar una ecuacion y una inecuacion son diferentes, no siendo
objeto de estudio en es(e grado, e de comprobar una inecuacion.
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bl {x - 3?2 - (x + Dx ~2) < 11 - 3x
(x2 - 6x + 9) - (x* - 4} < 11 - 3x
2 -obx+ 9 —xt+4 <1 - 3x
X —bx - x?P+3x <11 -9-4
- Jx < -2
X = __l%.. Al dividir 1a desigualdad por una cantidad negativa
-3 (-3 se invierle & signo de la desigualdad.
X 2 —2~
3
Xal
Solucion gréfica (fig. 1.10) ]
Respuesta: { xR :x= K} % | - ’2"‘
1
Fig. 1.10

En laresolucion de inecuaciones, aparecen con mucha frecuenciaintervalos y en
lo gue sigue utilizaremos para estos conjuntos una notacion mMas simple, que se in-
dica a conlinuacion.

bxe R ¢ I=<x<T] = (13 7] ixe R laox<T = (L;7)
xe R 1<x<<T| = (a;7 xeR : I<x<T} = f1; M

Es decir, se indican solo losextremos del conjunto. S @ extremo en cuestion per-
tenece, se escribe un corchete, s no, un paréntesis.

Cuando € conjunte esta formado por todos los nimeros mayores (o menores)
gue uno dado. se indica con € simbolo « que e conjunto es ilimitado (se lec “*in-
finito™). Por ejemplo:

—

{xelR:x,}\?’ = (23; o) {);MR:x};%E (2 w)

== oo
3

Atencidn. En el simbolo oo siempre se coloca paréntesis.

Para indicar e conjunto de los nimeros reales menores que uno dado se usa ¢l
simbolo —co (s¢ lee “menos infinito™)

(xcR : x<3) = (~o0; 3)  jxeR:x<5t= (-o00; 5] J
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Inecuaciones cuadraticas

Para resolver una inecuacién cuadratica en una variable (el mayor exponente de
la variable es 2) debemos recordar € signo dd trinomio ax? + bx + ¢ con a0,
cuya representacion grafica es una pardbola que abre hacia arriba. Como pucedes

apreciar en lafigural.11, paravaores muy grandes de x, d trinornio es siempre po-
sitivo. Ademas:

Si el trinornio tiene dos ceros, cambia de signo cn cada uno de eilos de modo que
d ge queda dividido cn tres intervalos que se alternan en signos (fig. 1.11a).

S d trinomio tiene un Unico cero, se anula para el cero, pero su signo es positivo
en d resto (fig. 1.11b).

S no hay ceras, € trinornio tiene en todo momento signo positivo (fig. |.11¢).

oA y
v A

a) by e}

Fig. 1.11

Entonces, para resolver una inecuacion cuadratica comenzaremos por transfor-
marla, de formatal, quc € segundo miembro sea ceroy en €l primer miembro, €l
coeficiente del término en x? sea positivo.

Resudve

x? - 3x - 40 b) 3x2 8x>4 O x?+ 1 >t
d 2x - 128 -~ 8 @) (3 - xMx + 4)<3x + &
Resolucion

2 x? - Ix - 4>0 Inccuacidn de segundo grade comparada con 0y en la que ef cocficienie de .

es positivo.

& - ix + D=0

X~ 4)x 4+ 1) = O Pianteo de la ecuacion para determinar 10S ceros del trinomio.

X -4
'y

0

| Como son dos los ceros del rinomio, hay tres intervalos de signos
aligrnos (ig. (.12

fi

0 x+
4

1
X

o
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)
U
-1

Fig. 1.12

Los intervalos de los extremos son los valores de x en los que d trinomio tiene
signo positivo.
Respuesta: x < (4, oo) \U—oe; -1).

b) -3x* - 8x>=4
3x¥ + 8x + 4<C0 Transponiendo sumandos y multiplicando por (-1). Atencion: s¢ invierte ¢
sentido de la desigualdad
(3x + 2)x + )0
(B3x + 2Ax + 2)=0
Ix+2=0 x+2=20

X = - l X = -2
3
B signo del trinomio serepresentaen
lafigura 1.13.
2 + - -4
Respuesta: x c |:-—2; Y :| ’2 —‘2
: -2
Fig. 1.13
c) xP+ 1=2x

xP 0 2x + 10
{(x = 10 cComo una expresion al cuadrado siempre es mayor 0 igual que cero, la dest-
gualdad cs valida para lodo X # |. Luego X =R \ {1].

Observa también graficamente (fig. 1.14) que exceptoen x = 1 el signo dd trinomio
es positivo.

O
|
Fig. 1.14

Respuesfa: Para todo x & IR\ {1},

d) (2x - 1) << 8x - 8
dx? —dx + 1 < 8x - §

4x*  4x + ] -8x +8 £ 0

4x 0 12x + 9 < 0

2x - 31 <0

(2x - 372 =0

3

Luego X = —

9 2

Respuesta: x = % .



e (3 - x}x + 4) < 3Hx + 6) (N
x4+ 12 - x* — 4x << 3x + 18
3x + 12 - x*—4x - 3x - 18 << 0
—xt - dx -6 < 0
xXt+4x+ 6 >0

x*+4x +6 =0

Esta ecuacion no se puede resolver por descomposicion factorial. Apliquemos la
formula de la ecuacién de segundo grado:

bt - dac = (4)* - 4(1X6) = 16 - 24 = 80

Esta ecuacién no tiene ceros, luego € signo dd trinomio es constante y positivo.
De ahi que la inecuacion (1} se cumpla para todo numere real.

Respuesta; Para todo x < IR. |

Inecuaciones fraccionarias

Para resolver una inecuacion fraccionaria {aparccen variables en los denomina-

dores) se escribe como un cociente de la forma P =00 2o < 0 de modo

Olx) Qlx)
gue los coeficientes de las mayores potencias de x sean positivos, se descompone en
factores d numerador y d denominador y se simplifican, s es posible. Se marcan
entonces en una recta numérica los ceros del numerador y del denominador. La ex-
presién cambia de signo en estos puntos (a menos que d lactor correspondiente esté
elevado a ¢xponente par, en cuya caso no cambia de signo).

Resuelve las siguientes inecuaciones;

T A .
W X4 5 b —> L o
x -2 xt 4+ dx + 4
1

c) ——-i._u.z_x_i._s__{;_ d) - 3x Jf__[m;_; -1
-x - 2x + 8 9 - X?

Resolucion

gy X2-d4x -5 o)

> 0 Inecuacién de la forma - en gue loy coeficientes de las mayores
x -2 Olx)

potencias de Mx) y 6x) son posilivos.

(x -5
___'""—M = 0 Fuclorizando,
x -2
Ceros del numerador: Ceros del denominador:
X=-5=090 x+1=0 x-2=0
X =35 x = -1 x=2

El analisis del signo de la fraccion se observa en la figura (.15,



Exisle cambio de signo en todos los ceros, - + +

siendo positivo € intervalo de la derecha. L [ L")
-1 2 5
Respuesta: x <(5, oco) W{-] ; 2)
Fig. .15
b) _...fc...”_!__ < 0
x4 4x + 4
x — 1
———
(x + 27
Cero del numerador:x = 1 Cero dd denominador: x = -2

c)

d)
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El andlisis del signo de la fraccion se observa en la figura 1.16.
No hay cambio dc signo en x = -2 por estar

elevado el factor x + 2 a eaponente par,

- - +
—O— —@-—

-2 1

Fig. 1.16

Lainecuacion se cumple para x<.1, x # -2 porque -2 anulae denominador y por
tanto no pertenece d dominio.

Respuesta: x ¢ (~co: 2) W(2; 1)

x? - 2x+ 5

< 0
x? -2x+ 8
2

M > O (1) Multipicando por -} @ denominador y cambiando de sentido la desi-

x*4+ 2x - 8 gualdud para que los cocficientes de x? sean positivos.
Ceros dd numerador: Ceros del denominador:
x*-2x+5=0 x4y 2x-8=0
Como D = (-2)% - 4(1)(5) = -16<0 (x+t4)x-2)=0
El numerador no tiene ceros, siendo este designo x = -4 x = 2

constante, positivo.
Cl analisis del signo de la fraccién se observa en la figura 1.17.

4\
e L

2
Fig. 1.17

Respuesta: Para x = (—oo—4 )\ J(2; c0)

O+ 1
9 —x2

Ix + 1

9—,’(‘2

I > 0 Transponiendo para comparar la inecuacion con ¢



Ix+ 1+ (9 —x)

=0
9 _ x?
Ix+ 1 +9 - x?
0
9 — x?
2
-x?+ 3x + 10
=20
9 - x?
xr —3x - 10 . . e
— = {) Muttiplicando por - numerador y denominador (iAqui no cambia de
x: -9 sentido la desigualdad!!}

(x - 3x+ D) <

{(x + 3)x - 3)
Ceros dd numerador: Ceros del denominador:
x =35 x = -2 X=-3 x =13

El analisis del signo de la fraccion se observa en lafigura 1.18.

+ - + - 1

Fig. 1.18
Respuesta: x e{—oo; -3)U[-2; 3) W [5; o0). N

Ejercicios (epigrafe 12)

1. Resuelve:
a) 9x + 8 — d4x<3x + 12 b) S5(x + 4) - 2x — 3)=8
Sd2x + 1) = 6 - 34 - 3x) A6 - Ix + )= dlx 3+ Sx+ D)

e)(x — 5Mx - 3 - x(x - 10) < 1 D lx-3)2-{x-4Mx+2) < 5
) (9x — Dx - 1) - 3x - 2= dx+ 1)

h) x LA [4x-—(—3—%— + 2L ]>0
5 2 10

2x 202x + 3)
+

i) 3x + —1£>5+
6 3 9

j) & — l)i2x + 5) N (zx + 3.)14:‘772)( — 7,5

K (x+ 2)(x? - 3x - 4) Box(x? - x - 4) -2
D% ~ 132 = x2 - 3x) — (x + 4)(2x — 2x2+ 5) < 3 + x?
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2. Resuelve:

a)x? - 4x > 0 B)xt - 7x -8=20 c)x?2 + 10x *+ 16 << 0
d)2x2 4+ 1lx -~ 6= 0 e)x®+ 25> 10x f) 4x? < 28x - 49
g)3x = 2x2 + 5 h) -5x2+ x < 2 Dx(xt+t3)>5x+3

D+ 4)2 = 2x(5x - 1) — Tx - 2)
k) (3x - 22 (x + 4} _ (3x - 2)?>14x
D{3x + 4M3x — 4) + S5x > (2x - 1) - 3(x - 5)

m)(x+6)(x73)-7(x+I)(x—])g-atx_%)z

n) (2x — 4)x? - 2x - 4) - 2x¥qx - 3) < x?
i) (3x — 12x2+ x —2) - (2x + DEx? - 2x+ 1) €9 - 2x°

3. Resuelve:
- - 3
X2 by 2228 50 o) >0
Ix + 2 x x -5
o —" o o ——% %9 p4rI o
2x+ 4 2x + 8 3 - 5x
2 _
o) {(x -3} x+ 8) -0 h) 2x + 3 <0 0 Ix? 4+ J0x - 8 > 0
x -1 x?—-x-12 x -2
2x - 6 xt+ 3 5¢ - 12
) —— k) ——— 2 0 ) ———— < 0
! x2+5x<‘0 ) Ix — 5§ x?-3x + 5
X2 - bx + 9 Ix?-x-10 . 3x - 4
m —— >0 e 2 () )
X - 7 - f x4+ 6x -8 g n 4x? + 20x + 25
10 —flx--6x? x - 10 4x? + Tx 68
_ S S
°) -7.X~6x2—2>0 2 X + 7 - a) Ix? + 3x -35
_ x? _ -
1 1 - 19 - x > $) Ix -1 - 2x -.3 -
x+ 6 x? - 36 Ix —- 2 Ox? - 12x + 4
0 23 - x) > 9 10x + 3
5x% - 19x — 4 Sx + 1
.2
u) X . ] ‘__<‘,H_.__x._.
x4+ dx - 32 x+ 8 x4+ 4x - 32

Sistemas de ecuaciones

1 3. Sistemas de ecuaciones lineales
La resolucion de sisternas de 2 ecuaciones linealescon 2 incognitas ya lahas es

tudiado. Recordemos mediante € emploslos dos métodos estudiados para resolver
los.
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Resuelve los siguientes sistemas:

a)3x +y =1 b) 3Ix — 4y = -1

6x - 5y = - 12 - 8 + 6y = 13
¢) x - 3v =71 d) 12x - 8y — 4

- 2x+ 6v =14 9 + 6y = - 3

Resolucion

a)dxt y=1 (1) Enumerando las ecuaciones para su mds ficil identificacion.

6x - Sy = =12 {2)

Método de sustitucion
3X + Y = I (1)

y=1-3 Despejanda v en {E].
Sustituyendoy = 1 - 3x en (2)

6x — 5(1 - 3x) = =12
6x -5+ I5x = -12
6x + 15x = -12 + 5
2x = -7
1
X Zm = —— T e —
21 3

Método de adicion y sustraccién

Jx 4+ py =1 (1)-5 Multiplicando {1) por 3
6x - 5y = =12 (D)
15x + Sy = 35
6x - Sy = -12
21x =-17
-7
X = —=
21
1
X = - =
3
Para hallar  valor delay se sustituyex = - i3 en cualquicra de las dos ecua-

ciones originales.

L , 1
- '5* + ¥ =1 Sustituyendo x = - — en {1).
3

-l+y-_—_l y:2

:Aunq_ue en la orden no se exige comprobar, o haremos para ilustrar como puede
acerse,
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Comprobacion de x = - % ,y =2

En (1) En (2)

1 1 i
MI:B(—?)+2:—1+2=1 MI:6(—?)~5(2)- 2 210 = -2
MD: 1 Ml = MD MD: =12 MI = MD

_ 1
Respuesta.x:—z;yzz

b)3x -4y = -7 (1)

c)
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“5x + 6y =13 (2)

Resolvamos este sistema por d método de adicion y sustraccion, ya que en este
caso es mas sencillo que por d método de sustitucion.

Ix -4y =- (V Multiplicando (1) por 3y {2) por 2 para poder cancelar
Sx + 6y = 13 (2) la variable y.

9x - 12y = -2}
-10x + 12y = 26

X = 5 : ox = -5

Para calcular y sustituiremos x = -5 en (2)

~5(-5) + 6y = 13
25 4+ 6y = 13
13 - 25

y = —_———1 _)) = .-‘2
6

Respuesta: x = -5y = =2

7 {1
14 (2)

Resolvamos € sistema por sustitucion

x — 3y
— 2x + 6y

x =3y + 7 (3) Despgando x en (1).
=23y + 7) + 6y = 14 Suslituyendo (3) en (2).
6y - 14+ 6y = 14
-6y + 6y = 14 + 14
0 = 28 Edaigualdad equivale a 0y = 28,y no exista ningiin nimero real que
la satisfaga.

Respuesta: Este sstema no tiene solucion.



d)12x - 8y =4 (1) Multiplicando las ecuaciones por 3y 4 respectivamente. para

Ox + 6y =-3 (2 cancelar la variable y.
36x - 24y = 12
-36x + 24y = -12
0=0 Al sumar se cancela todo, esto equivale a0 .y = 0, que se satisface para
todoy real.

Respuesta: Estas dos ecuacionesson equivalentes, es decir las infinitas soluciones

de una de dlas lo son de la otra. H conjunto solucién es en este caso;
l 3

xcelR;yeR:y= — - = xi. N

{ € 5 9 i

Algunos problemas se resuelven mediante sistemas de dos ecuaciones lineales.

El triplo del menar de das nimeros excede en 5 unidades al duplo del mayor. Si

se divide la mitad del mayor entrela tercera partedel menor, € cociente es2. Halla
[os nimer os.

Resolucion
Numero menor: x Numero mayor: y
Triplo dé menor: 3x Duplo dd mayor: 2y
X — Ay = Porque la diferencia entre € triplo del menor y uplo mayor ¢s
3 2 5 1) diferenci d del el duplo del
de 5 unidades.
Mitad del mayor: YE Tercera parte dd menor: %
Y
2 = 3 Porque e cncicnte entre la mitad del mayor y la tercera parte del menor es 2
X
3
Yy _ 2
2 3
3_)) = 4)(_‘

4 -3y =0 (2

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2)

3x - 2y =5 (1) Multiplicando la ecuacién {1) por 3y 1a (2) por { 2) para eliminar
_ la variable y.
4x -3y =0 (2
ox - 6y = 15
B "Bx + 6y = 0

X =15 (Numero menor)
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Ejercicios (epigrafe 13)

1. Resuelve y comprueba los siguientes sistemas:

a) 3x 4+ 3y =7 B2x - y= -5 c)5x + 3y = -8
X -2y =7 4x + 3y = 10 2x + 3y = 2
d)Ix+ 2y =9 e)Sx + 4y = — 15 )02y - 0,52 = 0,02
S5x —4y = - 29 2x+ 3y = - 11,6 Ty - 2z = -2,4
g)3x - y+5=0 hl6u+5w+34=0 )20 ="7s
5x+ 7y -9=0 2 —Tw - 6=0 6f — 55 = 16
j)dx = 10 + 3y kYduw + Tv + 19 =0 D2x =3y + 5
6y — &x + 20 = Su = 3v + 35 4x — 6y = 8
m Y s X g4y -0y p 2oLy
3 4 X ¥
11x-30:y Tx — 2 = 36 —ﬁ-+l)~—3
2 5 x v
0)._19_+,:'_ =7 p} __]_+_l_...:12
Xx ¥ 2x 3y
"li—g =4 Jﬂ-i-——l—:S
X vy 4x 9y

.Lasuma de dos nimeroses 48. La diferenciacntre € duplo del mayor y d triplo
del menor es 6. (Cudles son los nUmeros?

. S la mitad del numero se restadel mayor de dos nimeros, d resultado es 36.
Halla los nimeros, 9 difieren en 35.

. La diferencia de dos ntimeros racionales es % . El duplo dd mayor menosd tri-

plo dd menor es igual a |. (Cudles son los niimeros?

- La suma det triplo de un nimero con d cuadruplo de otro es 85. La suma dc
la tercera parte del primero y la quinta parte dd segundo cs 7. iCuales son los
nameros?

- Para fabricar una pieza entre dos obreros se necesitan 48 min. S la diferencia
entre los tiempos empleados entre ambos es de 8 min, iqué tiempo empled cada
uno en la fabricacion de la pieza?

- Entre dos terminales maritimas Se embarcan 2 000 t de azUcar por hora. Si lus
2

3 Partes de lo que embarca la de mayor capacidad, equivale a lo que embarca

la gtra,, {cuintas toneladas de azlicar embarca cada una de las (erminales, por ho-
ra:
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Hallemos d valor delay
3(15) — 2y =5 Sustituyendo x = 15 en (1)

45 _ 2y=5
~2y= - 45 + 3§
v = 40 - 20 (Numero mayor)

-2

Respuesta: EI numero mayor es 20 y e menor es 15. @

Dos corredores parten de un mismo lugar corriendo a velocidad constante. S hu-
bleran corrido en & mismo sentido, alos 20 min la diferencia entre ambos hubiera
sido de 200 m, pera 9 hubieran corrido en sentidos opuestos, la diferencia hubiera
sido de 3 000 m Cudl es |la velocidad de cada uno?

Resolucién

Velocidades:
Primer corredor: x Segundo corredor:y

. . . s
Como la velocidad es constante, la formula de la velocidad es v = — |, en
_ !
ques = v« 1

20« x - 20 . y= 200 A los 20 min (a diferencia entre ambos es de 200 m.

x -y=10 (1) Dividiendo por 20.
20 - x + 20 - s = 3 000 Al correr en sentidos opuestos Sumamos tas distancias recorridas
en 20 miii.
x + y =150 (2) Dividiendo por 20

Resolvamos d sistema formado por las ecuaciones (1) y (2)

x —y =10 (n

x+y =150 (2)
2x = 160
160

= 80 Velocidad en metros por minutos dd que corre mads

Calculemos d vaor dey

80t vy = 150 Sustituyendox = X0 en (2).
y = 150 - 80

y = 70 Velocidad en metros por minulos del que corre menos

. -
Respuesta: Las velocidadesde los corredores son de 80 m + min ' y de 70m - mio
respecltivamente. W
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20.

21

22.

23.

24,

25,

26.

Lasuma delas cifras de un numero dc dos lugareses 13. Si a nimero sele suma
9, el numero resultante esta formado por las mismas cifras pero en orden inver-
so. Halla d numero original.

. En un numero de dos lugares, d duplo de la cifrade las decenas mss € cuadru-

plo de lacifrade las unidades esigual a 26. Si d numero se¢ divide entre la suma
de los valores absolutos de sus cifras, d cociente es 6. «Cudl es d numero?

Dos nadadores se entrenan para una competencia. S partiendo de un punto na-
dan en d mismo sentido, a cabo de 20 s la diferencia entre ambos es de 30 m,
pero § nadan en sentidos opuestos | a diferencia entre ambos es de 150 m. (Cual
es la velocidad de cada uno'?

Un hombre puede remar 10 km a favor de la corriente en 2 h o bien 8 km en
contra de la corriente en 4 h. Halla |la velocidad con que rema el hombre en
aguas tranquilas y la velocidad de la corriente.

Un avidén haceun vigje de 750 km en 3 h g vuela afavor dd viento, peros vue-
la en contra del viento entonces demora 3,75 h. Halla la velocidad del avion y
la velocidad dd viento.

Dos amigos recorren una pista circular de 400 m en un campo deportivo. Uno
dedlos necesita para dar dos vueltas, d mismo tiempo que € otro para dar tres.
Si ambos parten de un mismo punto de la pistay corren en sentidos opueslos,
£ encuentran cada 40 s. A que velocidad corre cada uno'?

Dos amigos estan a 300 m dedistancia, Si corren en sentidos opuestos, uno hacia
e otro, Se encuentran en 20 s, pero s corren en d Mismo sentido, d mas rapido
alcanza d otro en 5 min. lfalla la velocidad de cada uno.

14. Sistemas de #res ecuaciones lirteales con tres incogritas

Los procedimientos estudiados para la resolucién de sistemas de dos ecuaciones

linedles con dos incognitas Se generalizan a los sistemas de tres ecuaciones lineales
con tres incognilas, pudiendo estos tener una solucion Unica, no tener solucion o te-
ner infinitas soluciones.

Para la resolucion de sisiemas de tres ecuaciones lineales con (res incognitas,

aunque se puede apiicar cualguic de los dos métodos estudiados, uiilizaremos el

mé

todo de adicion y sustraccion.

—

.

Para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas:
Se toman dos parejas dc ecuaciones cn las que se elimina la misma variable.
Para obtener dos nuevas ecuaciones con solo dos variables.
Se resuelve el sistema formada por estas dos ecuaciones.

Se sustituyen 1os valores encontrados en una de las ecuaciones originales v
$¢ hallad valor de la otra variable.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

72

. En unatabla gimnastica, los 196 alumnos participantes forman 6 circulosy 4 es

trellas. Para formar un circulo y una estrella sc necesitan 40 alumnos. ¢Con
cuantos alumnos se forma un circulo y con cuantos una estrella?

.La diferenciaentre el duplo de las horas voluntarias realizadas por Mario y €l tri-

plo delashoras de Alexisesde 12 h. Si lamitad del numero de horas voluntarias
de Mario excede en 13 h ala tercera parte de las de Alexis, icudntas horas de
trabajo voluntario tiene cada uno?

En d décimo grado dc un preuniversitario, seis veces € ntimero de varones es
igual acinco vecesel numero de hembras, y lamitad del numero de varones ex-
cede cn 10 a la terccra parte del nimero de hembras. éCuantas hembras y cuan-
tos varones hay en d grado?

En un aula de 38 alumnos, la cuarta parte de los aprobados excede en 2 alos
alumnos suspensos. {Cuantos alumnos aprobados y cuantos SUSPENsos hay en
d aula?

En un preuniversitario, la cuarta parte de los alumnos que practican pelota, su-
mados con la tercera parte de los gue practican natacion esigual a 20. S se di-
vide d triplo del nimero de los que juegan pelota entre d numero de las que
practican natacion, € cociente es 4. {Cuéantos alumnos practican cada deporte?

A una obra en construccion se le envian en d mes 80 cargas con un total de
488 t de materiales. Algunos camiones cargan 5ty los restantes 7 1 iCuantas
cargas de cada tipo se han enviado?

En un experimento se necesita obtener 500 m1. de una solucion salinaal 18% a
partir desolucionessalinas d 28% vy a 12%. éCuales son las cantidades iniciales
gue se necesitan?

En una fabrica de productos quimicos se deben producir:

a) 5t de &cido sulfarico d 84%,

b) 4 t de acido sulfarico a 97%,

a partir de acido sulfuricod 96% y al 70%. iCuales son las cantidades iniciales
que se necesitan?

Dos recipientes contienen leche, laleche de uno deellos contiened 3% de grasa
y laleche del otro contiened 7% de grasa. i«Cuénta leche debera sacarse de cada

recipiente para producir 100 1. dc una mezcla que contenga 4 % % de grasa’?

La suma de las cifras basicas de un numero de dos lugares es 12. S se invierte
d orden de ambas cifras.  numero no varia. {Cuat es d numero'?

La suma de las cifras bésicas dc un nimero de dos lugares es Y. § se invierte
el orden de ambas cifras, Se obtiene un numero menor en Y unidades que N
mero original. {Cual es d numero?

La suma de las cifras basicas de un nimero de dos lugares es 7. Si se invier®
d orden de ambas cifras se obtiene un nuimero que excede en 2 d duplo de nu-
mero original. éCual es d nuimero?



Resuelve los sistemas de ecuaciones.

a) 5x - 6y + 2z = 2 b) 2x + 3y + 4z =1
x+ 4y + 3z = 10 Ix+ v+ 22-14
I+ 8y + Tz =13 dx — 4y + 3z = 22

Resolucion

a) Sx - 6y -2z =2 (1)
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xtdy+3z=10 (2) Enumerando 1as ecuaciones para su mas facil identificacion.

3x + Sy + 7z =13 ()
Tomemos las ecuaciones (1) y (2) y eliminemosla variable x, que es la mas facil
de eliminar porque en la ecuacion (2} su coeficientees 1.

5x -6yt 2z =2 (1) Multiplicando la ccuacion {2} por -5.
x+4y+32=10 (2) < (-5)

5x - 6yt 2=-2
5x - 20y - 15z = -50
26y — 13z = =52 Simplifiquemos esta ecuacion dividiéndola por (-13).

2y 4+ z =4 (4) Nueva ecuacion con dos variables.
Tornemos las ecuaciones (2) y {3) y eliminemos la variable x.

x+ 4y + 3z =10 (2) + (-=3) Eliminemos la variable x multiplicando La ecuacion
Ix + Sy + Tz = 13 (3) (2) por -3
“3x - 12y - 92 = -30
3x + Sp+ 7z= 13
Ty -2z = -17 (5

Resolvamos d sistema formado por las ecuaciones (4) y (5).
v+ z= 4 4) .2
Ty =2z = =17 (%)

4y + 2z = 8
Ty - 2z = —_]l
=3y = -9
-9
Q. |
’ -3

Sustituyamos ¥ = 3 en (4) para halar d valor de z.
23) + 2 =4,z2=-2
Para. calcular el valor de la x sustituimos en una cualquiera de las ecuaciones °1"
ginales los valores halados.
x + 4(3) + 31'2) =10 Sustituyendo V = 3y z = -2 en (2}
xt 12 - 6= 10
x=10-12t 6
x= 4



Respuesta: x = 4;y = 3,z = -2

b) 2x + 3y + 4z = 1 (1)
S3xt 2yt 22=14 (2)
4x -4y + 3z =22 (3)

Como los coeficientes de las variables son todos distintas de la unidad, y no se
puede ssimplificar ninguna de las ecuaciones, no existen facilidades para eliminar
una de las variables. Eliminemos en dos parejas de ecuaciones la x.

2x + 3y + 4z
=3x + 2y + 2z

1 (y 3 2x + 3y + 4z = 1 {1y -2
14 (2) .2 4x — 4y + 3z =22 (3)

6x + 9»+ 12z =3 —“4x - 6y - 82= -2
6x+ 4yt 42 =128 4x - 4y t 3z = 22
13y + 16z = 31 (4) 10y — 5z = 20 Dividiendo por §

-2y - z=4 (5)

Resolvamos d sistema formado por las ecuaciones (4) y (5)

130 + 16z = 31 (4) 2
-2y -z =4 (5) - 13 Eliminando la variablc y.
26y + 32z = 62
~26y - 13z = 52
19z = 114
PR 5.
19
Sustituyendo z = 6 en (2) Sustituyendoy = 5,z = 6 en (1) para cal-
para calcular y cular x
2y -6=4 2x + 3(-5) + 4(6) = 1
-2y =4+6 2x ~ 15+ 24 =1
4+ 6 1+ 15 - 24
Y= —"= X=—
i) 2
y = 75 . “"8

Respuesta: x =-4,y =-5;2=6. N

Algunos problemas se resuelven mediante un sistema de 3 ecuaciones lineales
¢on 3 incognitas.

La suma delas cifras basicas de un nimero de 3 lugareses 18. S del nimero dado
8¢ resta € namero con SUS cifras invertidas, se obtiene 99. S € namero dado se

divide por el nAmero de dos cifras formado por sus decenas y unidades, el cociente
€ 9. {Cusl es el numero?
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Calculemos el valor de la y sustituyendo x = 6y z = 5 en (1)

6+ v+ 5=18:y=7
Respuesta: El nldmero es 675,

Ejercicios (cpigrafe

1. Resuelve los siguientes sistemas:

14)

a) x -3+ 2220
X - 3_1; S22 = 2
dx + v+ 2z =2
d) 3x - 2y + 3z = 25
Qv — 4y + 2z = 14
X -y -z= -4
g) Sy o 3,_\’ + 2z 0= 2
2x ¢ 4): -3z = -f
2x + v - 5z - 1
D2y 6y - 13+ 3z
3x v 2z -4 - 2z
4y — 6z = 16 + x
m)2x — v = ||
Ix + 5z = 17
2+ Sy o+ 4z = 3
2*,
a) i + ¥ " _;_'_ -9
3 4
S
3 0O 8
o LA
G 2 b
2 3
c) -—:-3- 4+ = = - 30
.x “’ :
2
CAE .
X J) 7
4 5 3
- = - — =10
A y z
e) ._19_ 8 -4
x “)
15
—= 26y
X v .
20
4+ _Ii -
X z

by 3x 2y —z = |
2x + 3y -z = 4
X -y + 2z=7
e)Sx + v+ z =3
Tx v+ 22 =4
Jx 4+ Sy -z =12
h) 3x + 2v + 4z =
Gx + 3y - 2z =
I — 4y + 8z =
k) 2x + 4y -z - 2
6x + 2y + 4z =
4 v-— 2z - -
nyx + 3z =-3
2v -z = 12
2x vy =1

Resuelve y comprueba los siguienles sistemas:

d)

¢) ~2x + Jy + 4z = |
X+ 4y — 52 =2
x4+ 3p —z2= -4

Y5 - 2v + 3z = -4

I o 3y + 8z = -1
x -y -dz = 11

5 i) 2x + 3y = 12 - 2z
2 Sx -2y =15 -z
5 Jx + 2y = 13 - 5z
IV 3x -4y = —6z + |45
R v 2x o+ 52+ 35
4 Jz —x = By - 40
4
Ay 5 S
8 6
___'_v._ 7:“ - __:_;__
15 12 20
L
¥
2
3 = I8
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Resolucion

[Cifra de las centenas
X
Cifrade las decenas ¥
Cifra de las unidades .
Numero 100x + 10yt =
Numero con Jas cifras en orden inverso 100z + 10y + x
x4+ v+ z=18 (1) Porque la suma de jas cifrus basicas es 18

(100x + 10y + 2) — {100z + 10y + x) = 9% ta diferencia entre el nimero original y
¢l ntimero inviriendo sus Cilras es 99,
f00x + 10y + 2z — 100z - 10y —x = 99
99x — 99z = 99
x -z =1 (2} Dividiendo por Y9,

X + + Z . . L . e N
100 [Oy = 9 Cociente del nimero dado dividido por ¢l nimero de 2 cifras fermado
IOy + 2z por sus decenas y unidades ¢ iguaiado a 9,

100 x + 10y + z = 9110y + 2)

[00x + 10y + z = 90y + 9z
100x 80y ~ 82 = 0 Dividiendo Ia ecuacion por 4,
25x - 20y 2z2=0 (3)

Resolvamos el sistema formado por (1), (2) y (1),

X+ yr oz=18 (1) « 20 Come en in ccuacion (20 fait e variable v, elimi-
X -z =1 (2} nemos la misma en las cenaciones (1) y (3) purd
25x Wy - 22z = 0 (1 oblener una nueva ccuacion en x y =

20x + 20y + 20z = 360
25x = 20y - 2z =10

45x + 18z = 360

5x + 2z = 40 (4) Dividiendo por 9.

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (2) y (4):

76

x —z =1 (2) <2 Calculemos ¢l valor de la z.

Sx + 2z = 40 {4) 6~z = | Sustituyendo x = 6 ¢cn {2)
x - 2z=2 :2:175_6

5x + 2z = 40 B

ati il z=95

Tx =47



13. Un tanque se llena por res llaves de agua A, By C. Si se abren las tres llaves
juntas se llena en 30 min, S se abren lasllavesA y A sellena en 45 min y Si se
abren lasllaves By C sellena en 50 min. {En cuanto tiempo sellenara d tanque
por cada una de las llaves de forma separada?

14. Una piscina tiene dos llaves A y B que la llenan y un desaguc. S se abren si-
multancamente las dos llaves y d desaguela piscina sc llenaen 2,4 h, s se abre
lallave A y € desague sellena la piscinacn 12 hy 9 se abrelallave By d de-
sagle sellenaen 6 h. {En qué tiempo se podra llenar d tanque por cada una de
las llaves de forma separada, y en qué  tiempo se podra vaciar por e desague?

15. Sistemas cuadrdticos

Un sistema de ecuaciones se considera cuadratico cuando d mayor grado de d
menos una de |las ecuaciones es 2. Nosotros estudiaremos los sistemas de 2 ecuacio-
nes con 2 incognilas, una ecuacion lineal y una cuadrética.

Para resolver un sistema formado por una ecuacion lineal y una cuadratica:

Sc despeja tina variable cn la ecuacidn lineal.

Se suslituye la variable despejada en la ecuacion cuadratica
Se resuelve la ecuacion de segundo grado obtenida.

Sc calculan jos valores de la otra variable.

Resuelve los siguientes sistemas:

Ax?- 2%+ yi=1 b} x? + 4y = 25 Ox?-2x+y-1=0
y-x=-3 x -2y = -1 2x - 3y = -5

Resolucion

a)x? - 2x 4+ yt= L (1)

y-x==3 AN

Y=x -3 (3) Despeandoy en (2),
x —2x + {x - 3)t =

X~k x?—6x 49 -1
2x? —Bx + 8

x? —4x + 4

(x — 2)¢

X =

Sustituyendo (3) en (1),

Dividiendo por 2.

1
0
0
0
0
2

Para determinar el valor de y sustituyamos x = 2 en (3):
yY=2.-3-
Respuesta: x = 2,y = 1.
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3.

4.

10.

78

I.a suma de tres nimeros es 19. El triplo d&d menor méas € duplo de mediano
menos € mayor, esigua a [§. B menor mas d mediano excede en 3 unidades
a mayor. Halla los numeros.

Un melén, una pifiay un aguacate cuestan $2,60; 2 melonesy 3 pifias cuestan
$5.60; 2 pifias y 3 aguacates cuestan $2,90. iCuanto vale cada fruta?

. El nimero de horas voluntarias realizadas por Norma, Caridad y Moraima su-

ma 100. Entre Normay Caridad han realizado d mismo ndmero dc horas que
Moraima, y cuatro veces las horas realizadas por Norma es igual a nimero de
horas realizadas por Moraima y Caridad. {Cuantas horas de trabajo voluntario
han realizado cada una?

. La'suma de las edades de Fermin, Leopoldo y Jorge es de 75 afios. La suma de

las edades de Fermin y Leopoldo es 45 afios y € duplo de la edad de Jorge ex-
cedecn 15 afios ala suma de las edades dc Fermin y Lcopoldo. iQué edad tienc
cada uno s Ferinin es 5 afos menor que Leopolde?

. En un kiosko se venden 3 clases de revistas a $0.15, $0.20 y $0.25 respectiva

mente. En un dia se vendieron 255 revistas por un valor de $52,50. Si € triplo
de las que se venden a $0,15 es igua d duple dc las que se venden a $0,25,
icuantas revistas de cada tipo se han vendido?

. En un triangulo cualquiera la suma de las amplitudes de! dngulo mediano y del

angulo menor exccdc en 36° d angulo mayor y la suma de los angulos mayor
y mediano es igual a triplo del angulo menor. Cuantos grados mide cada uno?

. En un numero detres cifras, lasuma deeilas s |4, L.a sumade triplo de lacifra

de las centenas con la cifra de las unidades es igual ala cifra de las decenas. S
a numero selesuma 99, d nueva nimero tiene las mismas cifras pero en orden
inverso. {Cual es  nimero?

En un numero dc tres cifras, la suma de eltas es 15. Lasuma de la cifras de las
centenas y de las decenas es igual d cuadruplo de la cifra de las unidades, y si
a numero se le resta 18 se intercambian las cifras de |as unidades y de las de-
cenas. (Cudl es e numero?

. En un numero detrescifras, cuatro veces lacifra de las decenas es igual a la su-

ma de las cifras de las centenas y de las unidades, y la suma de las cifras de 1as
centenias y las decenas es igual a la cifra de las unidades. Si se divide dicho nu-
mero por ¢l numero de dos cifras formado por sus decenas y unidades, € cocien-
tees 13. iCudl es d numera?

. Se tienen 3 recipientes que contienen respectivamente 30, 40y 50 T. de &cido sul-

farico a distintas concentraciones. S se juntian los contenidos de los tres red-
pientes se obtiene una mezclad 12%, si Se junta el primer recipiente con d se
gundo se obtiene una mezcla d 13,6% y S sc juntad segundo recipiente con el
tercero se obtiene una mezclad 12%. Hallad % de acido sulfurico ¢n cada und
de los recipientes.



PN2x +y=4 k}3x ~ 2y =8 D3y?-9y — x-2 =10

2xt — xy -y = 20 Xy y? - 2x =1 3y - x-2=0
m)yt + 2xt + 6x =5 n) x? — ¥y = 27 A) 3x? — xy -y =1
x -y =1 2x -5y -3=40 2x =y + 4
Eercicios del capitulo
|. Dados los conjuntos:
1
A:{xcm;—2<x<4,3} B:{xr:IR:x;b——3}
C:{xelR:x_<V§} DzzxcwR;1,§<x<6}
a) Completa con € simbelo adecuado de modo que se obtenga una proposicion
verdadera:
4 A4 % — B D____ B A____C

b) Calcula: AUB ; AND; BNC,; A\B: B\C; DVA.

¢) Con los conjuntos dados, tomados dos a dos. {cudntas uniones distintas se
pueden obtener?, icuantas diferencias digtintas?

2. Dadas las expresiones algebraicas:

a - 2b? N ia?
(@ -3NB+ 4 h?

a) Determina € dominio de cada expresion.

A= 5x% + IxHt o+ 8x7 B =

b) Cacula d valor numérico de A para: x = 3, y = % x==2y=-1;
2
x=-1,y=201.
¢) Cdculael valor numérico de B parac a = -1, b = E va = - lz , b= 3

a=31,bh=-39,

- Dados los polinomios:
A=2 -3 B=2-4x C=x?~2x+3 D= 2x+ 5x -2 Calcula:

DA+B+C BYA-C-D JA-B dB-C e)d*+ C
Dd.c-p gbD+C.B

+ Suprime 8ignos de agrupacion y éfecita

8) 5%~ (3g + 2a(a —~3) -8} - 9a

B) 36 + [52 - 462~ 3h+ 1) - TH] - 8

) 3x? 8x ~ -2 + (2x — Nix + 5))=x{x — 4)

d) 3y (2 _ 1) - {-Sy + [6 - My + 1Ny —3)] + 4p3 -3
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by x?+ 4yr=25 (1)
x - 2y=-1 (D

x =2y =1 (3 Despejundo x en (2},
2y ~ 112+ 4p? = 25 Sustituyendo (

4y 4y + | + 4p2 - 25=0
8yt —dy -24 =10

2yt —y — 6 = 0 Dividiendo por
2y + 3y - 2) =

2y +3=0 y-2=0

3
=_ 2 0 y=2
y ) y

3)en (1)

4.

0 Descomponiendo en factores.

Hallemos & valor de la x de acuerdo con los valores de la y:

Sustituyendo y :f% en (3)

_ 3 - _
x—2(—5)—l X =22 - i
x=-3-1=+H4 x=4-1=3
Respuesta: x = - 4 yz—%; x=3 y =2

dxt-2x+y 1= 0 ()
x -3y =5 (2
v=1+ 2x — xt? {3) Despejando y en (1),
2x - 31 + 2x - xB = -5 Sustimyendo (3) en (2).
2xXx -3 -6x+3x*+5=0
3)(2 - 4}6 + 2 =0

a=3 b=-4 ¢ =2
b - dac = (- 4)2 - 43IN2) = 16 - 24 = -8<20
Respuesta: El sistema no tiene solucion. |

Ejercicios (epigrafe 15)

| . Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

aly’ - 4x=0 b) xy = 32
x+y=13 x-y=0

d) xy = -4 ey = x?+4x + 4
x + 3y =1 y-x=4

Txt 3y =0 4x + y = §

80

c) ¥y + 2x
X+ y=
f) x* + »?
X+ y=
g8)7xt + xy + 9 =0 h)x? - 3xpy - 2P =40 xt+ bx

5x

3y

Sustituyendo y = 2 en (3)

=2

2
~4x + 4 =0
2

+ 2=y
=6



15.

16.

17.

18.

Determina @ conjunto solucién dc loa siguientes sistemas dc ecuaciones

a)2x + 3y = 6 b)dx + 2y = 4
x ~ 4y = 19 6x + 2y = 13
¢) Sx = -3y d}x =3y -5
2x 4y =26 4x + 6y = 8
e) Ux + 5) -3y +4) =6 fdlx - 2) =2y - 3)
Hx +2) -5+ 1)=19 Hx +2) -5y + 1) =29
Kesuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.
ayx+y-z=-5 b) x +y+z=12 ¢y xrdy —z2=206
Ix - 2y + 2z =17 2x - v+ z =17 2x + Sy - Tz =-9
X -3y +2z2=6 x+2y-z=6 Ix -2y + z=2
d) -2x + 5y + z=24 ¢) 2x+ 4y + 3z =1 H2x - z=14
Sx + 2y - 2z=-14 I0x - 8y — 9z =0 yv—-—z=1
4x + y + 3z = 10 4x + 4y - 3z = 2 Ix — v+ 5z =53
) . x? - Y x? 3x
Dadas las funciones: f{x}) = x> 3x, gix) = — |, hix) =
X X+ 5
Para qu¢ valores de x se cumple que:
a) f{x)=0 b) f{x)=<A4 c) g (x)<0
d} glx)=8 e) h (x)>0 ) ()<,
Resuelve los siguientes sistemas.
al x+y==6 b)dx=y-5 ) x2t =41 d) 6x?+dx=y+3
xPey=0 y+27=x-10x 3x y=7 2=5x-y
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. Calcula, aplicando la regla de Ruffini, € cociente y ¢l resto de la division de:

a) x' + 5x% - 6x + 3porx t+ | b) 2x? - 6x? - 6 por x - 2
¢l xt dx +4porx+ 2 d) 2x* - x'+ Sx - 2porx + 3

. Dado ¢l polinomio £(x) = x* - 3x* - 4x + u. Determina € valor de u para que
la division de P (x) por x 2 sea exacta.

. Factoriza:

a) 2y - 2y b)x? + x 20 ¢} 9 — 6c + c? d) 3x(y+2)-T(y+2)
e) 2ut - 1Ta + 35D x* — 5x7 — 36 g) Bx® 4+ 6x7 - 5 W) (4a®)? - B(4¢") -9
. Factoriza:

aY ax + 2ab—bx—-26 by 25xT-9-15ax+%a c) mP-8m+ 1081yt

d) x - 5x2+x-3 el yl-y-6 ) batm + 21at - 4m? + 49

CSid =9y - 64 B=9yr - 48y + 64 C =92 - 24y D= 6yr+ 13y - 8

Simplifica: a) il b 2 c) 'j
B ¢ D
' . 1 _
G M = Ix 3xy - dx + 4y N = X 9 P 1
Ixt+ 5x - 12 4x? - Ax% 16x?
Cajcula: M - N . P
2 _ o dyy - B )2
QA4 - at+b6a-16 B Jaty - 24ay -9y C - |
a?-64 -3ay - 24y (a -2)? @’ ~5a+ 1la-10
Verifica que: A B = 3ay (a? - 3ua + 5)
Ty e Q- —Hd o R- e
21x? 6x 49x? - 28x + 4 49xt - 4 — 2Bax + 8u

. Resudlve:

a) (0 + 5Hx - 3) —x{(2x+35)=8-n?

b) (Bx - 4)Mx - 3) - {x - 2Mx + 7) = 2x {x 4)
chlxt Tdx -~ 2+ 2x - 1)2=x+7

d) (2x - 8Y2x + 8) = (3x - 2)? - 100

. Determina e conjunto solucion de:

2 4 6 1 l 6
'd) - - = b) + =
x -2 X+ 2 X + 2 Xx+5 x-3 x4+ 2x- 13
-~ 31
Y R @22
3x xt + 4x 2x - 5 Ix + § 4x - 25
3 3 X




CAPITULO

Potencias, Funciones potenciales

Potenciasy raices
1. Repaso y profundizacidén de potencias y raices
Repaso de potencias de exponente entero

En grados anteriores se definieron las potencias de exponente entero y se anali-
zaron SuUS propiedades, (puedes ver un resumen de ellas en el punto 10 del Memen-
to). Veamos algunos gerciciosa manera de € emplos.

Calcula y simplifica aplicando las propiedades de las potencias:

a) 3% b) 7,4 c)a?.a’ d) ab . b
AT 1
¢) Lot (dz0) D6la-02. —— (hz0) g 42 (42 + 22
d? In?
1 . o X7+ 5x + 6
W = - (376 U e

K) (g - 0)5 (a + b)

Resolucion
B3t Lo L b) 7,4° = 1 cat-at=a’
34 81
3
d)at . ps = (g . p)S (b~C)’:[b~c:|
(@ « b) e) 5 y

ﬂ6(a.b)2. a! _ 2a2-b2-a2_2a‘

3b? h?
B 4247 4 2% = 49 4 82=1 + 64 = 65

]2=6——1— 23
4

w1
,h-)-ﬁ—__,—-(sﬂ:m):s-[

o f—

£
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¢Como surgié € signo de radical?

B simbolo radical que empleamos en nuestra notacién actual €S varias veces
centenario. pero d concepto de radical es bastante nds antiguo. Los griegos tenian
yalanocion deradical y asi puede apreciarse en lafamosa férmula de Heron de Ale-
jandria (200 a.n.e.), que estudiaras en d capitulo 4.

39 n embargo, un simbolo para representar alos radicales aparece, quizas por pri-
mera vez, en las obras de los hindles. En su escritura algebraica sincopada, Brah-
magupta (siglo vi) y después Bhaskara (siglo xn), utilizan para representar d
simbolokal0, en que ka es la abreviatura de la palabra karana que equivale airra
cional..

Muchos afios mas tarde NicolasOresme (1328-1382), profesor delaUniversidad
de Paris, introduce las raices como potencias de exponentes fraccionarios y utiliza
para expresarlas ciertos simbolos ideados por €.

Rafael Bombelli (1530-1579), incluye en su "' Algebra’ un conjunto completo de
notaciones con las que pretende simplificar d calculo y facilitar |as operaciones al-
gebraicas. Representa por Rq a laraiz cuadraday par Rc alos radicalescubicos. En

. - 3T __
su primitiva algebra simbdlica. Bombelli escribe ]/2 + /38 por Rg 2 p Rc 38.
Nuestro actual simbolo radical ¥ fue realmente introducido en 1525 por Chris-
toff Rudolff en su libro "'Die Coss”. Estelibro tuvo enorme influencia,en Alemania
en € sigloxvi y en 1552 se publicd por € matematico aleman Michael Stifel (1483~
1567) una nueva edicion mejorada de la obra de Rudolff. Se supone que lo adopto
porque € simbolo ¥/~ semeja una r minGscula, inicial de la palabra raiz.
En este capitulo vas a aprender a calcular con radicales.
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Determina todas las raices:

a) cuarta de 81 b) quinta de - 32

¢) séptima dc l— d) sextade - 5
128

Resolucion

a) 3y -3 son raices cuartas de 81 porque 3* = 81 y (-3)* = 81
b} -2 es raiz quinta de -32 porque (-2)* = -32.
|

1 . Zoa 1 | 1 |7 —
- — porque = —_—
C) 5 €S raiz Septlllla de 128 porq 2 128

d) -5 no tiene raiz sexta pues e€s menor que cero y para todo X se cumple
que x®>0. W

En general se cumple:

Teorema &

a) S 1 es par, todo nimero real positivo tiene dos raices x#-ésimas, una positiva
y otra negativa. Los nlmeros reales negativos no tienen raiz #-ésima cuando
n €S par.

b) S n esimpar, lodo nimero real « tiene una raiz #-ésima del mismo signo
gue a.

En d caso de n par Se llama raiz aritmética a la positiva y en € caso de # impar
la Unica que existe se llama raiz aritmética.

Para indicar la rajz aritmética de a se utilizad simbolo Va de &l tenemos:

L, El simbolo )/ es el signo de raiz y se Ilama radical.

2. Bl nimero « se llama cantidad subradical o radicandoy es d numero al cual se
le calcula la raiz #-ésima.

3. El numero natural » se llama indice del radical eindica ¢! exponente d que hay

que elevar laraiz para obtener la cantidad subradical; cuando # = 2 no se escribe
Y s&¢ sobreentiende que se calcula la raiz cuadrada.

Normalmente se jlama radical a cualquier raiz indicada de un nimero o de una
€Xpresion algebraica

Determina la raiz indicada:

4, — . b o
B} VSI b |/~ 32 c) - |4 096
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DB + 6=+ b)%=(b+ bH?
(x*+ 5x + 6)° :[x’+ 5x+6:|3é|:(x+2)(x+3)}3=(x+2)3

(x + 3) x+ 3 x + 3

Kila -0 (a+bV=[a-bla+b*=G*+5bd. 1

i

Raiz n-ésima de un numero real

En la secundaria basica calculasle la raiz cuadrada y clbica de nimeros reales
positivos utilizando tablas, por gemplo calculaste:

/s =223 18l =9

f/g = 2,080 V64 -4

También viste que laraiz cuadraday laclbica son operaciones inversas de elevar
d cuadrado o al cubo respectivamente, es decir, que:

181 = 9 porque 92 = 81, donde e simbolo I/ se llamaradical y su indice 2 no
se escribe.

/64 = 4 porque 4* = 64, en este caso d indice del radical es 3.

Esta idea puede ser generalizadadefiniendo la raiz de indice # como la operacion
inversa dc la potenciacién de exponente n. Para hacerio observa que:

Todo numero positivo tiene dos raices cuadradas, una positiva y una negativa.
por ejemplo:

5 eSraiz cuadrada de 25 porque 52 = 25y
-5 cs raiz cuadrada de 25 porque (-5}* = 25

por lo que 25 tiene dos raices cuadradas. A laraiz positiva se le lama rafz arit-
mética,
Los nimeros negativos no tienen raiz cuadrada.

Todo numero real tiene una raiz cubica, por ejemplo:

2 es rajz clbica dc 8 porque 27 = Ry
2 es raiz cubica de -8 porgue (-2) = -8
esta raiz €s Unica y es la raiz clbica aritmética

Definicion 1

Sed @ - R y mc N, n>| sellama raiz n-ésima de u a todo numero real x, queé
salisfuce la ccuacion x" = a. Si la ceuacion no tiene solucién g no liene rai
I-25ima.
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(Eiemplo 4]

Calcula. 9 existe:

a) ]‘/E b) ls/:_;;; c) l/(~ 9)?
@ |/C sy e I/C 6a) n /e 2
Resolucion

P
a)]/l6 = 2porque2*=16y 2 >0

3
b) l/-243 = -3 porque {-3)° = -243

c) l/(— 9) = |- 9] = 9 porque 9> = (-~ 9Py 9 >0
k]
D}/ (-5) = -5
e) 1‘& no existe pues - 64 <0
{‘ e
D)/ = -2 = 2porque 2° = (-2 y 2 > 0. W
En resumen:

1. Laraiz n-ésima de a para o > 0 tiene sentido para cualguiera sea d indice
R par o impar.

2. Laraiz n-ésima de ¢ para ¢ <20 tiene sentido solo para cuando ¢l indice #
€s impar.

Reduccion del indice del radical

En el trabajo con los radicales podemos en muchas ocasiones simplificarlos sin
Que el resultado se aitere y asi lrabajar con expresiones mas simples, por ejemplo:

1

i
a) K LR ¥ poTque (3112 = 3 pero

4 —
V3g = 3? porque (39)* = 3% luego

e .
t/32" = |/3ﬂ = 31
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7

d) Tzl? o /30 e

Resolucion

4
2 )/81 = 3 porque 3¢ = §1

s i
b} [/~ 32 = 2 porque (12)5 = - 32

6 - .

c) - |/4 096 = - 4 porque 4° = 4 096
i I 1 N

d — - — porquef — )= ——

) 128 2 ( 2 ) 128

@

e) ]/3"' = 3! porque (398 = 318

n l/— 4 no tiene sentido. pues no existe ningln namero rea x tal que x* = —4
por ser x*==0. N

Esta claro que para cualquier niimero real « para el cual 1a raiz n-ésima (Va) tiene
sentido se cumple la igualdad:

(”1/5)" =a

H

Observa que: Va> 0 si n es par. Asi.

Ve =2 =2
Ve =3 3 =3

En general se cumple que:

2]”/ o
a’ = la|

En particular: 1/02 = |a|
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Simplifica los siguientes radicales:

ols wiz

Resolucion

a) T/;ﬁ = 411/57 = T/;
o l/125 - /st -1/
R

ol/2re - Vi =i

B — P
d)l/256x“,)-*” = ]/(4)(":1)3’)4 = 4xy' 1

R f—
)27t D) 25617 =0

Los radicales como ]/I 25 - ]/5 de los inciso-a) y b} (como la mayor parte de
las raices) no son numeros racionales. Por esta razon no podemos representarlos
mediante una expresion decimal finita o una fraccion, como ocurre en los casos cs-
peciales en que laraiz es un nimero racional, comoe por ejemplo:

1/5:6,]‘/%:%

Utilizando métodos matematicos de aproximacion y los modernos medios de
cémputo. es posible obtener aproximaciones decimales de las raices irracionales con
tantas cifras como se quiera. Por ejemplo. S corres; en la computadora de tu escuela
el siguiente programa. podras obiener tantas Cifras decimales de /2 como quieras:

10 REM “CALCULO DE RAIZ CUADRADA™
20 CLS

30 INPUT **Da una aproximacion inicial:™"; A
40 INPUT **Cantidad dc cifras correctas.”, N

50M = N

60B = (A + 2/A)/2

70 PRINT B

80C = ARBS(A - B)

90 A - B

100 [F C = [0™M COTO 60
10 END

En grados posteriores podras justificar por qué este programa te permite obtencer
aproximaciones de /7 .
N algunos casos particulares importantes (raices cuadradas y cubicas, por ejem-
plo) lag raices se disponen en tablas como las que ulilizas desde séptimo grado y que
qparecen en el anexo de este libro.

Fa
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2% porque (2%% = 2% pero

0y ]/ 2%
s

o,

Vs - )2 -2

Ohserva que en estos casos el indicc del radical y ¢i exponente del radicando son
divisibles por un mismo numero entero positivoy el resultado no se ha alterado. Fin
todos estos eiemplos |a base u del radicando, ¢s un numero positivo

I}
t

2* porque (2°)* = 2° luego

Teorema 2

" -
Dada ]/a”‘ cona =0 ome g, n =1 se cumple

[N e i
l/u"”' = l/u’” con kK oN; & = 0.

Demostracion
ka it
Debemos demostrar que si g = 0, l/a""" = l/a’” keN, k=0

"no,—
Sea r = ]/a”' (1) entonces

Fo= @™ Por definicion 1.
K s . . :
(#")" = (@"Y  FElevando ambos micmbros al exponente & > 0.
! & . .
Pz a™ Propiedades de las potencias,

wh o
De donde r = ]/u'“" (2)
De (1) y (2) s¢ tienc que:

Hop T iwho -
l/am - ‘l/amf. .

o who o -
. R N fih . :
No/~Si existen |/ o v «" oy 2 0, se cumple la ipuaidad del teorema 2 siempre que iy ki e

gan la misma paridad. Por cjemplo:

4, —— Koy == = v —
[/u}! l/(—m ]/1 - l/( [
A [ i
Sin embargo, [/—I £ 1/(7[]’ .

[ixisten radicales en los gque no se pueden simplificar su indice y el exponente del
radicando, por cjemplo:

LW e 3 — — -
Vs Vst =3 s =)
porgue d indiccy @ exponente del radicando son nimeros primos entre i Al sin”

plificar radicales debemos expresarlos en Ja forma anterior, es decir, con el indit®
menor posible
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L Y
d) _8___ \4 Jz _ 21—:% 2:; :
4(2°)

5. Mueslra, usando la definicidon |, que las siguientes igualdades son verdaderas

4 1,
2 )81 =3 b))/ 125 = -5 /0,25 =05
sp yp— 4,
32 2 '
d) — = = V] b = xhd 0/ e+ v)E = (x+ p)?
vE ] e [/x by v l/

) l/u:’- + 2ab + b = |a + b|

h} l/(_a b a4+ Y - |a? - b7

. x* - Oox? 4+ 9x?
i} =
v

6. Halla ¢l valor de la raiz:

2|/ 16 o -2 o)1 a) l/% ) V"éli

—_ P — 4 3
g V121w e02r b 1/ "T[s" 0 l/__s%

ny <
7. Hdla d valor de la expresion:

2) 51/100 by 2 /81 a3z 1 /8

d) }4/655 - [7-12? e) 12 -6 170125 N 10 - [7(10081

y
dm + ]/m

8) ———— param =
m

) - para x 5, v = _l
Y 2
8.

Di cudl es ¢l dominio de definicion de las expresiones siguientes:

2}/ x b) |/x o)~ o s 2
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Ejercicios (epigrafe 1)

|, Calculaaplicando las propiedades de las potenciasy simplifica tanto como sea po-
sible.

a)% 05-% at b)%:?.y“ (x#20; y20)

c)la'b7cH? (uz 0, b20) d) (c+ ¥ (e + ) (xz-p)

edla ' bY@ b ) a0, b20) D u#?—, (a, b, c£0)
a‘h”c

g 77?0 (520, r20, 120 h) *—X;s——);—‘:— (x#0)

2. Aplica las propiedades dc las potenciasy simplifica Las bases.

LouixT — (x?+ 6x + 8)?
al ""'”TX—G"——— (e 20, xz0) b) Y (xz +2)
{x + 39 {a? - bY*
c) (xz-3, xz-2 d P £ B
{x?+ 5x + 6)3 o 2 ) (a? + 2ab + b} az )
{a? - 9)? {a - b)°
) —_—— -3 ) b
© .:1‘*+6a+9(aft ) (cl*’*\b’)z(a;t )

3. Di cudles de las siguientes expresiones son verdaderas o [alsas; las falsas escri-
belas correctamente.

a) 5% . 5% = §¢ b) x¥; x4 = x? C)[iz]]:ﬂ
4 4
d) 3a? = 9uf e) (xM = x" ! 2.3 =42
45
g x¥exd = x? h) x% - p? = {xy)! i} % = 47

4. Verifica que las siguientes igualdades se cumplen:

3)(‘4 2 . 92\'

'El) - 3% 1
27
) (x? - p x0T = ()  (x£0p £0)
= ol Wy
o X (2x) - (x h+ D=3x Sxt s 3t (x 2 0)
X
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Definicion 1

Si a>0:
FI B e

g = ]/am con m, neZ; n>>1

G4 = ovn = Oconm=>0y n=l.

Observa que con esta definicion se ha extendido d concepto potencia a exponen-
te racional.

[
En particular s m = 1 se cumple que l/a = a™

Si mes multiplo den {m = n - k) estadefinicién es compatible con la de potencia
de exponente entero porque:

o
ai\ - aln-“!ﬂ — l/a.u A “k

4 q
)
(@ =g = l/a" = l/a4 Tzah

Atencion: K" " 600 debe cumplirse:
\ kn i
a il hn = a""™" con tn, n, Ire Z‘ > ]‘ k =0

pero esto s¢ cumple ya que:

kn — oy
akm/.&n - Vai\m — l/am — mfu pues « >O
———
por leorema 2, epigrafe |

Calcula las siguientes potencias:

a) 32 N LE ) 4M? d) 25%0 e) 2112 f 7

Resolucion
A
)3z 3129 g 1/82 e
R C VTR FAYR: )25 = 25" = |/25 =5
o |
e)-z.”:=l/2‘ = — = 0,707
12
observa que 2'° = —2117 y esto se cumple en general.
s
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e)f/x,+3 f)]/x1—4 g)f/xz—‘) h)]/x2+ 6x + 9

- —_
i) 1/4): - x? i) ]/x3 - d4x
9. Escribe las siguientes raices con € menor indice posible:

23 by |/ 78 o 1/s

d) ]4/; e) lﬁ/xz—v“ (x > 0) f) q]/(x + y)t

12—

ﬁ -
g) |/ 64 h) |/ axie (x> 05y 2 0)

10. Escribe las siguientes raices con el indice n indicada:

_  —

alf/s =4 b /35 (= 6)

_ P
920 n=a Qe =8
3 1 ;o

O x>0 (1= 10) ) l/ al ; L =20
11, Resuelve las ecuaciones:

a)xi=4 hyx¥= 4

¢l xt = 64 d) x* = ~10

ey x® = 49 Nx* =0

g) x" = 64 h} x5 = 243

[2*.En ¢l programa del célculo de lasaproximacionesde /2 realiza las variaciones
necesarias para obtener las aproximaciones de las raices de otros numeros.

Potencias de exponente racional. Propiedades

2. Ampliacion del concepto potencia

H concepto potencia puede ser ampliado para incluir el caso de exponente racio”
nal. Para ellonps limitaremos al caso en que la base es positiva 0 cero.
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3. Propiedades de las potencias de exponente racional

Para |a potenciacion de exponente racional son validas las mismas propiedades
gue ya conoces para exponente entero:

Para todos los nimeros redesay b {a>0, 5>>0) y todos los nimeros enteros
m n, p, q (n>1, ¢>>1) se cumple:

L a"" g’ = g™ (seescribe |a mismabbase y se éuman los exgonenteg%.
9 gmin . prin = (a . B)"" (se multiplican Tas bases y se elevaa mismo exponente.)
3 a"’" . grtv = gminwie (S€ €SCribe la misma base y se restan los exponentes).
4 a"" . pwe = (a : b) ™" (se dividen las basesy se eleva d mismo exponente).
5, (@™l = gt (setoma la misma base y se multiplican los exponentes).

Ademés se cumple que:

m P S a>l

s <4 entonces{
n D

Aplica las propiedades de las potencias:

afn pid

a™">q 9 a<l

a) 41/t . 41 b) (- 2)15 . 3Us e} 627 . 614

d) gfe . 3His e) [4341/2 f) Compara: 4'/% y 4'/?
Resolucion

a) 4172, 413 _ 412 0113 gshe b) (- 215 .3V = (.2 DY = (- g)ls
¢) 6if? LM g = 6! dy 6'/0 . 3V = (6 . 3V = 2108

e) (43/4)l/2 - 4'!;'4-”2 — 4‘11’3 r) _; <% Iuego 4|ﬂ'}<4it’l. .

Demostremos las propiedades 1 y 2; las restantes las puedes demostrar como ejer-
cicios.

L, g™, Pl = g+ ple

Demostracion

Consideremos ¢"/* = a™/™ = y y a’ = g™ = vy, luego

a™ = y y a? = v

Muitiplicando ambas igualdades miembro a miembro tenemos:

a™ ., am = ", e

:plicando las propiedades de la multiplicacion de las potencias de exponente entero
enemos;
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T 3
[-) 78/!2 - 72” - 1/72 - 1/49 2:3,66 .

Notu: La potencia «™ de exponente racional con base negativa puede definirse de igual forma que la de
base positiva, exceplo gn los casos en que n Sea par.
. 1/ 2 , -
Por gjemplo (-1) 2 (=34 (25)* no estdn definidas.
_ » " ) ) m' »
S en la fraccidon = . 4 es par, y en la [raccion irreducible — ' es impar, entonces también S pue-
n 11

n
de definir estubleciendo que: @™’ = @™ l/u”'

p pp—

Por ejemplo: ( 70— ntio l/ﬁj

4
. ) L 2/6
Atencién: En ~si caso no se puede escribir directamente que ( 10777 = l/( 13 pues la definicién
exige que se simplifigue primera, antes de pasar al radical

Ejercicios (epigrafe 2)

1. Escribe las siguientes potencias como raices:

) , 4 s
a) 5 b) 6% c) 13 d) [; ]
27 Izl 576 m P
e) x* ) {xp) g) (x' h} [—— ] (nz0)
h
173 .
13 a2 k) [% ] 1) (0,06) 2
2. Halla ¢! valor de las siguientes expresiones:
a) 4!1‘2 b) 81;‘3 C} 81”4 d) ]63.’2
e) 125%3 f) 325 g) 64376 h) 167/

3. Escribe las siguientes raices cOmo potencias:

0 s 0}/ 1 o /10 a1/ 42
S A Yo = — e
WOT YT o e
2 6
DV@by @-b= 0 1/[’5 ] "

4. Resuelve las siguientes ccuaciones aplicando la definicion de epigrafe 1.

a)[y; =3 b)[/; = 8 c) ]“J’(>c+2)2 = 4

hy——— 5
d)l/x2—6x+9 =2 e)l/—?i;—xzil(x#o)
x
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3. Transforma las siguientes potencias en un producto de potencias:

a) @'’ b) x'/? (x>0) c) 6%
d) (x2 - yy'f? e) (a2+ 2ab t 697 f) (x*+ 7x + 127

4. Transforma las siguientes potencias en un cociente de potencias:

2 1/3
a) aJM b) 35/‘6 C) [? ]

& (o 2 o [_ 1 ]1/3 0 [3_ :lm
2 4
g b+ 1Y (b=l hx+ " (xz -

5. Efectua las operaciones indicadas dejando la respuesta con exponente racional.
Considera positivas las variables.

a) (xm _ xl/l) x b) (am + bl/z) (auz _ bl/Z)
C) (alf‘2 + a—h’l)z d) ()C 1z, yil2)I!4
e) (lefz + 3 & x—lu)tx + xl!Z) f) (x\i.l + yHJ)(le xzuym + yz.f\)

6. Calcula aplicando las propiedades de las potencias y da tu respuestaen formade
raiz:

D Vx - Vx G20 oy -y 20
c) ]a/; . W; (a>0) d) ]J/bzl/l_a (b0)
e) my]/; (v=20) f) | x? ]4/;T (x=>0)
9 1/x/e =0 W1V >0

0(Vx -Yx+3) 0

1. Verificas las igualdades siguientes se cumplen para los valores admisibles de la
variable transformando en exponente fraccionario:

] § y,—
l/a2 Va 1/a3 i/&z a ]/bza
a) = ‘ b) ———— l C) —_— =1
4 —— 9 b Vab
Vas Va Va*Va
8 Halla el valor de las siguientes expresiones:
a) 4x!’d 4 5yt o’’’ para x = 8
ety 3 + L 8x'? + dx¥?  parax =9
x—l zxn
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extrayendo raiz de indice nq

Hy

anrq + np - a(mqmmﬁ‘nu = ey

aplicando en € exponente la propiedad distributiva de la division con respecto a la
adicion obtenemos:
am,"n Vol oy

min min + pla

sustituyendo u = a™" ¥y v = g’ se tiene: &"'" - @*? = a

2 am,r‘n . hm/r.- _ (a . b‘]m/n

Demostracion. Consideremos u = a"'"™. v = #"*, entonces:
u o= a Vv B

multiplicando ambas igualdades miembro a miembro obtenemos:
ur! . vr: - am . bm

aplicando la propiedad de la multiplicacion de potencias de igual exponente entero
obtenemos:

(U - V)" - (ﬂ . b)m
seguin la definicion de exponente racional tenemos:

MooV = (ﬂ . b)m/n
sustituyendo u = ™"y v = b queda: a"’" . b"'" = (a - bY""

Ejercicios (epigrafe 3)

l. Aplica las propiedades de las polencias y simplifica en los casos posibles:

a) a'? . a'? (az=0) b) al. ettt (az=)
el Py X (x>0, y20) d) (xH)'? (x=0)
e) (@) ' (a=0) N [e¥ 1Y (a2 0)
g) (ut p*y'72 h) a0 BV (@20, b=0)

2. Determina d valor de x de formatal que se cumplala igualdad:

aya'’ . x = o** b)x - 3d" = 6a"" o) ox = (@) (z20)
d) 7 = @' (a0, x0) e) 32 . 3% = ¥ fy3v . x = 3"
g) X - SI/Z - 3”2 h) X”B . 57/8 - 157/5 i) ¥ 251’6 - 23,"8

” I yle
nG)] -
| 608
k*)[~] -x“”:[j
2
1) e [_!_ ]"'
. 9

T

|
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Teorema 1

Sean a, b r.s, (a >> O b > 0) nlmeros reaes cualesguiera, entonces se cumple:

31 a": a“ = a

4. ah" = (a:b)

5. (al)s - au

6. s r < s entonces

T<wa'sia>1ly
a’>u‘9'a<1

5. Logaritmacion

La potenciacion y la radicacion san operaciones inversas:
1"

a' = b y Vb=a
Dadosa y n Dados by n
obtenemos 4 obtenemos a

3
Por gemplo, de 27 = 8 resulta /8 = 2.

Pero como 1a potenciacion no es cenmutativa (en general n" # ), s se quiere de-
terminar e exponente dadas la potenciay la base no se puede utilizar la radicacibn.

En este caso se introduce una nueva operacion, la logaritmacion, que también
€S Una operacion inversa de la potenciacion.

Definicion 1

Dadaunabasea = Q az 1y un nimero b > 0, se llamalogaritmo de b en

baseay se denotalog,b, al numero ¢ a cual hay que elevar la base para ob-
tener d ndmero: «* = b.

Simbolicamente 1a definicion anterior se escribe:

log.h = ¢ siysolosia = b

Por lo que podemos plantear que:

alug“b -

& (Identidad fundamental)
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Q) XM xME o+ gutid w9 2% 5572 x4 para x = 16.
. ' irracional. Propiedades
4. Potencias de exponente l. Propiedad

Hemos definido las potencias de exponente racional a™'" para todo a= R. S
a> 0 se puede definir u' para todo ¢ = R, puesto que:

S a>> 0 para todos los niimeros reales a y ¢ existe un Unico numero red b ta
que a° = h.

En este libro solo ilustraremos como se pueden obtener valores aproximados de
potencias de exponente irracional. Paraelle se utilizan las aproximaciones racionales
de los nlmeros irracionales, es decir, S quisiéramos calcular 3’ hariamos previa-
men(e aproximaciones racionales dd exponente /2, es decir:

I < V2<2
1,4 < /2< 1.5
J.41 <2< 1,42
1,414 < /2« 1,415
1,4142 < V2« 1,4143

entonces para la potencia b = 3'? tendremos:

3=3 <b <3229
4,65554=3" < b <3=519615
470697 23" <« b <« 32475896
4,72770=3"" <« b < 392473289
4,72874 =319 o b <« 314472926
47287923411 o p o< 3114224 72884
4,72880=3"14Y o p o I _g 7988

Si nos fijamos en estas desigualdades el miembro derecho va disminuyendo su
valor y d miembro izquicrdo vaaumentando. esto hace que nos vayamos acercando

cada vez més d valor de la potencia, luego: 3"? = 4,728 80...
Para representar la potencia con todas las cifras correctas, debemos tomar sola

mente las cifras que coinciden en ambos miembros, por e emplo:

con dos cifras correctas: 3 = 4,7
con tres cifras correctas; 3% = 4,72
con cinco cifras correctas: 3/* = 4,728 8

Con estasideas puedes elaborar un programa de computacion que te permitacal-
cular aproximaciones decimales de cualquier potencia de exponente irracional 17

téntalo.
Para las potencias de exponente real se cumplen las propiedades ya conocidas ¢

la potenciacion.

160



4. Comprueba que las siguientes igualdades son verdaderas:

a) log,4 + log,8 = log,32 b} log9 + log,27 = log,;243
c) 2 log,9 = log,81 d) log,27 - log,9 = log,3
e) 3 log4 = log64 ) log,64 - log,4 = log,l6

Radicales. Operaciones con radicales

6. Propiedades de los radicales. Simplificacion de radicales

Debido a que a™*" = Va’" para a>>0, los radicales cumplen propiedades que

son consecuencia inmediala de |as propiedades de las potencias de exponente racio-
nal:

Propiedades de los radicales

gl b = (q . p)''" - Va Vb= 1a-b
2.4 B = (g B - Va: Vb= |a:b
e - B (7 S T

4. [glim o glimn - 171"/_5 _ '"I"/E

Edas propiedades son de mucha aplicacion en las operaciones con radicales, en
la introduccion y extraccion de factoresen el radical, en la racionalizacion de deno-
minadores y en la simplificacion de radicales.

En el trabajo con los radicales es conveniente trabajar con elos simplificados.

r'—-—_;

Ut radical esta smplificado cuando:

El indice NO tiene factores comunes can el exponente del radicando.
Se han extraido 10s factores que SON raices exactas.
El radicando no tiene denominador.
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Calcula los siguientes logaritmos y fundamenta:

b)

)

d)
e)

Ej

L.

102

1
a) log, 64 b log , (? ) c) log, 9
D log, 1 e) log, a
* Resolucion
a)log, 64 = 2 yaque 82 = 64

iogj(l) = -1 yaque.’.u':l
3 3
log,9 = —; yaque 81'* = 9

og, | =0 vaquea® =1
log,a=1 yvaquea'=a N

€rcicios (epigrafe 5)

Halla los siguientes logaritmos:

a) log 100 b} log, 49 ¢) log, 12
d) log,l e) log, % f) log,, 0,001
g) logys 8 h) log,,; —‘L) i) logy, 4
- TN 2T
i2
i) logss (31D k) tog 5. (3 9 Dlogy V2
. Escribe en notacion logaritmica las siguientes expresiones exanenciales:
a) 52 = 25 h) 10" = 0,1 ¢} 6'7 = 16
&) 27 =025 e) 1077 = 25 0 /34 =9
g) 2 2100y - 0’2 h) 3-0,2 - 0,8 1 1) 3.\.4 - 41‘90
J) 25.(,?34 - 51 k) 10(1.2553 - 1,8 1) ]02.X —- 631,0
. Expresa en forma exponencial los siguientes logaritmos:
a) log,8 = 3 b) log,2 = 0,5 c) logs216 = 3
DdogP=mlu>0 elogl=n+1{H>0 l()ggs4 16 = 6
3
g) logV/ 5= % h) log,,8 = —Z i) log,0,125 = -3
3
i} log,6 = 0.77815 k) log02 = -1 D log,8 = 5



|
Observa que en la practica se extraen del radical los factores cuyo exponente

esmayor o igual qued indice. En esos casos se divide el exponente por € indi-
ce 'y el coclente €sel exponente de la potenciaque "'sale". mientras que d resto
es d exponente de la potencia que " queda™ en d radical.

" [ "oy oy n—
En EfeCtO, Vank e 1/anA R ar — l/ank . Val' — a": l/ar

A veces es necesario introducir factores en un radical, paraello es necesario e
varlo a un exponente igua d indice del radical.

.
Introduce el factor « en € radical ﬂl/h“c2 )

Resolucion
af/lﬂcz = [q/; -f/b%‘z = f/a’b’cz. |

Simplifica los siguientes radicales (Considera que las variables y expresiones que
aparecen son todas positivas.)

= Vi S o[Var1]

pay— e
: a’+ a
d)l/l (030) e) l/]/d“ ) 1/——;&';—

4__—
g)l/a2+ 2ab + b?

Resolucion

a) VCEC: = f/{ax’)z = l/ax3 = x l/;

h”./.Jr:(x+y)’ :(x+y)l/x(x+y)
"’)[l/a-hl ]Szl/(a+l)5 :(a+1)z|/a+l
OViogo =2.3.5 =2.32-3.5 =6)/30

Vo <ifa -V
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Por gemplo, estan simplificados los siguientes radicales

Va. [/a? . 2/% . a®lfa

No estan expresados en su forma mas simple (simplificados) los siguientes radi-
cales:

L e e f . .
I ” X+ ¥
Vat . Va .

Para simplificar un radical es frecuente realizar las transformaciones siguientes:

Reducir € indice del radical. .

,

L&
Reduce d indice del radical siguiente: ]/a3 0 = 0.

Resolucion

Se descomponen en faclores d indice y e exponente
Ve = Va»

se cancelan los factores comunes:

0 23— —
l/a3 = a” =Vae 0

Extraer factores del radical

Extrae todos los factores posibles del radical:
3 - 4
a) |/atbte? b) |/ ah? (a, b, ¢=0)

Resolucion

a) En este caso a® y k¢ tienen raices exactas. entonces:

i/ hoe? = l/ci'3 l/b6 . ]/Cz = (137217;

b) En este caso ninguno de los factores tiene raiz exacta. pero como € exponente de
a (5) es mayor que d indice (4) se puede escribir:

Vo < Yerma <V -
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]

. 3
h /-2 i)as s

125
v/ D12 Vvs
m) l/;ﬁ (@ 2 0) n) f/az'”’ f/;—‘ @ =>0)
0)]5/32-53 1733-52 p)]/9+|/—7’ l/‘)_l/;";’-

2. Di cuales de las siguientes relaciones son verdaderas:

D Vab =VaVbw>0b20 vifa-ps =a -V/b =0 >0

c) r/% = m’lj/a {a=0) d) l"/fTE = ﬂlﬂ/; (a0
o Vast Va +Vb@s0b>0nle = Va >0
Ve =(/a) w=0 w{an =Va Vb @z0bz0

3. Simplifica los siguientes radicales:

a) ]ﬁ/Tﬁ b) f/;z {a > 0) ¢) i/a‘ {a 2 0)
{d) l/(x+ W (x> - ) oe) ‘[:/7 f) l”/aT (@a=0)
/% >0 Sy D Vab (a + by
DY 240 b+ b0 Y dxt + 1268 D 6axy izt (2 0)
2 T6a®t (@ =0, b3 0) n 2500 - 50x (x> 2)

4
o) [/ABe B,y 50 22 20250
1/81 @ Pl s V0
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4 “m f/a5+a“ f/a‘(a+]) af/a+i
f)l/ A - -

16x4 2x 2x
/ T6a*

f/a2 + Zab + b" [4/(11 + b); = ]/a—+; |

Introduce en el radical el factor exterior:

053 W x|z

) . o
c (f1+h)l/ 3 la+b>0) d) 1 l/x2+ 5¢+6 (x<-3oxz= 2)
a+b x+3

Resolucion
25)/3 =)/52.3 =|/15
b) xy 1/ I/(x )’z f/@

. ! 3 ! 3(a+19)3
= 3 byt
C)(a+b)l/a+b l/ P 1/(u+)

N —
1/?(2+5x+6: i_t—él+6:l/x+2'.

x+ 3 {(x + 3 X+ 3

d)

Ejercicios (cpigrafe 6)

I. Calcula aplicando las propiedades de los radicales:

)2 )3 o /2 /135
) l/_; - 20 o1/ |5

o /40 .5 DVar @m0
0 (/7). w /76
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Observa que d expresarlos con un indice comun (18) hemos tomado & minimo
coman multiplo (mem) entre los indices{9 y 6) y d factor k por & que hemos mul-
tiplicado € indice y @ exponente del radicando (¥ = 2; & = 3) es € cociente entre
d mcm y € indice dd radical en cuestion.

Reduce los siguientes radicales a un indice comdn:

NI b /a Va3 Vet @»0

Resolucion

a) ]/; , f/; mem (2;3) = 6 luego ]/5 = l/; = i/@

*f/as mem (3; 4; 8) = 24 luego f/a3 = T/E

3 — 4 —
Va = Va

8 24
Var - Ve m

La reduccion de radicales a un indice comun nos permite comparar radicales
Comparando solamente los radicandos.

Ordena Ios sgmentes radicales de menor a mayor (en forma creciente):

02,15 .1/3 w312 )/s

‘Resﬁolucidn
4 3
8} V2, /5, /3 mem (3; 4: 6) = 12
6 12, — [
Vi= |/2t = Va
4 11— 12
5= Vst = /125 como 4 <81 <125
3 12— 1 6 _ 3 _ 4 _
Vi = 1/34 = |38l entonces /2 < /3 <5
4

DVIVL 3 mem (2 4 8)
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4. Introduce d factor en d radicando:

- - .
A7la @>0 b5}/ a? o) 2 |/ 3xny?
J— 3, 6 "
d) 2x [/4y (y=0 ea® ]/5 f) a l/ ‘;’; (x>0 azr0)
1 T A
g)—x[/f)a. h)(x+_v)l/ (x +y > 0)
k! X+ ¥

3
Dl + b) l/a - b (0 >b b0

j)(x+_1f)l/x"v x>0y =0 x>y

X +y

0 —— Va5 @>h>0) Darlla (@ >0
P

7. Reduccion de radicalesa an indice comun. Comparacion de ra-
dicales

En la practica se hace necesario calcular con radicales que tienen indicesdiferen-
tes y, para hacerlo, en muchas ocasiones es necesarioreducirlosa un indice comun.
Esta reduccion a un indice comun es completamente anéloga a la reduccion do frac-
ciones a un denominador comun; recuerda que los radicales Se pueden escribir como
potencias de exponente racional.

Para reducir dos radicales a un indice comun:

Se busca d mcm de los indices.

En cadaradical, se multiplica d indicey € exponente del radicando por d
factor necesario para que d indice sea € mcm hallado.

N b
Los radicales l/a2 , l/a se pueden expresar con d mismo indice de la forma s-
guiente:

Gy o —

a) l/t‘.!2 = glyaT = If/;
0 Va = h'f/a: - ']“/Z?

ak g

aplicando ia propiedad Va”' = Va™
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d)% f/x2~3x y azf/x’—:%x

3 4
no son semejantes 42 y 612 tampoco lo son 8Vx y 3)/y.

Para sumar y restar radicales semejantes procedemos igual que cuando reduci-
MOSs términos semej antes.

Calcula:
a) 3 VZ + 5 |/2
b) - Bl/a + wa

4, 4 —
c)% ]/a3 + —;—|/a3 (a=>0)

d) D,Sl/x + v —]/x + ¥ o+ 3]/): + 3 (x>=-y)
e als/.;; + 3]75!: - hf/gg

f Sf/g - ZT/; + 416/3—:0;_ (xyz=0)

Resolucion
)3ﬁ+51/§-81/§ ‘
b)mB\/E+6|/Ez~—21/c_i

4 I 4 5 4,
c) — 3 —- 3 _ a’
L L =S
d)O,Sl/x+y -[/x+y +3l/x+.v :2,5]/x+__v
5 5 5 B
e)a /5h + 3/5b - b [/5b = (a + 3 - b) [/5b

b — 5 o — b 5
f)51/3xy -2V¢7+4|/3xy =91/3xy ~2Va. B

A menudo es preciso simplificar previamente cada sumando, antes de reducir los
radicales semejantes como muestra el giemplo siguiente:

Caleuly:

— — —_— 1. 4 __ |
w s - 2)/18 «al/s0 b) 4VE — 6y25 + |/ x
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§ 8
V3= /32 = como 5 <9 < 16

§ 1 »
/5 entonces [/5< V3< 12

Ejercicios (epigrafe 7)

|. Reduce los siguientes radicales a un indice comun. Considera positivas lodas las
variables y expresioncs que aparecen.

4 ,— T
) /5 /o’ b) 19 . /64
R) 3 f 9 g
c) [/E cl/at b d) [/mcz -yl ;[/a + b2, l//x -1
3 15 g . 7
&) Vay Vx: VT 0y /5 v
Y/— b, — 9 —
g) ]/a2 : l/u5 ; l/c"‘

2. 8i sabemos que Va <Z}b con D<la< b, compara |0S siguientes radicales ordenan-
dolos en forma decreciente:

3 — d4 f 4
a) V10 5 V11 5 VR b) V2 V3
' — 3
l/ l/" l/j d) Vx ;]/_v’ CVx Axey, x=1)

8. Radicales semejantes. Adicion y sustraccion de radicales

Desde grados anteriores conoces los términos semejantes y has trabajado con
¢los. Cuando los términos con que se trabaja son radicales tenemos UN caso especial
de términos semejantes.

1

Dos radicales que tienen igual indice e igua radicando se llaman radicales se-
mejantes.

son semejantes los mgumntes r.ldlbdlb‘s

a)Va y SVa b)?f y—51f

5 - 5
c) 2ah ]/x + oW y  lab? l/x oy
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£) V20 + V45 - 4/5

g) 7 - 2V7a + 2a — a0
|/ a

h)a]/abzc + b l/a’bc + c 21'93c (a=0; b0, c0)

4 g 4
i) xy l/JC”y4 + ]/xgy“ (x=0; y20)
_ 4 ]/x 2 (20, y20)

~1

i l/x(x + ) - l/r(x - y)?

k) 4x I/iﬂ - 9a |/—i + ax 3 (@ =0, x>=>0)
x 3a ax
1) I/Sm’ 1 I/SOm s 1/2 /= >0
2 2 Om
1 ab? ath al 3b
m) - el 7
/2 l/ T l/ Tt S @20, 5>0)

b2 1/ 3
- — 2‘: (a=0: b>>0)
a

m 1/ ==+ a2 +
ab’ 5 b3

1 12 4
o) / ¢ . -
640%1 512a3b3 * Py, {a=>0; b=>0; c20)
x(x 1 xy! xy?
P)l/x(x+ D l/(::+(x+ I)l/(x—-__;_m (x>-1)

iy e m
q) xy2 l/xm 1 + l/xﬂm 4 lybn (X}O: _1}20)

r) ]/8&‘[)3 + l/ab -/ — - l/Ba“b“ - f/la-’b)l. (a0, b>0)

9. Multiplicacion y divisién de radicale:

En |a multiplicacion y division de radicaics se aplican las propiedades

"

Va-Vb=lal y Vavb=)a:b ab>0

Por tanto, es necesario que |0S radicales tengan el mismo indice

!
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x -

4 2
[WIK) —J)Cﬁi—ll—+ ..r...é_Ll/xl_] - l/x(+ %x L (x>1)
- x

Resolucion
a) 3V/8 - 2/18 + 4}/50
342 —2)/9.2 +4)25 .2
612 - 62+ 202 = 202 ts¢ extrajeron factores del radical y se calculd).

3 & 9,
b) 45 — 6125 + |/x?

k) 6 .') o 1 -1 1
S a5 - 6)/5t « [/ =4V - 615+ Vx
3

i) ;
=-2 1/3 + l/J_C (se simplificd el indice del radical y se redujcron radicales semejanies)

A 4
4 7 ﬂ]/x’+2x+l
I x—]l/x (x - 12
4
_ 3 x+l+4- xt -1 ~ {(x + 1)2
x =1 {(x — 1) {(x - 12
-3 x+l+4«/{x+])(x—1)_17(x+lz
x -1 (x ~ 1) x -1

H

($¢ introdujeron factores en ¢l radicando, se simplifico el indice del radical y se efectud ja suma)

Hercicios (epigrafe 8)

1. Efeclia:
a) 413+ 213
b) 512 - 212
T Vx+ V-8 Vx+ 15 Vx
d)2Vx - 13y - 6 Vx+ 8x + 22y (x>0, y=0)
ey dx Vb - Sy Vb + 62 Vb (h20)
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2) 8V - SY3) (Wx + 45 = 24x + 17 xy - 20y

h) (Vx + 3Vt = x + 6]/;; + 9. MW

Ejercicios (epigrafe 9)

1. Efectia las siguientes multiplicaciones(todas las variables y expresiones que apa
recen son positivas).

) 0.5 13 -2 13 b) <2 V3.4 /25
cavb-bya d) -3ab?Vy - ab Vx
3 — — —
e) [/4x2 - V2x f) ]/xy -Vyz -l/zx
g)ls/jﬁf_’ 15/3_; h)al/}-bl/i
X
i) 3V2a «x Th DYz
3 4 AT,
K)3Vd-2103 D a Vax - 3b /8x*
m Ve Ve 2 fawe - [ atbe
[
o) (2 + V3 (2 -3 P03 - VB (3 + V5
a) (215 - 3 (V5 - 10 r (2 - V3
8) (V2 + 1/6)2 t) Va - 2/b)?

u)(]l/; ,f/; +f/;)(f/; +f/;)
V)]/7+1f1—3 -]/7'1/1—3

W) Halla e valor de la expresion algebraica: x? — 6x + 7 para x
X) Halla e valor de la expresion algebraica: x? - 2x - 4 para x

3 -2
1+ V5.

2. Efectta las siguientes divisiones (considera positivas todas las variablesy expre-
S0Nes que aparecen).

310 . Y/5 b /88 Y
B

/c)' 61/1_(; ) l/?Sﬁ d) f/a‘b : l/a
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En la préctica

Para multiplicar o dividir radicales diferenciamos dos casos:

a) los radicales ticncn igual indice.
b) los radicales ticnen indices diferentes.

En d primer caso aplicamos directamente las propiedades anteriores.

En ¢l segundo caso reducimos primero a un indice comiin y aplicamos las pro-
picdades.

Efectua:
D43 .52 wabx -be)/x
915 -6)2 0)/18 |6

Ve 1 Vi

&) ———— (x>1) D

l/:1 s -

X

9(8Vx -515) (Vx +4)y) 30,550
w(/x +31y)  «20,,20

Resolucién

a)4V3.5)/2 =26

b) ab Vx - be Iz = ab]/x?

O2Y5-613=2)5 622 =12)/125 -4 - 12 /500
DVIE VG =)/18:6 =13

o ]/J('z_-]—-__lfxz_l .‘/(‘x{—l)(x-—l)

(x>0, y=20)

/e 1

1
—

'

|

x+ 1 I/ x + 1

1/
yx+ |

- 0
o Vo Ve S5/ Y
¥

3 e .

v e
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e) E— : —b— f) "-)'C—z: X
|/ b |/ < y ¥

8a¥ ]/x’-y AV3 V5
g) ————— h) i
6ab? ]/xy
4
y 22 p3s 2V

Vi

0]/3 f/; 1 f/a’b’ ; f/ab
oy VYo w2 4y 3) 2
ey Voo + Vw
y 2y? p) ————
Ve V-
(x - ) }/x —

10. Racionalizacion de denominadores

Para simplificar completamente un radical es necesario, como ya se dijo, que no
aparezcan fracciones en d radical o lo que es equivalente que no aparezcan radicales
en d denominador, Esto puede lograrse mediante un procedimiento que Se conoce

COMO racionalizacién de los denominadores.

[ Ejemplo 1 |

Racionaliza |as siguientes expresiones:

1 2 x? — p? .
a) — b —— e) ————— (xz0, x>-y)

% V3 Y

2x ]/x + ¥
Resolucion
1 l/i . . li-

a) — = se multiplica el numerador y el denominador por /2 para ¢

V2 1/@ V2 minar €l radical del denominador.

2

2.

116



b L - 2V W3
Vi Va3 3

PR (x2~y’)l/x+y
c)

2x]/x+y 2x]/x+y ]/x+y

(xz—y’)l/x+y (x—y)[/x+y
2x (x + y) - 2x

En d gemplo anterior los denominadores contienen un solo radical, se trata de
denominadores monomios que, COMo Ves, se racionalizan muy faciimente.

Cuando en d denominador aparecen dos radicales que no son semejantes se ha-
bla de denominadores binomios y para racionalizarlos se hace uso del concepto si-
guiente:

Las expresionesyat Vb y Va - Vb a, b >0 sellaman conjugadas.

Dado que:

Va+ Vbl la-vb)=tal-Wbli=a-b (ab>0)

§i un denominador binomio s multiplica por su conjugada, se 'eliminan
los radicales.

(Ejempic 2]

Racionaliza las siguientes expresiones.

O VS
R A

X -
0LV (x >0,y >0,x2)

Vx + vy
o Vx b
m (x>0,x¢ o
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1) _2_ m) ———
V7 - V3 V3 + 1
]/E—I/B Vx+l
n) —m (a>0;b>0) 0) . (x>-—l)
I+ Vo + 1
i o
2V2 + 36 — = I <
l/x+y+ X — ¥

o[

V3 -1

Efectla las operaciones indicadas:

a) l/ —; ]/xy) (xy > 0)
a

u Vb) (Vb-__..}]/ab (@ > 0: b > 0)

c:)l/\2 +(1V1 l/ 12a ﬁ——-—l/ ; (a =

ﬂ+x +]/a—x
(Ix] < a, x#0)

d)
Va+x -Var- x

e)meEM“—yVE x = ,
PETSE> x>0, y>0)

f)l/a_x
x - b

+l/

x - b
{a < x < b)
a - X

s)]/ / & +1,, “”’ (la] > b
V a-

I/l+x

I/I - X
2 (lx] < 1)

h) — +
Vi-x |/1+x ]/l-xl
x

i)[l-r-—-__..._____

Va+

j’ ;(x+[/a2 + b"') (@z0; bz0)
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Resolucion

y_ 2 202 - 13)
2+ V3 W2+ VD2 -V3)
)] '/3) S 203 VD)
0) Vs f(l/3+1) _ Y15+ V5
V3-1 W3- D03+ 3 -1
| _ VI3 + )5
2

X -y b= x -V
Ve + ¥y Wx + V) x - V)

_ (xay)(l/)_c—l/}) :l/)-f—l/)—’

c)

X -y
" Vx ~ Vx (ax — b Vx)  axyx - bx
ax + bVx  lax + B VX (ax - b /%) alx? - bix
:ax—bl »
alx — b?

g ercicios (epigrafe 10)

1. Racionaliza | as siguientes expresiones:

D2 >0 b2 o 2S00
Va 3 YTy
@ 2x
d} T (x,v > 0) e) —4—""_ (xy > 0)
y Vx’y l/2xy’
f)—l/dY {x > 0) g) 3 {x=>1
x —
[/9.)62
h)l/--f;— (a0 be> O ) T (p2O)
h C l/yn + I
1 V2 + 2/3
1 P k) e
_])1/ T (x#0) %
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En resumen:

El algoritmo para resolver una ecuacion con radicales es € siguiente:

|.Racionalizar |12 ecuacion: Esto consiste en eliminar los radicales de la ecua-
cidn; para ello seguimos dos pasos:
a) Aidar € radical.
b) Elevar a cuadrado ambos miembros de la ecuacion.

2. Resolver la ecuacion obtenida. . _

3. Comprobar enlaecuacion original las raices obtenidas para desechar las que
no la satisfacen (raices extrafias).

Determina e conjunto selucién de las ecuaciones siguientes:

a)l/x+4—3=0 b)—3=|/6x+97x

c)l/Sx+7 ~l/2x—l =0

Resolucion
Dfx+4 ~3=0 Comprobacion:
Vx+4 =3 MLY/5«4 - 3=y5-3
x+4=9 =3 3 =0
x =35 A T
S =15} MD: O Ml = MD
b) -3= l/ﬁx +9 - x Comprobacion: para x, = 0
x~3:l/6x+9 MI: -3
(x - D =6x+9 — _
X = 6x 4 9= 6x + 9 MD: /6049 -0 =3
X - 12x = 0 =3 MIzMD
dx - 12) = 0 (x;, = 0 es una raiz extrafia)
Xy =0 x,-12=0 para x, = 12
x; = 12 Ml - 3
MD: V612 +9 - 12
5 =112

= V1249 - 12

/st -12-9-12

-3 MI = MD
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l1. Ecuaciones con radicales

Las ecuaciones con radicales son aquellas que tienen la variable bajo € signo
radical. Para resolver este tipo de ecuacion es necesario transformarlaen otra
en la que la variable no aparezca en € radicando.

[lustremos & procedimiento de resolucién de estas ecuaeiones en € gemplo:

Vax -3 -x=0

primero aislamos el radical,

es decir, despgjamos € radical

Vax -3 =x

elevamos anmbos miembros a cuadrado

(l/4x—3 )2=x2

con lo que se obtiene la ecuacion:

4x - 3 = X%,

que no tiene radicales.
Resolvemos esta ecuacién de segundo grado:

x* ~4dx+3=0
{x -PNx -1 =0
X, -3=0 x, -1 =0
x; =3 Xy =1
por ultimo comprobamos las raices en la ecuacidn original, puesa elevar al cuadra-
do pueden introducirse soluciones de la ecuacion transformadaque no sean solucion
de la original.

para x, = 3

MEY4.3-3 c3=)12-3 —3=¢§-3=3-3=0
MD: 0 MI = MD
para x, = 1

ME4-1-3 - 1=4-3 - 1=yT-i=1-1=0

MD: O MI = MD
S =113
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u)—3+|/3x+9 =x -6 vi7T+Vx+6 =13 -x

w)x:]/45x+10~8 X)x+[/x+ 4

=2x -2
y)x+l/3x+4=8 z)9+l/(1x+4 =x+7
2. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)xl/2 x+1 =10 b)x+l/x=6
c)l/.x+l(] -x=-12 d)|/2x+3 +5=x -1
- , g
e) |/4.x' + 8 2 -4x =0 )] l/Zx o= JAx

2% - 10
DVeTT s -t
[/x -7
mVx st + —2—=xs6
Vx + 1
i*) m.“(x + 3 =
j*)l‘)gD(X—l/.’C~ | ) :—;—

3. El periodo para una oscilacion completa de un péndulo esta dado por la [ormula

—_—

T=12n l/ = (g=10m/s% donde € periodo T es el tiempo en segundos. {la lon-
g

gitud en metros del péndulo y g la aceleracion de lagravedad. Determina la longi-
tud de un péndulo que da una oscilacion completa en un segundo.

Funciones potenciales
\-;1’2‘ Repaso y profundizacion

_ Uno de los conceptos matemalicos mas importantes es d de funcion. En cursos
Eﬁmams estudiaste la funcion lineal f(x) = mx * a, 1a funcion cuadratica
W= ax? 4 px + ¢y la funcion de proporcionalidad inversaf(x) = x '. En cada
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c) |/§+—7 l/2.x +T =0

Vox+7 =Vax+1

Sx+ 7 =2x+1
ix=-6
y = =2
Comprobacion;

MEVSC 2 +7 - V20 2+

5= 0 ST YT

=1/ 3 V- 3 no estd definido en R. M

Ejercicios (epigrafe 11)

1. Determina el conjunto solucion de las ecuaciones siguientes:

ol 3-3 o) [/x + 1 =3
Osx+6 =4 alx-2 =-3

e [/ix -2 =4 Ox+3 -3=0
glfx-2 -2=0 mYx-1 -5=0

Dlx -5 —6=0 D2+3Vamet =5
W)sx-7 -Vax+10 =0 DV3x+1 - VIx-2 =0
m V/Sx+7 - 2x sl =0 Wl -2 —sx-8 =0
o)x+l/lx~2':.4 p)[//;——_l_—xz—l
q)l//x+4 + 8 =x r) x? +x=295
s)x:l/m—d t)l/x2+5x+l + 1 =2x
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e fy ={x;y):y=x*, xR}
La representacion grafica de esta funcion se muestra en la figura 2.3.

dfy=lx;y):y=x xR}
La representacion gréfica de esta funcidén se muestra en la figura 2.4.

¥y “

Fig. 2.3 Fig. 2.4

Observa que s trazamos una recta vertica (paralelad eje y) por cada punto del
gréfico, esta contiene uno y solo un punto de la funcion.
No son funciones:

8) f = [(=2;1), (=1;1), (~1:2), (0:4), (1:3), (2:2), (3:1)]
pues los pares ordenados (-1;2) y {(~1;1) tienen la misma coordenada x = —1.

y*l

t

b) El conjunto de pares ordenados que
se muestra en lafigura 2.5 no es una
funcion; S trazamos una paraela a ! U
gey, estacorta d gréfico en dos pun- o x
tos.
\_.
-1
Fig. 2.5

. , ) 1
Las funciones estudiadas f(x) = mx + n, fi{x) = x?, fi(x) = — las podemos
X
®Xpresar segun la definicién | como:

:a-)f, ={x;p) iy = mx+n xeRy
b%f: = 1(x ; y) Ty = xl , .7C€|R}

CLf = x: ) 0y = x', xe R*.

_ También estudiaste el efecto que se produce en la grafica de una funcion s su
sfé:gaelén se multiplica por yn factor o si Se le suma un nimero; esto Se resume en
figura 2.6.

r
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una de ellas se establece una correspondencia entre loselementos de R de forma td
que a cada x del dominio (x = IR) le hacemos corresponder uno y solo un elemento
imagen y de IR; (R—IR),

Los graficos de estas funciones puedes encontrarlos en é Memento (punto !8),

La correspondencia la podemos representar por un conjunto de pares ordenados
(x;y). B conjunlo X de valores que puede tomar la primera componente x del par
se denomina dominio de la funcidon y € conjunto de valoresque puede tomar la se-

gunda componente v S llama tmagen de la funcién. Se acostumbra a escribir
S X—Yy seleefes una funcion de X en ¥

Definicion 1

Una Puncién f: X— ¥ es un conjunto de pares ordenados (x : y) tal que cada
X« X aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.

Son funcivnes 10s siguientes conjuntos de pares ordenados:

a) [y = {0:1), (1:1), (0,5:2), (-1;0), (=25 -3)} |
cuyo dominio es X = {05 1; 0,5: - & -2} -2 -1
ysuimagen Y = |- 3;0; 1; 2}. Larepresentacion gra- o5 x
fica de esta funcion se muestra en la figura 2.1.

- —— — —
w

Fig. 2.1

b) £y = {{-4:-1). (-3;0), (-2:1), (-1,2), (0;2), (1,2), (2:3), (3;2)}
cuyo dominio es X = |-4; -3: -2: -1, 0; 1; 2; 3} y su imagen ¥ = |-1; 0; 1; 2; 34
La representacion grafica de esta funcion se muestra en la figura 2.2

v |

N fr— - — — 8
wl———— —

w ¥
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b) Fig. 2.8 ¥ 4\ Dominio: R
Imagen: y==— 4
-2 2 . .
. para xo
- . Monotonia: { creC|er?te. para x;(?
decreciente: para x<0
Ceros. X, = - 2, x, = 2
Paridad: par (es simétrica respecto a
gey) U
-4
Fig. 2.8

Funcion inyectiva

Definicion 2

Una funcion esinyectiva si para dos valores iguales de la imagen le correspon-
den valores iguales del dominio.

En simbolos: flx) = flx;) entonces x, = x,.
Los sigujentes graficos y diagramas representan funciones inyectivas (fig. 2.9).

¥
. x
A. .

* o F————

L] h, o 0 .
» [

* *
L ]

T ) \ T

/ !
a) h) )

Fig. 2.9

Observa en la figura 2.9 que S trazamos rectas horizontales (paralelas al ge x)
§8tas cortan a grafico de la funcion inyectiva en Un solo punto. No son inyectivas
4 funciones que se representan ¢n la figura 2.10.

. Observa en ja figura 2.10b que si trazamos rectas horizontales. algunas cortan al
&rafico dela funcion en mas de un punto, esto quiere decir quea un valor dela h a -
% le corresponde mas de un valor en @ dominio.
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Ry ity

(R

€)

Foarts

[Fde]

¥ofin

|

yoF

¥- 40l

v {x by

AT

i} X

se difata

$e contrae

se traslada en cl gie 3

s raslida en el cje x

hacia arriba

hacia abaja

hacia la tzquierda

I Ejemplo 1 |

Fig. 2.6

Representa graficamente las funciones:

a)y = xi

y analiza dominio, imagen, ceros, monotonia y paridad de la funcion del inciso b.

Resolucion

a) Fig. 2.7
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My=x*-4

Fig. 2.7

hacia ln derecha




v

&) f)

Fig. 2.11

13. Estudio de la funcidn y = x°

La correspondencia que a cada numero rea le asocia su cubo es unafuncién; ex-
presada como conjuntode pares ordenados seria:

f={x:p):y=xxeR}]

Veamos una tabla de algunos valores de esta funcioén:

x[ -25 -2 1-151 -1] -05 0| 05 I 1.5} 2] 25

yl-1561 -8 | -34| - L[ -0,125) 0 0125} V| 3.4 8] 1506

Al representar estos pares ordenados en un sistema de coordenadas se obtiene
una gréficacoma la que se muestra en lafigura 2.12.

8i aumentamos €l numero de puntos obtenemos una idea cada vez mas aproxi-
mada de la gréficade la funcion. Si considerarnos todas las x = R obtenemos €l gr4-
fico de esta funcion como muestra la figura 2.13.

En esta figura se aprecian algunas propiedades como:

Dominio: R.
Imagen: R.
Monolonia: Creciente en todo su dominio.

Cero: tiene Un Unico cero en x, = 0.
Paridad: impar.
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b)

Fig. 2.10
Ejercicios (epigrafe 12)

i. Escribe como conjunto de pares ordenados las siguientes funciones:

a) A cada numero reai se le hace corresponder su duplo.

b} A cada numero real se le hace corresponder su duplo aumentado en 5.

c) A cada numero real se le hace corresponder su cuadrado disminuido en 2.

d) A cada numero real se le hace corresponder SU mitad disminuida en 6.

&) A cada namero real se le hace corresponder su cuadrado disminuido en su du-
plo.

f) A cada numero redl distinto de cero se le hace corresponder su reciproco dis-
minuido en 10.

g) A cada numero rea distinto de cero se le hace corresponder el duplo de su
reci proco.

h) A cada numero real distinto de cero se le hace corresponder € duplo de su reci-
proco aumentado en Su triplo.

2. Representa gréficamente, a partir de la graficade lafuncion y = x2, las funciones
siguientes y analiza sus propiedades:,

a) flx) = 3x? b) glx) = % x? c) plx) = x? + 2,5
d) glx) = x2 -3 e) mix) = (x + 2)? ) p(x) = (x - 4)?
g) hlx) = (x - 1,5)* - 3.5 h) kx) = (x — 22 + 2.5

3. Determina cuales de las representaciones gréficas de lafigura 2.1! son funciones

y de €éllas cuales son inyectivas. A
[

o \0\
-

b) )

-t
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¢) La funcion tiene un solo cero porque d grafico corta en un solo punto d eje x.
d) Como € gréfico es simétrico con respecta a origen de coordenadas la funcion es
impar.
La paridad de esta funcion se exgrcsa simbolicamente como

f- x) = - fix)
lo cual se nola cn los valores de la tabla
iy =

1) = - (i
T ; luego fl-1) Fi00)
f2) =8

i -2y = _

-8 } uego fl-2) f2)

Ejercicios (epigrafe 13)

1. Determina s los siguientes puntos pertenecen' a gréfico de la funcién y = x*.

. Vo327 5 125
) A2:8), € (39), EC 4 64), G (= :——), 1(=; K(-2.7)
@A (4 64 ) (3 )

0832 0(5 5 ) F (53 ) (S 1) seaw,

JTEERTY
4

2. Determina en cada caso € valor de a si sabemos que los pares ordenados siguien-
tes son puntos del grifico de la funcion y = x*.

!
7 . Ia =
a) (a;27) b) (2.5:a) o (a: -
= Vo V2
d) (V 5;a) e) (a—_‘;) f) (—-2--1:)
) (V3 ( !
g (%) h) \a. "“&"3"’—"2“

3. Si sabemos que la funcion y = x* es una funcion impar, determina € par orde-
nado que es simétrico a:

‘a) (2:8) by (- 1;- 1) ¢} (0,0)
3
9 |1
d (-3 -27n e —]-/——; —
. ( 3 3 ) )( 64
g) (x% x%) h(a - 1 {a — 1)}
4. Dadas las siguientes funciones calcula sus ceros y represéntalas graficamente
a) flx) = §x* b) flx) = 1 o
glx) = x? - | 4
Plx) = (x - 20 gx) = x¥ + 2
px) = (x+4) -1
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y
»
156 p— — -“
|
|
1
J
!
]
|
} .
| pei
17—
P
'
P
I
|l
34 ~-f||
I
{11
o
E o BN
- 2%1.“ VIS I O -
;T}i,.“ fl)l 2 3 /o x
i
1
I
by e Jo3s
’l
]
I
]
3
e - }-8
i
|
|
}
i
|
: |
“—7- — - 154
Fig, 2.12 Fig. 2.13

Observa que:

a) Bl dominio y laimagen de esta funcién es R porque Las proyecciones del grafic®
ocupan todo € ge x y €l gey respectivamente.

b) La funcién es mondtona creciente en todo su dominio porque 2 medida aue ¢
cen los valores del dominio van creciendo los valores de la imagen.
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¢) La funcion tiene un solo cero porque € grafico corta en un solo punto a ge x.
d) Como d gréfico es simétrico con respeclo al origen de coordenadas la funcion es

impar.
La paridad de esta funcion se expresa simbélicamente como
A= x) = - fix)

lo cual se nota en los valores de la tabla

fin =1 1 } luego fl-1) = — fll)

o -
?(2)2”) P ) e en = -

Ejercicios (epigrafe 13)

1. Determina si los siguientes puntos pertenecen'd grafico de la funciény = x*.

: 327 5 125
) A(2:8), C(3:9), E(- 4;- 64), G| = ,—]), 1{— ,
8) A(2i8), C (3:9), E( 16 (5 ) (5 5 ke

b) B (- 3;- 27), D(— L ) (2 4) 3 -—12—5—) J(6:216),
L(— 10)
4

2. Determina en cada caso €l valor de a s sabemos que los pares ordenados siguien-
tes son puntos del gréfico de la funcion y = x*,

8) (a27) b) (2,5:a) o (o
d) (V5:a) e) a;-}%‘—) (——-—-a
e 27

) ( 9; ) h , Tmmmme—

g) (V9a ) (u =5

3. S sabemos que ia funcion p = x° es una funcion impar, determina e par orde
nado que es simétrico a:

‘a) (2:8) by (- 1, - 1) c) (0,0)
J_
9 1 1 1
B 3 - 27 o (X2, L n(L L
BRI ( 3 3 (4 64
8) (x% xt) h)(a - 1: (@ - DY
4. Dadas las siguientes funciones calcula sus ceros y represéntalas graficamente.
8) flx) = gx’ b) Alx) = 1 X!
glx) = x? — 1 4
plx} = (x - 2) glx) = X' + 2
plx = (x + 4 1
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5. De las funciones siguientes analiza: dominio, imagen, monotonia, ceros y haz su
representacion grafica.

a) fix) = x* - 8 b) fle) = x* + 5
glx) = (x - 4) gx) = (x + 1)
hx) =(x+ 21X+ 3 hx) = (x - 3% - 3

6. Los gralicos de la figura 214 corresponden a funciones de tipo
flx) = (x + #)* + c. Escribe la ecuacién que le corresponde a cada caso.

¥ A y‘

a) b} c)
Fig. 2.14

7. Determina losvalores by c de laecuaciony = (x + b)* + csid gréfico de lafun-
cidén contiene a los puntos:

) (<5:2) y (1:-6) b} (0:0) y (-2:-8)
e} (01} y (1:6) d) (0:123) y (~4-1)
e) (3:5) y (5:7) £) (-b:6) y (3 1)

V4. Funcion inversa. Interpretacion grafica

Consideremos la funcién f: A— Ainyectiva seglin muestra la figura 2.15a (4 y #
son subconjuntos de R).

A B

Fig. 2.15
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Recuerda que en una funcion inyectiva un elemento no puede ser imagen de dos
elementos diferentes del dominio {a cada elemento de la imagen llega una sola fle
cha).

Si b= fla,) y b = fla,} entonces fla,) = fla,)
y €, = a, por ser f inyectiva,

Luego, por ser f inyectiva tenemos que a cada elemento del conjunto Im /' le po-
demos hacer corresponder uno y solo un elemento del conjunto Dom f, determinan-
dose asi una nueva funcion que denotaremos / ': Im f/— Dom f(fig. 2.15b) también
inyectiva y que llamaremos funcion inversa de f.

S f es una funcién inyectiva con dominio A e imagen 5, entonces la funcion
inversa f 'tiene dominio 8 e imagen A y se define por:
J' (¥ =x4d flx) =y paratodoy = H.

La funcion f { flg.2.154) esta definida por los pares ordenados:

f=(1;a), (2:b), (3;0), (4;d)} v su inversa (fig. 2.15b) por
I = W), (68:2), (e:3), (d4)),

Como puedes notar, los pares ordenados de una funcién y su inversa intercam-
bian sus coordenadas y por lo tanto sus gréficos son siméltricos respecto a la rec-
ta y = x (fig. 2.16).

»
4 .
\\ ) I
3 . \fx"
A AN
d 24 [ ] /X\ \.
: A 'y
e ~
a1 e 7 L4
‘\_‘_
a |. // [
i A o
o e 1 ¢ 2 3 4 x
2
Fig. 2 16
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] Eiemml l

. La funcidn y = x? €S inyectiva, d§ trazamos paralelas al €e x, cadq una

corta al grafico en un punta, luego tiene una funcién inversa que esy = ¥'x (de
dominio R) la cual seobtiene refleggando |a funcion en larectay = x (fig. 2.17).

Fig. 2.17

2. La funcién f de la figura 2.18 no es inyectiva ya que como muestra el grafico,
para un mismo punto de la imagen (y,} se ohtienen varios valores distintos en
el dominio.(x,, x, y x,) luego esta funciéon no tiene inversa; si la reflejamos en
larectay = x el grafico que seobtiene No correspondeal grafice de una funcién.

+4

wo=Sl) =f(x) =f(x.)

'\

&\/

E=]
=i

af——

N

1

Fig. 2.18

Resumiendo:

Para decidir s una funcién tiene inversa es necesario determinar previamente
si dicha funcion es inyectiva
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Ejercicios (epigrafe 14)

I. Dados los gréficos de las funciones representadas ¢n la figura 2.19, analiza si se
puede determinar la funcion inversa Fundamenta.

v}
r=2x+13
3
~ 1.5 0 T
2)
v
y=al
(x>0
it x
¢)

i |

b)

f \/
e)

Fig. 2.19

A—
I {} x

f)

2. Representa graficamente las funciones siguientesy § es posible obtén el gréfico
de su funcion inversa. Fundamenta €n todos los casos tus respuestas.

1

a) flx) = 5 _ 4x
C)ﬂx}:i

X
8 h(x) = x? + 3

&) plx) = (x - 3
1:) h(x) = x? + 1

(xz0)

(x=0)

b) glx} = (x 4 1)

dyglx) = xt - 2

f)g(x):[/x+2

h) flx) = (x — 2)2 (x2=0)
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15. Estudio de fa funcién y = Vx

S quisiéramos determinar la funcion inversa de lafuncion flx) = x2, nos encon-
trarfamos can la dificultad que esta no esinyectiva{fig. 2.20a), pues para un mismo
valor de laimagen y, obtenemos das valores distintos del dominio: x, y -x;,. Por eso
para obtener unafuncion inyectiva basta considerar en € dominio solo alos valores
de x = 0 {fig. 2.20b).

-1

a) b) ¢)

Fig. 2.20

Esto significa que s limitamos & dominio de lafuncién en laforma indicada para
un solo valor de la imagen (y,) se tiene un unico valor del dominio (x,) por lo que
lafuncion obtenida es inyectivay tieneinversa. S d grifico 10 reflejamos en la recta
» = X obtenemos d grifico de la Funcién inversa {fig. 2.20c¢).

Los pares ordenados de la funcion y = x? tienen laforma{x, : x3) y los dea in-
versa serian {x; : x,), en estos pares la segunda componente x, es la raiz cuadrada
de la primera x;. luego si denotamos la primera componente por x(x = 0} entonces
la segunda seria V' x obteniéndose ¢l par (x :i/x) parala funcién inversa, por tanto su
ecuacion seria

FUx) = Vx  con{x = 0)

El grafico de esta funcion (y = Vx) se muestra en la figura 2.21

Iy |

-y

Fig. 2.21
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Las propiedades de la funcion y = Vx son:

Dominio: X == 0 La proyeccion del gréfico cubre el semieie positivo
delas “'x".

Imagen: v = 0 La proyeccion del grafico cubre d semieje positivo
de las"y".

Cero: x = 0O En este punta la gréfica corta a eje "x".

Monotonia:  Creciente A medida que crecen los valores del dominio van
en todo su dominio. creciendo los valores de la imagen.

Ejercicios (epigrafe 15)

1. Determina si los siguientes puntos pertenecen al grafico de la funcién y = Vx.

8) A(4;2), B(«% : Vf) C(5:2), D(% : % ). E (% 15@) F (9:4)
b) G (—'3— —'/—2—3’—) HUL6:4), 10,25,0,5), J(% : __1/2__0_) K(0,36:0,7), L(8:2,9)

2. Representa graficamente las siguientes funciones y calcula su cero.

a) flx) = Vx b) glx) = Vx + 3

C)p(x)=|/x+1 d)g(x)=2l/x+7

el kix) =[/x+3 -2 NDhlx) =Vx -4 + 5

3. De las funciones siguientes analiza: dominio, imagen, monatonia, ceros y repre-
séntalas gréficamente.

B )= - |/x b glx) =[x + 8

¢} n{x)

3 l/x_ d} m(x) = l/; + 4

e) plx) l/;_: -3 f) glx) = ;— x -1 +2

4 De las funciones ¢, n, MY p del ejercicio 3 obtén € grafico de su funcion inversa
reflggandoen la rectay = x.

5. Lo graficos de la figura 2.22 corresponden a funciones del tipo
- O W VAV ‘ y
¥I'= |/ x + b + ¢ Escribe la ecuacion que le corresponde a cada uno.
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a) b)

c) d)

Fig. 2.22

Ejercicios del capitula

1.

2.

Cacula
3 4 —
a)—4[/27 b)l/24:73
4 —
c) |/8] ¢ sic=12 d) 42+ 472

) (BY7 4 161 — (32 4 49) nsl125 +6)/4as
3 3 1 2

g 4 /32 - 20 V25 (Vs -Vs)

i (372 - 3572 ) (92 = 7218

k)(m fl/i)_)s n (V2 +1)

Calculae! valor numérico de las siguientes expresiones para los valores indicados
de la variable. S lo crees conveniente multiplica previamente.

a) (@' aVs @ NG - 2 - gt para a = 32

, o |
b) (2a!x25 4 @ ixVNxY + 20V + 3@ X)) paraa = 8, x = —

o) (x M4y 4 3xl4 ) AL PR L x4 Y para x = 3,y = 6

d) (@ B2 4 20 b - a BH3aP B 4 1 4+ @ B paraa = 8, b = 4
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><

ks

n)

,] I
l/ 0 ! _4 0 x
B

¢) d)

|

Fig. 2.22
Ejercicios del capitulo
1. Calcula:
3 4 —
a)-41/27 by |24 70
V8 e se=2 )47+ 4
&) (817 4 1617%) — (32175 4+ 49) nsl/125 +61/4s
3 3 3 2
g4 /32 - Vo Vs m(Vs -V3)
) (377 - 35902 ) (92 = 7213

. _ ]
o {(Vio - V20) p (V2 +1)

2 Calcula el valor numérico de las siguienies expresiones para los valores indicados
de la variable. Si lo crees conveniente multiplica previamente.

a) (@' — g+ a'"NWa? - 2 - a??) paraa = 32

1
b) (2a' x4+ @ xR ¢ 2a 4 3gt x2%) paraa =8, x = —

o) (¥4 it 4 Ixt ) (x4 pHit - 3 M4 x4 VY para x = 3,y=6

d) (a—llj B 4 2(17“3 b - a 2b3f2)(3a21‘3 b-l;‘z + 1+ a2 By para d = 8, b = 4
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3 Coloca en orden decreciente.

a) VT0. V3. V2 b) V3. $6, V33
o V3, V7, V35 d) V. /3. 75, VTd

4
e fa+b . [at+ bt (a>0; b>0)

4. Calcula las i'racciones siguientes racionalizando previamente, Utiliza la tabla para
los datos que necesites.

2 1
R TG
4 ) —8

2 +V3 3 - V5

e) b H == VE
V2 - V3 3-V6
V3 + 2 V2oV
Vi - v2 V2 + V5

5. Calcula. Considera positivas todas las variables y expresiones que aparecen.
— 4, 6 ;— B —
a) l/a’ ~ 2a |/a2 + 3a l/a3 . l/a”

b) 2 l/;;;r; - l/9m2n + l/lﬁmn2 - |/4nu12

. - PR
c) Sm l/(m -n} o+ l/(m - n)P o+ nl/(_m - n)?

d) 2|/ a*x + 3aty - a® lﬁx + 27y + |/25a“x + 15a%y

e)|3/ + 3 ——-—--—-+l/a‘

l/4a+4 + (a + l)l/

4Xl/—-—~—9 |/ ——-+ax|/
V- b/ —“—*—%(mml/ “"t’)
a - ! “u +

a — 2b) }// %__I___‘_b.-
L a — i

vp L2001/ @ 4/ 30
a? 3 b
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i) = +a

l/xz _ a;_ . al

X2

6. Efectia para los valores admisibles de las variables:

5 —

a) | x? %'-‘
Wl x-1 Vasl -3 0o i+

2 d ]

c) ) -
= Wa + 2)
al + l/; | Va Wa +
e) _‘.‘._'___]_/_E_ f) Vax T.,V_T’i
a+ Va Va + Vb
3 ,- y
64,3
| VAR + i+ Vbx « VEy . Voo loer
B Va + Vb 1 18x%y
1,— 4~
o Wx e Vpr - 4Vxy ) /2 Yy
LI -~
X+ Ve W
l/x2 - 2- -~ x?t+ 2
k

) -
fxt - 2 +[/;’-+2

7. Halla ¢l valor de las sigujentes expresiones:
a) log,4 + log,81 + log,64 ~ logg216
b) log,64 - log,l - log,9 + log,,121
¢) log;81 — log,l 024 + log4 096
d) log,256 + log 625 - log,243

o) ( log,16 + logs125 — log,64 }?
log,, 25 - log,27

‘Vlog[,_5 (—% ) + log,81

f}
l_ log,128 - log,l6

1/2
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8. Resuelve las siguienles ecuaciones:

Dsx 1 ~4=0

b)[/f()x+3 = [/ 10x - 1

c)l/x2+2;c_+l =9 - x

dx+2fx -1 -4=0
LV et

€} ermmnen = -3

|- Yx
f) l/; + l/r:? = A9

Vx

g) . Sl B [/x 24

9. Determina cuales dc las siguientes correspondencias son funciones y exprésalas

como conjunto de pares ordenados.

a) A cada madre le corresponden sus hijos.

b) A cada numeroreal no negativo e le hacen corresponder susraicescuadradas.

) A cada nimeroentero se le hace corresponder su cuadrado disminuido en su
duplo.

@) A cada nimero real distinto de cero se le hacecorresponder e cubo de su reci-
proco aumentado en su cuadrado.

e) A cada nimero real se le hace corresponder su cuadrado aumentado en su tri-
ple disminuido en seis.

f) A cada namerored no negativo se le hace corresponder su raiz cuadrada dis-
minuida en tres.

B} A cada numero real positivo se le hace corresponder su logaritmo en base dos.

10. De 1as graficas Y diagramas de la figura 2.23,di cuales representan una funcion

, Y de éllas cudles son inyectivas.
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Fig. 2.23

11. Determina cuales de los graficos siguientes representan funciones inyectivas, en
los casos posibles obten € gréfico de la inversa (fig. 2.241.

g 4

'

¥
]

{ ¥ 0 ¥

a) b) ¢)

Fig. 2.24

12. Determina la funcién inversa de cada una de las funciones siguientes:

a) f, = {(_2; - —;- c 1o (o —; )

b) f, = {(0; 2), (1, 3), (35 1), (4 18)}
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13.

14.

15.

16.

| L
= _2.3v s AT [ [ - T s T 3
9 f = {232 0 (- 5 <h). 0 0
d) £, = 10 -1, (1,0), (8:1), (27:2)]
&) 7 = 015 2), (2, 8, (3 6), (4 8), (5: 10)

0fi=1a b), (e d) (e £), (i), (G k)

Traza los gréficos de las siguientes funcionesy = yx; y = f/} y reflgalas en
gje de las x. Indica las ecuaciones, dominio e imagen de las funciones obtenidas
por reflexion.

Determina d dominio de definicion de las funciones siguientes:

§ —
a) flx} = l/3x + 5 b*} glx) = |/2x -3

b/
o plx) = [/x? - x d*) glx) = [/ x? - 2x
e k() =)x - 16 DomG)=)x+6x 49
@l =)~ x- 12 W ate =]/ Ko Ax

X

De los pares ordenados siguientes determina a cuales de las funciones f{x) = x?,

gx) = x%, hlx) = Vx, p(x) = l]/;c pertenecen:

a) (1; 1) b) (1; 2) c)(3:9)

d) (0.2; 0,008) e VZ: V3l £ (16; 2/3)
_ _ Y. 0 _ 4 _ _

2 (22 /3] n 3 VA ) V3 v

i) G: 27) K) (2.7) D (1 -1)

Representa graficamente las siguientes funciones:

S =zalx + 0¥ + e glx)y =al/x + b + 0, !

2(x) = a (x + b)Y + ¢y analiza en cada caso sus propiedades si:
Ba=1;b=-0c= bla=1b=-2:¢c=0
C)ﬂEl;b:{i;c:O dia=1b=4¢c=20

®a=1b=0c=15 Da=1;6=0¢=-35
Bla=2,b=0¢=0 ha=3b=1c=0

Da=1,6=2¢=3 Da=1lib=-2¢=-3
k)ﬂ:l;b:}-‘(‘:-—l l)a=l§b:_4;c:2
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+«Cémo surge la trigonometria?

La trigonometria (del griego trigbnom triangulo; metros medida) tuvo sus orige-
nes en Greciay Egipto.

Una mirada retrospectiva para hallar sus origenes nos conduce hasta e siglo 1.
En este siglo d matematico Hiparco, nacido en Nicea, Asia Menor y considerado €
mas destacado de los astronomos griegos, inicia €l uso de una tabla de cuerdas de
la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores
del seno.

En su astronomia, Hiparco habia introducido la division sexagesimal de los ba-
bilonios y Claudio Ptolomeo solo unos pocos afios mastarde continua el uso de esta
division, y en su obra d Almagesto, también del siglo 11, calcula una tabla de cuer-
dasy llega a expresiones en las que si se cambia la palabra " cuerda” por " doble de
seno dd arco mitad™ podrian obtenerse algunas de las formulas de nuestra actual tri-
gonomeiria.

En d siglo IV una obra hindu va mucho mas all& de la trigonometria griega y
presento con una mayor precisién una tabla de valores del seno.

La trigonometria hinda es adaptada y desarrollada por los arabesy yaen d siglo
IX e astronomo Al Battani usa, ademés del seno, la tangente y la cotangente y da
un paso importante a aplicar, en cierto modo, € algebra a la trigonomeiria.

El primer texto arabe en e que aparece la trigonometria como una ciencia inde-
pendiente se debe a astronomo persa Nassir-eddin (1201-1274}.

Después que los érabes penetran en Europay difunden sus conocimientos ma-
temalicos, se publicae primer tratado de trigonometria escrita en 1464 en latin. Su
autor fue el matematico aleman J. Miiller y en su obra demuestra de una formasen-
cilla y elegante & 'Teorema de los senos.

El importante desarrollo que Francois Vieta (1540-1603) halogrado con el alge-
bra simbélica le permite aplicar esta de modo sistemético a la trigonometria y Hega
asi a obtener, por procedimientos algebraicos, casi todas las identidades fundamen-
tales de laactual trigonometria. dando de este modo € paso definitivo hacia nuestra
presente trigonometria elemental, parte de la cual vas a aprender en este grada.
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CAPITULO

Funciones trigonométricas

Razones trigonométricas

1. Razones trigonométricas de un angulo agudo

En los grados anteriores has estudiado relaciones entre los lados de un tridngulo rec-
tangulo (como € teorema de Pitagoras, por gemplo) y también entre sus angulos.

Ademas de estas relaciones, existen otras entre lados y angulos, que se expresan
mediante las razones trigonométricas: Seno, COseNo y tangente.

Definicion 1

Sea a un angulo agudo de vértice A en un triangulo rectangulo 45C (fig. 3.1},
sean ay b los catetos y ¢ la hipotenusa, se ilama:

., a
seno de ay se denota sen « alarazon — | entre d cateto opuestoaay la
. C
hipotenusa.

Lt
coseno de ay se denota cos a ala razon 2 entre d cateto adyacente a «
. ¢
y la hipotenusa.

tangente de o y se denota tan « a la razon % , entre € cateto opuesto y el
adyacente a dicho angulo,

B

sng =4

.

.

Cos a = Q “

¢
tan o = i A 4 ¢

b Fig. 3.1

145



Esqueméticamente las razones trigonométricas se pueden recordar en la forma:

Seno:

_cat. opuesto

cat.adyacente sat.opuesto
0: Laracyacene tangente: _—cat-opuesio.

hipotenusa hipotenusa cat.adyacente

Como l|a hipotenusa cs mayor que los catetos, de las definiciones anteriores re-

sulta:

Ken a == 1; ¢cos o < |

Las razones trigonométricas definidas no dependen dd tridngulo rectangulo ele-
gido, san las mismas para todos los angulos que tienen la misma amplitud

Teorema 1

Lonces:

sen a = Sen

Si ARCy A'B'C' son dos tridngulos rectangulos en €y (7, talesque a = a', en-

¢': cosa=cosa'; tana = tan u

Demostracion

De la condicion o

semejantes. luego

, a
De aqui resulta; — = -—;
¢

y esto implica:

= a'yy = ¥ s deduce que los triangulos ABCy A'B'C" son

} o
S —} = “Er {lig. 3.2)
b ¢

senwo = Sena'icosa=cosa; tan a = tana' como se queria. W
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Ejempio 1 I

Traza un triangulo con un angulo a = 309, mide sus lados y calcula las razones
trigonométricas de a.

Resolucion

Trazamos € tridngulo como se indicaen lafigura 3.3; d medir suslados obienemos:
a=30cm; #=52cm;e=60cm.

B
Luego, sen n = —2 = 0,50
5,2
cos o = —— =087
6
3
tan a = H =0,58.8 2
A (&

Fig. 3.3

Los resultados obtenidos en e ejemplo anterior son valores aproximados; con
medidas mas precisas pueden obtenerse can mayor numero de cifras correctas’
Como resultado del teorema | vemos que es posible escribir

sen 30° = 0,50; cos 30° = 0,87, tan 30° = (0,58

En lo que sigue escribiremos indistintamente las razenes trigonomeétricas de un

éngulo 0 de una cantidad de amplitud. Como hemos visto, esto no da lugar a con-
fusiones.

También es consecuencia del teorema 1 que € angulo esta determinado por una
de sus razones trigonoméiricas pues s lax razones son iguales los triangulos son se¢-
mejantes y los angulos coinciden.

lEiemplo 2]
Blona-= —; , calcula cos o y tan a.

Resolucién

@’I?mo solo nos interesan razones entre lados, podernos trabajar en cualquier
tridngulo rectangulo en & que la razon entre el cateto opuesto y la hipotenusa sea
1

3 . BN un triangulo ABC en & que: a = 1; ¢ = 3; s tiene

Cbela_g =Y 12 =Ye-1 =)

[]:J.k‘;

;I‘-EF Beneral {con PoCas excepciones) las razones trigonomstricas SON Aumeros irracionales ¥ no pueden
fepresentarse exactamente mediante expresiones decimales
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Ej

1

entonces, cos a =

Observa que conocido el seno hemos determinado univocamente el angulo.

ercicios (epigrafe 1)

. En un triangulo ABC rectangulo en C los catetas a y b miden respectivamente:
a) 3,00 cm y 4,00 cm b) 9,40 cm y 10,0 cm

¢) 0,20 dmy 10 cm d) [,4lcmy 1,00 cm

Determina las razones trigonomeétricas de los angulos agudos a y 8.

2. En un triangulo ABC rectangulo en A setienea = 13 cmy ¢ = 12 cm. Calcula

3

las razones trigonomeétricas de sus angulos agudos.

. La medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo isosceles ABC
(<1 A = 90°) es 2. Calcula las razones trigonométricas de B.

4. Sean a y ff las amplitudes de los angul os agudos de un triangulo rectangulo 4BC

(y = 90°),

a) S sen a = 3/5; caculacos a, tanay sen f.

b) S cos f = 12/13; calcula sen 4, tan f y cos a.

¢) S tan a = 4/3; calcula sen a, cos a, sen § y cos f.
d) Sitan f = 1; calcula sen i, cos § y tan a.

5. Construye € angulo agudo a, tal que:

a)sena = 1/2 b) cos @ = 4/5 c) tan o = 3/4.

6. Dado sen a = 5/13, construye e angulo ay halacos ay tan a.

. Dado cos § = 3/4; construye e angulo § y halla sen gy tan §.

8. S tany = 3, construye d anguloy y hallaseny y cos y.

9. En un triangulo A4BC recténgulo en A, tany = 4 —g . Calcula: sen y, cos 1y

sen fi, cos fiy tan 4.

10. Hallalalongitud de |a hipotenusa de un triangulo ABC rectangulo en A sabiendo

quecosy = 4/5y b =16 cm.

. En un triangulo 4BC rectangulo en C,sen § = 4/5y b = 40 cm. Halla la lon-
gitud de la hipotenusa dd triangulo y los valores de cos § y tan a.

L Cuando las razones trigpnométricas Se expresen en esta forma, como cociente de dos enteros, se trald
de un ejercicio no relacionado con la practicay asumimos que € valor dado es exacto. Por eso L 1€5.
Puesta se expresa sin aproximar.
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12. Stan o = 2 —; y 09<la< 90°, calcula sen « y cos a.

13. Sea ABC rectangulo en A, seny = 5/6 y a = 18 cm. Calculalalongitud del ca-
teto b, cos Py tan y.

14. En A ABC rectanguloen ¢, a = 30°y & = 3,0 cm. Calcula lalongitud de la hi-
potenusa.

15. En A ABC rectanguloen C, ¢ = 45°y ¢ = 4,0 cm. Hallalalongitud de los ca-
tetos y € valor de sen §, cos f§ y tan §.

16. Demuestra que en un tridngulo ABC rectangula en € se cumple:
a)sen a=sen(y - f) b) cos a = cos (y - f)
chtan a = tan {y - )

2. Angulos notables

Existen algunos angulos cuyas razones trigonomktricas son sencillas y aparecen
con mucha frecuencia en la préctica por |o que es conveniente memorizarlas: son los

[lamados “‘angulos notables™ y sus razones trigonométricas se calculan en los si-
guientes teoremas.

Teorema 1

{
LSi un triangulo rectangulo tiene un angulo agudo de 30" el cateto opuesto acse

angulo es la mitad de la hipotenusa.

Demostracidn

Sea ABC un triangulo rectanguloen Cen d cual « = 30" y tracemos C2 de forma
tal que < DCB = 60°, entonces <1 DCA = 30° (fig. 3.4).

B

I
60®

e

A4 C
Fig. 3.4

E| tridngulo BCD es equilatero (angulos interio-
r& de 60e) y por tanto a = B = DC. Ademas,
e tnangulo ACD es isdsceles y entonces
= DC( = a).
B2 agui resulta
C=AD+DB=a+a=2a N
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Teorema 2

Se cumple:

a) sen 30° = 1 , cos 300 = -—Vi; tan 30° = -ﬂ—
2 2 3

b) sen 60° = -»V%; cos 60° = iz . tan 60° = /3

c) sen 45° = ml%z-—; cos 45° = 121; tan 45° = 1

Demosiracidon
En el triangulo AAC (fig. 3.5)

tenern05c:2ayb:l/;2—a2 =l/4a’_a2 :l/3a2 =V3-a.

Fig. 1.5
Entonces:
a 1 l/§ o V3
a)sen 30 = sen ¢ = ~— = — b} sen 60° = s = =
w2 sen f = —52 2
3 3 1
cos 30° = cos a = V?’a:ﬁ— cos 60° = cos fi = —— = —
2a 2 a 2
‘ a V3 ja =
tan 30° = lan @ = —— = —— tan 60° = tanf = - = |/3
V3 a 3 a
¢) Sea ABC un triangulo rectangulo isosceles, es decir, sus ;
angulos agudos son igualesy ¢ = b (fig. 3.6). Se tiene:
c:l/a2+b2:|/a2+a2:[/5a2=1/§.a
luego sen 452 = sen o = fl-=-§ ‘ - [5
1/2 a 2 A h=
Fig. 1.6
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cos 45° = ¢cos a = a_ - V2

tan 45° = tan g = 4 - 1.0
a

sen 3¢ + cos 60°

a) Calcula
tan 60° . tan 30°

b} Una fuerza de 20,0 N forma un 4ngule de 45,0° con la horizontal. Calcula sus
componentes horizontal y vertical.

¢} En un triangulo rectanguloen ¢, b= 38cmyc = 7,6 cm. Calcula el angu-
[0 .

Resolucion [
— o+
sen 30° + cos 60° _ 2

tan 60° - tan 30°

V3 -

ck”lwl ro| =
w

b) En este caso se trata de valores tomados de la practica con 3 cifras, luego € re
sultado tendrd 3 cifras.

En lafigura 3.7 se tiene:

cos 45° = £ . sen 45° = _fx_
| F| | 7|

22

Luego, 7. = | F| cos 45° = 20 VT - 107 = 14.1
Evm|F[sen45°_=20-l-%2—-: 10 V32 = 14,1

Las componentes son ambas de 14,1 N.

l Fig. 3.7

i este caso son datos que representan valores de la préctica con solo 2 cifras
Correctas, la respuesta debe darse con dos cifras significativas.
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A ‘ B

En lafigura 3.8 se aprecia

&
CcoS a = 3—8— - 0,50,

N

del teorema 2

inferirnos que « = 60°. W

Fig. 3.8

L as definiciones dadas hasta ahora no incluyen las razones trigonométricas de 0°
ni de 90°. Paraincluirlas, consideremos la situacion que se ha representado en la fi-
gura 3.9. En €ella se ha dibujado un sistema de coordenadas de modo que €l vértice
A del triangulo ABC coincide con €l origen y  €je*x™ contiene al cateto #. En esas
condiciones |las razones trigonométricas de a pueden expresarse utilizando las coor-

denadas (x; y) del vértice B:

sen a = 4
xt eyl
x
Cos @ = ~——
l/x2+y2
tan a = Al
X

}
B Bix;»)
f
¢ y
Ad=10 X s
Fig. 3.9

Observa que s e angulo « = Oo, € punto B estara en e ee "x" s e anguld
a = 90° ¢l punto B estard en ¢l ge"y".

Estas consideraciones nos permiten ampliar las razones trigonométricas con 108
siguientes valores natables:
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sen0°:+:o sen90s= — Y _
l/xz + 02 /0 4 p?

cos 0° = — X = | 005900:_—0 =0
fxt o+ 02 1/02 + oyl

tange = 2 =0 tan 902 ino definido!

X
Atencién: No es posible definir la tangente para 90° puesenesecaso x = 0y

la division por cero nO esta definida.

Eiemélo 2

1+ tan 45° - sen 9¢ge

Calcula;
cos 0° . sen 30° - cos 9°

Resolucién
Sustituyendo los valores obtenidos resulta:

| +tan 45° — sen 90° I +1 -1 7_1__2
cos 0" + sen 302 - ¢cos YO© S

[ » .l -0 1

2 2
, En la siguiente tabla se resumen los valores de las razones trigonométricas de los
angulos notables.

g 0e 300 45° 60° 90°
sen a 0 — .l./.g. _Q 1
2 2 2
oS o 1 .@_ _Vi i 0
2 2 7
tan « 0 %1 | V3 -
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Puedes comprobar que en esta tabla se cumple para cada valor de «:

cos « = sen (90¢ - al sen o = cos (90" - a)
0= sen ax<l 0< cos a=1

Observa, ademas, que los valores del seno empiezan en 0 (para 0¢) y crecen has-
ta 1 (para 90%), mientras que los del coseno empiezan en 1 y disminuyen hasta 0.
Estas relaciones se cumplen para todo angulo a.

Fijate que solo tienes que memorizar los valores del seno porque:

el coseno de un hngulo es d seno del dngule complementarlo,
la tangente es e cociente del seno entre @ coseno.

Ejercicios (epigrafe 2)

1. Halla @ valor numérico de las siguientes expresiones:

a) sen 30° . cos 45° b) tan 45% - cos 30"
¢) cos 30° + tan 60" d) sen 30° . cos 45" t tan 60°
sen 30° |
e) —er
cos 45¢ cos 457 . tan 45°
2 n
f) sen230° + cos? 300 ' g) tan 60° - _cos” 457 cos 30°
sen?4 50
h) sen? 30 - 2 tan? 60° ) Sen 437 _cos? 60°
tan 60° sen 30¢

2.S A=cos60°y B = . Calcula d valor de 2A - 3B.

cos 45"
3.9 M = sen 30° N = cos 60°, P = tan 452y Q = cos 30°

Calcula € valor de M+ 2N

P-Q
4.S g = 30° b = 60y ¢ = 45° Halad vaor de las expresiones

sen‘a + cos b / costy + 2sen a
A —1 1/
cos ¢ + 1 I/ tan ¢ — 2/9

5. Comprueba que:

a) 2 sen 309 - cos 30° . tan 60° + sen 45° = —3-—+2£

I La notacién sen? a se utiliza en lugar de (sen 2} lo mismo es valido para cualquier potencia de 145 7

zones trigonomeétricas,
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2, 3-030°.~06°  4y7.+3

b) —
cos 45° sen 60° 2
_sen 3(}‘31_ _ cos 60° . tan 30° = M
Cos 45¢ 6

d) V3 tan 30" + cos 309 - sen 60° = O
i

. - _ cos 30°
cos 60° =
e) = 5 + 2 |/3
tan 45° _ sen f0°
f)23en2600+3ﬁis R— =3i
sen 45" cos? 300 6
el 600 . 0
2 3 cos? 60° . cos 30 . sen 60° = 0
sen’ 60"
3 tan? 307
cos? 45°
h) =3
~_cos? 60"’__
sen? 60°
0 _4 cos? 30° - sen? 45" . tan 60° N cos? 60° _ Jla9y3
e AV 16 sen® 60° 48
3 .08 207 5 og 450
sen? 30°

6. Unafuerza dc 50,0 N forma un 4ngulo de 60,0° con la horizontal, Calcula sus
componentes horizontal y vertical.

7. Una fuerza forma un angulo de 30,0° con la horizontal y su proycccion vertical
es 15,3 N. Dclermina la fuerza y su proyeccion horizontal.

8. Calcula e! valor de las siguientes expresiones:
a) 2 sen 90° - cos 02 + tan 45°

9 [s]
b) 3 tan 0° + - cn 0— - sen? 607 . cos 45°
4 3 cos (°
2 sen 30¢ l
¢ ._._.___“3,_0___ * ——— sen 0 - tan? 30°
cos @@ sen YO©

q) 2.tan 0° ]/ sen? 92 + tan 45°
cos (Q° cos? 0° - sen 30°

B
%ﬁ;ﬁrueba que:
,-?f)‘_sen 90° + tan 0° .+ cos 0° = |
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tan 45" + —1

cos 0° 1
b) t =5
sen 90° - cos 60° cos O° + sen (°
sen’ 45° « cos 0° + | tan 0° o 1 -V3
c) + - cos 30° = ———
2 sen 90° . tan? 60° 2 2

=1

d)]/ cos? 0¢ + 3 tan 30° . sen 90°
1 + 3 tan 30°

10. Halla € valor de x en:

al x + sen 30° — cos 60° = tan 30° t sen 90° + 2 cos 0°
b} 2x sen 45° . cos 30° = cos 60° « sen 30° - cos 90° . sen 0°.

11. Investigaen cada caso s los pares de angul os que corresponden a las amplitudes
indicadas son complementarios:

a){ 14° 76°  b) | 28.5% 51,590 ¢)]26.3% 64,7° d)} 58,5% 31,59

12. Determina € dngulo complementario de cada uno de l0s angulos siguientes:
a) 38,7¢ b) 54.8¢ c) 14,92 d) 45°

13. {Cuales de los valores siguientes son iguales? Escribe las igualdades cor respon-
dientes.
a) sen 359 sen 60M; sen 42.3%; cos 55% cos 44,77 cos 30°
b} cos 75° sen 159 sen 29.7°; sen 60,3°, cos 60,3% cos 59,3°
c) sen 51°; sen 379 cos 10,72 sen 79.3%; cos 859 cos 439; sen 59 cos 39°

14. Determina una solucion de cada una de las ecuaciones siguientes:

a) sen 30° = cos a b) sen « = cos 37,5°
¢) cos 1S° = sen a d) cos a = sen 22,3°
el sen X = cos §2,3° f)sen17° = cos x
glcos f=senf h) seny = cos 07
| ) seny = cos 37.1°
15. Simplifica:
‘ 2 90° - . sen x

a) sen x t cos (90° - x) b} cos (907 - x) —

sen? x

. o _ . 1

) 2 sen (90° - x) + sen x O sen (YO X} . cos x B

cos? x cos X

3. Identidades trigonométricas fundamentales

L as razones trigonométricas de un angulo estan relacionadas entre s por alguna®
igualdades que se conocen como identidades itrigonométricas fundamental es por 188
numerosas gplicaciones que poseen y que es conveniente aprender de memoria.
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Byt

Teorema 1

Se cumple:

a) sen’a + cosla = |

s€n a
b)tan a = -
COS8 @

{m 2 90%)

¢l + tan?x = (a2 90°)
cos’a

Demostracidn

a) En todo triangulo rectangulo en € se cumple
al + b? = 7 (teorema de Pitagoras)
dividiendo toda la igualdad por ¢* oblenemos:

2

(_‘5_ )2 . (% ) 1 lo que significa:

senls + cosla = 1 para 0<<e<90°
Para 0° y 90° se cumple sen®z + cos?a = 1 pues 0! + 12 = |
Entonces la igualdad es cierta para todo «, como Se queria.

b) Sea ABC un triangulo rectangulo en C

13
entonces: sen a - tan a,
COs o b b
c
Sia:OqtanO:O:Q :_iep__o_.l
| cos 0

¢) 8ia#90° cosaz0y se puede dividir en ambos miembros de al por cos% con
lo que resulta:

" sen g 2 {
| —2) 412 —n0
cos a cosn
tan?a + 1 = - : 0 lo que es o mismo
cosly
tan? !
an‘g = ~——— - 1. N

cosly
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a) 'Transforma la siguiente expresién de modo que solo contenga sen z y calcula
3
su valor parasen z = —

z + cos .
_ sen ' 1T cos z (2% 0°)
1+ cos z sen z
2
b) Simplifica; ~S93.2 L= 25807 o ge ;2 000)
an z sen Z
Resolucion

a) Efectuando obtenemos:
sen z | + cos z

| + cos z sen z

sen?z t (I + cos z)?
sen z« {1 + cos 2)

_ senz t 1 * 2cos z + cos’z

sen z » (1 + cos 2)

como sen?z + cos?z = 1, resulta:

senz l+cosz | 2 + 2cos z B 201 + cos 2)
1+ cosz sen z sen z - {1 * cos z) sen z - (1 + cos z)
como ! + cos zz 0, es posible simplificar y queda
senz , ltcosz 2
l1+~0¢8 sen z sen z
. 2 19

Sustituyendo resulta; -— = ——
3
5

b) Transformando la tangente, la expresién se convierte en
cosz _1-2sen’z _ ~o085 1 - 2sen’z cos?z 1 - 2sen’
tan z sen z sen z sen z sen z sen z

cos 2
_ 1 - sen’z 1 - 2sen’z
sen z sen z
1 - sen®z - 1 + 2sen’z sen’z
sen z sen z
cos z 1 - 2sen?®
- ez . senz B
tan z sen z

Estas identidades fundamentales pueden sar utilizadas en la demostracion te
otras igualdades de validez general quetambién reciben e nombre de identida
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Prueba que:

a)(sen a t cos w)? = 1+ 2sena-cosa

b) sen’d + sen’d - tan’4 = tan’4 (A #90°)
|

¢} ——— — tan x . sen x = cos x (xzYO")
€os X

Resolucion

En general transformaremos el miembro izquierdo para obtener el derecho:
a) En este caso efectuamos:

(sen a * cos a)?! = sena + 2sen n - cos a + cosa
(sen’a + cos®u) t 2sen a . cos a

1 + 2sen a - cos a

b) En este caso extraemos factor comun:

1
sen’*d + sen’d . tan’4

I

sen’d « (1 + tan?d) = sen’4 -

cos?4
sen A y?
(=AY < ava
cos A
¢) En este caso sustiiuimos tan x y calculamos:
1 _ 1 sen x
-tanx.sen x = - - 8en x
Cos X cOos X Cos X
B 1 sen’™x _ 1 - sen’
cos X COoS X COS X
coslx  —
= = cos x. 1
CO8 X

Ejercicios (epigrafe 3)

.Transformalas siguientes expresiones de modo que solo contengan la razon tri-
gonométrica que se indica y calcula su valor para el dato correspondiente.

a) 7 1 + . 1 az0° (sen a, dato sen a = 4/5)
+ COS a - cos a
1 + L
2 7
— (tan a, dato cos a = 5/13)
an<a
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2. Simplifica las siguientes expresiones tanto como sea posible.

| cos ¢

a) + az(° b) - tan’x xz90°
| + cosa sen’g cos?x
2
o 1 cosla o # 00
sen’n sen’a
3. Prueba que se cumple: 1 i
N 2 = 2y - b) cos’a + cosfa =
a) cosx — sen?x = 2 cosx - 1 tann tan'a
2
COs“X
c) sen’a + sen o « cos’x = sen a d) (1 + -——2—-—) sen’x = 1 (x#09)
senlx

e) (1 + tana) (1 - cos’a) = tan*a  (az90°)
1 | 2

f) + = (a#90°)
1 + sen a ] —sena cos’a
- - tanix = 1 (x#90°)
cosix
h)(- ! +1)2+( 1 —1)2= 2 (a#90°, az0°)
tan a tan a senta

(1 -senxtcos x)?=2{1 - sen x)H!1 + cos x)
1

1+
2 tanla
tana = tan®ae (@ #0°, az90°
1 + tan’q 1
tan’e

K) (sen x * cos x)* t (sen X - cos x)? = 2

tan o + -
an
D - ARE (4200, a2 90°) (6700, f790°)
tan fi
+ tan ff
fan o

m) tan’a + = ! + tan? (B 290° a0

cosfi cos’a

4. Demuestra que las siguientes igualdades son ciertas,
a cos’x - sen™ = 1 - 2sen*
| 1

b) tan a + - (ug0°, az90°)
tan a sena-cos a
sen xt cos
¢) sen x (] + tan x)+cosx(1+ ST X X (X#OO,X?QOO)
tar/X COS X+ 8en X

160



|
@ sena+1:__

| + cosa tan a Sen a
|

cosla

(a#0°, az90°)

e} 1 -~ tan*a = 2 -

- (az90°)

4. Tablas trigonométricas

No siempre es posible calcular con angulos notables ni determinar las razones
como se hizoen € gemplo | del epigrafe 1; es muy engorroso e inexacto. Por eso
en e trabgjo con las razones trigonomeétricas se utilizan valores que han sido calcu-
lados y con suficiente precision.

En 1as paginasdesde la 335 hasta la 338 aparecen las tablas con las que trabgjare-
NDS en décimo grado. En estas tablas se dan los valores de las razones con 4 cifras
correctas para los dngulos de 0° a 90" con incremento de 0,1°.

Las ramas de las paginas 335 y 336 contienen los valores del seno y el coseno.
Bl valor de larazon aparece en lainterseccién de la fila que corresponde a nimero
de grados y la columna que corresponde a las décimas.

Cada valor corresponde a seno de un angulo y a coseno del angulo complemen-
tario; para el seno los grados aparecen en la columna del extremo izquierdo y crecen
de arriba hacia abajo, para € coseno los grados aparecen en la columna del extremo
derecho y crecen de abajo hacia arriba. en la tabla solo aparecen las cifras decima-
les, 1a parte entera que es 0 para todos los valores se escribe (nicamente en la co-
lumna que corresponde a 0 décimas (fig. 3.10),

seno
r(3: 0 1 2 . 6 7 8 9
0 | 0,0000 00017 0035 0105 0122 0140 0157 0175 | 89
L] o0175 0192 0209 0279 0297 0314 0332 0349 | 88
2 10,0349 0366 03n4 0454 D471 048% 0506 0523 | &7
3 | 00523 0541 0558 0628 0645 0663 0680 0698 | 6
4| 00698 0715 0732 0802 0819 0837 0854 0872 | 85
5100872 0889 0906 0976 0993 1081 1028 1045 | 84
6 | 0.1045 1063 1080 (149 1167 1184 1201 1219 | 83
[ -
7| 04219 1236 1253 1323 1340 1357 1374 1392 | %2
139 ) 06203 6307 6320 6374 6388 6401 6414 6428 | 50
40 : ¢
40 | 06428 6441 6455 6508 6521 6534 6547 6561 | 49
41 | 96561 6574 6587 6639 6652 6665 6678 6691 | 48
:% 06691 6704 6717 6769 6742 6794 6807 6820 | 47
| 0.6820  §833 6845 6RD6 6909 6921 6934 6947 | 46
44
K] 06947 6959 e9m2 7022 7034 7046 7059 7071 | 45
L. 0 G
L 9 8 4 3 2 1
coseno
Fig. 3.10
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Busca en la tabla;
a) sen 32° b) cos 35°

Resolucidn

a) En la columna més a la izquierda en la tabla encontramos la fila que comienza
por 32y en lainterseccion con la columna encabezadapar ,0 encontramoséd va-

¢) sen 47,5¢

d) cos 59,3°

lor buscado: 0,5299. Luego sen 32¢ = 0,5299 (fig. 3.11a).

b) En este caso se trata del cosenoy debemos buscar 35 en lacol urma nas ala de
rechaen latabla, noaparece en laprimera pagina s noen la pagina 336 .. En la in-
terseccion de estafilacon la columna en cuyo pie aparece ,0 encontramos el valor

buscado: 8192. Estas son ias cifrasdecimales, luego cos 35°

seno

G 0 1 3 !
30 5000 5105 S120 5150 59
il 5150 5255 5270 5299 S8
32 5209 5402 S417 5446 57
31 5446 5548 5563 5592 56
34 5592 5693 5707 5736 55
35 5736 5835  SRSO 5878 54
0.0.. 3 2.0 G
COREND
a)
seno
G 0 5 6 !
45 7071 7133 7145 7193 44
46 7193 7254 7266 7314 43
47 7314 7373 7385 7431 42
s3 798 8039 8049 8090 36
54 8090 B4l 8ISl 8192 35
K 4 0 G
coseno
b)
Fig. 11

¢) La fila que en su extremo izquierdo comienza por 47 apareceen la pagina 336 ,
en la interseccion de estafilay lacolumna encabezada por ,5 encontramos?373
Luego sen. 47,5° = 0,7373 ({ig. 3.11b).
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d) Lafila en cuyo extremo derecho aparece 59 estaen la pagina 335, en su intersec-
ciéon con la columna que tiene como pie ,3 aparece 5105.
Luego cos §9,3° = 0,5105 (fig. 3.11a). N

S los &ngulos aparecen con una precisién mayor que las décimas, se hace nece-
sario redondear y en ese caso se esta introduciendo un error, esto significaque no
todas las cifras de la tabla se pueden asumir correctas, en estos casos solo resultan
correctas 3 de las 4 cifras que da la tabla y eso hace que la precision del resultado
final quede limitada a tres cifras significativas.

Busca en la tabla:
a) sen 54,187 b) cos 17°20'

Resolucion

a) Redondeamos la amplitud a las décimas, que es la precision de la tabla, y obte-
nemos 54.2°. En la tabla encontramos sen 54.,2° = 0,8111. Como no podemos
garantizar tantas cifras, damos € resultado con tres: sen 54,18° = 0,811,

b} En este caso debemos expresar |os minutos como una fraccion decimal de grado.
(o] Fl
Tenernos 20' = —%) = 0,333%luego sen 77°20' = sen 77.333° y redon-

deando hasta las décimas obtenemos 77.3°, La tabla da € valor:
cos 77,3 = 0,2198 y cuando redondeamos resulta cos 77°20' = 0,220.B

Recuerda que en la practica la mayor parte de los numeros que surgen son va
lores aproximados como |os de este g emplo; sin embargo mantenemos e convenio
de escribir e signo igua en todos los casos.

Las tablas de las paginas 337 y 338 contienen los valores de la tangente, en esta
tabla los grados se encuentran en la columna nés alaizquierday crecen hacia aba-
jo+

La estructura de la tabla en la pagina 337 donde se encuentran los angulos me-
nores que 45° es como la de la tabla de senos y cosenos pues en este intervalo
tan e<c1,

En la pagina 338 aparecen los angulos mayores que 45° cuya tangente es mayor
que 1; en ella hasta los 63° se mantiene la estructura pero d primer valor de cada
fila contiene una parte entera diferente de cero que es la que corresponde a los an-
Bulos de esa fila, excepto los valores destacados con un asterisco que corresponden
& la parte entera de la fila siguiente (fig. 3.12)

e Tangente
Brados 0 w5 K-
¥ r—l—|
45 1,000 ... Ol8 . o021 tan 45,5 = 11.018
61 1.304
22 1,884
3 1963 *06  *014 .. tan 63,50 = [2.008]
\ an b
. ¥
64 2,050 Fig. 312
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Busca en la tabla:
a) tan 37,2° b) tan 62°3 ¢) tan 71,6° d) tan 88.9°

Resolucion

a) En la interseccion de lafila 37 y la columna encabezada por ,2 encontramos la
sucesion de cifras 7590, luego: tan 37,2° = 0,7590 (fig. 3.13a).
b) Tenemos:. 3' = [—é%-]o = 0,05°. Debemos buscar tan 62,05° y redondeando |o

transformamos en tan 62,1 °, En la interseccion de lafila 62 y la columna enca
bezada por ,! encontramos la sucesion de cifras 889; como d primer valor de
la filaanterior es 1,804, sera: tan 62,1° = 1,889, Redondeando a 3 cifras resulta
finalmente, tan 62,05° = 1,89 (fig. 3. 13b).

¢) En lainterseccion de lafila71 y delacolumna .6 encontramos *006; € asterisco
indica que estas son las cifras decimales, pero que la parte entera que le corres
ponde es la que aparece en la fila siguiente: 3.

Luego tan 71,6° = 3,006 (fig. 3.13 b}

d} En lainterseccion de la fila 88 y la columna ,9 encontramos 52,08 lo que sig-
nifica: tan 88.9° = 52,08. a

Tangente Tangente

Grados 0 g, Grados 0 o 6.9
37 0,7536 ... 75$0 61 ).804
tan 37,2° = 0,7590 62 859
71 2.904 *006
72 3.078
a) b}
Fig. 3.13

Cuando los datos representan valores tomados de la practica, € resultado deb¢
expresarse con tantas cifras significativas como tenga el dato que menos tiené:
Esto vale tanto para tas amplitudes como para las razones y longitudes.

sen 35,2° + cos 87°
tan 57°

b) En d tridngulo ABC rectangulo en C, Setienec¢ = 12,3y a = 67,32 Calcula ¢

a) Calcula
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Resolucion

a) En este casa se trata de datos que no estan referidos a ningdn problema préctico,
es decir, no se trata de valores aproximados. De todas maneras trabajaremos los
valores con tres cifras significativas como es usual:

sen 35,2° + cos 37° - 0.576 + 0,543 Todoslos valores han sido redondeadosa tres
tan 57°

1.54 cifras.

= 0,728
b) En este caso se trata de datos que proceden de mediciones con tres cifras signi-
ficativas, e resultado debe tener también 3 cifras significativas.
a=c-sena (cat, opuesto: hiputcnusa - seno)
a=123.sen67,3°=123.0923=114. N

Ejercicios (epigrafe 4)

1. Busca los siguientes valores:

a) sen 14¢ b) cos 76° c) tan 34°

d) sen 3° €) cos 75° f) tan 4°

g) cos 3° h) cos 0,9° i) sen 0.7¢

j) cos 34,8° k) sen 27,3° D tan 63,5°
tan 89,5¢ n) cos 48,9° fi) sen 12,7°

0) sen 8,23¢ p) cos 35,39° g} tan 71,85°

r) sen 3222 5) cos YO33' t) tan 20° 15'

u} sen 191 v) cos 23°12 w) tan 10,3259

X) sen 15,121°

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen 25,4° = y b) cos 48,9° = y c)sen 53,6° =y

d) cos 83,3° = y e) tan 77.4° = v f) tan 43,2° = y

g)tan 334° =y h) tan 62,5° =y i) sen 39,12¢ =y
i) cos 82,45¢ = y k) tan 2,23¢ = y 1) sen 23°15' = y
m) tan 89,5° =y n)scn 48,9° = y i) sen 12,7 =y
0) sen 8,23° =y p) cos 2°37 =y g) tan 12°57" = y
1) sen 37° = y s) cos 25° = y

3. Resuelve las siguientes ecuaciones; 0°< x< 90°

a) sen x = 0,9781 b) cos X = 0,6244 ¢) tan x = 0,1908
d) tan x = 3,487 e} cos X = 0,8980 f) sen x = 0,4337
g) tan x = 0,9965 h) tan x = 2,145 i) sen x = 0,5158
J) cos x = 0,9042 k) tan x = 0,5200 1) tan x = 0,1321
m)sen x = 0,9580 n) cos x = 0,218 f)sen x = 0,12
otanx = 15 p) sen X = 0,523 Q) cos x = 0,81
1tan x = 521 s)tan x = 6,3

Calcula d valor de las siguientes expresiones:
Y 2sen 17,4° - cos 21,5°
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3/5 tan 4° + 2 sen 39,5°

b)
cos 39,2° . sen 1,5°
o) sen 15,2° .« cos 49,3°
2 tan 5°

& sen? 31,2¢ + 4 tan 43,9°

2 cos 85° sen 5°©
e) sen? 29°15' + cos 84,35¢

2 tan 7°11'
0 (1/2 tan 3,258° + sen 75°12") cos? 25°1"

sen 4,5¢ + cos 87,23°

5. Ecuaciones trigonométricas sencillas

Las tablas también pueden utilizarse para encontrar la amplitud, conocida una
razén trigonomeétrica. es decir, para resolver ecuaciones trigonométricas.

Resuelve las ecuaclones siguientes:

a) sen o = 0,5240 b} tan a = 0,904 ¢)cos o = 0,81

Resolucion

a) Buscamos en latabla |a sucesion de cifras 5240 y la encontramos en la pagina 335
en lainterseccion de la fila 31 (alaizquierda) y lacolumna .6 luego €l angulo se-
ra: a = 31,6° (fig. 3.14 a).

b) Buscamos en la tabla de tangentes en |a pagina 337 (pues es aqui donde tan a<!}
la sucesion de cifras 404, Como la tabla tiene 4 cifras debemos redondear men-
talmente los valores hasta la tercera cifra; en lainterseccion de lafila42 y la co
lumna .l encontramos un valor que al redondear conduce a esta sucesion:
9036 =904.

Luego « = 42,12 con 3 cifras significativas (fig. 3.14b).

Seno Tangente
Grados I tirados .
3| ————— 5240 42 =——9036
a) b}
Fig. 3.14
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¢) En este caso @ vaor dado tiene 2 cifras, luego se debe redondear mentalmente
hasta la segundacifra al buscar en la tabla. En la pagina 336 encontramos varios
valores que conducen a la sucesion de cifras buscada: en |as filas 352 y 36° (por
la derecha); estos valores comienzan en 35,57 y terminan en 36,4° (recuerda que
parad coseno, los valores crecen hacia arriba). Esto nos hace comprender que no
podemos garantizar la cifra de las décimas y debemos expresar d angulo con 2
cifras significativas: o« = 36° (fig. 3.15). H

enG
[ G. 0 | L4 5 o .3 9 | ]
8049 .. BOTO  BOSO | 80Y0 | 36
54 10,8090 | 8100 .. 8131 31_11 35
o | e . e 5 4 2 i o
) N coseno T T
Fig. 3.15

También hay que tener cn cuenta las reglas de aproximacién cuando se trabaja
con datos que representlan valores de la practica.

a) LoS catetos ¢ y b de un triangulo rectangulo miden 5,26 cii y 3,42 cm . Calcula
el dngulo .

b) La proyeccibn horizontal de una fuerza es 41 N. Si su moédulo es U N, écusl
es el angulo que forma con la horizontal?

Resolucion
a) En este caso los datos representan valores procedentes de mediciones con (res Ci-
fras significativas, la respuesta debemos darla con 3 cifras.
b 3.42

En lafigura 3.1ha) se aprecia que tan f§ = ~ = = 0.650
da 5,26

. ¥ en la tabla encontramos f = 33.0°,
- El éngulo pedido es # = 33¢,

Wera: En estos casos, cuando des la respuesta en forma oral. puedes decir simplemente que f=3¥y
. -Omiitir el cero,

7 o526 «

l'ig. 3. 16
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b) Sea a el angulo que forma lafuerza con la horizontal, en la figura 3.16b) se apre

cia cos @ = 1—:‘;"- = —Agé— = 0,82 (este es un resultado intermedio y puede ser -

considerado con 3 cifras, aunque e 0 final no necesitamos escribirlo), es decir,
en la tabla buscamos la sucesiéon 820 y encontramos a = 34.9°.

El angulo que forma la fuerza con la horizontal es 35¢°.

En este caso los datos representan valores de la practica con 2 cifras significati-
vas, por eso la respuesta debe tener 2 cifras significativas aunque los célculos in-
termedios se hacen con 3 cifras. W

En algunos casos se presentan ecuaciones trigonometricas mas complejas que re-
quieren la utilizacién de las identidades trigonometricas fundamentales.

Resuelve las ecuaciones:!

a) 3 sen + cosix = 2 b) 3sen x = cos x

¢) 3cos x + sen’x - 3 =0

Resolucion

a) Para resolver la ecuacion latransformamos de modo que aparezca una sola razon:
3 senfx +(1 - sen®x) =2 Utilizamos la identidad sen’x + cos?x = 1.

3senx + 1 - senx = 2
2senx =2-1=1

| T .
sen’x = - Que implica sen x = pero sblo tomamos en cuenta d

;L
~va
valor positivo:
sen x = Yz y entonces x = 435°

Fa

B conjunto solucion es {45°},

b) En este caso para obtener una sola razén dividimos ambos miembros por cos x.

ﬁeﬂ.—im =1 Puede llegar asercos x = 0 y en ese caso se pierde como solucién. Hay que co
Cos X siderar aparte la ecuacion cos x = 0 y comprobar las soluciones.
Jtan x = | cos x = 0
1 x = 90°
tan x = 3 = 0,3333

calculamos con 4 cifras para buscar en latablasin tener que redondear (recuerd@
que partimos de valores exactos).
x = 18.,4°

var
1 Este tipo de ecuacioncs las consideramosejer cicios formales de calculo, es decir, trabajamos €
lores exactos,
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Comprobamos ahora ambas soluciones

MI: 3 sen 18.4° = 3 - 0,3156 = 0,9468 MI: 3 sen 90° = 3
MD: cos 18,4° = 0,9489 MD: cos 50° = 0

Es claro que x =90°no es soluciéon pues 3 y O son valoresexactosy 3 #0. Se
trata de una raiz exlrafia. La solucion x = 18.4° requiere un andlisis mas deta-
llado.

Hemos dado el valor del angulo con 3 cifras correctas, en un valor aproximado
y por tanto los valoresdel seno y del coseno que calculamos a comprobar. tienen
alo sumo tres cifras correctas. En estos casos (cuando no se garantizan todas las
cifras) es de esperar que la ultima no sea correctay, por tanto, comprobamos la
ecuacion utilizando una cifra menos que en la respuesta:

MI: 0,9468<0,95=0,9489 -MD.

La solucion de la ecuacion es x = 18,4°,

I u

¢} En este caso nuevamente reducimos a una sola razéon aplicando la identidad de
Pitagoras:
Jcosx + {1 - cos?x) — 3 =0 Esunacostumbre aconsejable escribir 1as expresiones entre
paréntesis.
3cosx -COSX - 2=10
cos?x - Jcosx +2=0 (1) Muttiplicando por 1.
»r - 3y + 2 =0 sustituyendoy = cos x.
{(y - 2)(y — 1) = 0 Descomponiendo en factores,
Se obtienen las ecuaciones:

cosx - 2=10 y cosx -1 =10
cos x = 2 cos X = 1
no tiene solucion pues

cos X < I, x = 0°

El conjunto solucion es {0°).

La ecuacion (1) también puede resolverse utilizando la formula de resolucion de
la ecuacion de segundo grada. W

En la practica no es necesario realizar explicitamente la sustitucion como se hizo

&n el ejemplo anterior. S lo prefieres puedes conservar en todo d trabajo las razo-
nes trigonomeétricas.

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Resuelve las ecuaciones:

a) 4dseno =2 b) 2cos a =3
¢) V3tanu = | d)2cos g -1=0
gltana -1 =0 Ndscne -1=2senu
4
8) = cosa = | h)sen(QO‘-’—m):—I
3 2
i) sen?y = 1 j) cosla = 3
2 . 4

D4dsenlfa-1=0
n)sen a = 0,9816
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) cos o = 0,6921 o) tan a = 0,1871
p) sen a = 0,8965 q) cos a = 0,8453
r) tan a = 0,9930 s) sen a = 0,5140
t) cos a = 0,9648 u) tan a = 5,005
v) sen a = 0,958 w) cos a = 0,251
x)tana = 1,37 y) sen a = 0,82

z) cosa = 0,74

2. Determina € valor de x en las siguientes igualdades (0°< k<90°).

a)lsenx -1=0 b)Scosx -2 =1

cltan x - 1 = 4,5 di2senx +21=3

€ Ysen’x - 8=-3 ff5cosx + 2=3

gl 7tan*x - 9= 2 h) 10 sen’x + 3 = 2 sen®x + 10
i)5tanx - 1 =2tanx * 4

3. Determina e conjunto solucion de las ecuaciones:

a) cos x = COSX b) 2 sen’ - sen X = 0
c) tan’x = tan x d)ytanX - Y3tanx = 0
e) 3sen x = 2 - 2 sen f) 4 cos’x + 4 cos x = 3
g) 2sen’x - 4 = 5 cos X h) 3 cos = 7 - sen X
i) 3tan’x = 1 + 2 tan x jJ 2 cosx + 4 sen’x = 3
k) 2senX + 3¢cos X =0 [} cosix - —1 = senx
| 2
m) 1 + sen’x = 7 cos®x n) 2 sen?x - cosix = 2
ﬁ)4cosX=-—1 o)tanx:—3
COS x tan X
3 _ , !
p) =——— - 2 = COS X q) tanix + =1
CoSs X COS X
2
r) seb X 25enx+1=0 s) 3(1 + cos x) = 2 sen?x
cos’x COS X

) 2senx - Y3tanx = 0

4. Resuelve las ecuaciones:

a) 4 - 4 cos x = 3 senx b) 6 - 6 cos’x = 2 + sen x
¢)5=2sen* *+ S cos x d) sen®x - costx = 0,23
e) tan x + =6 Dtan X - ——— = 1

an x tan x

_ 2 |

g)tanx: __4_ h) ﬂ.: —

tan x cos X 3
. ; |
i) 17 sen x + 15 = 15c08X - 4 p—=nx _ -

1-sen?x 3
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5. Los catetos a 'y b de un tridangulo rectangulo 4BC miden respectivamente:

a) 235 cmy 4,21 cm b) 6,12 cmy 5,02 cm
¢) 1,02 cmy 393 cm d) 0,95 cmy 12 mm

Determina en cada caso la amplitud dd 4ngulo 4.

6. La hipotenusa ¢ y @ cateto » de un tridngulo rectangulo 4RC miden respectiva-
mente:

a) 5,23 cm y 2,41 cm b) 7,84 cmy 3,91 cm
¢)22cmy0,12cm d} 2,65cmy 1,41 cm

Determina en cada caso la amplitud dd éngulo a.

7. Las proyecciones horizontal y vertical de una fuerzaF son de 35 Ny 42 N res
pectivamente. Determina € angulo que forma la fuerza Fcon la horizontal.

8. Unafuerza de 60 N y su proyeccion horizontal de 24 N forman un angulo y.
¢Que amplitud tiene dicho angulo?

Circunferencia trigonométrica

6, Razones trigonométricas de dngulos obtusos

En lafigura 3.9 seilustro cémo definir las razones trigonométricas en un plano
coordenado, esta idea puede ser utilizada para definir las razones trigonométricas de
angulos que no son agudos.

Parallevar ala practica estaidea, consideremos un sistema de coordeiiadasy una
circunferenciacon centro en d origen; todo angula puede ser colocado (v de una so-
la manera) de forma tal que su vértice coincida con €l origen de coordenadas, uno
de sus lados (Ilamado lado inicial) ceincida con la semirrecta positiva OX y que €
aotro lado (llamado lado terminal) quede ubicado (a partir del inicial) en la zona ba-
rrida en sentido contraria al de las manecillas del reloj (fig. 3.17).

\

— = lada termingl

Plxyl

K lado inicial

Fig. 3.17

¢unferencia y podemos asociar a angulo ese punto de una manera univoca. ESto

-“S Permite definir las razones trigonométricas utilizando las coordenadas de esos
DENntos,

g De esta forma, d lado terminal de cada angulo intcrsecaen un Unico punto ala
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Una circunferencia colocada como la que 2 ha descrito recibe  nombre de cir-

cunferencia trigonométrica.

Pefinicién 1

1

sen a —'2)'
r

tanm:—Ji
X

Vx2+ y?

(az90% az270%

Sean a un angulo y P(x,y) e punto que le corresponde en la circunferencia

trigonométrica de radio r, entonces r = l/x“‘- + ¥* y definimos: I

En lafigura 3.18 se ilustra esta definicion para angulos de | os cuatro cuadranles.
observa que paraangulos u: °=Sa< 90", 1a nueva definicion coincide con la cono-

cida, cs decir. aquella es un caso particular de esta

a)

o - 1807 \
T

(
» |

|
Plxiy)
c}
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Plxy)
!
¥ a
| N
.~ 1y - a
r=Jx+y
h)
360 - o

d)




Con esta definicion las razones trigonométricas pueden ser negativas, pero d se-
no y € coseno en mddulo no pueden ser mayores que 1:

“-l<sene <l y -l<cosa<|

Calcula las razones trigonométricas de 150°.

Resolucién ré
Sea P d punto que corresponde d angulo de ,
150° en lacircunferenciatrigonomeétrica y £' su : 150
proyeccion sobre el ge x (fig. 3.19). Pestaen € s \
II cuadrante y entonces < POF' = 30°. En € AR .
triangulo rectangulo POP' e tiene: 30
y = _; roxX = - —L/j— r (en el Il cuadrante x < 0). Fig. 3.19
2
Luego;
1
sen 150° = il - 2 = _ { = sen 309
r r 2
V3
- _2__r _
cos 1500 = X = =——]@-—(=—cos30°)
r r 2
|
50 ] V3
tan 150° = 2. =~ s = - 22 (= - tan 30°.0
x V3 V3 3
- —r
2

g Como puede verse las razones de 150° coinciden en valor absoluto con las
8 309,

) .El ejemplo | ilustra que las razones trigonometricas pueden ser positivas o ne-
%’ﬁg‘m‘fas y que SU signo depende de los signos de '~s coordenadas de los puntos en
,.;;;'::105 difarantas cuadrantes. A continuacion se resumen los Signos de |as razones tri-

i0Nométricas en los diferentes cuadrantes.
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(an (1)
rxx by =0 x=z20py=20
sena = 0 senha =0
tan o« < 0 tan a == 0
cos g < 0 cos o = 0
x=<0y<0 x=0hy<0
sen o = sen o << 0
tana = 0 tan @ =< 0
cos a < 0 cos 2= 0
(I (Iv)

En resumen, como € radio es siempre positivo:

El seno es positive donde lo €S y, en el serniplano superior, es decir, 1 y 1l cua-
drantes.

i1 coseno es positivo donde lo es x, en el semiplano derecho, es decir, Iy 1V
cuadrantes.

La tangente es positiva donde ambas coordenadas tienen d mismo signo, 1 y
11T cuadrantes.
L —

Calcula las razones trigenométricas de 225".

Resolucion

Sea € punio que corresponde d angulo de 2252 en lacircunferencia trigone-
métrica y F' su proyeccion sobre d gje x (fig. 3.20). El punto P estaen € tercer cua-
drante y entonces <t POP' = 45°, observa (comparacon €l ejemplo 1) que las razo-
nes de 225" coinciden en valor absoluto con las de 45°, luego:

/3 ‘

sen 225° = — sen 45° = - L2
En cste cuadrante scn a=<.0.
cos 225° = — cos 45¢ = - .V_;_

En este cuadranie cos as0,

tan 225° = tan 45° = 1 En este cuadrante tan «=>0. W
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. 3
Calcula las razones trigonométricas de ¢ S tan @ = - E Y cos u =>0.
Resolucion ]
Construimos d triangulo rectangulo
ABC cona= 3y b=>5(fig. 3.21)
3
entonces ¢ = /32 + 52 = l/9 + 25
= /34 =583 N |

comotan« << Oy cosa = 0, ae€sun an- I
gula del 1V cuadrante y tendremos: B

b — —_—
P S R S R 21

c V34 34 ¢ V34 34

Observemos finalmente que las identidades fundamental es introducidas ¢n d epigra-
fe 3 contintan siendo validas con las nuevas definiciones.

I EiemElo 4 l

Resuelve € gemplo 3 utilizando identidades trigonométricas fundamentales.

Resolucion
Sabemos que: ~— - | + lan«, luego
cos’a
3y? 9 34
=l4l-=) =1+ == —
cos’a ( 5 ) ' 25 25
cosla = 2
34
[cos a| = V34
34

como, ademas, cos a = 0; cos a = EVIkLS
34

El seno y d coseno se relacionan en la identidad:
sen’a *t cosly = |

luegpo ~ e=1 -<ostm =1 - 23

24 34

[sen a' = -1V_3_i
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como, ademds, sen a < 0 pues a esta en € IV cuadrante:
sena= - Y34 .
34
En e epigrafe 2 calcularnos las razones trigonomeétricas de 0% y 90° y las con-
sideramos valores notables; de la misma forma es conveniente considerar las de
180" y 270°. En latabla que sigue se resumen los valores de las razones trigonomé-
tricas de estos 4 angulos Ilamados angulos axiales porque su lado terminal coincide
con un semieie de coordenadas.

\1 Qe 90° | 180° [ 270°
sen « 0 1 0 -1
cos « 1 0 -1 0
tan a 0 - 0 -
Ejercicios (epigrafe 6)
|. Di en que cuadrante pudiera estar situado d éangulo ¢ si:
a)sen = - =+ b)senO:l—z— c)cosﬁz—ﬁ
2 2 3
1
dtantt =2 e)tan d = -1 f)cos § = —
g) cos 4 = 0,32 h)sen § = - 0,15 8
2. Di en que cuadrante estara situado a si:
a)sena>0 y cosa >0 b)tana >0 y cosa <0
¢Jcosa <0 y senax>0 ditana< 0 y sena<o0

e)sena< 0 y cosa>0

3. Determina s son posibles las siguientes combinaciones de signos:
a) sen >0, cos <0 y tan <0
b) sen <0, cos >0 y tan fi> 0
¢) sen >0, cos f>>0 y tan f<<0
En los casos posibles, seiala en qué cuadrante esta situado §.

4. De las siguientes combinaciones, icuales son verdaderas? Fundamenta.
a)seny > 0, cos y = 0y tan y no definida
bysenf< O,tanffi=1;-1 < cos f< 0
c)senf=Qeosf=0ytanf=0

5. Calcula las razones trigonometricas de los siguientes angul os.
a) 1200 b) 210° ¢} 315° d) 240° e) 330° f) 135°
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6.

10,

11,

P{-4; 8) es Un punto de unacircunferencia. trigonométrica que pertenece d lado
terminal del angulo x.
Calcula sen x, cos x y tan x. ¢éA que cuadrante pertenece el angulo x?

. En cada uno de los incisos siguientes se da un punto de una circunferencia tri-

gonométrica que pertenece a lado terminal de un angulo x. Determina las razo-

nes trigonomeétricas de dicho angulo y el cuadrante a que este pertenece en cada
caso.

alr=2 vy PUO,,VD BYr=2 y PV -1
ctr=2 vy PO;2) dir=5y P4:3)
er=5y P34 Dr=y2 y P(;-~1)
g r=Vi y P20

. En cada uno de los siguientes casos determina |as razones trigonométricas del

angulo ¢ bajo las condiciones dadas.

a)sen ¢ = Ti y ¢estaen d II cuadrante

b)cos():_—;ysenU<O

5
clsen0= — y cosf <O

13

3
d)tané‘:—z y cos A=>0
e)sen(}:%sg y coal - 0

V3 ‘
) cos 0 = Y ¢ pertenece a 1V cuadrante

. Célcula las razones trigonometricas de a si:

2

B.)Senr.z:% b)COS(}[:—% c)tana =4 d)senu:—7
e)casm:--_—20 f)tan a = -2 g)tanoz:2—3 h)s&na:——3
29 5 4

Conocidos tan a = % y 180° < a « 270° Calculasen ay cos a.

Calcula las razones trigonométricas de a sabiendo que:

‘tana:—-% y 90° < a < 180°

Calcula todas las razones trigonométricas de a sisen a = 0,6 y 90 << a < 180°,
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13. En lastablas siguientes se dan valores de las razones trigenomeétricas para un an-
gula a en determinado intervalo.
Determina en cada caso d valor pedido.

a) 180°< a4 <= 360° | 90° << a <« 180°| 90° < a < 270Q°
dado cos a = 3/4 sen a = 0,4 sen & = 0,1
se buscy sen o cos o tan a
b}
0° < a <1809 90°< a <2709270°< a <360990° < a <180°
1 2 3
= - = = - = osa= — sena= ——
dado | cos u sen a cos a : 0
Sse busca sen a Ccos a tan o tan a
14. Calcula:
a) sen 90° - cos 180° + tan 360°
2 cos (°
p) Los 180° - 2 tan 0° + sen 270°

sen 30°

o] / tan 180° .+ sen 270° - cos 180° - sen 90°

-4 sen 270° 4+ 5 cos 360°

5. Pruebe que:
a) sen 90° + tan 180° - cos 360° =0
3+
b) cos 30° - cos 1807 - tan 360° - gen 45° = l/_22
16. Sl ¢ = 30° b= 180% ¢ = 90°y d = 270° Cdcula
sen?a + 2 cos b B) cosia + 2 sen a
tan?b - sen ¢ 1 Sene + tanb
2 _ 3cosh
sen d
¢) — - cosla

] —tan® - cos b
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7. Formulas de reduccion

En € epigrafe anterior hemos calculado las razones trigonométricasde algunos
angulos obtusos utilizando los valores correspondientes de ciertos angulos agudos;
estas ideas pueden sistematizarse para reducir d calculo de razones trigonometricas
a los angulos agudos, es decir, d primer cuadrante.

Teorema 1

S « es un angulo agudo, se cum-
ple:
a)sen (180° - a) = sena
b) cos (180° - a) = —cos a
¢) tan (180° - a) = -tan a

Demostracion (fig. 3.22)

"/J

Fig 322
a} sen (180° - o) = 24 . fr = sen a
OF
x2 + yI
b) cos (180° - ¢) = X = - OF = —COS a
opP
l/;z + y?
Dtan (180 - ) = L = L2 - tne. m
X or

E Observa que por ser o un angulo agudo, 180° - « esun angulo del II cuadrante.
ﬁf‘ practica, para calcular las razones de un angulo del 1I cuadrante, se resta de
Y setornan las razones de! angulo agudo obtenido con d signo que le corres

%ﬂ& en d II cuadrante,
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Calcula cos 153,7°.

Resolucién

Como 153,7° es un angulo de 1l cuadrante, ya que 90° < 153,7°<[80°,
(fig. 3.23) calculamos su suplemento:

1802 - 153.7° = 26.3° y entonces

I 1537
20,3

Fig. 3.23

cos 153,79 = cos (180° - 26.3° = —cos 26,3° =-0,8965. W
En forma completamente andloga se establece (figs. 3.24 y 3.25):

Teorema 2

S a es un angulo agudo, se cum-

ple:
a) sen (180° + a) = -sen a
b) cos (180° + «) = —¢cos a
¢)tan (180°t a) = tanu

¥ Jl Ly |
/%{m"“ 360“-1:/1“_-\

Fig. 3.24 Fig. 3.25
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Teorema 3

Si « es un angulo agudo, se cum-
ple:

a) sen (360° - o) = -sen a

b) cos (360° - a) = cos a

¢) tan (360° - q) = -tan a

[JIY

S escribirnos a' = 180° + ay a' = 360° - a, tendremos:

a=a - 180°y a = 360° - a". Luego para calcular las razones trigonométri-
cas. a los angulos del 111 cuadrante se les resta 180° y los angulos del IV se restan
de 360°,

a) Calcula tan 231,4°. b} Calcula sen 321,2°.

Resolucién

a} 231,4° es un angulo dd Ifl cuadranteya que 180° < 231,4° < 270° (fig. 3.26a).
entonces calculamos 231.4¢ - 180° = 51,4° y finamente:

tan (231,4%) = tan (180° + 51.4°) = tan 51,4° = 1,2527.

b) 321.2° es un angulo del [V cuadrante pues se cumple 270° < 321,2° < 360°
{fig. 3.26b), calculamos entonces:
360° - 321,29 = 38,87
sen 321,1° = sen (360° - 38.8° = —sen 3}8,8° = -0,6266. W

'y ¥
B1e -
. -
Bl \ v
31,4° - 1800 36 3.7
=S4 =388
8) by

Fig. 3.26

w- BN resumen, para calcular las razones trigonométricas de un angulo obtuso ha-
AMos su diferencia con € mas proximo entre los valores 180° y 360"; las razones
svNomeétricas coincidiran en modulo con las de la diferencia y tendréan el signo
corresponde a! cuadrante. Para esto es coveniente esbozar el angulo en un sis
a de coordenadas como hemos hecho en los ejemplos anteriores.
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l Eiem;—glo 3 l

Resuelve la ecuacion 3 sen® + cos* = 2

Resolucion

Transformamos la ecuacion de modo que s6lo contenga sen x :

3 senix + {1l ~ sen?x) = 2
Isen’x + | - senx = 2

2senix =2 -1 =1

]
senix = —
2

Kesultan las ecuaciones:
S€n xX =
Observa que ahora la respuesta no es Unica pues a cada valor corresponden dos

angulos: uno en cada uno de los cuadrantes donde €l seno tiene € signo dado. Tam-
bien es importante que notes que ya no desechamos las respuestas negativas pues

V2
>y

5€en x =

N

pi

d seno es negativo en € 11T y d TV cuadrantes.

Comenzamos, en cada caso, por buscar el angulo del 1 cuadrante cuyo seno es
el valor absoluto del miembro derecho; en este caso ambas ecuaciones nos conducen
al mismo angulo x, = 45". Utilizando las férmulas de reduccion encontramos 108

angulos cuyos senos tienen @ mismo valor absoluto y el signo necesario:

x, = 180° - 45" = 1350

{el seno es positivo en € 11 cuadrante)

X3
Xy

180° +
= 3607

45°
450 =

2259
3is0

(el seno €S negativo cn d Iy 1V cuadrantes)

El conjunto solucién es: {457, 135"; 225% 315°,. W

Resumen de las formulas de reducciaon

Ejercicios (epigrafe 7)

a) 180° = 143° + x

d) 360°
g) 152¢

180° - i 180° + « 3e0Y - .
-
sen sen o -~ $en a - 8en o
cos - COs o - COS o cos o
tan - tan « tan o — tan «
{. Resuelve las ecuaciones siguienles:
b) 360° = 283% + x c) 180° = 243° - x
- X = 293 e) 1800 + x = 245° f) 180° - x = 1_27"‘
+x_:180° h) 314° + x = 260° i) 238° - x = 180"
= 360° -~ x k) 210° = 180" + x 11739 = 180% - x

j) 2840
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2. Expresa las cantidades de amplitud siguientes como una suma de la forma
180° + X, o como una diferencia de las formas {80° - x o 360° - x, de modo

que 0°<Z x <= 90",

a) 125° b) 217" c) 3lge

d) 162" e) 265¢ f) 285°

g) 174¢ h) 98° i) 2690

j) 216° k) 263" 1) 294°

m) 119° n) 214¢ 0) 274°

p) 2230 q) 255° r) 3420

3. Calcula tos valores siguientes:

a) sen 135° b} cos 120¢ ¢) tan 210°
d) tan 3307 el cos 225" f) sen 315°
g) tan 240° h) tan 3i5¢ i) sen 330
j) cos 24Q° k) sen 225° 1} cos 330¢
m) tan 120° n) sen 300° i) cos 135°
o} sen 1200 p) cos 315¢ q) tan 135°

4. Halla el valor de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen 1210 b) cos 139° ¢} tan 153"
d) sen 215¢ e) cos 253" f) tan 262¢°
g) sen 312° h) cos 295° i} tan 2820
j) sen 145,2° k) cos 239,5¢ 1) tan 321,3¢

m) sen 232912

n) cos 325,33°

3. Simplifica las siguientes expresiones:

COS X _sen {360° + x)
cos (180° — x) - sen x
b) sen {180° + a) _ cos {90° — a)
sen a Sen a
o) sen (180° + 309 . _tan (360° - 609

tan (90° —~ 45v)

d) tan 210° . cos 210° .

cos (180° - 45°)

1

sen 210

e) cos 120" - cos 225°

sen 2259

i) tan 149°35".

( 1
1 +
cos 240°

f) sen 210° .« tan (902 - 30°) - cos (-300°)
S N
cos 315°
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6. Prueba que:
a) cos 330° - sen 60° = 0

b) cos 225° - tan 210° - sen 300° = - '2‘/2
tan 45° - ﬁ
an _
c) __ 6V3+ 2
cos 210° - —1 13
cos 60°

d) sen (90° — x) - sen (180° t x) + cos (90° - x) « cos (360° - x) =0

7.Si a = sen 2402, b = cos 90° y c = sen 270°. Cacula
3a® - b
a)d valor de|/ - a—

b} Si A = tan 150°% B = cos 210 C = sen 3153° y D = cos O°

3A + 28
Calcula: —
D

8. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) cos 60° . X + sen 210° = tan 180°
b) (3 sen 215° . x}* - 4 cos?150° . x = tan 45°

9. Resuelve las ecuaciones siguientes; 0°< a < 360°.

.'a.)senoz:i b)cosam—l c)sena:_ﬁ
2 2 2
d)cosoa:—-]%2 e)sena:——; flecosa=-1
_ V3 o 3
gltana =1 h)cosa = - £= i) tan a = - V3
r4 —
Pana=-1 yi  Ktna=0 1)tanu:-‘%3
10. Demuestra que en un & ABC se cumple:
a)sena= sen(f+ 1y b) cos a = -cos (§ + y)
¢)tana = —tan (f + +) d)sena = - sen 2a + 8§ + v

e)senfi=-senfa + 26 1 y)

11. Resuelve las siguientes ecuaciones con 0° < X < 360°
a) 6 sen x = 3 bjtanx+ 1 =0

¢)3sen x =2 - 2sen d) tan x =
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e)2sen™x + 3cosx =0 ) coslx - % = sen’x

3
g) - 2= cos x h) tan?x + : = |
cos x cos x
i) 301 + cos x) = 2senx i} 2 sen®x - cosix = 2
k)3senx-1=0 D2cosx +7=-3cosx -2

m) 2 tan x + V5

=0 n) 3 - 7 cos x = 6 sen’x
A} tanix - 3 tan x =

2 - tan’x o) 12 - §5sen x = 12 cos* + 2
+ . 2
p) Lt sen x _ cos v Q) 5 Sen’X oo
3 cos x cos X

8. Sistema circular de medida de dngulos

El sistema sexagesimal de medida de dngulos que conoces desde la escuela pri-
maria tiene limitaciones. En matcmatica se usa con mucha frecuencia otro sistema:
d sistema circular. En este sistema se utiliza, para medir d angulo, la razén entre la
longitud del arco de una circunferencia, interceptada por € angulo y el radio de di-
cha circunferencia.

Eda razon puede utilizarse para medir d angulo porque es constante para un
M snd angulo, cualquiera sea el radio de la circunferencia empleada.

En efecto, desde la Secundaria Basica conoces que la longitud de un arco de cir-
cunferencia es proporcional al radio, S denotamos por / la Longitud del arco de cir-
cunferencia, por =° la amplitud del angulo en el sistema sexagesirnal y por » €l radio
de la circunferencia teneimos:

Y edo significa que dicha razdn depende solamente dc la amplitud del angulo
(fig. 3.27a),

Definicion 1
Un radian (en simbolos 1 rad) esla amplitud de un angulo en el que lalongitud
« el arco es igual al radio (fig. 3.27b).

t I aad® I zad
¢ por o180

"

Fig. 327 %
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La definicion anterior establece la unidad del sistema circular de medida de an-
gulos y significa que para calcular la medida de un angulo en este sistema se calcula

la razén entre la longitud del arco y e radio: !

.
[jempto 1]

Calcula la medida en ¢l sistema circular de:

a) un angulo Hano b} un dngulo de 207

Resolucion
a) La amplitud de un angulo lano es 1807, luego cualquiera sea el radio tenernos:
! Tl 80°

r 180°

La medida de un angule llano en € sistema circular es =,

b) Bn este caso a¥ = 2079 y la razdn serd:

P o 200 ™

r 180" 9

luego, S denotamos por «,,, la amplitud del angulo en ¢l sistema circular ten-
%

dremos: o, = g |

Los razonamientos anteriores pueden ser utilizados para convertir la medida de
los anguios de un sistema a otro; 9 denotamos por «,, la medida en el sistema cir-
cular del angule o y por «” a su medida sexagesimal, tendremos que:

wu” ] g+ 1807
¥ = —mwd T 1O

180° s

o rad T

[Ejemplo 2 |

Expresa en el sistema circular: a) 159 b} 214"

Resolucion

a) ——— 150 = —Ipad
[BO®

bl e . 2040 = 4.74 rad. B
180°
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Observa que. cuando es posible, la medida en € sistemacircular se expresa como
una parte fraccionaria sencilla de =.

Expresa en € sistema sexagesimal: a) " b) 4,57
6
Resolucién
L T
Fis
180¢ .
b) - 4.57 = 262° (Aunque4,57 puede considerarse como un valor exacto, la

T

respuesta debe tener 3 lugares pues se utiliza una aproximacion para n con 3 lu-
gares). N

En los ejemplos anteriores debes haber notado que la medida de un angulo en
el sistemacircular no tiene dimensiones pues es € cociente de das longitudes. kista
observacion nos permite calcular las razones trigopnomeétricas de un numero rea s
consideramos que es la medida de un angulo en el sistema circular.

| Eiemilo 4 I

Calcula;
a) sen - b) cos A c) tan 5,25.
4 3
Resolucién
1800 ¢ V2
&) sen = = sen .= = sen 459 = -
4 ( T 4 ) 2

O
b)cm»s«z—?r-:cc;)s(-180 . _gfi) :c‘(‘)slgon:__l
k! 3

T

¢} tan 5,25

H

(s )
tan( 180 . 5.25) = tan 301° = ~-1.66. M

T

En |a préactica es conveniente que recuerdes de memoria la tabla de conversion
Para las medidas de los angulos notables del primero y segundo cuadrantes que se
®presenta a continuacion:

Brad 0o 300 45° 60v 900 | 1200 | D35° tsov | 1soe
S0 A A S NS A L .
6 | ¢ 3 2 3 4 6




Ejercicios (epigrafe 8)

1. Expresa en radianes |las cantidades de amplitud siguientes dadas en grados sexa-
gesimales:

a) 15° b) 315° c) 42° d) 75"

e) 210° f) 200" g) 1020 h) 144°
i) 43,8° i) 72,5° k) 221,3° 1) 60,5°
m 138,5° n) 47,6° o) 300° p) 318°
q) 6,72° r} 81,52¢ s) 70715 t) 3392%¥
u) 8.,42° v) 123,13° w) 2°04'

2. Determina la medida en grados sexagesimales de 10s siguientes angulos expresu-
dos cn radianes:

a) 2 b) -—]—I—TL c) L 4
4 O 12 6
o) % n Sr. g % h) 3.76
4 11 5
) 1,48 i) 0,937 k) 4.84 1) 0,84
m) £ 15 n) 5,64 n) 1,16 o) 0,36
p) " 35 g} 5,21 r) 6,2 s) 6,193

3", % U, arco de circunferencia mide 3 del radio, icual esla medida de su angulo

central correspondiente en grados y en radianes?

4. Un mortero de las FAR de 122 mm tiene una amplitud de tiro de 49°, & alcance
maximo del mortero est 1,8 km.;Cual es lalongitud del arco maximo que puede
ser barrido por d mortero?

Y. Generalizacion del concepto angulo

Hasta ahora hemos utilizado el concepto geométrico angulo; con este concepto
las medidas de los angulos tienen todas € mismo signo y toman valores entre 0° Y
360~ (0 y 27). Este concepto es suficiente para resolver todos los problemas que ¢
plantean en la geometria; sin embargo, en la practica se hecesitatrabajar con las r2:
rones trigonométricas de valores mayores 0 que son nimeros negativos.

En el resto de este capilulo trabajaremos con un concepto mas general de angulo
(fig. 3.28).

ay 2N

a) b} c)

Fig. 3.28
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Dado un par de sentirrectas de origen comn, consideramos que d angulo esti
determinado por la rotacion que lleva la primera semirrecta sobre la segunda.

En nucstrn caso consideraremos angulos con vértices en € origen de coordcna-
das y @ lado inicial sera @ semieje positivo de las x; en estas condiciones cada se-
mirrecta puede ser resultado de dos rotaciones; unaen d sentido contrario a las ma-
necillas dd reloj y la otra en @ sentido de las manecillas del reloj (fig. 3.78 b).

Al 4ngulo determinado por una rotacidén de sentido conlrario alas manecillas
del reloj lo consideraremos positivo y d determinado por una del mismo sen-
tido que las manecillas del reloj, negativo (fig. 3.28 c).

En lafigura 3.28c puedes apreciar que el angulo negativo determinado por una
sernirrecta se obtiene restando 360° (27) a angulo positivo:

459 = 3159 - 360° I g
4 4

- 210° = 150° - 360° EL LA
6 6

Resulta intuitivamente claro gque una sernirrecta puede llegar a su posician final
realizando mas de una vuelta alrededor dd origen de coordenadas. Esta observacion
Permite definir angulos mayores que 360° (2x) (fig. 3.29).

Fip. 3.29

En la figura 3.29 se aprecia que la misma semirrecta determina infinitos angulos po-
Sitivos y negativos.

LO'S angulos determinados por una misma semirrecta se llaman angulos coler-
Minales y se diferencian en un multiplo entero de 3607 o 10 que es lo mismo
1 un multiplo entero de 2.
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‘ Eiemplo 1 I

Determina para cada uno de los siguientes angulos, un angulo coterminal entre
y 360° 0 entre 0 y 27 segin el sistema utilizado:

‘ 17
a) 1 938° b) - -S-'él ¢) - 2 523,8° ) 5”

Resolucion

a) Dividimos 1 938 entre 360 y obtenemos:
1938 = 5. 360 + 138 luegod Unico angulo que satisface las condiciones pedi-

das es 1382 pues | 938" - 138" =5 - 360°.
b} Como cn modulo d angulo dado es menor que 2z, bastasumar 2z a su medida:
LN R S
6 6 2

¢) Para obtener un angulo que satisfaga esas condiciones debemos sumar el primer
multiplo de 360° que exceda a 2 523.8° (quees el modulo del valor dado).
Dividiendo obtenemos 2 §23.8§ = 7 . 360° + 3,89 luego d primer multiplo que
excede es 8 - 360%y - 2532380 + 8 . 360" = 356.2°
El angulo pedido es 356,2°

d) El multiplo de 2z mas proximo es € propio 27, luego

y e dngulo pedido es —753 °

En 1os epigrafes anteriores hemos visto que las razones trigonometricas de un 3‘"}'
gulo dependen solamente de las coordenadas de un punto situado en e! lado termi
nal. Esto significa que se pueden calcular las razones trigonométricas de angulos

cualesguiera utilizando las definiciones conocidas. En la practica procedemos comd
se indica a continuacion:

T 1

Para calcular las razones trigonométricas de un angulo, buscamos un angulo
del intervalo fundamental [0°; 360°) ([0,2x]) que sea coterminal con ¢l y cal-
culamos sus razones.

R

Calcula las razones triponométricas dc los dngules siguientes:

a) - 457  b) -%’5- ¢) 793,57 ) 13,62
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Resolucién

a) Utilizando el procedimiento indicado antes:
sen (- 45%) = sen (- 45° + 360°) = scn (360° - 459) = - sen 435°
cos (—- 459 = cos {— 45" + 360°) = cos (360° _ 45°) = cos 45"
tan {~ 45°) = tan (-~ 45" + 360°) = tan (360° - 45°) = - tan 45°

8x 2r _ V3 8 2
b) ~e n—3 - 5€h £ - ‘L Porque —; y —:r SON ¢eterminales.
Br 2n 1
CO8 — = €08 — = - —
3 3 2
8 2 =
tan ,__;_E_ = tan <~ = V3.

c)sen 793,59 =sen 73,52 = 09588 7935 =2.360 + 7315
cos 793,59 = ¢os 73,5° = 0,2840
tan 793.,5° = tan 73,5° = 3,3759

It

d) Ei valor dado se encuentra cn € sistema circular; para buscar un angulo dd in-
tervalo fundamental le restamos e multiplo n@s préoximo de 2x (6,28). Para en-
contrarlo dividimos entre 6,28 y tomamos la parte entera del cociente:

13,48 : 6,28 = 2,...; la parie entera es 2. Entonces 13,48 - 2 - 6,28 = 0,92 y
paracalcular lasrazones trigonométricas |0 expresamos en d sistema sexagesimal

1800 : "
y buscamos en la tabla: sen 0,92 = sen . 0,92)“ = sen 52.7" = 0.796

I T
cos 0.92 = cos( L84 . 0.92) © = cos 52,7° = 0,600
T
o
tan 092 = tan (22— . 0,92)° = tan 527" = 1,31. O
i3

En € ultimo inciso damos la respuesta con tres cifras porque d calcular hemos
Wtilizado aproximaciones de .

Resumiendo tenernos:

scn (x + k. 360° = sen x sen {x + 2kw) = sen
cos (x + k. 360°) = cos x cos {x + 2km) = cos x
tan (x t &+ 1809 = tan x tan (x + kn) = tan x

| S

]

1 Observa que para e caso de la tangente. debido a la férmula de reduccion:
tan (x + k. §80°) = tan x tan (x + kn) = tan x

Gy« : .

Ios valores se repiten cada media vuelta

~Enelinciso a) del ejemplo 2 hemos Visto que las razones trigonometricas de an-
Bilos negativos se reducen a las de angulos posilivos. De una forma completamente

191



andloga se demuestra el siguiente teorema que incluye nuevas férmulas de reduc-
cidn:

Teorema 1

Para todo angulo « se cumple:

sen(-a) = - senu
cos (~a) = cos o
tan (-a) = - tan a

B teorema 1 reduce el calculo de razones trigonameétricas al caso de anguios posi-
tivos pues, aunque han sido demostradas para angulos del intervalo fundamental,

las formulas de reduccion son validas para angules cualesquiera.

Calcula: sen (- 9879),
Resolucion
sen {(~ 987°) = - sen 987° = - sen 267° = 0,999. W

Ahora, a resolver ecuaciones, € conjunto solucion es infinito como se muestra en
e siguiente ejemplo.

| Eiemplo 4 l

Resuelve:
1

CoS8°X

= 2 tan* - 2

a) sen x = 1 b) cos x = 0,487 ¢)

Resolucion
a) En d intervalo fundamental {0®,360%] o [0:;2%) se tiene una Unica solucion:
x =900 x = % . Cada vez que se suma a angulo 360° o 2z se obtiene un

dngulo coterminal y € valor del seno se repite; resultan entonces las igual dades'
sen (90% + k- 3609 = sen 90° =1 o sen (—g- + 2kr) = sen —723 = 1

y entonces € conjunto soluciones:

{x = 90° 4 k- 360% k2| o {x = 2+ Uem k&z} ‘

Observa que en & conjunto solucion hay que incluir todos los angulos cotermt
nales con las soluciones del intervalo fundamental.

b} En este caso, en d primer cuadrante tenemos x = §0,9°. Como € coseno &s P
sitivo en € cuarto cuadrante, las soluciones en € intervalo fundamental sot:

x =609° y y=360°-609° = 299,1° o0 también x = -60.9°.
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El conjunto solucién es:

X0 x =609+ k.360° o x=299.1° + k- 360° ke Z}

gue también puede representarse en la forma

[x : x = £609° t+ k - 360"; keZ

Observa que no escribimos la solucion en e sistema circular porque 60,9° no se
expresa coma una fraccion racional sencilla de =.

¢} En este caso es necesario reducir a una sola funcion:

|
- = 2 tan’x - 2
costx

I + tan’x = 2 tan®x — 2

tan?x = 3
tanx = V3 tan x = /3
n Fr
X = — X = -——
3 3
;x:x=—§+kn;kc-'l} {x:x:vﬁ:- +krr;ka}

es decir, € conjunto solucion es:

(v x

b o x =

tkroX=- g tokm; ke Z} que puede escribirse:

wl=

H

% + km kel

En € caso de la tangente es conveniente considerar como intervalo basico
(=902, 90°) o (L;—; —;) en lugar de [0;180° pues de esa forma se

trabaja con angulos agudos y sus opuestos y todoslos valores del intervalo estan de-
bidos. m

Ejercicios (epigrate 9)

L. Considera el origen de coordenadas como vértice de los dngulos cuyas amplitudes
N las siguientes: 452, 1359, 3052, 7102, =30°, -120°, - 315°, - 430°. {En que cua-
drante se encuentra € lado terminal de cada uno de estos angulos?

% Representa graficamente 10s angulos generados en cada uno de los conjuntos si-
guientes, para k = 0;+ ;12
8) {0° + Kk . 180 b) 90° + 2k - 1809 c) (0¥ + 2k . 1809
W {1800 + Kk . 907 e) (45" + k - 90°] £ 160° + k . 1809

fﬁfi‘)p‘atermina para cada uno de los siguientes dngulos un angulo colerminal entre 09
WY 360° o entre 0 y 27 segun el sistema utilizado.

Mo
) 4 3800 b) 3 675 ¢} 27 1340 d) 515,6°
€7 584 40 f) 438,5 g) 3 205,69 h) - 1 573°
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i) — 1579 iy— 479.7° k) - 47.6° 1y - 3 721,3°
V7n . ldnm

ni) 22n n) 5 i) o) - 17Tn

p) - Lo a) - A3n 1 7.12 s) - 2,04
5 4

) - 6,13 u) - 0,25 v) - 223 w) - 12,51

4. Dados Los conjuntos de cantidades de amplitudes siguientes, comprueba en que
casos se trata de angulos coterminales y determina en esos casos, cual es la am-
plitud principal correspondiente.

a) 12 0159, 1 2959, 5759 b) 1473° - 2479, 1 1939
c) 13959 1 115"; | 3159} d) {4459, 1 1659, 1 8859
€) 14445 1 164° 1 5142} £) 18930, = 5479 1 253°]

5. Reduce al primer cuadrante las razones trigonométricas de tos siguientes angulos
y calcula su valor.

a) 285" b) 310" c) 294° d} 306°21" e) 276°

f) 148~ g) - 42° hy - 1259 i) - 222" j) - 315"
k) 748°12' 1) 847° m) 1 035¢ n) 3 889e i) 5 390°
o) 6 120° p) — 1 2350 q) 2,23 r) 0,85 g) - 1,20

t) - 7,24 u) - 6,01 v) —IZE— w} 4z x) - J—é-"ﬂ'
y) 227 2 3 5

6. Calcula e valor dc:

a) sen (- 45") b) cos (- 30°) ¢) lan (- 1207 d) cos (- 1359
e) tan (- 210°) [) sen (- 300%) g) tan (- 240") h) sen (- 225™)
i) cos (- 3157 j)sen | 0007 k) cos 10 D tan 3,21

7. Halla € valor de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen |} 1259 b) cos 2 §20° ¢) tan 1 320"

d) tan (— 1 500°) e) cos (- 4 680°) f) sen (- 1 500°)
Sr . 17"

gl sen h) cos (— —5-) i) lan (— ——5—)

j) tan (- 2,2) k) sen (- 0.81) 1} cos 2,28

Funciones trigonométricas
10. Definicion de las funciones trigonométricas

Cada nimero redl representa la medida en radianes de un angulo, esto signific?

7 . : H (y e
que a nlmero real se pueden hacer corresponder |as razones trigonometricas d¢ ¢
angul o.
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Definicion 1

]

Se llama funcion seno a la funcién que a cada numero real x le asocia sen x.

L ]

En otras palabras la funcion seno esta formada por log pares ordenados
{x; scn x) con x <R,

Esta funcién tiene corno dominio al conjunto de los nameros reales, en simbaolos:
Dom (sen x) = IR,

Eiemﬂpqlgﬁl

a) Calcula los valores gue se indican de la funcidn flx) — sen I sen— . sen 4—H
sen 1,5.

b) iCusles de los siguientes nimeros pueden Ser valores de la funcidn

flx) = sen x: V3 Loa oyr- 1 .
V3 2

. l
¢) Determina para qué valores de x [a funcién y = sen x alcanza el valor: 1, 1, ’R
Resolucion
a)sen L = 52 T es un Angulo notable y conocemos su valor
4 2 4
4; T V3
sen —-— = sen - 3 — ———
3 2
1,5 no representa un dngulo nolable y utilizamos la tabla:
) 180 |° !
sen 1.5 = senLI,S . —RLJ = sen 86,09 = 0,998
T

b) Sabemos que |sen x| <1, luego la funcion no puede tomar valores fuera del in-
tervalo [-1 ; 1], o sea, - 5
1o puede tomar los valores V3., 4, -V2

Puede tomar los valores: 1—}: - > ; 0.

¢) Para conteslar a estas preguntas se deben resolver las ecuaciones: sen X - I

8en x = -1, sen x = —1 . Sabemos obtener el conjuntoe solucion dc cada una de
) 2
BwEllgg:
Para sen x = 1.
T
?"g”{"xeﬂ{: x= L4 2km, J'\:(-Z% = {_)(:.‘.‘ R :x = (d4k + UE ke Ey
e 2
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parasen x = - |
3 7
gxe\R:x:—Z— &-QKH,A'G;W} 2;XC|R:X=(4k+3)E~kGZ};

T 5
para seft x = :{xth:x:—Z_— + 2kn 0 x = 2km+ --g-—,kEZ}.

1
2

Definicion 2

Se llama funcion ¢ygeno @ la funcion que a cada numero real x le hace corres-
ponder cos X.

En otras palabras. esta funcion esta formada por los pares ordenados (x ; cos x}
La funcion coseno tiene corno dominio a conjunto de los numeros reales, en
simbolos: Dom (cos x} = IR

|

a) Calcula los valores que se indican de la funcién flx} = cos x; Cos =5
cos (- 2r); cos 7.4,

b) Determina para qué valores dc x la funcién ¥ = €os x alcanza los valores

siguientes: 5" Y2, 0.

Resolucion

cos (- 2m) = cos 2n = 1,

3 180 |°
cos 7.4 = COSL7,4 . ——J = cos 424.,0° = cos 64.0° = 0,438;
T
. 1
b) Para contestar a esta pregunta Se deben resolver las ecuaciones: cos x = \
cos x = V2, cos x = 0. 2

Conocemos el conjunto soluciéon de cada una de ellas ; paracos X = — .

xclR:x = %n— +2kn 0o x = ——4-5- + 2kn,kCZ};

paracos x = [/2: como |cos x{< |, no existe x tal que cos x = V2, $= ¢, 0 sed
ne se cumple laigualdad para ningun valor de x.

para cos x = 0 : xR :x = (2k + ])—72r , kc-Ez .
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Definicion 3

Se llama funcidn tangemte a la funcion que a cada numero red

x#(2k + l}izr , k= Z se le hace corresponder tan Xx.

El dominio de lafuncion tangente es enlonces d conjunto de los numeros reales

gue No son multiplos impares de ™, es decir. cn los que la funcion coseno no se
2

anula y, por tanto, esta definida la tangente. En simbolos:
Dom (tan x) = R\ {x cR:x =(2k + 1) ;[ ke Z} 0
Dom (tan x) :{ xeR:xz 2k + DT }
En otras palabras, la funcion tangente csta formada por los pares ordenados:

(x ; tan x) con x#(2k + 1)%

a) Calcula, si esta definido, €l valor de la funcién y = tan x en [0S puntos siguien-

tes: : _.:S_nm; I: - z ,
4 2 6
h} Resuelve las ecuaciones tan x = ; tan x =3, tan x - - V3,
tan x = 0,5,
Resolucion
atan & = L.
4

1l
=

, . 3n In tant
La tangente no esta definida en 5 pues cos — y, por tanto,

3
<L ¢ Dom (tan x).

2
Para calcular tan 1 €S necesario utilizar la tabla:
tan | = tan L| : ﬁi]” = an 57.3° = 1.56
w
3
tan (' E ) = - tan—E = - -l/— = - 0,577
6 6 3
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b) Ya conocemos ¢l conjunto solucion de la ecuacion
tan x = 0 : xR : x = kn, ke Fl;
como en ningin angulo notable lan x = 3, ¢s necesario buscar en latabla y en-
contramos: tan 71.6" - 3,0061 3.01, luege con lres cifras esenciales el angulo es
de 71.6% en @ sistema sexagesimal, para obtener el valor de x es necesario expre-

T

sarlo en @ sistema circular - 71.6" . ——— = 1,25 y d conjunto solucion cs
180+

b IR = 125 ¢ ke ko 4

para tan x = - |3 conocemos el conjunto selucion.

xooRx s _:}r v kr ke 7Y 0w
Ejercicios (epigrafe 10)

[. Analiza S lox pares ordenados siguientes SOn elementos de la funcion
fix) = sen x.

a) (-m:1) b} L-—%TE-;UJ ¢) L 7H;

|
|

™|

L

2. Delermina para qué valores de x la funcion v — sen x alcanza el valor:

/ ’,-'z _
V2 l 0,25 01 y3 . Y3

>

JoAnaliza si Jos pares ordenados  siguientes son elementos de la funeion

Y = Ccos X
a (0. 1) b (r 1) ¢) Lf—’f‘” : U}
2
! o . a2
dy O 6a 1) ¢l (= 2.1 IJ\—— :—-—J
.4 2
M l i 3 .
g) L J by | 2 VA i) L_ST 2 J
3 2 L 6 2 4 2
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. Determina pura que valores de x latuncion v -

- Analiza st los pares ordenados siguientes son elementos de la funcion v

248

a)

K Si

a)

¢)

e)

S 8w fln) =

uentes: 1 (1

Shsldd

AN

I

012

L

b) (7 .

4
3

V3

sen v, catoenla:

A0 ¢ f{1,1/4)

3_/(;: /(1

2{N) = cos

|
- ariwig)
) Iy

L//_:;}l*/ﬁ -
Iclr{

815n/4) -

Ny N -

vohlda/ )

+Ia§/4

021

0,24, 5 - -

2.23

an x caleula:

gln/4) v 3gidn/3)

h2r/3)

2H05576)

cos x alcanza los valores siguien-

s

- Determing para qué valores de x la funcion v =

3

¢}

f][ -
4

i (

W;lJ
2

bE

|

REE)

Solan X,

tan x alcanvza los valores si-

a'(% "

/N

< a4y

_ﬁ(m/ﬁ)

#S7/0)

ht

/348 g
£

Y faz/73)

4

H/h}

- gln/4)

g0} -

h{5n/4)

9. Prueba las siguicntes igualdades, si flx) = cos x, £lx) = sen

¥

XY - wn X
bt ‘ g
ay SN wCale) L
."r(ST/"H 2
b) 4fH n/6) 7;33(7 a/4) - .!fr(‘in/1
[2/%57/6) Lxﬂ§7/4
) e = [y B(27) - g3 /d) =
Miwray 0 h S
D fnid) iy 2028030 - ~ﬂ“"Lf~ =
Iia/6)

e e Niw/4)

R e lh

16
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ff2x/3)  flom) - h(52/4)

| gln/6) 1+ fA3n) 9v2 — 11
e = -
5 hH57/3) + 12 fix /3) 4
1 - 2 g(3r/4)

10. Resuelve las siguientes ecuaciones si 0 < x < 2n

al2senx+ 1 =90 byjtanx -1 =0

¢l R = V2 d)senX - senx = 0

COS X

11. Resuelve las ccuaciones del gercicio 10 para x < R.

12. Simplifica las siguientes expresiones:

tanix + | cos’x + senlm + x) - senln — x)

a) .
senl{-x) + cos(-x) 1

sen(z/2 ~ x)

y ANl a0 e s 11
sen?l — cos®

senixy - | ]

cos {m + x) " cos {-x) |1 + tanz(fx))_
13. Detcrmitia el dominio de definicién de las siguientes igual dades:
a)sen xt cos x = /2 cos (n/4 - x)

08 2. ) + :
by Lroos 2o o]/ Lteosx _ooox
} — cos 2x 2

V1. Funcion seno, representacion grdfica y propiedades

Como la luncion seno satisface sen (x + 2kn) = sen x, k e Z, basta representarta
cn un intervalo de longitud ?=. Para hacerlo en @ intervalo (O; 2z) calcularnos al-
gunos valores y los representamos en una tabla como la siguiente:

Sw b Tn 2 3n S Ila

A
]

12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

seny | O] 026 ) 0.5 0,71 U877 097 1.0 0,97 1 087 ) 0,71 0.5 0,26

1ir Tn k¥ 45 ks In 19n Sn Tn [l i3r
X H —_— _—_ —_— — J— — ———
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
senx| 0 26 5 71 &7 -.97 1 -“J_?_J 87 | -71 | -5 - 26




Al representar estos pares ordenados en un sistema dc coordenadas se obtiene
una gréfica como la que se muestra en la figura 3.30.

.VT
100 4 « T .
' ' I * '
I
0,50 s : | : S
e oy l bl TaoAn 3 fu I
| | !
I B SR | T - ? ! : M -
0 ™ L ” H 2u Ir 5w 4 | } T . 1 _‘
6 4 3 2 3 4 B * | | | ).
~0501 ' i e
4 i
» I L] l
~1,004 o« 4 o
Fig. 3.30

S aumentamos d namero de puntos s¢ obtiene una idea cada vez mas aproxi-
mada de la grafica de la funcién seno. En cursos posteriores podras convencerte de
gue esta grafica es una curva que conliene todos los puntos de la forma (x; sen x)
gue puedes obtener ({ig. 3.31}.

'

1,004

0,50 4

’"

=050 4

'1.00.4
Tig. 3.31

Comolos valoresdel senose repiten cn cada iniervalo de longitud 27, la grafica de
lﬁ} funcion seno en todo intervalo de la forma [-4; A] se obtiene trasladando la por-
¢idn de grafico que corresponde a intervalo [0; 2] en ambos sentidos tanlas veces
fomo sea necesario. En otras palabras “'se repite” a derecha ¢ izquicrda el grafico de
la figura 3.31 (fig. 3.32).

En este grafico pueden apreciarse algunas de las propiedades de la funcion seno.

o 3

Vig, 3.32
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PDominio: R
Imagen: [-1:1]
Ceros:x —kn ko Z

Paridad: impar

Monotonia: no es mondtona

L.a proyeccién de la grafica cubre todo
d eje v

La proyeccion sobre € eje < v cubre
esle miervalo pues |sen x| =<1,

En estos puntos scn x = U y la gra-
fica corta a eje* x ™.

La grafica es simétrica respecto d ori-
gen pues sen{-xJ = -sen x.

Se alternan intervalos de crecimiento
y decrecimicnto.

Aungue la funcion seno no ¢s mondtona, en cada cuadrante Si lo €s. por lo que
es muy facil recordar como variala funcion sene en el intervalo fundamental [0; 2zl

10:7/2) /27 (m:37/2] 13n/2:2x]
subintervalo 1 cuad. 11 cuad. 11 cuad. IV cuad.
variacion creciente decreciente decreciente creciente
0al 1 al 0a-1 lal
signo b + -

Atencién: Si recuerdas el gréfico de la funcidn seno en e intervalo [0; 2x], puedes
fijar con facilidad estas propicdades,

Ejemplo 1

¢Cuales de los siguientes numerns pueden ser valores de la funcién seno:

0,5 3, {:’i; V} 0 -1 -1.5; 0.4
3 2
Resolucion

Como la imagen de la funcion seno es d intervalo [-1; |}, no puede tomar 10s
valores gque gquedan Tuera de ese intervalo: 3; V2 y -1.5. Entonces la funcion seno
puede tomar |0s valores:

."2
0.5; —L;: 0, . 04y ! .
3 2

Ejemplo 2

Analiza la monotonia de la funcion seno en € intervalo dado:

a) |3x/4; 5:/4) b) [7x/6; 25]
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Resolucion

35 . Sn .
a) == es UN angulo del segundo cuadrante y >y esun angulo deltercer cuadran-

la. En d segundo cuadrante la funcion seno es decreciente y en @ lercero también
(fig. 3.33a). luego la funcidon es morodtona decreciente en el intervalo dado.

1,00
in
03 l ; 1
O 1 T |
_‘]“ m 1 X
0.5 4
100 -
i}
v
1.0
5 Ta 3a
us. 5 2 Iu
- - —
05 - AN | ¥
” [
-1in
)

[ip. 3.31

in , .
b) — esun dngulo del tercer cuadrante Y 2r ¢s el extremo superior del cuarto cua-

drante; la funcidn Seno es decreciente en € tercer cuadrante y crecienie en ¢l
cuarto (fig. 3.33b), luego d intervalo dado no es un intervalo de monotonia y es
necesario descomponerlo en dos subintervalos: [77/6 : 3x/2| comprendido en cl
tercer cuadrante y [3x/2 ; 2| comprendido en ¢l cuarto cuadrante.

La funcion seno es decreciente en d primer subintervalo y creciente en ¢l segun-

do. N

Como sabemos. todos los angulos coterminales con uno dado tienen el mismo
seno: sen (n + 2kn) = sen a. k < 7. Esta igualdad representa una propiedad de la
funcion seno que es un caso particular dc una propicdad general,

Definicion 1

Una funcion red. f es periddica 9 existe un namero real 7. tal que para lodo
elemento, x, del dominio de la funcion se cumple flx) = flx + 1. Kl namero
T recibe € nombre de periodo de la funcion.

S
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Ahora puede afirmarse:

La funcidon seno es periodica, cualquier multiplo entere de 2n es un periodo de
la funcidén seno.

En la grafica, la periodicidad de la funcion puede apreciarse porque puede obte-
nerse "'repitiendo" indefinidamente la grafica de cualquier intervalo de longitud 2.
Listos heches permiten comprender mejor por qué las ecuaciones trigonométricas
tienen infinitas soluciones.

Resuelve e interpreta graficamente la ecuacién sen x = 0,5,

Resolucion
Ya conocemos el conjunilo solucidn de esla ecuacion:

S - _x'n_ll{:.x:«g« + 2kr o x__ééi+2knk Z

Para la interpretacion gralica obscrvemos que el conjunto solucion debe estar
formado por las abscisas de los puntos de inlerseccion de la grafica de lafuncion se-
noy larectar = 0.5 (fig. 3.34) En 1a grafica puede comprenderse que este conjunto
es infinito. M

En la grafica de la funcién seno también pueden apreciarse otras propiedades de
esta funcidn,

PN N -y
< \/{ " \/

Fig. 1.34

Bl valor maxime due alcanza la funcién seno es 1y lo alcanza en los puntos
e s . .y
X = 5 + 2kn = (4k + I)—Z—« k = I eslos son 10s puntoes de maximeo 9¢ la funcion

seno.
El valor minime que alcanza la funcién senoes - | y lo alcanza en los punlos
3m T L
X = 2km = (4k + 3) 5 k 7. estos son 10s puntos de minimo 4¢ la funcion
seno.

Ejercicios (epigrafe 11)

1. éCuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion y cudles no? Fundamenta.
a)sen x = 13 b) [sen x| = 4 ¢} 3sen x = 2
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il

d)dsgenx+2=0 e) sen x = 0,83 f)

sen x|

1l
= | —

g) -2senx = 4 h)3senx -6 = - 4 i) 2senx

2. «Posee la funcion flx) = scn x ceros en los inlervalos siguientes?Determinalos S
existen.

a) /2 < x <0 b) n/3 < x < In/2 c) w < x s o7
d) 14 << x < 15 e) -7 = x <« -3 f) —n/2 << X < 5xn/2

3. Determina ¢] signo de la funcidon y = sen x en |os siguientes intervalos.

a) 0 < x = n/2 b) -r/2 = x < 7w e/l < x < 2n
d) “3n/2 < x <0 e) 7/ = x < 2 ) 7/2 = x < 5x12
g)a/d < x < 5q5/4 hy 0 < x < 7/3

4, Delermina en gué puntos de los siguiente.; intervalos la funcidén y = sen x posee
valores maximos 0 minimos, determina ademas estos valores.

a0 < x<n b) -n << x Sn/2 c) —n/2 =
x

d) 2r €« x<0 e) 3n/2 < x £ 57/2 Nr <
g) n/2 s x = 5r/2 h -n/2 < x <0

X s 7
= 3

5. Determina grifica y analiticamente los puntos dc interseccion de las griflicas de
las funciones.

al flx) = son x y glx) = 1/3/2
bl Ax) = sen x y g{x) = V272
¢) flx) = sen xy glx) = 07

d) fix) =sen xy pglx) = - 0,5

12. Funcion coseno, representacion grdfica y propiedades

Al igual que para la funcion seno. es suficiente representar graficamente la fun-
¢ion coseno en d intervalo [(2x]. Calculemos algunosvaloresy construyameos lata
bla siguiente:

0 T T Fis T Sn w T 2 In Sm 1=
x . . = . i ~ i

12 6 4 ) 12 2 12 3 4 6 12
[T Y 1 6,97 (87 0,71 0.5 0,26 0 20 A =71 - 87 97

{3z Ta Sw 4 V75 ks 19x Sn In Iin 23n

x T ; _ i — _ B - —

i2 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

COsx Il -.97 - .87 A -5 -.26 0 0.26 | 0.5 071 0.7 0,97

Al representar estos pares ordenados en un sistema de coordenadas se obtiene
una grafica como la que se muestra en la figura 3 35
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. .
1,00} . . . |I
T . - | ]
. | 1
0604 1 . . I |
! | : 1\ :
0,20, ! Pos &n Sm " N ) } ) }
1 r . 3 s . b ! - ! L [
0 4 " i i { :r : f 3 Sn = RIS
-0:204 6 3 7 e ‘ : i roe 3 s
| | 1 |
4 ) I ! d
_60 | ! !
L [ "
[} : ¢
1,00} * . *
Fig. 3.35

Si aumentameoes ¢l ndmere de puntos se obtiene una idea cada vez mas aproxi-
mada de la gralica de la funcion coseno. En cursos posteriores podras convencerle
de que esta grafica es una curva yue conliene todos los puntos de la forma
{x; cos x) que puedes obtener (fig. 3.361.

¥ “

1K) o

0,60

|
|
1
1
1
I
|
|
(),2(]-‘ ;
|
2

—0,20 )

[

— 0,60+

Fig. 3.36

Aligual que ¢n d caso de la funcion seno, la grafica de la funcion coseno en todo
R se obtiene trasladando ¢] grifico correspondiente d intervalo [0, 2] en ambos
sentidos tantas veces como sea necesario. En otras palabras "'se repile’” a derecha ¢
izquierda el grafico de la figura 3.36 (fig. 3.37).
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También en este caso ulilizamos € grafico para reconocer las propiedades de la
funcion coseno:

Dominio: R l.a proyeccion de la grafica cubre lodo
e ejerx.

La proyeccion sobre ¢l eje v cubre
este intervalo pues kos x < [,

lmagen: [ — 1, 1]

En estos puntoscos X = 0 y la gré
fica corta d ge"x"
Es & extremo superior de la imagen

Ceros. x = (2k + 1) g— ko7

Valor maximo: |
Puntos de maximao:

2kn, kol En estos puntos cos x = |

Vaor minimo: -|

Puntos de minimo:
2kt Dn, ke?

Es el extremo inferior dc la imagen.

En estos puntos cos x = -1,

Paridad: par L.a gréficaes simétrica respecto d
eje v pues cos (-x} = cos x.

Se alternan intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

Bl grafico se obtiene “‘repitiendo™
cualquier seccion de longitud

2k, k o £.

Monotonia: no es monotona

Periodo: 2kn, ko Z

[gual que la funcion seno, la funcidn coseno es monotona, e cada cuadrante. El
cuadro gue sigue resume la variacion de la funcion coseno cn d intervalo funda-
mental [0; 2x]:

(0; z/21 7/ 2; 7 {m: 3r/2] [37/2; 2x]
subinlervalo I cuad. 1Y cuad. IT§ cuud IV cuad,
variacion decreciente dccrecienlc creciente creciente
1 al) 0Oa 1 -lag Oal
SIgno t - "

Atencion: [debes recordar el grafico de |a funcién coseno en el intervalo [0; 2xl,
para fijar con facilidad estas propiedades.

Analiza la monotonia de |a funcién coseno en & intervalo [12.8; §4,3].
Resolucién

Al dividir 12,8 entre 2z (6,28) encontrarnos que la parte entera del cociente es 2, lue-
go 12,8 es coterminal con:

128 - 2-628 = 0,24
como 0 = 0,24 <= 1-57; 0,24 es un angulo del primer cuadrante.
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Andlogamente: 14,3 — 2 - 6,28 = 1,74 y como 1,57 < 1,74 <2 3,14; 1,74 es un
angulo del segundo cuadrante.
Luego, la funcion coseno es decreciente en d intervalo dado (fig. 3.38). W

¥

|
] 31256+ 1.14
1

4~ 12,5 .
" a 4:7@-E I x

Mg, 3.38

Indica el valor maximo y el valor minimo de 1a funcion coseno en ¢l intervalo dado:

a) le/6; 3=/8] b) (3n/5; 47/3] c) {2:x/3; 13x/4]

Resolucion
a) Ambos angulos son del primer cuadrante, en este cuadrante la funcion es decre-

. L n L 3n
ciente y, por tanlo, alcanza e maximo cn % y d minimo en _8 :

valor maximo: cos % = 0,866 valor minimo: cos 3_; = 0,3827

b) 3—; es un angulo del segundo cuadrante y -%r— del tercero, como la funcion

coseno es decreciente en e segundo cuadrante y creciente en el tercero, alcanza
su valor minimo en « que es d valor que separa ambos cuadrantes. Para encon-
trar e valor maximo comparamos los valores en los extremas del intervalo:

3X 4
cos == = 0,309 > - 0.5 = cos ?" Luego:
valor maximo: cos —%”— = - 0,309 valor minimo: cos = = - |
13z in g . . .
c) 3 - Y = 12 = 2, luego este intervalo incluye un periodo completo de

la funcién y necesariamente alcanza sus valores maxime y minimo:
valor maximo = 1 valor minimo = - 1. W
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Ejercicios (epigrafe 12)

1.

(Cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion y cuales no? Fundamenta.

a)cos x =0 b) 4 cos x = 3 c)|cos x| = 0,5
d)2cosx - 3=0 e)|cos H|= 1,5 ffleosx= - 23
g)2cosx+5 =3 h) 2 cos x = 33

. ¢Posee la funcion flx) = cos x, ceros en los intervalos siguientes? Determinalos
S existen.
a) - < x < /2 b) n/6 < x < 211 ¢)-nf2 S xS x;
d) 3 < x < 12 e) -2 << x L0 f) -5r/2 < x < n/4d

. Determina ¢! comportamiento de lafuncion ¥ = cos x respecto ala monotonia en
los intervalos siguientes:

al -n/2 < x<0 b) = € x < /2 ¢t r < x < 3r

din/3 < X < 3n/2 el n/d £ x << 3 n/d f} -=n/3 < x < =/3
. Determina el signo de la funcidon y = cos x en los intervalos siguientes:

al m s XS b) -n/2 < x < n/2 ¢l -2 < x< 0

d) 0 = x < 3r/4 el m/2 < x < lln/6 £) 3n/2 < x < 3n

. Determinaen qué punto de lossiguientes intervalos la funcion flx) = cos x posee
valores maximos 0 minimos; determina, ademads, estos valores.
a) /2 € x < 7/2 b) < x <« ¢ 2N € x < —n/2
d) 0 < x=x 7« eln £ x = 5r¢ £y 3nf2 < X <L Tn/2
gl n/2 < x5 3 h) =3n/2 < x <27
. Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de 10S graficos de
las funciones:
a) g{x) =cosx y flx) =03 b) glx) =cos x v flx) = —l/zi
c)glx) =cos x y hlx) = - y2/2 d) glx) =cos x vy hlx) =02

13. Funcion tangente, representacion grdfica y propiedades

Como para la funcién tangente se cumple que: tan (z + 7} = tan a. basta repre-

sentarla en un intervalo de longitud .

. . o1 Lo gt . X
Como ademas, esta luncién no esta definida en los multiplos impares de —
2

escogeremos d intervalo ( - =/2; x/2} paratrabajar en unintervalo en € cual esta
definida en todos los puntos.

Sr i i Fid R b4 hid n T Sn

x | - A A 0 —_ ;
12 k] 4 O 12 12 6 4 3 12
tan x 37 1.7 | 5% 27 0 0,27 0.5% 1 1.7 3.7
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Al representar en un sistema de coordenadas los pares contenidos en la tabla an-
terior, se oblicne una grafica como la representada en la figura 339,

Aligual gue en las restantes funciones, si delerminamos mas puntos, como se ha
hecho en la figura 3.40 donde se han determinado 12 punios mas, podemos lencr
una idea mas aproximada de la grafica; en cste caso aparece otra dificultad que no

existe para las [unciones seno y coseno: delerminar cOmo €8 la grafica con x proxi-

T T N . . L
mo a 5 ya - 2 En cursos posteriores podras demostrar que la grifica es una
curva que conticne todos los puntos oblenidos {fig. 3.40) vy sc aproxima a las reclas

‘ C e s T, _ .
perpendiculares al eje "X en Ly - = indefinidamente sin llegar a tocarlas. Las

rectas con csa propiedad se llaman asintotas de la curva.

¥

| " 4 :

| 300 ! | 800 :

l

| |

| | | |

I ! | l
|

1 60 ' ', 60 |

I I | :

| | | |

' ! ! '|

| | ! 1 .

| 400 . ! : 400 |I

I ' ‘ '

] ' | i

. ‘ ’. l
|

1 . | | - |

1 100 . " 200 |

1 ! |
I

I . i | l

I

' * | ' :

! . i

1[ [ I o= + f——t-

1.7 « O (X ny P

| . [ 21 I

| | l |
)

L | : '~

‘ 2.00 Il , I

| | ) |

| | ! 1

| | ! I

[ ] 1 !

1

i 4501 | \ :

{ 1

I l : \I

l | 1 '

1 | | )

| | ! 1

| H,00) 1 | ) :

1 ) ' '

| ' | |
1 ]

| 1 | 1

. T ! ! — 8§00 o !

1 '

g, 3.39 Fig. 3.10

La grafica de la funcion en todo R se obticne trastadando la grafica obtenida et
ambos sentidos indefinidamente {fig. 3.41).
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Fig. 3.41

e esta grafica se pueden obtener alpunas propiedades de la funcion tangente:

Dominic: R \{2A l)—';( ko )
Imagen: R
Ceros: x - km i ko /£

Valor maximo: iio lienc
Vaor minimo: no tiene
Paridad: impar

Periodo: kr, k- 4

e

La tangente no esta definida en los pun-
tos que excluimos,

e

L.a proyeccion cubre € c¢je — ¥
Iin esos puntos la grafica corta al ejex™
tan kr - 0.

"Torna todos los valores reales.

Toma todos los valores reales.

La grifica es simélrica respecto al ori-
gen tan { -x} = ~tan x

lan (!’I + kw) = tan « (ilg 341)

211



En la grafica se aprecia que en cadaintervalo que NoO contiene miltiplos impares
de % la funcién es creciente; sin embargo, la tangente no es mondétona porque d

pasar dc uno de esos intervalos a otro no crece. Por € emplo:

%- <7 pero tan g =3 > 0 = tan =

a) Calcula los valores que se indican:

5
tan n g tan-----n—; tan 7.
4 4

h) Resuelve las ecnaciones:

taii x = l{; tan x = -6; tan x = 11,0524,

Resolucion:

a) lan % = 1; _Z €s un angulo notable.

tan ir_r = tan-zr— = 1.
4 4
180 ]°
tan 7 = tan (2 - 3,14 + 0,72) = tan 0,72 = tan | 0,72 -
T
= tan 41,3° = 0,877.
3
b) tan x = l/— p s = |x = L ki, kelZ)
3 6
tan x = — 6 ; cn la tabla encontramos: tan 30,5¢ = 59758 y
80,59 = Lsoism —"— |rad = 1,41 rad, luego
1802

5 = {JC =-141 + km; k@_Z}.
tann x = 0,0524 ; en la tabla encontramos : 1an 3° = 0,0524 y

30 = |:3o . 1;0@ ]rad = 0,0524 rad, luego

= ix = 0,0524+ kn: kcz. W

Observa que para vaores pequefios dd argumento (|x|<<0,1) se cumple que
tan x=x.
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Muchas veces se usa la funcién definida por la igualdad cot x = —
tan x

|

i para

los valores de x tales quetan x » 0. Representa esta funcion graficamente y analiza
sus propiedades.

Resolucion

Como tan x Lime periodo =, basta representarla en un intervalo delongitud = y como

tan x = 0 (la funcion cot x no esta definida cn () escogemos el intervalo (0 ; x):
k4 T } by T S5u n T 27 In 5z Iir
T il r L LA A
(2 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
cot x | 3.7 1.7 1 058 [ 027 | 0 -28 | 581 -t 17 -37
.

Al rcpresenlar en un sistema de coordenadas los pares contenidos en la tabla an-
terior, se obtiene una grafica como la representada en la figura 3.42.

Y

i

6,00

0,00

- 200 1

-.4'80 -

- 6‘m

- a.m

Vig. 3.42

-*
o e e e ——— -

i) .J

- 400

1,000

400 1

2,00 1

¥
8,00

(SR

0.0

6,00

R.00 “|

Fig. 3.43

e e e e e e e . ———— . e e ———— A o ———— - —— -

L
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Como sabemos que la grafica de la tangenle cs una curva, la grafica de la nueva
funcion debe ser una curva gue conlenga los puntos encontrados (fig. 1.433. Ln este
caso lus asinlolas son las rectas x = 0y x = n. Trasladando la grafica obienida en
ambos sentidos se obticne la grafica pedida (fig. 3.44), ]

"}

6K o

400 =

K

e, —— e ————_——

Yap

I

Las propiedudes pueden inlerirse de ta observacion de la grafica:

Domiwmio: RV kr © & 4
Imagen @ R

(2k 1) =

Ceros: x =

Valor maximo: no tigne
Valor minimo: no L‘Lcnc
Paridad: impar

Periodo: &x
Monotonii: no es monalona

i los puntos excluidos:
tunn x = €
[.a praveceion cubre el gje .

Fn esos puntos la grafica corta al ¢je x
T

coll2k + 1) 2
2

0.

Toma todos los valores reales.

Toma todos Jos valores reales.

[a gratfica es simétrica respeclo al ori-
gen - coty

cot {a + kr) — cot «a.

LLn cada intervalo que o conlicne pun-
tos de indefinicion es decreciente,

cot —x =
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Lijercicios (epigrafe 13}

. {Cuidles de las siguientes ccuaciones liencn solucidn y cudles no? Fundamenta,
a) tan x = 0 bh) 3} tan x = | Clan x - 1.5 = 122
d)2tan x + 5 = 10 e} tan x = -10'% f} lian x| = 23,4

2. éPosee la lfuncion Ax} = tan x ceros en los inlervalos siguicntes? En caso alirma-
tivo determinalos,

a) »m ooy Wom b) -2 < ok = er

d) 2mos o x <L a2/l e} w/2 sl x sl An/d

~ -nf3

3. ek qué puntos de los siguientes intervalos no estd definida la funcion v = tan x "

- sl ¢ /3o x o S
X 5 Sq/2 M 2p = x L T

4. Determing el signo de la funcién v = tan x en los siguientes intervatos:
a) O o= v o= 3 by w < x < 0 c) wf2 = x <l Snfl
d) 7/ < x < Ig/2 e) 0 = x = 5x/4d f) -tlx/6 < x < 0

5. Representa graficamente la funcion fx) - tan x en los intervalos siguientes:
a) 7ld s oxow In/4 b} owos=Lox el w/2 ¢) 3m o= ox o= 0
d) m/6 =L x =L SR/6 e) ) < xsiom 1) a/2 <8 x = 2n

6. Determina grafica v analiticamente los puntos de interseccion de los graficos de
las funciones:
'3 bhy=tan xypy = -
dYy = tan x y y = -4.2

aby -~ lanxy y
ey =tun xy vy =

I
(R

14, Osciluciones armonicas

Numerosoy fenomenos fisicos se pueden describir mediante ccuaciones de la for-
ma

Y o=oA sen Lot v o) WA cos Ll v o)

Eslus son 1as ecuaciones de las oscilaciones armonicas y las representaciones
graficas de las funciones delinidas pot ellas son sinusoides: para trazarlas y analizar-
las se utilizan las propicdades de las Tunciones trigonométricas estudiadas.

'Ejemplo 1 l

Representa graficamente y analiza |as propiedades dc la funcian definida por la
ecuacion v = 2 sen 1

Resolucion
Sabemos que el fuctor 2 representa una dilatacion en el sentido del gje y, es decir,

la grafica de la funcion se obtiene duplicando las ordenadas de la funcion seno
{fig. 3.45).
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Fig. 3.48

De esta gralica pueden oblenerse 18S propiedades de la [uncidn:

Dominio: IR

Imagen: -2 ; 2]
Ceros: x - ka ko &
Paridad: impar
Periodo: 2kx

Valor mdximo: 2

I.a proyeccion cubre este intervalo.

Valor minimo; -2

T i

Puntos de maximo: x - (4k + 1) plintos de minimo: x = {4k t 3} 5

Variacion en [0, 2q):

subintervalo [0.7/2] [/ 27| |73/ 2] [3r/2:2a]
I cuad. Il cuad. [l cuad. IV cuad.
variacion creciente decrecientle decreciente crecienle
0a? 240 0a-2 2a0
signo b v _

Todas estas propiedades se oblienen directamente de la grafica y de las propie-
dades conocidas de la funcion seno. W

Ejemplo 2

Representa graficamente Y analiza las propiedades de |a funcion definida por la
ecuacion vy -~ cos s
Resolucion

B lactor 2 representia una contraccion en € ge x; mas exaclamente la grafica se

obtiene dividiendo por 2 las abscisas en la grilica de la funcidon coseno. Para com-
probarlo s¢ construye una labla como la siguiente:
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t 4 it I Sa b Tr 2r 4 Sm Iz
v oo | — = _— | |
2 ) 1 3 12 2 12 3 i & 12
T i 2T S T 4 In St 1=
v o : - i = — | = A =S
H 3 2 3 [ H 3 2 3 6
cos Iy | .87 0.50 0,00 5 -.47 1 - ¥7 5 0,00 0,50 087

Fijate que cada valor del coseno 1o toma en una abscisa gque es la mitad dc la que

. T 1 s
corresponde al coseno, por cjemplo: toma e valor — en — =
- 2 6 2 3

i . . : . N
. De esla forma se oblicne un periodo complewo en el

y e co-

seno toma ¢l valor en

intervalo [0 1 =] gue se obticne dividiendo en dos partes al intervalo [0 2]

(fig. 3.40).

Fig. 346

De esta grafica pueden obtenerse las propiedades de la funcion:

Dominio: IR
Imagen: [ -1 ;1]
Ceros: x = (2 v 1)~ ke Z Se obtiencen dividiendo por 2 los ceros
de ta funcion coseno,
Paridad: par
e 2hn o ,
Periodo: ——— . kx Se divide por 2 ¢l periodo
7
Valor maximo: | Valor minimo: |
5 o 2l _ 7
Punlos de maximo: x = 2 = kx  Puntos de minimo: x = 2k + l)—2
Se dividen por 2 los puntos de maximeo y minimo,

La variacion en |0 7] s¢ muestra en la siguiente tabla, en la que los intervalos
se ban dividido a la mitads

subiniervalo 0 /4] e/ 2) [w/2:3m/4) [3z/4.n]
variacion decreciente decreciente creciente creciente
l al 0a-1 -l ad 0al
signo + - +
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Ejemplo 3

Representa graficamente y analiza las propiedades de la funcién definida por la
ecuacion y = sen (r + —: ) .
Resolucion

s o n .
Y a conocemos que ¢l sumando 7 representa una traslacion de ” unidades en €
sentido negalive del eje x, luego la grafica se obtiene desplazando la grafica de la

funcion seno, }1 unidades a la izquicrda (fig. 3.47).

Fig. .47

De esta grafica Se pueden obtener las propiedades:

Dominio: R
Imagen: [ -1; 1] N
Ceros: x:k,-:—’_4 =(4k 1

T

w
k-7 Seresta — alos ceros de la

funcion seno.

Paridad: no es par ni impar No es simétrica respecto d origen ni al
eje ».

Periodo: 2kx

Valor maximo: |

Puntos de maximo: x = (4k + 1) % - % = (8Bk + 1) 3;

Vaor minimo: -1

Puntos de minimo: x = (4k + 3) ;i - Z - (8k+ 5) ©
4

b L. ;. . ..
Se resta 5 a los puntos de maximo y minimo de la funcién seno.
.

e

[lela misma [orma gque los casos particulares puede investigarse ¢l caso general:
sin embargo, no lo haremos asi. En cada oportunidad que sea necesario nos apoya-
remos eti el analisis del graftico leniendo €N cuenta las observaciones siguicntes:
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En las funciones definidas por ecuaciones de la forma:

y = A sen (wt 4 ¢) v = A cos (wt + @)

{A| recibe & nombre de amplitud de la oscilacion, es ¢l modulo de los valores
maximo y minimo de la funcién.

w €sta relacionada con €l periodo por la ecuacion w = ﬁ

recibe d nombre de frecuencia angular.

rcpresetitad valor dd argumento cuando ¢ = 0. Se le [lama angulo de lase

inicial.

¥

Representa graficamentie la funcién definida por la ecuacién v = 3cos (2 1 ),
Determina su amplitud, periodo y dngulo de fase inicial.
Resolucion

Direclamenle por comparacion de fa ecuacion dada con la forma general de las ecua-
ciones de las oscilaciones arménicas oblenemos:

4] = 3; es la amplitud y la imagen sera [ 3; 3]

2k
w = 2. d periodo sera: T - 2” = kx.
» = - 7 esel angulo de fase inicial.

Para representar la funcion debemos tener en cuenta que su grafica estd com-
prendida entre las rectas vy = 3 y vy = -3. Cuando ¢ =1, y = cos (-x} =
= cos n = | {la fase inicia es n), luego la grafica esta desplazada, Para hallar

. s i . .
el desplazamiento escribimos: v = cos (27 - 7)) = cos 2 (r - 5 ) y esto significa
L - brd . . ,
gue la gralica se ha desplazado 5 unidades 0 sea medio periodo a la derecha (por-

que ¢ es negalivo). La funcion csta "atrasada” respecto al coseno (para+ = U su ar-
gumento es negativo) (fig. 3.48).

7%\\/ TR RVAVATAN

Tig. 3.4%

I e it
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En la figura 3.49 puedes observar que COMO

COS(I— g—) =COS(—72—r —!) = sen !

la grafica del coseno es la misma grafica del seno pero desplazada % unidades u
laizquierda. B seno se"retrasa” respecto & coseno en la cuarta parte de un periodo.
La gréfica ¢s la misma con un desfasaje de % y es, por tanto. suiicientc considerar
oscilaciones de la forma y = A sen (wf + @)

¥

1,00

¥=5en x
05 m /
F=cos x
i P
-
-5
100 L

Fig. 3.49

g ercici os (cepigrafe 14)

!. Representa grificamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades

a)y = sen 57 b) v = sen t/3 c) v = sen 2ni
d) v = sen ; ¢ e}y = sen 8¢ f} vy = sen 2:—

2. Representa gréficamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades:

a)y = 4 sen ¢t bl y = 2.5 sen , ¢y =02sen ¢
1

d)y = ) sen f e}y =3cos ¢ )y =31 cos¢

3. Representa graficamente las funciones siguientes y analiza sus propiedades

a)y=45sn ¢t (=2n < 7 < 2n)

b) y = 0,75 sen ¢ (- 3z < 1 < 3n)

c)y = 25 sen 2r (-7 < 1€ 27)

d)y = 3sen (/2 (0 <1< 5n)

e)y:O,Scos-g— 1 (-3r < 1 < 3n)

fly =2cos /2 2rn<<r <)

g y=1,5cosr (- <1< 2
|

h)y:—g cos t/2 (—n <1t € 2n)



. Determina los valores maximos y minimos de las siguientes funciones en los in-
tcrvalos dados:

aly =3scnt (r < 1< 2m)
b)y=5cost (0 < 1t <rn/3)
cly=2sen¢/2 (0 << 2n)

. Calcula los ceros de las siguientes funciones:

a) v = /3 sen —2 { (-4n <t < In)
2 .
b)y:SSCn?\r (-m <X 1 <5 In)
c)y=2cos /2 (-7 =<t < 7)
d)y = 0,5 cos 2¢ (—2n < 1 < 2n)

. Determina en cada caso la ecuacion que se indica con los elementos dados:

a)y = asen br CON -23<5y«23 PP=Ig

b))y = asen & con -4 p < 4 PP = ;

¢)y =usenh con -1y PP:.T%-
. Determina € periodo P de las siguientes funciones:

a)y = 25 sen (4r - 2=/3) byy = 0,5 sen (37 + 7/6)
c)y= 1,2 cos(2r + n/d) d) v = 0,3cos (¢/2 - n/6)

. Esboza 10s graficos de las siguientes funciones. e indica @ periodo P y la ampli-
tud A.

a) y
<y

2 sen (r + 3xn/4) by
1,5 cos (1/3 - =/6) d) y

0.8 sen13r - #/2)
0,2 cos (21 + =/4)

I n

I

. Determina en cada caso la ecuacion que se indica con los elementos dados (#: var
riable independiente).
a)y = A sen (wt t ¢) -3 <y <3 PP=aigp=1
bly = A cos (it + ) |y U27 PP = 2r/3; 9 == 2

Nl

Férmulas de adiciéon. Consecuencias
15, Formulas de adicidn

Las identidades trigonométricas que hemos estudiado hasta ahora, relacionan los
Valores de las funciones de un mismo angulo; en la préctica Se necesitan identidades
Que relacionen las funciones de dos angulos.
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Teorema 1

Pura todo par de angulos o y i se cumple:

cos ta - B cos o -cos ot osen o osen ff

Denastracion
Consideremos en un sistema de coordenadas una circunferencia unitaria con cen-

(ro en el origen y representemos de dos formas diferentes el dngulo o - f
{fig. 3.50).

* 4

A dcosla B owenie @il
Poneia weni )

Y
f.

i} 5

!
= “_ Hﬂ (cus fhosen ji) f
!

A i3]

Fig, 150

8¢ licne entonces que AABC = AA'B'C' porque:

[OA] = jO'A] = joB] ~1OB| =1 vy «adOB - 24’08 =u -4
De la congruencia de los tridngulos se deduce que

|AB| - |A'B.

Por olra parte en el lriangulo rectdngulo ABC se liene:

Al = At v [BC  pero

[AC] = |sen o sen f y (B¢ = | cosa cos fi
hucgo

LABL - | fsen a0 sen 2+ Jeos w ocos il (D)
y analogamente en el AAB'C|A'B] - l«’flA‘(,"}2 + 1B C'* con

AT = )1 cos e - Wy [ BCY - |sen (e f)]: por tanto,
[/; 1ocos a2+

De (1} y (2) se deduce:

4B

\Setlw(a - )2 (2)

lcos & cos fil + |sen o — sen f] = [senla M| + |1-cosle - M)



de donde se obticne sucesivamerile:

coste - 2cos o+ cos ff + cos?H + senia — 2sen a4 - sen § + senlff =
=cos?lu - 0 - 2cosda - ) v |+ sen? {a - ).
2 2cos e -cos fio- 2senao-osenfi = 2 - 2cos {a - f)

y, finalmente

cos (e ) =cosnu-cosff+sena,scif-
Ejemplo 1

e . . i
Calcula cos T conocidas 1as funciones trigonométricas de g Y

6
Resolucion
CO§ ~mimr - u)s(— . —cos & .cos - o+ sen © .gen =
6 4 4] 4 6
/2 '3 2 2 =
N T - A S R ) V3 +1. m
2 2 2 2 4

Teorcma 2

Para todo par de angulos o y f se cumple:

acos (e + fi) = cos - cos i sen U senf
b)sen (@t f) - sen w-cos i t cos a -+ sen ff
chsen e f) = sena-cosff - cosa - sen ff

Demostruciin

a) Observemos que cos (o + ) = cos (¢ () enlonces se ticne por 1o demostra-
do en ¢l lcorema [

cos (a + ) - cos o - cos ) + sen u - sen (-f)
—Ccosma.cosf - senu . seiff
porque cos {—f) = cos fy sen (-ff) = - sen §

Y - mJ = cos L(; _— [fJ

{7 T
COS (—r— u) - ¢os I + sen ( . a) - sen ff
2 -2

b) Se tiene que:

1

i

sen (o + fiY = cos L

[

= sen u - cos fl + coOS ¢+ sen ff

¢hsen (@ — /) - sen {a + (-}
- sen a - cos ) + cos - sen (=f)
=seng-cosf ~cosa-senfi M
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! Eiemélo 2

Calcula sen 75" utilizando los valores de |a;.,razones trigonométricas de los dngu-
|os notables.

Resol ucion
Como 75% = 45 + 30°, podemos escribir:
sen 75" = sen (45° + 30°) = sen 457 cos 30¢ + cos 45° sen 30°
SV oV3 V2 1 e

Y32 b Vs .
Ty N T 2 Vil

Teorema 3

S ay f son dos angulos tales que tan a , tan § y tan (a + f) estan definidas,
se cumple:

a)tan (u + §) tan o + tan f§

| - tan o - tan f§f

lan & - tan f

b} tan (¢« - /)
1 + tan a - tan f

Demostracion

sen (o + 8)

a) tan (x + ) = :
cos (@ +

sen o - cos f§ + cos a - sen f§
cos o - cos ff - sena -sen ff

dividiendo numerador y denominador por cos a - cos fi, resulta

sen o sen fi
+

cos a cos ff tan a + tan §

sen a . sen ff l-tana-tanf

tanla + ) = -~

cos o - Cos ff

El inciso b) se demuestra en forma completamente andloga. R

Calcula tan 75% utilizando los valores de la tangente de l0s dngulos notables.
Resolucién

tan 45" + tan 30°
I - tan 45° . tan 30°

tan 75" = tan (452 + 30°) =
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1 + —
tan 750 = 3 _ 3 V3 _ (3 + V1)
L3 I~V G VG
)
9+ 63 Y \6-(2+1/§)_ﬂul/i u
) 9 -3 - 6 TeTes

Las formulas de los teoremas 1, 2y 3 reciben d nombre de formulas de adicion
y debes aprenderlas de memoria pues se usan muy a menudo en la transformucion
de expresiones trigonomeétricas,

Formulas de adicion

sen (o £ f) = sene "cos £ cosa " sen
cos{a = ) =cosa-cosfi ¥ sena-senf

tan a * tan ff
l Ftane . tan f8

tan (a0 = f) =

a) Simplifica: sen (7 + 30°) + cos (@ + 60°)

5 12
b) Dado sema = — scn f§ = 3 y sabiendo que ambos dngulos son agu-

dos, halla sen(z + f} y cos(x + f§).
cot « - cot g -1
cot « + col f

tan(27/9) + tan(z{9)
tan(27/9tan(z/9)

¢) Prueba que cot {a + ) =

d) Simplifica:

Resolucion

a) Aplicando las [ormulas de adicion obtenemos:
sen (¢ + 30%) = scn ¢ » cos 30° + cos ¢+ sen 30"
cas{g + 60%} = cos ¢ . cos 60° - sen 0+ sen 60"
luego,
3 1 | 3
sen (41 309) +cos ( + 60°) = —l/Z—SGH g+ > cos 0t > cos 0- —L-/-é—-sen f

= ocoy f

[
]
Ln



b} Como a y f# son agudos, sus cosenos son positivos:

T = S
cOs o = V! Li] = J—g- Ccos I(j’ = 1 - L.,IE_:I - .
13 13 13 13

Aplicamos entonces las [ormulas de adicion y resulta:

sen (a + f) = sen « - cos fi + cos u - sen fi

JEIRERE S HE

cos e + f1) « cosa-cos fi — sen o - sen [

2T L) [ L)

= 0

1 1
tan (o + /1) ' tan o + tan fi
| — tan o« tan f1

cheot {w + fi) =

1 - tan o - tan f1

tan ¢ + tan ff

Dividiendo numerador y denominador por tan « - tan ff obtenemos:

1

tan o - tan ff |
cot {a + 1) = y como ¢ol ¥ = ———
| 1 tan x

+
tan o tan ff

eota ,colff -1

cot (e + 1) - -
colua * cot fi

d) Comparando con la formula para.tan (x + fi), reconocemos:

1 - tant27/9)tan (2/9) -4 9

lan2/9) + tantz/9) o (2n o7 ) . _3671 - tan ;f AT |

Observa que de esta forma puedes oblener ¢l valor de laexpresion en forma ¢xud-
ta y rapida, sin usar las tablas.
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Ejercicios (cpigrafe 15)

I. Caleula sin hacer uso de las tablas € seno, € coseno y la tangente de 10S siguientes
angulos
a) 75" b} 15" ¢) 105 d) 165° e) 285!

2. Simplifica las siguicntes cxpresiones:
a) senln/4 + a) + cosln/4 — n)

b) 2 coslz/6  A) - senlz/3 + f1)
g) tankw /4 + w) - tanin/4 )

3. Demuestra la validez de las siguientes igualdades:

a) sen(n/4 + x) = V; {cos x + sen x)

b) costO0” + x) = ; (cos x — V3 sen x)

o) tan(457 - x) = 1 tanx
I+ tan x
.. 3 12 ‘
4 Sisenfr - < Y cos o - 7 c 0% e, fie 907 halla.
al senla + 1) b) senla  f) ¢) cosla + )
d) cos(a /1) e) tanla + f) ) tanle /)

5. Simplifica:

_ tan (5/12) 1an =/12
I +1an (57/12) - tan =/ 12

p) _.Sen /10 « cos(3z/20) + cos /10 - sen{3a/20)
cos 7/10 « cos(3x/20) — sen n/ 10 sen{3x/20)

6. Prucba que las siguientes igualdades son cierlas.
a) senfx + y) « sen{x — v} = senlx  sen?y
b) coslx + v) - cosly — vy} = | - sen’x - seniy

6. Funciones trigpnométricas del dngulo duplo

Utilizando las formulas de adicion se pueden cxpresar las funciones trigonomeé-

tricas del duplo de un dngulo en érminos de las funciones trigonometricas de dicho
angulo,
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Teorema 1

Se cumple;

a)sen 2u = 2sena . cos a
b) cos 2a = cos’u — sen’a

T

¢ tan 2o = ———— a2k + 1)

-- (2r UE . kre#
1 - lana 2 i * 4

Demaostraciin
a)sen 22 = sen(x t o) =sena-cosn t cosa.sena = 2sen a - cos u

bl cos 2a = cos @+ CO% 0 - sen a » SEN a = cos’s seniu

c) Si w= (2k + l)—: - keZ. tan « no esta definido: § o = (2r + 1)% e d,

¢l denominador se anula. Para los restantes valores de a puede escribirse:

+
tan 24 = tan(a + o) = tan a *+ tan « _ 2tan__a_1m_ -

1 - tan u -« tan « I — tan’a
Ejemplo 1

a) 8i cos & = 0,20 y ¢ es agudo, caleula sen 2 0, cos 2 6y tan 2 (!
b} Prueba que cos 20 =1 - 2 sen?? = 2 cos¥? 1

¢) Simplifica sen 2 0 = 07 kn, k=17,

U
sen — - ous
2

d) Calcula sen 157, cos 159 y tan 15° utilizando 1as razones trigonométricas de
3oe.

e} Simplifica 0,125 - cos’a + cos*a.

Resolucion

a} S cos # = 0.20 entonces sen ! = ]/I - cos* pues 0 es agudo, es decir

sen U= /1 - 0200 =}/1 . 004 =]/096 =098

Luego,
sen 20 = 2sen f-cos 0=2.-0,98 .02 = 0,39
cos 20 = cos? - sen? = (0,2)? - (0,98)? = 0,04 - 0,96 = - 0,92
tan 20 = Sen 20 039 _ 0.43
cos 20 - 0,92 T

b) cos 28 = cos¥ - sen?? = 1 — =nU — sen?¥ = 1  2sen® .
cos 20 = cos?l - {1 - cos?y = cos? — | *+ cos?? = 2c0s?0 - |

228



2sen # - cos f}

¢ = . como 0= kn |

g f 1 [ Y 0 |
sen— - COS— — | 2seh— .+ coS— J

2 & 2 L 2 2

sen 20 dsen ¢« cos ()
= = 4¢os 0.
, sen ¢

SEEl'l*2 « COS—

d) cos 30° = cos 2. 157 = | - 2 sen?l5° (inciso b), luego

p s
_ . 9] 2 3
sen?| 50 - L= cos 30° _ 23
2 2 4
<5 V2-w
senlSO-:l/z_m:A
4 2
. 2+ V3 1/2 +V3
analogamente cos?l5° = ——>ie vy gos 159 = ——
2
entonces,
V2 - v3
ey T VA@
tan 150 = -2 iz — =
cos 15% —
/2 +v3 V2 + 13
_2h__
—— — L
V2-vi V2 3 \_l/-z—m} )
tan 159 = = =2 -3

Vrevs V2

4 -3

€) 0,125 — cosla + cos'a = ,; —cos’y « (1 - cosis)

2 2 1 1
= — CO8 g ¢« SN = — - -
]

I
8
1 1 I
= — - — sen®g = — (1 - 2sen®2a)
8 4 8

_ é cos 4a (inciso b) con U = 20). M

(2sen o -

sen 020 y

cos a)?
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Ejercicic 5 (epigrale 16)

1. Halla sen 2x ; cos 2x y tan 2x dados los siguientes valores de sen x y cos s.

l _ V3 V2 V2

a) sen X = - CO8 X = —em b) sen x = ——— ; CO§ X = ——erm-
2 2 2 2
V3 1 3 4
¢) s8N X = e D COS X T - d)sen x = - ;¢08 X =
2 2 5 5
48 ) 5
el senm x = —- . CO8 X = V ) sen x = 3 ; COS X = Vw
7 7 k! 3

2. Sabiendo gue sen a = y n/2 < a <2 n . Calcula sen 2a. cos 2a y lun 2a.

o-liH

3. iPor qué cos(n/2 - a) = 2 sen /2 - cos a/2?

4 Si sen x = : y x = Il cuadrante, calcula:

a) sen(r + 2x) b) cosln - 2x) ¢) tan(2r 2x)
d) senln/2 - 2x) e) cosln/2 - 2x)

5.0btén a partir delas relaciones estudiadas formulas parasen 3x, cos 3x, sen x/2
y cos x/2,

)
6. Sicos x = = . Halla sen X ¥ COS X,
4 2 2

VAN
4

i

7. Halla sen 97 y cos 9° S sen 18° =

8. Calcula sin hacer uso de tablas:

sen 75°  sen 5@ tan 30"

cos 75" + cos 157

Y. ¢Cno cateularias sen 22,59, conociendo cos 45°7

10. Demuestra que sen A + scn B = 2 sen A+ B COS A_Z_P_
i 1. Demuestra que cos A + cos B = 2 cos AEB cos A—_Z— B
12. Simplifica:
_ can x v Ty
) 4 - 2 sen™x/2) b) cos 2x
sen 2x 4 cosx - 1
tan «/2 - sen n
c)

(b + tan*a/2) - sen /2 - cos a/2
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17, ldentidades trigonoméiricas

En los epigrafes anteriores hemos encontrado con frecuencia igusldades gue sa-
tislacen todos los valores de la variable paralos que ltienen sentido, son las lamadas
identidades.

Estas identidades desempeiian un importante papel ¢n la transformacion de las
expresiones trigonomcdlricas tanto CN Matematica como en Ingenieria, por eso le de-
dicaremos ahora una alencion especial.

Recordemos que;

Si fy g son tunciones, el dominio de la igualdad f(x) = ¢ (x) coincide con el
dominio de la funcion fix) — g (x),

Por ejemplo, e dominio de laigualdad sen X = tan x es € dominio de la funcion

sen x  lan x, ¢s decir. d conjunto R\ {x - (2k + l)z Kk -://%

Definicion 1

Una ccuacion de ta forma f(x) = g (x) es una identidad 9 s¢ satisface para
cada x del dominio, los numeros reiles que no pertenecen al dominio se llaman
valores inadmisibles.

Ejemplo 1
caslo — senln

Prueba que: ——= ———— = C08 u  Sen « es una identidad.
COs 0+ Sen

Resolucion
Bl dominio de la igualdad es: R \ {x:sen X + ¢cos x = 0} Yy para csos valores puede
escribirse

eyl et v 0 o

cosla - sen'u (Ccos n + sen alcos o — sen w)

= wCO8 o ke o
COs o + s%en w COS a + sen o

Observa gue pasa los valores de a tales que cos a + sen a = 0 el miembro iz-
quierdo no esta delinido y d miembro derecho si, pero esos valores o perlenecen
ad dominio y. por tanlo, no hay que considerarlos para decidir si es una identi-
dad. W

En la priclica, d comprobar que una igualdad es una identidad, no ¢s necesario
escribir los valores inadmisibles explicitamente, pero debe trabajarse con cuidado y
garanlizar que las transformaciones utilizadas son validas en todo d dominio. Asf,
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por ejemplo, ]/1 cos*a Nno puede ser sustituido por sen aen lacomprobacion de
una identidad, puesto que la cadena dc igualdades

[/l - cosla = l/senza = sen a

solo es valida cuando sen o = 0 (pues l/l - costg = l/senla = |sen a|) pero su
dominio es R, luego no es una identidad.

Sabemos gue, en general, no es facil verificar que unaigualdad es una identidad;
sin embargo. muchas veces es sencillo comprobar que una igualdad no ¢s unaiden-
tidad, pues es suficiente encontrar un valor del dominio que no la satisface.

Comprueba que la igualdad [/1 - cos®nx = sen a no €S una identidad.

Resolucion

Basta encontrar un valor del dominio para el cual no se cumple la igualdad. Tome-

3z

mos, por cjemplo, «

]/l -coszﬁ-;
2

Es muy importante tener en cuenta que € procedimiento del ejemplo anterior
solo sirve paracomprobar que unaigualdad no es unaidentidad pero no puede
ser usado para demostrar que lo cs.

'{_l
I
“

I
| = sen —. N
2

Ejercicios (epigrafe 17)

1. Determina los valores inadmisibles de la variable en cada una de las siguientes ex-
presiones:

@)  — ! ¢) oY
Co§ X SENn o cOS o cos x + 1
d)tan @ . cos O e) _sen 0 f) e

tan 8 - 1 tan # col @/

2. Determina si Las sigujenles igualdades son identidades. Fundamenta

= sen x T

alsend = tan 0 .- b)

tos O cO8 X
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Cos X
c) — -tanx = 2 dysen x - tan x = cos x - 1
sen x
2
e) tan x cos x = sen x ) —&:tano
¢ scn ) cos #
an x + 1 ]
g} —— S h) tan 2u - cot 2a = 0
sen x ~ 0%
1 2
ibsen2xy cosx +1=0 i) —lanx sen’x
I + tan’x

k) (sen x + cos x)? + (sen x — cos x)? = 2

3. Demuestra que las siguientes igualdades NO son identidades.

a) sen®d = | + cos? b) tan( = -+ |
| . cos
cos
c) =] - d) tan*x + cot®x = |
sen?f sen?d ) .

e) sen’x . costx = |

4. Demuestra que las siguientes igualdades son identidades:
a)tan # - cos 0 — gen O
N .2)
b) _Lost = cot f
sen 0 cos

¢) sen?d + sen?0 tan'd = tang

d) ! + l = !

sen?d cos?d sen’f cosd

e} sen’x + sen x cosix = sen x

sen'x + sen x cosix

f) = lan x
o8 X
B N
g) sen?d L] + ---(f(—)-:'—()--J =]
sen?d

b __cos 0 _ | cos 1 2

| + sen | — sen il cos O
N s - sen’f I + sen?)
i) sen’x + cosix + tanix + =

cos 1 - sen?d

18. Demostracion de identidades
Aunqgue no existen reglasdc validez general parala demostracidn de identidades,

Pueden recomendarse dos procedimientos de trabajo. Tlustraremos estos procedi-
mientos con ejemplos.
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I) Trabajar en ambos miembros.

Demuestra |la identidad:

L LOsTX 1+ sen x
1 - sen «x

Rasolucion

En & dominio de laidentidad se tiene que 1 - sen x # 0 (para que e denominador
sea diferente de 0) entonces se pueden multiplicar ambos miembros por 1 - sen x
y obtenemos:

cos?x = {I + sen x) - (1 - gsen x) = 1 - sen’x

Hemos transformado la identidad original en otra de la cual sabemos que es ver-
dadera. Con esto no hemos demostrado la identidad, solo hemos inducido una via
para su demostracion; la demostracion Se realizainvirtiendo 10s pasos, es decir, co-
menzando con la igualdad conocida y terminando con la que deseamos demostrar:

cos’x = 1 - senix
coslx = (1 - sen x) - (1 + sen x)

s 1 - sen x#0, se divide en ambos miembros y resulta:

coslx
— =1 + sen x.
l - sen x

Para invertir los pasos debemos estar seguros de que todas las transformaciones
realizadas pueden ser invertidas, si en alguna se introducen valores inadmisibles no
pueden estar en d dominio de laidentidad. Eso es lo que ocurre con los valores que
anulan1 - scn x. W

! Ejemplo 2

Demuestra la identidad:

tan x + cot x = o (x= k—”—, ko F)
sen 2x 2

Resolucion

En este caso se han indicado cuales son los valores inadmisibles de la variable; en
muchas ocasiones se hace asi, de lo contrario debes analizar cuiles son. Para rea
lizar la demostracion, transformamos € miembro izquierdo

sen x cos X senlx + cosix 1
tan X + cot x =- + = =

COs X sen x sen X ¢ Cos X sen x « Cosx

y transformamos d miembro derecho
2 2 1

sen 2x 2sen x + COS X sen X - ¢cos X
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Hemos demostrado:

i 2 kn
tan x 4 cot x = = xg— k€ Z).
sen X ¢ CO8 X sen 2x ( 2 )

En este caso hemos utilizado solamente igualdades, eso garantiza que los pasos
son reversibles. M

Como vemos, este procedimiento consiste en lo siguiente:

a) Se transforma la identidad en otra conocida mediante sustitucionesy trans-
formaciones algebraicas que pueden afectar ambos miembros, bien sea en
forma conjunta (gjemplo 1) o independiente (gjemplo 2).

b) Se invierten los pasos dados en @) y se deduce la identidad de otras cono-
cidas; para hacerlo es necesario comprobar que los pasos de a} son verda-
deramente reversibles. Hay que tener cuidado de que los valores que resul-
ten excluidos d transformar sean valores inadmisibles.

II) Transformar un miembro en otro.

Demuestra las identidades de los ejemplos 1 y 2 trabajando en un solo miembro.

Resolucion
En la identidad IL:;CX = | + sen x, escogemos para transformar, €
miembro izquierdo ya que ofrece mas posibilidades para simplificar:
coslx - I - sen?x _ A1 - senx) - (1 + sen x)
I - sen x 1 - sen x I - sen X

como en d dominio 1 - sen x# 0, simplificamos y obtenemos:

costx ,
—— = | + Sen x. Como Se queria.
1 - sen x
. . 2 . . .
En la identidad tan x + cot X = —— también escogemos € miembro iz-

sen 2x
quierdo que es mas facil de transformar:

Transformaciones €n senos y coscnos pues hay

i

sen x COs X
tan x * col x +

COsS x sen X que llegar a sen 2x
wonly F 2 2
sen‘x T CoOs‘x 1
tan x + cot x = = - . n
Sen x - ¢os x sen 2x sen 2x
2
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Como se aprecia, en la demostracion de identidades es necesario recordar y uli-
lizar:

Las identidades trigonométricas fundamentales.
Las [6rmulas de adicion.

Lag operaciones con expresiones algebraicas.
La descomposicion en faclores.

La simplilicacién de expresiones algebraicas.

Demuestra la identidad:

1+ sen 2x (tan x t 1)?
1 - sen 2x (tan x - 1)*

Resolucion
I} Transformando el miembro izquierdo:

I +sen2x _ | * 2senx -cosx cos’x + sen’x + 2senx . COSX

| - sen 2x | - 2senx . cosx cosix + sen’x - 2senx - Cosx

Aqui hemos sustituido | por sen?x + cos?x, observa que a veces es necesario
realizar transformaciones que, en apariencia, hacen mas compleja la expresion.
Ahora tenemos un trinomio cuadrado perfecto en € numerador y otro en € de-

nominador,
[ sen x cos x ]2
1+sen 2x (sen X +cos x)? CON X Ccos x Buieidiacr y
= = — denominador
1-sen 2x (sen x - cos x)? |: sen x cos x | pot cosix# O,
cos X cos x
_ (tanx + 1)?
(tan x — 1)?
11} "Transformando el miembro derecho:
(tanx + 1)2 _ tan?2x + 2tanx t 1 _ (1 t tan® x) + 2tan x
(tan x - 1)? tan®x - 2tan x + 1 (1 + tan? x) - 2tan X
1 | + 2tanx . cos’x
—— o 2lan X
cos?x coslx
- = (cos x20)
1 1 - 2lan x - cosix
- - 2tan x
costx costx
2
1 + - sen X , cosix
~ cos X 1+ 2senx-~00 _ I 4+ sen2x
Zgen X ] - 2sen X - cos X I - sen 2x
- 2D costx
COs X
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Observa que en este caso transformar d miembro derecho es nés sencillo que

transformar e miembro izquierdo.

Por ultimo te sugerimos que a demostrar identidades tengas en cuenta los con-

sgjos siguientes:

|. Inicia la demostracion por € miembro que te da mas posibilidades para
transformar. S no puedes decidirte, aplica e procedimiento de trabaiar en
ambos miembros (iAtiende a la reversibilidad de los pasos!).

2. Si es posible, utiliza la descomposicion en factores o simplifica.

3. S no se le ocurre un camino para empezar a transformar, reduce todas las
funciones trigonométricas a SenN0S y cosenos.

4. Ten cuidado de comprobar que todas las transformaciones son validas en €l
dominio de la identidad.

Ejercicios (epigrafe 18)
1. Prueba las siguientes identidades:
1

a) tan?f - = - |
cosi
cos?f + costd _ 5
[ + send¢ 1 _senl

cJtanx tcot x = ———
sen x cos X

1 2 | - cos x
d) [cot X - =
sen x | + cos x
e) 1+ sen x COs X
cos X 1 - senwx

l l

+
cosix senix 1
f) =

tan? x senty

. Demuestra la validez de las siguientes igualdades, para todo valor admisible de la
variable.
a) (cos x + sen x)* = sen 2x + |
b) (cos x/2 scn x/2)* =1 - scn X
C) tan {459 + a) - tan (45% - a) = 2 tan 2u
d) sen (45 + x) - cos (45° - x) = 0
e) sen (60° + x) sen (60° _ x) = sen x
f) cos (45° x) - sen{45°+ x) =0
g2) cos (45° + x) + cos (45° - x) = /2 cos x
1 + 3
2

h) sen (30° + @) + cos (30° - a) = (sen a + cos a)
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sen{a — b  Lana - tan b

i) ——— =
sen o sen b tan ¢ tan #
tan (x - v) + tan y .
- = tan .
1-tanix - »tany *
k)—co‘q(xﬁy):tanx+- |
~ 0~ 038 tan v

1) cos (a + b) cos (a — B) = cos’u - sen?bh

sen’2y

= lan ¥
I+ cos 20 - cos?2d - cos?2i
Q) — sen 2x - -1
I - cos 2x tan x
fi) sen 3x = sen x (3 cos’x - senix)
0) sen 2a 1 tcosu 2l t cosal?
l - cos g COs d sen a
| - cos 20
1 cos 28 tan ¢
sen 20
| + sen 2x I + tan x
Q) =
cos 2x 1 - tan x

1) 2senix + p)cos{x - ) = sen 2x + sen 2y
8) [sen(lx + p) - cos(xt W2 =1 - sen(2x + 2y)
1) cos'e - sen'n = cos la

L Gos2a - tan (n/4 - a)
1 + sen 2

) sen 2x 7& tan x
cos 2x | - tan¥

3. Transforma en producto:

a1l t2cosatcos2a B Jasena - cosa
scn a/2

19. Ecuaciones trigonométricas

En los epigrafes anteriores hemos encontrado y resuelto ecuaciones trigonomé-
tricas, ahora las retotnairios aplicando las nucvas transformaciones estudiadas.

Recordemos que el conjunto solucion de una ceuacion csta formado por € con
junto de tedos los valores de la variable que la satisfacen; cn este curso estudiaremos
ecuaciones lrigonomdtricas para las cuales ese conjunto es infinito.

No existen reglas generales para la resolucion de ecuaciones trigonométricas. ¢n
muchos casos los siguientes procedimientos resultan de ulilidad para reducir la ecua-
cién a una de la forma: sen x = a; cos x = H ;tan x = c.
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I} Descomponer en factores.

Resuelve; sen x - sen x . cos x = 0

Resolucidn
Extrayendo factor comun se obtiene:
sen x . (f cosx) =0

de donde resultan las ecuaciones

sen x = O I —cosx =0
x = Km cos x = 1
¥x = 2km

Luego & conjunto solucién es

g.xt:!R:x s kn kol

O también {x - k- 180% k<Z. ®W

La solucion de una ecuacion puede expresarse en € sistema circular o en d
sexagesimal indistintamente. ES costumbre expresarla en cualquiera de los dos sis-
temas cuando la solucion es un angulo notable y en el sexagesimal S no lo es.

I1) Obtener una ecuaclon algebralea mediante sustituciones.

Resuelve: senx - sen x — 1 = 0

Resolucion
Mediatite Ia sustitucion » = sen x, obtenemos la ecuacion

yv.y 1 =0

las soluciones de esta ccuacidn son y,, = ~———

Resultan entonces 1as ecuaciones trigonometricas:

sen x - e 1,618 yue no tliene raices y

1 - V5

sen y _ ———"t— = 0,618 cuyas soluciones en d intervalo fundamental son:
x, = 321 8% x, = 2182%
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El conjunto solucion sera:
Ix = 218,29 4+ k3600 o x = 320,8° + k-360°; keczl 0

En la practica nO es necesario hacer la sustitucién explicitamente, pero puedes
hacerla g te resulta mas comoda.

111} Expresar todas las funciones en términos de una sola.

Resuelve: cos x senix = 1

Resolucién

Transformamos la ecuacidén de modo que solo aparezca la funcidon coseno:
cos x - (1 - cos?x} =1
cos x - 1 +oos?x -1=0
cos’x tcosx 2=0
{cos xt Mcosx - 1})=0

obtenemos entonces las ecuaciones:

cosx +2 =0 y cosx-—-1=0
Cos x = 2 cosx = 1
no tiene solucion x = 2kn

El conjunto solucion €s jx « Rix = 2km, k=Z. N
IV) Aplicar las férmulas de adicidn, reduccién 0 del dangulo duplo, S s necesario.
Resuelve: cos 2x - sen X o O.

Resolucion

Desarrollando cos 2x, la ecuacion se transforma en:

cosix - sen*x - Senx =0

1 - sen’x - sen’x - sen x = 0
1 -2senix -senx =0
2sen’x +senx 1 =0

(2senx - IMsenx + 1} =0

2senx -1 =40 ‘senx +1 =0

1
Senx:--i sen x = - 1.

En el intervalo fundamental se tienen las soluciones:

2r 3

P Xy = PoXy = ——

I
_x'l:_
6 6 2
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y d conjunto solucion es;

{xe!R:x:% v ke o x=—56§-+2kn o x=—32i+2kn} »

V) Al realizar transformaciones no equivalentes, se debe hacer la prueba pues pue-
den introducirse raices extranas.

Resuelve: sen ¢ + cos U = 1

Resolucion

Transponiendo cos ¢! obtenemos:
sen 6 =1 «cos
sen® = {1 — cos )* Elevamos a cuadrado ambos miembros para utilizar las identidades fun-
damentales. Puede anadit raices.

sen! = | - 2 cos 6 + cos¥  Efectuando.
| - cos?f=1 - 2 cos #+cos?l Utilizando sen’x * cosix = 1
2 cos* - 2 cos 0 = 0 Transponiendo y simplificando.
2cos leos 0 - 1) = 0 Extrayendo faclor comin.
Se obtienen las ecuaciones:

0
1.

En & intervalo fundamental resultan las soluciones:

cos = 0 cos f — |
cos

11

f):E I U:—}-E

2 2

g =10
Comprobando encontramos:
0= ;MI:sen-g-+cos—§-:l+0=1=MD

in

g = :M[=sen—3§~+cos—7-=—l+0;1=MD

z
2
3=
2
0=0 Ml =sen0 +cos0=0+1=1=MD
3 , N . ., )
Luego —? gs una raiz cxlrafia. B conjunto solucién es:
{xt:\R:x: 2k 0 x = —g— + 2kx kcZ;. N
Ejercicios (epigrafe 19)
1. Resuelve las siguientes ecuaciones
a)cos x T 1= _ cos2x

b) cos 2x T cosix = 5 sen’x
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¢) sen 2x = scii x
ditan 2x - tan x = 0
e) cos 2x = sen X
cos 2x COs X
)] + =0

sen 2x sen x

glcos 2x + seii x = 1

h)cos 2x + ciisx =0

1eos xeos 2x t 2 coslx - 0
jycos 2x v sen x = 4 sen’x

k} 4 cos 2y ¢ Jcos x =1

)6 cos 2x + 6 sen?x = 5+ sen

|

m) sen 2x o+ , 7 SCTN X 4 COs X

nt Y cos 2x + sen x(3 sen x + 5) . 5

o) sen 4x sen 2x o+ sen x cos x = ()
) S

pl sen A cos — + cos x sell — =1
2 2
m . "

gl cos x cos - - scii xsen — = |
4 4

r} sen 2x - tan x
§) tan x cos 2x = sen x
t) 3 senix + cos 2y 2 costy - 1.2

ul sen (2x + a/4)cos (2x + w/4) -
Ejercicios del capiiulo

I, Caleula las razones trigonoméliricas de los angulos agudos de un triangulo reclun-
gulo cuyos caletos miden 312 y 4)2

2. En un triangulo A8C rectangulo en B se conoce que sena = 050y & . 2 cn
Calcula las razones trigopnométricas del angulo y.

3. Halla el valor de la expresion:

senla + sen b senfd + 2 sen ¢
sen ¢ - sen o senih + |

s T T In

para a = b - o= o e

4 2 6 2

4. Prueba que:

a) sen 30@ cos Z < tan 300 = _Kg._,_l,

n
sen —-
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In
I + ian 225° + sen -—‘2L

b} =7
. bx ,
¢os 27 . scii —- — cos 90
0
| T
GO -
cos 300~

1+ 6)3

) -
lun 45°  sen 120°
. Demuestra que las igualdades siguientes son identidades:

ad [b o+ tang] - |1 cos?e] - tanie

D) lcot i + 1M + (cot fp 1)Y= S

sen’f
¢)osen ( ; x) ssen i + x} o+ cos ( ; x) ccosi2n - x} = 0

sen'x o+ ocosty sen

A Bidnisuibilt

d)

SCh X+ Ccos oy 2
4
e} | cos 1 = 2 sen?

. 4 KF- SN .
C 88 cos x ; y 2*\*27 Calcula tan x.

i
.S sene - - - ¥ a perlenece al I cuadrante, calcula
5
o
a) cos u ) sen — ) cos e,

- Halla los valores de o para los que licne solucion la ecuacion:
a) 2 sen v = u b) Jcos x = u — ¢) 4 tanix = @

Sa ot ]
- e g} | + sen x = o

o)

d) sen x

. Resuelve las ecuaciones:
a) 9sen v SVI - Ssenx - WY B 6 cosiv = U sen x

c)2c¢os 2x + | + senx =0 d) 2 sen'x - V2 senix = 2 senix V2 senx
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4COMO SE UTILIZO
LA TRIGONOMETRIA?

Se considera que Hiparco nacido en Nicea, Ciudad de Asia Menor en d afio
161 a.n.¢., es el mas destacado de los astronomos de la antigua Grecia. Siendo to-
davia un adolescente, a1 salir de su clase de Geometria se preguntaba en que medida
podian serle Utiles los conocimientos que habia recibido en relacion con la amplitud
y las propiedades de los angulos.

Su preocupacién encontrd respuesta algunos afios después, pues Hiparco que
siempre fue aficionado a la observacion de la esfera celeste, se dispuso a calcular la
distancia entre la tierra y algunos de los astros que en su tiempo eran conocidos.

Para lograr sus propositos midi6 la amplitud de ciertos angulos bajo los cuales
se veia la Luna desde distintas posiciones en la Tierra. De este modo pudo calcular.
mediante un rudimentario dispositivo para medir angulos (' Astrolabio"), con una
precision increible para su época, que la distancia maxima entre ambos astros era
unos 400 000 km. Esta medida comparada con los cOmputos actuales que estiman
ladistancia entre los dos astros a unos 385 000 km ofrece solo un error de 3.5 %
(fig. .

o\ Fig. |

Hiparco procedio del modo siguiente. midio con el Astrolabio las amplitudes de
los angulos LMAN y LPQ, halld la longitud M P entre los dos puntos de observacion
y laamplitud de sus &ngulos adyacentes. Empled paracllo el valor del radio Rde la
‘Tierra, que habia sido calculado por Eratéstenes cas un siglo antes, y las latiludes
de M y de £ para calcular e @ MOPy con estos datos resolvio d tridngulo L.MFP
dd que obtuvo su altura que es aproximadamente ladistancia delaTierraala Luna.

En este grado vas a aprender a “resolver UN triangulo’.
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CAPITULO

4

Aplicaciones de la trigonometria

En d presente capitulo estudiaremos algunas aplicaciones de la trigonometria y
veremos gue no solo nos permiten calcular elementos de un triangulo, sino que me-
diante su uso. es también posible resolver, de un modo sencillo, muchos problemas
de la vida practica cuya solucion presentaria grandes dificultades por otros métodos
0 seria imposible.

Resolucidn de triangulos rectangulos

1. Repaso v profundizacion de la resolucion de tridngulos
rectangulos

Todo triangulo tiene seis ciementos fundamentales: tres lados y tres dngulos.

Sabemos que no todos los etementos de un triangulo pueden ser dados indepen-
dientemente pues existen ciertas relaciones que deben cumplirse. Estas relaciones ii-
pan los elementos de modo que conocidos tres dc ellos (uno de los cuales, a menos,
debe ser un lado) es posible cn ciertos casos calcular los restantes, ya que:

Un triangulo esta univocamente determinado S se conocen:

a) Tres lados.
b} Dos lados y ¢l angulo comprendido.
¢) Un lado y los dos angulos adyacenies.

Eslo se debe a giie en cada uno de esos casos se puede aplicar uno de los crilerios
de igualdad de triangulos (ver punto 32 dd Memento) que garantiza su unicidad.

Observa que siempre €s necesario conocer un lado. S se tienen los tres angulos,
el triangulo No esta univocamenie determinado, pues todos los tridngulos semejantes
entre 9 tiencn tres angulos respectivamente iguales. Por ejemplo, todos los triangu-
los equiliteros tienen sus tres angulos iguales a 60° {fig. 4.1),

Resolver un tridngulo es. conucidos tres de sitc elementos, calcular todos los
elementos desconocidos
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Fig. 4.1

$ d triangulo es rectangulo solo €S necesario conocer dos elementos pues uno
es conocido siempre. € dngulo recto.
Veamos algunos ejemplos de resolucion de tridngulos rectangulos.

Resuelve € triangulo de la figura 4.2,

Resolucion

En gercicios como este en d que los datos no proceden de mediciones (no repre
sentan cantidades de magnitud), en este libro consideraremos los datos como va-
lores exactos.

Conocemos la hipotenusa y un cateto. Para resolver d triangulo debemos hallar
d otro catcto y los dos angulos agudos.

Para calcular ¢l catelo desconocido ¢ podemos aplicar ¢l leorema de Pitagoras.

at = B

al = 78 53 3275

a = 57,2

Para calcular el angulof debemos utilizar una razon (rigonomeétrica de este an-
gulo, la cual escogemos analizando cual de ellas lo relaciona con los elementos da-
dos, como conocemos el cateto opucesto y la hipotenusa utilizamos € seno de f1.

b

o

sch fi =
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sen ff = %':-- = 0,6795 f = 42.8°

Para hallar € otro angulo {e) seguimos el mismo procedimiento tomando en esle
caso la funcion coseno por ser la que lo relaciona con los datos.

b
Cos a4 = —
c
53 .
COS ¢ = weememme = (6795 o = 47.2°
78

y @ triangulo esla resuelto. W

Observa que para hallar ¢ste altimo elemento también puede ulilizarse la refacion
u = 90° j pueslos angulos agudos de un tridngulo rectangulo son complementa-
rios: pero siempre que sea posible debernos utilizar 1os elementos originales para evi-
tar arrastrar el error gue se introduce en € célculo. Estarelacion a + § = 90~ puede
servirnos para comprobar 10S resullados obtenidos.

Calcula los elementos desconocidos en d tridngulo de la figura 4.3.

B

100

Fig. 4.3

Resolucion

Conocemos un caiclo y un angulo agudo.

Debernos calcular ¢l otro angule agudo. la hipotenusa y d otro cateto.

Para calcular d angulo desconocido {y) aplicamos la relacion: y - 90° - « de
donde y = YO®  60¥ - 30°

Para calcular uno cualquiera de los lados desconocidos utilizamos. d igual gue
en d ejemplo anterior, una razdn trigonométrica que relacione los elementos dados
con ¢l fado gque queremos hallar.

Para la hipotenusa () utitizamos € coseno de u

CO8 o =
de donde
: ( 100
b - ¢ _ 100 . ~ 200
Cos a cos H0° 0.5
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Para hallar el cateto ¢ utilizamos la tangente de a.

o
lan o = —
¢

de donde o - ¢ -tan e = 100+ tan 607 = 100 - Y3 = 17}
y el triiingulo esta resuclto. W

Resumiendo:

Para resolver un widngulo rectangulo debes seguir los siguientes pasos:

L. Dibujas un triangulo rectangulo setialando lus clemenlos conocidos y desco-
nocidos,

[ 3]

. Cuando se conoce un angulo agudo, se puede catcular el olro angulo agudo
restandolo de 907 ya que son complementarios.

Para hallar un elemento desconocido se escoge una relacion gue conlenga a
dicho clemento y a otros dos conocidos, y se despeja en ella el elemento que
se busca.

La relacion cscogida puede ser una razdn trigonometrica o ¢l leorema de Pita-
BOTAS,

Fijercicios (epigrale 1)

[, En los triangulos rectangulos de la figura 4.4, halla la longitud del lado desiguado
por x el angulo recto se ha mdicado con el simbolo ).

- J ki

I'ig. 4.4

248



2. Halla la medida. en grados, del angulo designado por ¢ (fig. 4.5)

12

Fig.

3. Halla ¢l valor de x en Ia figura 4 6

4.5

a) b

Iig.

4. Resuelve el triangulo ABC, si f - 907
a) o = 330b il
Sy oo 7RI v - 1,32
el u = 130, ¢ = 204
g) b - 407, ¢ - 24

2. Aplicaciones

1.6

50

h)}’3420.(':8
dya = 11,2° a = 104
() a - 15,y = 1009

hWb=4 a=15

)

60" "

Veamos ahora algunos ejemplos de aplicacion de ta resolucion de triangulos rec-

tangulos.
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I EiemElo 1 |

Una escalera de 6,5 m delargo esti recostada auna pared. S el pie delaescalera
estd separado de la pared 1.9 m, halla el angulo formado por la escaleray la pared.

Resolucion

Comenzaremos haciendo una interpretacion del problema mediante una mode-
lacidon matematica de este. Ein estos casos ¢s conveniente cenfeccionar una figura de
analisis.

En ¢} problema dado, para hacer la figura de analisis haremos una abstraceion
y consideraremos la pared como una finea vertical totalmenle recta y € piso coma
una linea horizontal. sin irregularidades. De cste modo, al cortarse la pared y el piso
formaran un anguloe recto (fig. 4.71.

Consideraremos la escalera como w1
segmento quetocard a la pared en el punto
Ay da piso en € punte C, formandosc el
wiangulo rectangule 4BC, del cual conoce-
mos la hipotenusa AC {longitud de la es-
calera) y el cateto BC (dislancia del pie de
la escalera a la pared) cuyas longitudes de-
ben destacarse en el grafico.

| |

B 19m C

Fig. 4.7

Nolese que para resolver el problema dado no es necesario resolver ¢k triangulo
completo ya que solo nosinteresa caleular el angulo que forma la escalera con la pa-
red. o sea. d angulo «.

Después de hecho este analisis solo nos resta hallar el clemento pedido, para. ello
utilizaremos cl seno del angulo =

BC
SEN o 1 eem—ee-
AC
S a = Lg_ — 0@92
6.5
luego a - 17°

Por ultime sc debe dar la respuesta d problema planteado

Respuesta: L] dngulo que forma la escalera con la pared es aproximadamen-
te 1797 U

Antes de resolver |0s siguientes problemas es conveniente aclarar algunas cues-
tiones del lenguaje gque sera utilizado.

Fn los ejercicios con lexto vy problemas donde aparezean cunlidades de magnitud se realizaran 108
calealos intermedios sin tener en cuenta 1a unidad correspondiente, pero en la respuesta si debe con-
siderarse. En eslos casos, los datos s son numeros aproximados luego para el calealo v la respuestd
se deben tener en cuenia las orientaciones que aparecen cn el punto 22 del Memento,
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El &ngulo formado por una linea horizontal y otra cualquiera no horizontal, sg
[lamade elevacion si esta por encima de la horizontal y de depresién S esta por de-
bajo (fig. 4.8).

Cuando se trata de un observador, a esa linea no horizontal que va desde el ojo
del observador a ohjelo se le llama visual.

a:Angulg de clevacion

Ardnguio de depresién
harizonlal

%

ohscrvador

_—

Vig. 4.8

Un arbol proyecta una sombra de 12 m de largo cuando € dngule de inclinacién
del Sol es de 31". Halla la altura del arbol.

Antes de dar solucion a problema anterior consideramos necesario hacer la si-
guiente aclaracion:

Angulo de inclinacion del Sol es d formado por uno cualquiera de sus rayos y
la superficic de la ' lierra, considerada horizontal.

Resolucion

Consideraremos la altura del arbol ¢como un segmento vertical (4C ) que pasa
por su centre desde € exlremo superior hasta € suelo, y la sombra, cuino un

segmento horizontal (A8 ). despreciando las irregularidades del suelo (fig. 4.9).

//\\ ‘

A- 12m

Fig 4.9
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El angulo de inclinacion del Sol 1o mediremos, en nuestro problema, como ¢l for-
mado por cl suelo y un rayo de sal que pasa por d extremo 8 de la sombra y por
d extremo superior € dd arbol De este modo seformad triangulo rectangulo ARC
dd cual conocemos el angulo § linclinacion del Sol) y d cateto AB (longitud de
la sombra). Debemos hallar el cateto AC = h, es decir, la altura del arbol. Para
ello utilizamos:

h=AB -tan §

h=12.tan 31° =12 . 0,601 = 7,2

Respuesta: La atura del arbol es aproximadamente 7,2 m. W

Desde un avion sc ohservan das barcos con adngulos de depresion de 35" y 48" res-
pectivamente. Si la distancia del primer barco al avion es de 420 m, éa qué altura
vuela el avion?, (cudl es la distancia entre 10S barcos? (fig. 4.10)

'y
Resolucion ® —I-f
Ln la figura 4.10 los puntos A
y R representan las barcos y
C el avion, €D = h altura
del avioii.

pat [, AN

Tenemos que: A b #
A_E =420 m Fig. 4.10
= <L ACH = 359

} aliernos entre paralelas

i
En AADC, rectangulo en D tenemos:

i _ AC - sen q
k= 420 «ion 352 = 420 - 0,574 = 24|

<1 BCH' = 48°

luego [A=240 m

Ademas, A} = h - cos 359 = 420 . 0,819
AD = 344 m

n ACDA, rectanguio en ) lencmos:

(W)
tan f = —
DE
- D
pg = L
tan f§
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—- 241 241
DB —e =~ )17
tan 48" 1,11
bB =217 m
pero Aﬁi = AD + DR
luego A8 = 344 + 217 = 561

AR =560 m

Respuesta: El avion vuela a una altura de 0.24 km y la distancia entre los dos barcos
esde 0.50 km. M

Los lados iguales de um tridngulo isosceles tienen cada uno 44,8 cm de largo y los
dngulos en la base tienen una amplitud de 25° Calcula la amplitud del angulo
principal, la longitud del lado desigual y d Arca del tridngulo.

Resolucion

Este problema cs diferente a lo-
dos los anteriores pues no esta-
mos en presencia de un tridngu-
lo rectangulo, Para encontrar su
solucion necesilamos reducirlo
a un caso conocido

Fig. 4.11

haciendo aiguna construccion auxiliar para obtener un angulo recto

Notese gque si truzamos la allura CD relativa al lado desigual (fig. 4.11). el
tridngulo dado queda dividido en dos triangulos rectangulos iguales ADC y (DB y
trabajando en uno cualquiera de ellos se puede dar solucion al problema plantcado.

Debemos calcular y - <1 BCA, AB Y A ane
Ln A ABC ienemos:

Yo+ 25% + 257 = 180 (por suma de dngulos inleriores de un irngulo)

luego v = 1800 - 500 = (307
ademas en A ADC, AD = AC - cos 25°
AD = 408 - 0906 = 37
luego 4B = 24D - 237
AB = 74 cm,
Para hallar el area necesitamos ademas la altura D .
Ch = AC - sen 257
CD = 408 - 0,423
Chb = 173 cm
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l o
Por lo tanto A, g, = 5 AB - CD

L - 744173 = 640

Ao = 3
o z

Respuesta: El angulo principal es de 130°, @ lado desigual mide 74 cm y @ arcu

6.4 .

10%cm? o simplemente 6.4 dm?, M

e todo lo anterior se deduce gric la resolucion de un triangulo isosceles puede

reducirse a la resolucion de un triangulo rectangulo.

Ejercicios (epigrafe 2)

6.

Una torre proyecia una sombra de 6.9 m de largo cuando la altura del Hol so-
bre el horizonte es tic 56.5% Cu4l es la altura de Ja torre?

Un muchacho empinando un papalote ha soltado 135 m de hilo. Ul papalate sc
halla situada verticalmente sobre un punto que esta a 75 in de distancia del mu-
chacho. Admitiendo que el hilo no forma onda y sin tener en cuenta la altura del
muchacho, ¢a qué altura se encuenira el papalote y cual es € angulo de eleva-
cion?

Un poste se dobld de [orma tal que su cxtremo choca con el piso v dista
8,75 m de la base del poste formando un dngule de 40,47 con el suclo. Halla la
altura original del poste.

A través ded felescopio de una bateria antiagrea se observa un avion gue se cn-

cuentra a 6.3 km de distuncia del observador bajo un dngulo de 11,67 &A que
altura vuela el avion en el momento de obscrvacion?

Desde un faro situado a 44 m sobre ¢l nivel del mar, el angulo de depresion de
un barco es 55.3%. (A que distancia del faro se halla € barco?

Desde una avioncta que vucla a una allura de 400 m se observa, con un angulo
de depresion de 39,47, olra avionela que voela a 200 m de altura, (A gué dis-
tancia s¢ encuentran ambos aparatos?

- Desde la cima de un acantilado de 70 m de alto, se observan dos peguenos botes

en la misma direccion, con angulos de depresion de 10,57 y 1337 respectivamen-
te. Calcula la distancia:

a) det acantilado al bote mas cercano,

b) entre los dos botes.

- Un helicaptere vuela sobre un puente a una altura de 300 m. Cuando estd si-

tuado exactamente sobre el punto medio del puente se observan sus extremos
bajo un angulo de 80V, (Cudl cs 1a longilud del puente?

Con € fin de hallar el ancho de un rio S8 ha medido una distancia AC d¢
350 m a lo largo de una dc sus orillas. Sobre la orilla opuesta se toma un punto
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B tal auce CB sea perpendicular a AC . También se ha medido cl angulo CAHR
v oresulta ser de 52,29, Palla el ancho del rio.

10. Desde dos ¢staciones situadas en la direccion Uste Oeste v o 1,0 km de distangia
se observa gue of angulo Jde clevacion de un globo es de 45% 5i el globo se en-
cuentrd hacia ¢l noroeste y noreste de las eslaciones respectivamente, (a que al-
tura esta”?

11. Desde dos barcos abservan un avion con angulos de elevacion de 507 v 407 res-
pectivamente. Si la distancia del primer barco al avion es de [.25 kni. equd dis-
{ancia hay entre los dos barcos?

Resolucion dc trisangulos cualesquicra
3. Ley de los senos

Para resolver un tridngulo no rectangulo necesitamos conocer como minime (res
de sus elemenlos, va que en esle caso ro tenemos ningun elemiento conocido impli-
citamente. Uno de los clementos conocidos debe ser. como sabemos, al menos un
lado. Fn el caso de estos triangulos necesitaremos algunos teoremas adicionales a los
conocidos para triangulos rectangulos,

Teorema 1 {lcy de los scnos)

En (odo trigngule, el cociente de la longitud de un lado y el seno del dangulo
opueslo 4 ese ludo. es constante ¢ ipual ul duplo del radio de la civcunferenaia
clircunserita,

Dentastracian

Debemuos demostrar que en lado trianguio A8C se cumple que:

i b ¢
= = = 2K
sen a sen ff sen y

donde R es el radio de la circunferencia circunserita al tridnpule.

Sea el triangulo ABC (acutangulo) inscrito en la circunferencia de centro Oy ra-
dio R (fig. 4.12).

Trazando el didgmetro €D se forma el A DBC reclangulo en § por estar inscrito
€N uha semicircunlerencia.
En A DCB tenemos que:

a=Ch ~sent (D
Pero CH = 2R y ! = o por estar inscrito en el mismo arco (o cucrda).
luGgo a - 2 R sen o Sustituvendo en (1)

de donde —% - 2k
sen o
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Fig. 4.12

Como esto puede hacerse con cualguier angulo, trazando cada vez ¢l diamctro que
pasc por su vértice, se obliene:

a b ¢
= = = 2 R
sen « sen ff sen v

Como Lodo (riangule se puede inscribir en una circunferencia, la demostracion
anterior ¢s valida para cualquier tipo de triangulo. La unica diferencia se presenta
al considerar ¢} angulo obluso de un tridngule obtusangulo.
lin ¢ste caso, trazando ¢l diametro (') se
oblicne @ triangulo CBD rectingulo en B
(fiz. 4.13), en € cual tenemaos:

a=Ch .send

ahora bicn « + 0 — 180
{por estar inscrito en dos arcos cuya su-
ma es 3607).
luego ¢ = 2R - sen (180" - o)

d - 2R . senay lademosiracion
continta igual. M

Dados « = 65,3°; 5 = 40,5° y « = 50,1 ; resuelve ¢ triangulo ABC.

Resolucion

Hagamos una ligura senalando los clemenlos conocidos y  desconocidos
{(lig. 4.14}.

Como se conocen dos angulos podemos

hatlur ¢l tercero aplicando la relacion:

no+ fi+ oy = 1809
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de donde y = 180" (a0 + f)

y = 180 - (65.3% + 40.5%) = 7427

g, 414

Como conocemos ¢l fado a v el dnpulo opuesto (¢) podemos emplear la ley de los
senos, pero debemos tener cuidado de escoger la razon de 1al manera gue no apa-
rezca mas de un elemento desconocido. Asi, parg hallar @ lado & utilizaremos

/ sen ff
R ’ de donde b - asenff
Sen o sen fi sen o
5000 - 5 - (.64
pooo I - scn 40, _ 5(),]7 0.649 - 3548
sen 65,3 0909

Andlogamente pura hallar el lado ¢, usamos:

s © de donde ¢ - ALY
SEN o sen y sen n
5000 - 0962
AL N 30 S ST
0.909

Dados u = 30°, ¢« = 3y # = 4. Calcula ¢l Angulo /i -
Resolucion

Aplicquemos la ley de los scnos, pues disponemuos de lodos los datos para hacerlo.

a H
6N o sen [
b ose - 0,
sen f - hsen a 4 ;() 5 _ I:. - 0.6667
el R .

¥y enlonces

=414 0 fi = 180"  418° = {382

Observa que en este caso hay dos posibles soluciones pues el seno es posilivo
tambicn en el 1l cuadranle ¥ no podemos afirmar que ¢l ridngulo sca aculingulo.
es decir, no sabemos st f <2 907 o § 2= 90

En otras palabras. hay dos soluciones posibles pues hay dos triangulos no con-
gruentes coun los valoves dados de v, by . W
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En ¢l ¢jemplo 2 no se cumple lo planteddd a inicio del epigrale 1, pues, se trala
de un problema que no esia incluido en los (res casos alli enunciadoes. En efecto, no
conocemos ningln teorema de igualdad que refiera a dos tridngulos que coincidan
en dos lados y @ dnpgulo opuesto a unoe de ellos (ver punto 32 del Memenlo)

Pucden suceder aun otros casos distintos a los del ejemplo 2.

Ejemplo 3

Dados a - 309 a - 3y b = 7, calcula el angulo f

Resoiucion
En este caso obtencmos:

sen fi = beenw ! .30,5 = 1.17

[
y csla ecuacion no tiene solucion, luego no existe ff y, por tarito, no existe ningun
triangulo que satisfaga las condiciones dadas. W
Ln las condiciones dadas en 10s ejemplos 2 y 3 cxistc un caso en € cual se puede
asegurar la existencia y unicidad de la solucion:

Teorema 2

Un trigngulo estd determinado univocamente si se conocen dos lados y d an-
pulo opuesto d mayor de ellos.

Demosiracion

Supongamos que del trianguio ABC se conocen dos lados a y & con a8 y el an-

gulo « opuesto al lado «: para que el tridangulo €18 univocamente de lerminado es
suficienle que @ dngulo ff exisla y Sea anico, pues entonces:

y = 1809 - (o + f8)

y se conocen dos lados y el angulo coitiprendido, caso ya cstudiado
lrularemos de calcular ¢f angulo f ulilizando la ley de l0s senos

« b

sen o sen ff

resulta sen fi = b sia (1)
a

b b
¥ como —  sen o<l sen gl porque i
(4] [

exisien dos dngulos § (0° < f < 180} que satisfacen la igualdad (1).

Ahora bicndeh < a resulta ff <2 a y. por tanto, f < 90° ya que en un triangulo
hay, 2 lo sumo. un angulo obtuso.

De esta forma resulla que existe un unico angulo i, lo que significa que ¢l trian-
gulo ABC existe y es tnico. W
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Resuelve el tridngule AHC' S se sabe que a = 10,4; b = 8,6 y a - 83,2°

Resolucion

Como a > b, d triangulo estd univocamente determinado; para resolverlo aplicamos
laley de los senos.

a h

sen u sen fi

)
sen f = — sen a
a

sen i = iﬁw’-« - sen 83,29 = 0,821
10.4

N

f = 552°
g = 1800 - 55,22 = 124,89 no es solucion pues i <. o - §3.27 ahora calculare-
mos vy.

y = 180" {a + f)
y = 180° - (83,29 + 55,29 = 4].6¢

y € lado ¢ se puede calcular a partir. de la ley de los senos:

4. SCN y
~en
104 - 0064
0,993

=691 @A

El teorema 2 significa quc dos triangulos que coincidan en dos lados y € dngulo
opuesto al mayor de ellos son iguales, dc donde resulta un nuevo criterio de igualdud
de riangulos.

Teorema 3

Das triangulos que tienen respectivamente iguales dos lados y el anguto opues
lo d mayor de cllos, son iguales

Cuando se conocen dos lados y ¢l angulo opuesto al menor de ellos puede ocurrir
que el problema tenga dos soluciones o que no exisla solucion como hemos visto en
los ejemplos 2 y 3.

Pero tambicn en este caso puede ocutrir que exisla una Gnica solucion sien la
lgualdad (1) se ticne:

b sen «

= 1 0 sca, ¢l tridngulo ey rectangulo.
a
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No trataremos de dar reglas para decidir de qué caso se trata, en cada problema
procederemos come e¢n los ejemplos y delerminaremos 9 hay solucion o no y g es
Unica.

Ejercicios (epigrafe 3)

I. Dado ¢l &4 ABC si:
a)u - 35. 6 - 22y a = 45° Halag
b) w = 40°, 6 = 37yy - 32" Halaa
¢ b =25 10=50yf - 30° Halla u
d a = 21,3, 0 = 473" y b = 28,2 Halaj
e)a = 20,c =060y o= 30 Hallay

2. Resuclve d triangulo 48C s se sabe gue:
a =422. b = 300, n - 33,47

4. Ley de 1os cosenos

A continuacion estudiaremos otro teorema importante que relaciona lados y dn-
gulos de un triangulo, y que nos permite lambién resolver dicho tridngulo

Teorema 1 (ley de los cosenos)

Fn todo triangulo. € cuadrado de la longitud de un lado esigual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de |0s otros dos lados menos ¢l doble producio
de las longitudes de estos dos lados por ¢l coseno del dnguto que lorman.

Demuosiracian

En el triangulo ABC trazamos la altura # = 4D relativa al lado BC con lo gue
oblenemos los dos triangulos rectangulos ADB y ADC (fig. 4.15),

Fig. 4.15
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En A ADB tenemos (fig. 4.15a)
g - xP+ K
¢t =gt - Qax + xta BY 0 {1)
pero en A ADC se liene:

X = bcosy

En A ABD tencmos (fig. 4.15b)

¢t =Aa + X2+ it

¢t gt 2ax + xP e B2 (1)

pero en & ADC se liene:
x = b cos (180¢ - y)

Ox = - beosy y b

=oxt 4 N2

y b= xR
gque sustituidos en

¢t = g? - 2abcos y + B

O sea;

el o= gl v B

2ab cos y

(1) queda:

¢ rat 4 Qadl- heosy) v b

O hea.

gue sustituidos en

{1) gueda:

F]

ct = gt + B - 2ub cos vy

Luego ¢n todo tridngulo se cumple:

.
ot

bt — 2ab cos v |

Trazando las alluras relativas a los olros dos fados oblenemos las otras dos for-
nms de la ley de los cosenos.
Las tres formas de la ley de los cosenos son:

u)

e

ol

Lokt v ot - Abe cos
= ul + - 2ucceos §i

=gt + b - 2abcos y

Despejando en estas expresiones ¢l coseno del angulo obtenemos otra forma de

expresar esta ley.

B+ o al
COS (f = e
2})(.
1 2 2
at + ¢ b
CO8 fl o e
2ac
az " {)2 _ ‘_..2
cos v ————
2ab

lEicmplu 1 l

En € triaingulo 48C sabiendo que: & = 479 ; b = 8y

Resolucion

eo=

10, calcuia € talo a

Como conocemos dos lados v el angulo comprendido (fig. 4.16), podemos utilizar
la ley de los cosenos para hallar ¢l lado .

at = b+ ot

at =
a=741. R

2be cos o
al = P4+ 102 - 2.8 10 -
fd + 100 - 160 « 0682 = 54 8%

cos 477
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Fig. 4.16

Ejemplo 2

De un tridngulo AB¢ se sabe que ¢ - 70 cm ;b = 30cmy ¢ = 5,0 cm . Halla
los tres gngulos.

Resolucion

Para hallar un dangulo, conocidos los tres lados. utilizaremos la Icy de los cosenos.
Pura ¢l angulo a:

b+ ¢ - g?

AL B i ———
2be
32 52 _ 71
COS 1 = - ! = 15 = - 0.5
2.3.5 30

a = |BO" - 00v = 120
Para ¢l angulo /1

¥

at v ot - b?

cos fi — - i
f 2ac
1 g2 12
cosfia At 0 99
2.7.5 70
H = 2170222

El tercer angulo pucede hallarse aplicando la relacion:

a4+ f+ v = 180"  dedonde oy = 180° - da + )
yo= 1809 - (1209 + 21,79) = 3839238 W

Se desea construir un tinel recto a través de una montaia y se han medido las dis
tancias desde |os puntos de entrada y salida del tGnel a un tercer punto fuera de
la montafa. Silas distancias medidas son de 3,15 km y 7,10 km respectivamente
y ¢l angulo que forman entre si es de 125,47, (qué longitud tendra e tunel?
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Resolucion

En la figura 4.17 los puntos A y K representan

laentrada y salida del tunel respectivarncntc.

C ese¢l punto fucra de la montana.

Se forma el A ABC del cual conocemos los

lados AC y BC y cl angulo y. Queremos hallar
la longitud (A8 ) que tendra @ tinel. para elio
podernos utilizar la ley de los cosenos:

Fig. 4.17

2

¢t =g+ b - 2abcos y

¢ = Ty 3050 WTD3.05) cos 125 40
¢ = 50,41 + 9923 — 44 73(-0.579) = 86,23
c=9.29

Respuesta: Kl tunel tendra una longitud de 9,29 km aproximadamente. W

Ejercicios (epigralc 4)

[. Dado € triangulo ABC, determina 10S elementos que faltan s se sabe que:
a)a = 795, 0 = 7997 = 447¢
b) & = 0,804 . § = 523" , v = 101,77
)b =2% 0 - 876,y = 33.2"
do=779:.8b=834,y=723"
e)b-23.¢=37;a==0621°
Da=56:bhb=43 ;¢ =49
gla=111:b=145%;¢ =40

2. «Cual esd didmetro de lacircunferencia circunscrita a un triangulo isosceles cuya
base mide 12.5 cm y su angulo principal es de 20°?

3. Halla el angulo mas pequefio del triangulo cuyos lados son: 1,68 ;2,04 y 2,91 res-
peclivamente.,

4. Un barco situado en la posicion A4 ¢s observado desde dos posiciones M y N de
la playa, separadas 1,28 km, siendo los angulos AMN y ANM de 59.67 y 78,27 res-
pectivamente. tlalla la distancia del barco a la posicion mas lejana.

3. S lafachada dc un edificio sc vc bajo un dangulo de 60% cuando ¢l ojo del obser
vador esta a 5,0 m deuno delosextremos y a 8.0 m del otro, ccudl ¢y la longitud
de la fachada del edificio?

6. La distanciaentre dos irincheras Y y (2 es de 426 m y los ingulos que forma dicha
distancia con las visuales dirigidas a otra rinchera enemiga R, son de 70,4 y
44 2, Calcula la distancia que hay de la trinchera Y a la trinchers enemiga.
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7. Una torre de 426 m de altura se inclino al paso de un huracan. Un hombre ob-
serva la parte superior de la torre con un angulo de elevacion de 52,1%. (A qué
distancia se encucnitra ¢l hombre del pie de latorre s el angulo de inclinacion de
esta ey de 78,39 (despreciala estatura del hombre y considera que la torre esta in-
clinada hacia él).

H. Un barco esta a | 5 kin directamente a sur de un puerto. Si el barco navega a nor-
deste 4.8 km, éa que distancia se encuentra del puerto?

9. Dos nadadores se encuentran a 250 ni uno de otro. Ambos estan nadando hacia

e mismo punlo, gue se hallaa 423 m del primero y a 360 m del otro. aQue dngulo
forman las direcciones de ambaos?

5. Area de un tridngulo

Teorema 1

Ll drea de un triangulo ¢s igual al semiproducto de las longiludes de dos lados
por el seno del angulo gque estos forman.

Demostracion

En @ triangulo 4BC tracemos la altura ## = CD relativa al Jado ¢ (fig. 4.18 ay bk

Fig. 4.18

En ambas liguras s¢ lene que:

A = ¢ pero - b osen a

L
)

luego sustituyendo /i se tiene:

A= : ¢+ bsena
2

264



Analogamente, trazando las alturas relativas a los lados a y & se obtienc:

A= —u-bseny

A~ —a-csenfl

Ejemplo 1

Hatla € 4rea de un triangulo ABC S se sabeque: b = 20 em, ¢ = 15em Yy o — 60°

Resolucion
|
A= - beesenaeo
2
=L 2.5 Y3
2 2
A=75/3=75.1.73 = 1298
A =130 cm?

Respuesta: Bl area del trigngulo es aproximadamente 1,3 - [0%cm?. N

Ejercicios (epigrafe 5)

{.Calcula el drea del triangulo ABC s1 se sabe que:
alb=8:c=5;a = 60°

¢)a = 50" = 759, ¢ = 6{)

2. Una carretera y un arroyo, ambos rectilineos, Se ¢ortan formando un éngulo
de 72 Desde un punto del arroyo. cien metros mas abajo del cruce con la
carretera, se tiende una cerca también rectilinea, que encuentraa la carretera a
150 m dd cruce de esta con € arroyo :iCudl sera laextension de terreno que li-
mila la cerca, € rio y la carretera? .Cual serd la longitud de la cerca, s esta es
la mas corta posible?

Aplicaciones

Aungque el origen de la trigonometria cs la medicion de triangulos, esta no es su
Unica aplicacion importante, La trigonometria nos permite, ademas, resolver diver-
508 problemas geomctricos y fisicos.

6. Poligonos regulares

Entre las figuras planas m's importantes tenemos los poligenos regulares que
como sabemos son aquellos que tichen todos sus lados y todos su?;angulos iguales.
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El caleule de un elemento cualguiera de un poligeno regular se facilita mucho
con la trigonometria.

En un poligono regular S se trazan los radios de la citcunferencia circunscrita es-
le se descompone en triangutos isdsceles, por €S0 la resolucion de un poligono re-
pular se reduce a la resolucion de un triangulo isosceles.

Por clementos de un poligono regular entendemos:

ti : numero de lados

! longitud de un lado

R - radio de la circunferencia circunscrita
a oapolema

Conocidos ¢l numero de lados de un poligono regular y otro cualquiera de sus
elementos, siempre es posible hallar los restantes.

il l1ado de un deeidgono regular (fig. 4.19) es igual a 10 em, halla € radio dela cir-
cunferencia circunscrita y |a apotema del poligono.

Resolucion

Como n# = 10 tenemos:

180+
Y I e
i
180° o
X = e T .
10
Iin el triangule determinante ADO
lenemos:
sen 189 = i
(s el
) 5 ) 5 A B
sen |89 (4,309 Fig. 4.19
R - 16i-16
tan 189 - i
a
5 5
o = = -
tan 8 0,325
15415

Respuesta: Bl radio de la circunferencia circunscrita es 16 ¢cm y la apotema 15 cm.
aproximadamente. W
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Teorema 1

B area de un poligono regular es A = p . u donde p esd semiperimetro y «
la apotema del poligono.

Demostracicn
En la figura 4.20 tenemos:

A=n-A, 4

A=n- i < eu
2

ril P
A = — + = — « 11

2 2
A=p.-a 1 !

En el ejemplo | d area del decagono serd: 4 B

A=p-u Fig. 4.20
A = L;Z”J.|5.4:50-15.4:770

luego d drea es 7,7 - 10% cm?

Ejercicios (epigrafe 6}

1. En cada inciso s¢ conocen, de 10s cuatro ¢lemenlos de un poligono regular (n, /,
a, R) i y otro elemento. Calcula los restantes y el drea
ali =7 5/ =132cm b)n=6.a=174cm
cdn=10; R =235cm

2. El lado de un pentagono regular es de 24 cm. Halla el radio de la circunfcrencia
circunscrita. la apotema y e irea del pentigono.

3. El lado de un octogono regular mide 24 cm. Halla SU drea.
4* B 4rea de un octogono regular es 23.4 m? halla f, a. y R

5. El perimetro de un poligono regular de 11 lados es 23,5 m: calcula € radio de la
circunferencia circunscrita @ mismo y la apotema.

6. Laditerencia entre Las dreas de un exagono regular y de un cuadrado inscritos en
una misma circunferencia es de 24.0 m2. Calcula € hrca del circulo.
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7. Cdlculo de cuerpos

Ll caleuio de cuerpos lambicén se facilita con e} uso de la (rigonometria. Veamos
algunos gjemplos:

Ejemplo 1

Halla el volumen del prisma que se muestra en |a figura 4,21,

Resolucion £
V= A, h I{
Como conocemos dos lados y el angulo com- b i ¥
prendida pademos hallar ¢! drea de la base. |
| N l
Ay - - b cosdw |
2
2 | .
[ i S0em
— =34 osen 307 :
2 R
W A ~
605 -3 e N
T .
wo Kb o5 205 -
lULB{ ‘ g Sabem s
Fig. 4210

Respuesia: B volumen del prisma es de 15 em'. M

I Ijemplo 2

Caleula el volumen del cuerpo representado en la figura 4.22 si se sabe que:

7 0 HEL 300 ¢m vy la altura del cono es 1,50 cm.
Resolucion
VooV, + ¥V, (I
] z
V., = - arit
]
| .
V.o o= — V4. 37015
3
o= 1413 (1)
A
o= arth

Tig. 4.22

in ACAQ reclangulo en () tenemos:

" = rtan 607
A = 31,73 = 5,19
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luego ¥, 314 . 35519
Vi, = 1467 (2)

sustituyendo (1Y y (2) en (1) se tene: ¥, - 161

Respuesia: Bl volumen del cugrpo es 161 cm®. 1B

Fjemplo 3.

Halla el volumen y ¢! drea total del ortoedro ABCDEFGH gue se muestra en la fi-
gura 4.23.

Resolucion " G
VoA, -0 D
Ay, = 8 -6 - 48 () £

Hallemos la altura 4 - DH
En A ABD reclangulo en A (ene-
mos:

DB - AB Y+ AD Y (tcorema de Pitagoras)
b2 - 64 + 36 = 100
pEo= 10 y

En A HDHE rectinpule en D lenemos;
- DB tan 30¢

oo —lf-;-- 10 - 173

1

=577 (2)
sustituyendo (1) y (2) en {1} se liene: V= 277 2280

A," - ‘2’4 oAb t 2‘4!\!1(”(.'!' + ZAH
Ap= 28577 + 26577 + 2 .48

A, = 25%-260

Respuesta: Il volumen y el drea del ortoedro son 2.8 . 102 m'y 2.6 « 107 m? res-
pectivamente. W

La figura 4.24 representa uria piramide regular de base cuadrada de 3,5 dm de al-
tura. Si la altura de uria de sus caras forma un angulo de 60 ' con ¢l plano de la
base, calcula el drea total y el volumen del cuerpo.

Notu: El angllo entre una recta youn plane s el formuado por la recla ¥ su proyeceisn sobre el plano.
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Resolucion

V= — A,-h A, =p

!
3
Como la buse es un cuadrado. la para-
lela media F¢0 - Ty OF

Como el A FOL es reclamgulo en O Lo
nemaos:

OF
tan 60% = ——— = ,J,L
oF L
2
{l h g, 4,24
2 tun 6(O°
2.315
[ - e - 405
1.73

Vo= : - 4058735 = 19,

Como u prranide es regular. sus cualro caras son iguales, huego:

A=A, 0 44

A - e

ta | —

Pero como ¢l AEFG es cquililero, entonces i« o408 por 1o que
I | ]
A = ) i o 4,05 ¥.20

enlonces A, = 4007 1 4 .82 4y,

Respuesta: L1 drea tolal del cuerpo es de 49 dm? y suovolumen 19 dm'. B
Ljercicios (epigrale 7)

I. Caleula el volumen de los prismas reclos que aparecen en la figura 425,

2. Halla el volumen Vel arey Taterad de una piramide reguiar Ciya base ey un cua-
drado de 36 em de lado y sus carus son triangulos cquildleros

3T Halla el volumen de una pivamide exagonal regular de 30 cm de altuca, cuyas
aristus lalerales forman un dangulo de 64 con ci plano de la base.

4. Una piramide rects de base cuadrada liene un volumen ¥ = 138 cm’ y las aristas

laterales forman un angulo de 72,57 con el pluno de la base. (Cual es la longitud
de eslag aristas?
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AN |
. l yav 4
F ‘ \ ¥ n Ill r
o l
| \ |
| \ | ¢ 40em
0
)q . \ 4 C - O\
- AT & s N
e IS i s N
/! 0Gem = f /\ 45 AN
A 6,0 cm B B Rem a
a) v}

Iig. 4.25

3% Elangulo de abertura de un cono circular reclo es de 649 y la longitud de la cie-
cunferencia de la base es de [26 ¢m. iCuilles son el darea toial v el volumen del
cuerpo?

0. Dado el sipuiente cuerpo formado por una pirdmide de base reclangular y un pris-
ma recto. Caleuly su volumen sabiendo que (fig. 4.26)
a ~40em . b =30 on;
¢ = 25em o ua 2667 Y = 5.2 ¢m.

@
7
.
/ h
/ |
41 L .
- i l:]r
1 p gt
|
Ho - ——t—
Ve
ra
VA
Fig. 4.26

7%, Una piramide repular de base cuadrada de 12 em de altura se corlu pot un plano
paralelo a la base y distanle 8.0 cm del vertice. Sioel angulo gque forma la altura
con las caras es de 609, halla el volumen del cuerpo gque resulta de eliminar la
piranide superior.

8. La buse de un cono reclo es un circulo de 1.0 m de radio y la generatriz forma

un angulo de 452 con el plano de la base
a) Caleula el volumen del cono
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b) Si el cono es corlado por urt plano paralelo a la base a la mitad de su altura,
calcula el volumen del cuerpo que resulta si se le quita d cono superior.

8. Cdlculo en figuras planas

Otra de las aplicaciones de la trigonometria cs el calculo en figuras planasy,
Veamos algunos cjemplos:

Kjemplo |

La base menor de un trapecio rectdngulo mide 12 c¢m, el lado no perpendicular a
las bases mide [4,1 em y forma con la base mayor un angulo de 45° Calcula el
drea del trapecio.

Resolucion
En ¢l trapecio rectingulo ABCH (fig. 4.27), tencmos:

A = i’%” choo) » ¢

En el AAHD, rectangulo en H se
tiene:
o= AD - sen 457
= 14,1 - 0,707 = 9,96

Fig, 4.27

Como ¢l AAHD es rectangulo y tiene un angulo agudo de 45¢.¢s isosceles de ba-
e AD : luego h - AH y como PC = = H# (por scr lados opuestos de un rectangu-

lo) entonces:
AL = AH + HB — 996 12 =22

2
sustituyendo en (1) A = _ M2 2 -9.96 = 169-170

Respuesta: Fl area del trapecio ¢s 1.7 dm? aproximadamente. W

l'l'icmplo 2 ]

Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 22m y 11 m. Por un punta del cateto
mayor, distante 8,0 m del vértice opuesto a la hipotenusa se traza una recta gue
formacon € otro cateto un dngulo de 60°. como se muestra en la fig. 4.28. Calcula
e area del cuadrilatero que se forma.
Resolucion
Sea el AABC rectangulo en B (fig. 4.28)

AB = 22.BC =11, EB =80
y <L BFLE - 00
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Tenemos que: c

AD.uﬁ-r = Angpe — Anpar

1 T P |
Apape = 5 AB - BC = i‘ » 22 -

Ay e = ‘?lz“ EF - FB

En AFBF reclangulo en B tenemos: I»_a 2m , __'
ER ,
an 60° — — Tig. 4.28
FR
EB 8
R - = — = 462
tan 60% V3
1

luego Ajpyr = . 0+ 8% + 462 =185
2

por lo tunto Argrre = 121 = 185 = 1025100

Respuesta: Bl area del cuadrilatero es 1.0 - 102 m*. 1

El pentagono ABCHE de la figura 4.29 estd constituido por un trapecio isésceles
ACDE y un tridngulo rectingunlo isésceles cuya hipotenusa AC coincide con la
base mayor del trapecio. Sabiendo gue las bases del trapecio miden respectivamen-
te 70 em y 40 cm y que los angnlos £48 y B[ tienen amplitud de 105°, calcula
el perimetro y €l area del pentagono,

E 40 ¢ o
| |
! !
| |
| |
| T em
n L
A IS H ¢
Ky
B
Fig. 4.29



Resolucion
Perimetro: P = AB + BC + CD + DE + AE B
o = JAB + 2DC v KD (AR = BCy AE = CD)
48 podemos calcularlo en:
AABC, reclangulo cn B e isosceles (fig. 4.29), va que:

AC P = AB ' + BC * (L. Pitagoras)

y 4900 = 2 AB

AB = 49.5

Para calcular €D , consideramos ¢l A DHC rectangulo en /f, que Se obtiene Ira-
zando las alturas del trapecio tenemos que: -1 ACD - «r BCD - o BCH
pero -1 BCA - 45" (anpulo base en un triangulo rectingulo isosceles) luepgo
L ACD = 105% - 45% = 60v,
70 440

ademas, A - HC = —2 =15

v = CDH = 907 - <1 ACD ~ 907 - 60° = 30¢

luego DC = JHC = 30 (lcorema 1. epigrafe 2, capitulo 3)
P=2-495 1 230 + 40 = [99
P:200 cm

Para ¢l arca necesitamos conocer:

i

DI - DC sen 607 = 30 . 7 = 26, entonces:

AQMCBE = Appe v A oo

iR - BC + '2 (AC + ED Y- DH

bt b | —

- 49,52 4 —; (70 1 40 - 26

[ 225 + 1 430 = 2 658§
A =2700 ¢m?

Respuesia. El perimetro del pentagono es 2,0 - [0? cn y @ area 2.7 - 10 cm? 0O

g ercicios (epigrafe §)
I. Un (riangulo equilatero tiene por lado 114 cm. Halla su allura y su drea

2. Halla €l area de un tridngulo isosceles cuya base es () ctn y los angulos adya-
centes de 307,

3. Las diagonales de un rectangule miden 6,50 m y d dngulo entre ellas ¢s de 557
¢Qué longitud tienen los lados'?
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4. En un triangulo sus lados miden 38 cm, 38 cm y 22 cm respectivamente, Halla
los tres angulos de dicho triangulo asi corno la altura relaliva al lado menor.

5. De un rombo se conocen € lado {longitud 6.5 m) y un angulo (45°) Calcula las
longiludes de las diagonales.

. Dos lados consecutivos de un paralelagramo miden 90 y 98,7 mrespectivamente
y forman un angulo de 45°. Halla € area del paralelogramo.

7. En el paralelogramo ABCD (fig. 4.30) < DAB = 459 ; AC = 25m: h=15m.
Lalla A,y

Fig. 4.30

8% Demuestra que € area de un paralelogramo es igual a producto de dos lados ad-
vacentes por ¢l sene del angulo comprendido.

9. De un trapecio isosceles sabemos que sus bases miden 15 em y 25 cm respec-

tivamenle. Si loslados no paralelos forman con labase mayor un angulo de 609,
calcula su #Area.

10 Los dngulos agudos de un trapecio lienen una amplitud de 60¢ y 45" Sabicndo
que ¢l fado oblicuo adyacente a angulo de 609 y la base menor miden 22 cm
y 12 cm respectivamente, caleula € area y @ perimelro del trapecio.

11. Calcula € area del poligono ABCHDE con los datos que se acolan en la ligu-
ra 4.31.

Lhm

o

a5
s &r

A "

Fig. 4.31

12*. Se tienen res circulos tangentes exteriormenie dos a dos con radios 35 cm,

50 cm y 63 ctn respectivamente, Encuentra los angulos del tniangulo que sefor-
ma al unir sus centros,
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13*. 9 con un hilo se puede formar ¢l contorne de un triangulo equilatere de
5,0 cm de radio. ¢que longitud, en centimetros, tendra ¢l radio de la circunfe-
rencid que se puede lormar con este hilo'!

9. Cdlcuto de dreas

Ademas del caleulo de clementos de una figura plana, también es posible cateular
areas de figuras combinadas aplicando los procedimientos trigonométricos.

|Ejemplo 1 I

La circunferencia de centro () estd inserita en un exdgono regular de 12 ciii de lado,
hallx ¢l drea de la superficie sombreada (fig, 4.32).

Resolucion

A= Agugcors Aa praxat (1)
{area de un poligono regulur v ug circulo).

Para calcular fa apotema: (racemos el rudio O4 y la apotema OM =« dad
CXALoNo.
Tenemos que:

04 - 12 el ludo del exagono es igual al radio de la circunferencia circunserila)
180 .
o = —————(——— = U, entonces a s QA COS u E h
)]

a = 12 cos 309 [2. L = 6)3
2

luego, sustiluyendo en (1) se Liene

A e T 0 173 - 314 (632

[Fipg. 4,32

Respuestu: Bl drea de la superficic sombreada es de 35 cm? W

Ejercicios (epigrafe 9)
1. Sobre ¢l tado AR del cuadrado ABCH de 8.0 cm de lado {fig. 4.33), se ha cons

truido el triangulo equilatero ABE vy se ha trazado el segmento OF) Halla e drea
del A DAL
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2. En la ligura 4. 34, BC: diametro, AR = 30 ¢m y < ACE = 3Q©
Halla ¢l drea de la region sombreada.

C B

Tig. .13 TFig. 434

3o En el exagono regular ABCDEFE de 2.0 ¢m de lado, s¢ lrazan [as diagonales
Al y B0 Uig. 4.35). Halla ¢l arca de ta parte sombreada.

Fig. ¥ 15

4 b da lgura 436 A7y AT son tangentes a la circunferencia, OF = {00 em v
A TAT 600 Tlalla el drea de la region sombreada.

Fig. 4.36
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3% Un exagono regular y un tridngulo cquildatoro estan inscritos en unua misma cir-
cunferencia de radio 10 m y los vertices del tnangulo coinciden con los verlices
det exagone. Halla el area de la region comprendida entre ¢l exdgono y el tridn-
gulo,

h. Haciendo centro en cada yno dc los puntos medios del triangulo ABC sc han tra-

zado semicircunlerencias, Si AB -~ S0 em, BC = 42cmy 2 ABC 397 halla
el darea de la region sombreada (g, 4.37).

g, .37

10, Aplicaciones a demaosiraciones

Lltilizande Lt lrigonometria ex posible demostrar, de manegra muy simple, algunas
propicdades peomélricas importantes cuya demosiracion por métodos purimente
geomalricos resulla, a veees, muy complicaday,

Ejemplo |

Demuestra gue la longitud de la mediana relativa al lado ¢ de un tridngulo cual-
quicra AHC en funcion de sus lados es:

l , , &
" l : TR -
2 2

Demostracion

Scan ¢l A ABC y CM = la medivna relativa al lado o (g, 4.38).

Aplicando la ley de los coscnos lenemos:

FEn A MBC  al it o+ L (; J Em\~ ; J cos 0 (1)
J' 2m

N

Lin A AMC . p* — it ¢ L

} cos 6 {2}

(W)
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4 0
AN
A ¢ M [ B
2 b
Fig. 438
pero ¢ = 180" 4 (angulos adyacentes)
lucgo cos & = cos (1807 §) = - cos 8

y la expresion (1} queda:

at oot o LC J + 2»{ ¢ 1 cos s ()
2 2

sumando {2}y (3) se obticne: o + b = 2t + 2!_ ° ]
2.

! e |
de donde mi? = = at o bt e

(o]

-—
=
=
=z
-
)
=
=
=
~
=
N

ru‘-—
-
=
T
-
=
o
N

[ R
:

| S—

Fjemplo 2

En todo tridngulo, 12 bisectriz de cualquiera de sus dngulos interiores divide al la-
do opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados.

Demostracion: Sean el A ABC y €D la bisectriz del angulo v {fig. 4.39). Sean
AD = xy DB =y

X b
Debemos demostrar que: © = -
v 1

Aplicando la ley de los senos lenemos:
X 7

Iin A ADC - = (1
sen

s¢n

-
b 3

Cn A DBC: et e o Fin. 4.39
v sen (1809 - )
sel
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v 4

0 sea : - (2}
¥ sen ¢
sen -
2
o . X h
dividiendo (1} por (2) se abtiene; — =—-. B
v il

Ejemplo 3
El drea de un tridngulo 45C cualquiera viene dada por la formula de Heron:

w+ bt

Ay = Voo @p - bp - ) donde p = S

Resolucion

Ln & ABC lencmos

A ype ~ ) b oo osen u

l ;
S — bl costy

2

1 - h? 2 ht o 2 b
- — b VLI + )-Jr(fi{”J LI ,,l,ﬁ,l,ﬁf,,,,f"fiﬁJ {ley de los cosenos)
2 26¢ 2ho

H+ ¢+ u b+ u a + b - ¢ a - h o+ ¢
2 2 2 2

b at e
pero como e p.oentonces
a+ b -0 d b+ ¢ » h
I B =p-c v =
2 2

fego,

Ao pe = I/'./){p alp — blp - ¢y . A

Waiw: Lt fdnmuala es muy udl para caleular el drea de un triangulo conogidos sus tres lados, ki lo ade:
fante puedes utilizarky en la reselucion de tos ejercicios,
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Fiercicios (epigrafe 10)

I alla el area del A ABC aplicando la {ormula de Herdn, si sus lados son:

WMDa=12m. b =14dm.¢c=18m
bl a =28 ¢em . b= 36em. ¢ = 42 cm

2. Demuestra gue el lado de un triangulo equildlero inscrito en una circunferencia
de radio r es iguala r /3.

3. Halla una expresion para caleular el lado de un poligono regular de o lados en
funcion del radio de la circunferencia circunscrila.

4, Demuestra que en lodo paralelogramo la suma de los cuadrados de sus diagonales
es dgual a la suma de los cuoadrados de sus lados,

5. Demucstra que si dos triangulos tienen un angulo igual, sus dreas son proporcio-
nales a los productos de los lados gue forman dicho angulo.

6. Un exagono regular v un triangulo equiiatero estdn inscritos en una mmsma cir-
cunlerencia. Prueba que la apotema del friangulo es igual a la mitad del lado del
exdpono.

L1 Otras aplicactones

Muchos problemas sencillos de la Fisica ¥y la Astronomia pueden ser resueltos
utifizando los conocimientos de trigonometria. Veamos algunos gjemplos:

Ejemplo 1

Sobre iiii plano que posee una inclinacion de 23,5 se desliza hacia abajo un cuerpo
sobre el cual actiaa la tuerza de gravedad (490 N) con una velocidad constante. Cal-
cula el moédulo de las componentes de la fuerza de gravedad sobre cada eje
(fig. 4.40),

Resolucion

En ta figura 4.40

\F| = 05 |F) = OR - 490
P - 00
Fig. 4.40
a' = u« por ser ambos agudos con sus lados respectivamenie perpendiculares.
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En A OQR rectangulo en @ tenemos:

00 = OR cosua OS = OP sena
0Q = 490 - 0917 0S = 490 - 0,399
0Q = 449 0§ = 196

Respuesta: 10s modulos de las componentes pedidas son:

—_—

F1 =196 y |F| =499 =

Dos trenes parten al mismo tiempo de una tnisina estacion siguiendo vias rectili-
neas que forman entre s un angule de 30°. Uno de los trenes con una velocidad
de70 km/h y el otroa 80 km/h, éA qué distancia Se encontraran los trenes al cabo
de media hora?

Resolucion

Scan A la estacion, A8 = y AC = b las vias {fig. 4.41). By C representan
las posiciones de los (renes aI o de la media hora.

a b C

Fig. 4.41

Tenemos que. s = v . ¢
luegoc = 80 -05=40y b =70-0,5 = 35
En A ABC tenemos: ¢ = b* + ¢* - 2bc cos o (ley de los cosenos)
a* = 35% + 40% - 2 - 35 .40 . 08606
2= 400
luego a = 20

Respuesta: Los trenes se encontraran a SO ki de distancia al cabo de media ho-
ra. W

Desde lo alte de una montafia a 4 700 m sobre € nivel del mar se observa que ¢
angulo de depresion del horizonte esde 2,1¢ Halla € radie dela Tierra suponien-
do que sea esférica.
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Resolucion

Eri lafigura 4.42(que no esta dibujada a escala), € circulode centre O representa
la Tierra.

AB = h dturade la montasa. h
BC: plano horizontal que pasa
por & observador. 4
BH: visual dirigida a heorizonle,
< CHH = B. angulo de depre-
sidn del horizon-
te.

04 = OH = rradio dela Tierra. ¢

Fig. 4.42

En A OHB rectangulo en H (por ser BH tangente) tenemos que:

OH
- cos 0—=
04 + h
r
cos /= -
r+ h
hcosO
de donde r = LA
1 - cos
hcos O L .
op= ——~ ( Ver ejercicio Se del capitulo 3)
_ it
2 seni—
2

4 700 - 0,999

2. 0.019?
L _4700 . 0999
T 2.3.61 .10
r = 6503186=6500000

Respiosta: El radio de la Tierra es aproximadamente 6.5 - 10° m, W
i .
Nota: Al hacer 10S catculos se ha utilizado 12 expresion 2 sen? enlugar.de 1 «os & puesal ser esta
2

iltima una diferencia lan proxima @ cero, se pierde mucha precision en los mismos.
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Ejercicios (epigrafe 11)

{. Dosciclistas parten de un mismo sitio al mismo tiempo. Uno se dirige hacia el sur
alikm/hydotrohaciad estc a ll km/h. ¢A qué distancia se encontraran el
uno del olro tres horas después de la salida?

2. Un caballo lira de una vagonela con una fuerza de 735 N. en una direccion gue
[orma con la horizontal UN angule de 35° Determina la componenle horizontal,
la vertical y e angulo que {orma con esta.

3. Un avién metcoroldgico sube 8.0 m/s y su velocimetro senala 420 km/h

a) (Qué altura alcanza e avion alos 10 min?
b) «Qué angulo forma la trayectoria del avion con la horizontal?

4, Durantle un gjercicio de Les FAR un observador vc dos nidos de ametralladoras
cnemigas A y B bajo un angulo de unos 130° Oye un disparo de A, 7 s despucs
de ver el fogonazo, y uno de B, 8 s después. (A qué distancia estan los nidos de
ametralladoras uno del otro? {T'omese la velocidad de propagacion del sonido
igual a 340 m/s.)

Ejercicios del capitulo

I. Resuelve el AABC y halla su area si se sabe gue:

ala = 44,0, 6 = 34 1; y = 90¢

b)e = 115 4 =204, 5 = 90°

)z o= 30,37 a = 13, 4 = 94°

d) a = 79.9° f = 446" b = 568

edua =804 8 =451° v = 354°
Db=2834¢=952u=>511"
B)a=73b=82¢=9]1

i

2. Un aviador desca hallar € ancho 48 de la entrada de una bahia (fig. 4.43).Los
aparatos del avion le indican que va volando a una altura de 500 M $ sc en-
cuentra directamente sobre € pUNto Ay ¢l <« AOR mide 37,6%, icual es d ancho

de la bahia?
{7
" ]

Mm [ -] il e

—
R N . —
- —— -
Fig. 4.43
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3.

8.

9.

En una circunferencia de centro O. la cuerda A8 mide 60 cm y <1 AOB = 70°.
Halla ¢] radio de la circunferencia.

. Elangulo deelevacion del extremo superior de un monumenio €S de 15,27 desde

un cierto punlo. Si se caminan 100 m hacia d monumento. ¢l dngule de cleva-
cion es entonces de 45%. (Cual cs la allura del monumento?

. Kl iccho de la nave de un almacén esta sostenido por una estructura de vigas,

una de cuyas unidades se ilustra ¢n la figura 4.44.

Si <1 BDE = 58 53¢
BAD - 26,3°
A = 166 tn,
halia la longitud de la viga A8

Fig. 4.44

.En un triangulo ABC, ¢ = 4896 cm § = 48 3%y y = 5747, llalla € radio de la

circunierencia circunscrita a triangulo y el area dc este.

. Los postes de una porteria de futbol estan scparados 7.32 m. Un muchacho palea

la pelota desde un punilo del (erreno que se encuenlra a 15,2 m de un poste y a
17.5 m del otro. ¢Bajo qué angulo lene que dar € golpe para aunotar un gol?

En un A4BC, CD esla mediana relativa a lado AB , AB = 84 my
Ch =42 my < ADC = 60,5° Halla e area del tridngulo.

Un cayo se ve bajo un angulo de 33.9° desde un punto que dista 3,0 km de uno
de sus extremos y 7.0 km del otro. Calcula d largo del cayo.

10*. Se dirigen visuales a dos vbjelos inaccesibles A y B desde dos cstaciones C'y 17,

11,

{2,

14,

situadas a un mismo lado de larecta que une alos primeros. Las dos estaciones
distan entre si 562 m, se miden los siguientes angulos: <1 ACR = 62,2
<TBCD = 41.1°, < ADB - 60,8°y < ADC = 34,9 llalla la distancia que se-
para a ambos objetos.

El lado de un pentdgono regular ¢s de 21,8 cm. Halla la longitud de sus diago-
nales.

Un lado de un paralelogramo mide 35 my una de sus diagonales 63 m Calcula
lalongitud de la otradiagonal sabiendo que e angulo formado por ellases 21.6°.

. Calcula € radio de una circunferenciainscrita en un iriangulo rectangulo, cuya

hipotennusa mide 8.0 m y uno de sus angulos 60,

Calcula d area delafiguralimitada por [0S contornos de dos exagonos regulares,
uno inscrito y otro circunscrito en una circunferencia de 10 m de radio.
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15. La cuerda comun de dos circulos secantes es lado del tridangulo equildtero ins-
crito en el primer circulo y lado del cuadrado inscrito en d segundo. Si el radio
del primer circulo es 3,0 m. calcula
a) el érea de la figura constituida por € triangulo y @ cuadrado,

b) € area de la superficie coman a los dos circulos.

16. Calcula d area de un ocldgono regular inscrito en una circunferenciade 6,8 m
de radio.

17. Un tanque de agua esta conslituido por un cilindro de 1,5 m de radio y dos se-
miesfera-fig. 4.45). Si & angulo « esigual a 60°, halla el volumen del tanque.

Fig. 4.48

18*. Demuestra que € 4rea de un cuadrilatero cualquiera esigual ala mitad del pro-
ducto de sus diagonales por el seno del angulo que forman.

19*. Siendo AARCDEF un exdagono regular {fig. 4.46), calcula ¢l area dd trape
CiO DEGH.

Fig., 4.40

20. Desde un moderno helicoptero que vuela a 600 m de altura se observa un punto
del terreno 16 s después de sobrevolarlo y bajo un angulo de 32". Qué velocidad
llevaba el helicoptero?

21*. Un satélite viaja en una érbita circular a 1 600 km sobre laTierra y pasari so-
bre una estacion de rastreo al mediodia. S se demora dos horas para completar
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su orbita y € radio de laTierra es aproximadamente 6 500 km calcula a qué
hora d satélite sera detectado por una antena dirigida 30% sobre e horizonte
(fig. 4.47).

G5 a

Fip. 4.47
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Respuestas de |os gercicios

CAPITULO |

Epigrafe |

MaVv., BV, coF dF eV, OV, gV, nv, 1OV
2] a¢g. be, ¢, aS, ¢, DS, ge, h -,

Blae. e, ¢, dc, ec, De. ©g. hd, DY
(4} a) 4 = xcR:x2V3L ) B = jx cR:x<V2}

1 -
¢ ¢ = {xenR :—3§x<2.75}, d) D= ;xclR:— 2 < <x4.<,4,3}.

Epigrafe 2
[ aos={s7m 20 74203083 09 13
5 2
Ar‘wB:}Z—l;‘);S,ﬁE};
5 _
3 _
A\B:{—L-Kl—}. BiA=13283;-13:; BuC=B,

¢, BAC=19:8732LC\B=20.

Bn(C =
MUN = ixeZ:x>=3), MAN = [x e N: 2<x<<5), MV N = xe N x5
NAM = xet: -3<x<], NUP = N, NP = -3,

NVP = ixel -2<x<5], PAN = ¢

DUE = {erR:x<5}; DAE = gxr-,-\R;— 3 % <x<1/'i}

EUF = {xclR:x_";»-—ii ?: }; ENF=¢:DVE= {xelR:xaiv} l };
FA\D=F '

@ ruQ = {XG\R:JC) . i: } PAS = P, QUS = ;me;x>—3}.

O S = Ix eR: 0<<xx<S], Q\VS = xelR:x>5

P\Q:{xem; _ % \xQO;.
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Epigrafe 3
(1] a)x=0, ba=2, ch:——z.
4 5

d b =0, b =17, e)zzgi;z::, Dm=0m=2,
g)a:—s;azrl/i h)x=0;x21;XZ*Vi.

3 2 5
a) x e R, xz 4 b)aceR, az -4, az2.7; )x-yveR, xx-21, vz 4,
_ 1 V3
d) x,yeR, xz0, pz Ty ) x, ze R, x20, z# -

HmpeclR, mz0, p;——l%-; g) xR, x=0, xz2.

[3) a) abccR:24;  b) mmpeR; -13; ¢ a.beeR*, -28;

daxyelR; 11 edmeR, nelR* 3, [}abe R, Ei i 8 obhr Ry 7--!2-2—-;

h) x.»,z cR* 534 .4, Da«b-eccR; ——%~

H

PDxyvzelRxzz2 0,y +2z20;,-10,5; kY acdeR* 3a - 4d 20, 8.8;
DxclR, xz2-2; -3 m} emp R, mpzQ pzo; 25,0416,

[J]ayNo. w®sSi. osi, as, es, ng, '@si
my9, ©No, S, Kk No DS, mlsi

[ ] 2 domJ.:IR; dom g: IR, dom k- IR dorn i: IR*;dom m: x ¢ R x -3

e 3 7

oxeRVIZ3L DY f(2) =2y F(=2) =10, f{ = = - — (0,3) = -4.91;

=31, b}/ / (4 ) i
. | 44 ]
gl-1) = —4; g'(f ; ) = ,_.g_; h(3) =2, h(f 2-) =2, h(-01)= 048;
i(-2) = 1 ; I(—l ) = ——1 . i (0.4) = -0.44, m (-4) = 96;

5 4 2
1 3 — 4 3
my — 2 n(-0.3) = 0,076, 3g(-2) = -3, — hi{— = -2.9;
(2 )< 5 « ;G )
] 3i .

i1+ — } = - 20 1) + ml(=2) = -24,

m(2 ) Iy gl ¥

[3_] a) v = 29 m/s, b)s = 248 m, c) v = 62 m/s,
d)w=12rad/s, e v=>55m/s, DF=34N  g)M=48 Nm,
h) v = 34 m/s, ) E. =105 j) v, =51 m/s

[ a)va 76, B Sm. o 2 —dh  d) 26 @ x 3+ I
D -10v* - 6xy + Sx%, g} 48a+ 23 a+ 1.7,

13 xy

h) - 2 Pyt

Todas son verdaderas excepto @ inciso e) que es -2x* + 3x — |
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Epigrafe 4

(1) &35 10x.  b)21 - 9y, ) Sa? -9, d)-12x? + 24x - 32,

e) 104 — 6b2, 1224 - 6z°, g) -2z, h) 12a% - 16a°, i) -8a* + Bal,
j) =24y% a + 48y° - 6y, k) 2y o+ dvia o+ vt

(2] a)2x + 2. ®©)x*+2x-8. @-3  d-a*+ 3a+ 18,

e) Ix? - 4, £y 2t - 2x* - 12, gy -a* + 3, h) -12a* - 11a - 2,

i) 6x*, i) 9xt — 49, k) 16y? + 40y + 25, 1} 9a* — 48a? + 64,

a) 1d4x — 24, DY 8x? — 4x — 24, ) 8a+ 7, d) Syt - 2Ty 4 18y,
e) 5y — 12y - 3y - 3, f) -5m* + Llom - 15, g) Oom? + 4m + 1,

hy #* - 5b + 12, 1y 237 351 - 4, i 8pt + 2p - 8, k) Tp? - 6p + 2,
1) 220 - 5z - 32z + 48, m) Sat + 10a + 10, n) 3Ju + 8.

ay 716 - 15246 16, o) 2bY + 15h - 24,

p) 36m* + T8m? — 60m + 75, q) 108" 40p* - 29p7 - 64,

E a) b — Ba? — 80 + 3a, b) 34t — Ga?! — Bb + 4da, c) -2h? - 24 - u,

d) 10a* - 562 - 10b + Ta, e) b — 10a? - 2b - a, ) 10a? - b2 + 26 + o,
g) - l6a* + Y9a - 225, h) 28a®  14H*  5a + 14b.

El a) -5y + 9y + 3, b) v? + 3y - 3, c) -3y - 6,

d) -9y + 9yt &y - 6, e) 3yt - 1yl 4+ 9y 4+ 2,

£) -6p* + 2007 - 31p? + 20y, gl oyt + S5y + 2,

h) =123 + 219t — Ty + 2,

IE a) 6x? - 3x + 7, b) —8x} + x + I, c) Bt 4x? ¢ 15x - 19,

d) 4xt 13x + 20, e) x? 4+ 4x 4+ 29, [ 7xt  22x + 69;

g) —8x' + 15xY + 4x + §.

a)du + x. B Sm+2n-p c)-xt-S5x -6, Sy - Tx+ dxy
e) 136+ 9 - 11!, f} =3aix - 2ax + 4a, g} lxiy — xy + 10xp?,
h) l4¢ > + 8¢ 24¢ ', i) 8b% - 19bh + 30, i) -7x* + Bx? - 3x o+ 41,

8] a) 252 + (6x - 4 + 3x?); -2x% - ( - fx + 4 — 3x ),

b) 3x3y* + (“Sxtpt o+ 2x%yt — Oxfy) dxdyt - (Sxfyt - 2xPyt o+ Gxbe),

c) =2.3a% + 04at + (-54a’ — Ta® + 3.6); -2.3a° + 04¢* - (5.4a° + Ta* - 3.6,
d) 4 + (=2,70¢ + 9b%t + 076bet) 4 - (270c 9h - 076k,

e) Bxt 4+ (94x! - 75 - 32xn Bx7? - (0 94x '+ 7.5 + 3.2x),

f) —: x4+ (=34x7% - 8.5x* + Tx7Y, —:— - (34x’ + 85x1 - Tx )

[9] a) (3x® + 6x1) + (=2x + 9); ~(=3x" - 6xB)  (2x - 9),

B) ( 9a’ - 6a) + (3ab? — ab’); - (Ya*h + ba) - (dab? + ab’) - Bub 9b),
)B4yt —6x ") + (8 - 37x); - (=34y 7 +6x") (-8B + 3.7x)

dY (Sx? - 3x*y) + (2p - 3p); - (=5x% + 3xiy)  (2p + 3ph),

e) (2a° - 6ath) + ( 3ab + 9by, - (' 2a? + 6ath) - (3ab - 9b),

£} (5m2n® + 1dmn®) + (<20 — 6m n®), - (-Smn* — l4mn®) - (20 + 6m ' 0",
B (4o + 9 - T + (06X + 15— 8): - (—dx - 9x* + TxY) - (06X — | 5x + 8),

by (1207 792 dp)+ (8 +7v "+ 2y ) (1233 + Tyt dyp) (B -Ty ' -2y 7).

Epigrafe 5
(1] a) 205 + »* = 1oy* + 152, b) 1045 - 4la* + @ + 1247,
¢) 18x% + 24x* - 79x? - 40x, d) 20y — 69y + 44y + 124,
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e) ~2a’ - a® + 26a° — 154*, fy —6b* + 210 -35h% + 36b + 14,

g) 325 - 44xt + 23xY - 4x? - 4x, ) —8y® + 1007 + 6434 — 0 | 5y2,

i) 24x% + 10x° - 35x* + 25x%° - 6x%,

iV 1027 + 262% ~ 502° + 24z - 1528 + 2122 - O,

k} 9a* - 36a’ + 48a* - 24aq + 4, 1) 25x° - 20x% 4+ 4x* - 40xF + 16x? + 6.

(2] a) 6x° - 2x* - 40x* + 12x° - 2x,

b) —18a® + 89a* — 130a® + B6a? — 6,

c) By" - 28y + 55p* — Blyt + 41y — 2By,

d) -54b% + 99HY + 2THY - 75h + 40,

el 24z° + 252° - 68z + 2527 + 18z - 16z + 14.

Ela) X+ 43, b) x* - 7: 3L, ¢) 2x7 + 5x + I8, 47,

d) 3x+ 2x - 8.4, e xt o+ bx + 4,32, D3xT- x4+ 2 -8,
g) 2x — x + 5; 0, hy 5x* + Tx* + l4x + 30. 57,

ioxt - x? 4+ Ix - 14; 38, j1 2xt 4+ x - 2, 0.

@) wb=7 b= 4 b= 4 d)b':-%,

[5] a¥No, b)ISi, ¢ No. d)Si

Epigrafe 6

[ @ 656 3). b) x3(2x + 9bY, <) 4a’(3a? - 1),

d) 12034322 + yim), e) Tpi(5z* - Bpg?), f) x¥dx? - Tx + 2),
g) 1lm? (2m - | + 5m?), h) 6x'? (4p7 — Ixy - 5x9),

120003 mn + 2mn® + 4), P 124%D° (4%t Sabct - 3a?),

k} {x + 4) (3x? - 7}, Dlx = 2y} (5a + 3h),

m) (z + Ja) (86  3x), n (26 + ¢) 3a + 54 - 7),

M (llp - 8)(2¢ + 3 - Gu), o) (7b + ¢) (8m - 4b + 1)

@ a) x¥3x + 1), b)) 2lab’Qatet b)), ) m(35m? + 2Tm + 32),
d) 3p* (2py® - 4py’ + 9), el 9xty? (62 Ixy + Tyh),

D 18" Qeb* + 4b* + 302, g) 120 x*(2mx? + 4mix - 5),

hY Tla¥dpfc’a - 3plat 5¢%), ) 51265y — 15x*% - 11d’?),

D 12meptet Bmp'c + 5pF + 4mo), k) (3a? + B¥) (5x% — 6y,

D(x — 2k 3a + Tm - 3), m) (b 3c¢) (12a% + b - 30),

n) e + 30 (9¢ m 20, 0)(5q - 6h) 2m -3 + Ba - 9b},

o) (15p + &) (2m - 1 T7b + 60), P (36 + 8 (1 - 21bg - 564q0),
q) 2a - &) (m - Ip - 2a + b).

[(3) ) (5a + 1) (5a - 1), b)(6x + T9) (6x — Ty}, ) (4h  9¢) (4b + 90),
D@ W - ny e h (] ) (2 b,

g) (c-‘d“ + % x) (c“d‘ - ; x), h) (—l mt - IOuZ) (% m* o+ 10a2);

. 11 11
i = p? — g2

( PR ) ( 12
K} €0,3p2 - x'v%) (0.3p% + x*%), 1 (0,5¢ — 0,08p2*H0,5¢ + 0,08pic*).
E a) (2x — 3y 2x + 3y), b) (8a?b — 9y (Ba?bh + 9¥°),

P ast), D 0Im+ ¢ (Olm - ),
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&) (10m* — Tp2")y U0m* + Tp2y). d) (l 1) (% iy 1),

el (2 mé - ]Ip’y“) (—2 mt o+ llp{p-’),

£)(0,7p" = 0,675 (0.7p" + 0,675, @) (009" 11ei) (009 1 117z,
hy (2x — » — 992%Y) (2x - v + 9p'x"), 1 (et + 3u— 12000m2 + 3o+ 1207,
sy 20 - 070 (86 2¢ + (1.7vY,

K) (Bt o+ Tpt 4 65 (8m + TpY 6x1), (322 + Sx pN) (327 Sx o+ M),
m) (4p* + 3a BW4ApY - 3a + DY), nd (18a 27 4™ 18a 27 1 4a').
n) (xy oy o Zu + by dxy — ¥y — 2a - b},

o} (— — f o 2 .'1) e X + R z 3).

L2 4 12
a).x(2.x + 2% D ) 2lyx - 5 Gex o+ S ) 6a'Qa + 3 (a3,
d) Sx¥Uxr? - Am) (xy? 4 Amd), ¢) 13pcHhY + 200 U — 20,
) e (m?n + 5) (e - 5), g) (e + I D) d 1),
hy (m*p? + 4) G?p + 2y (m?p - 2, i 2xat 1 9"y v 3 (e 3vh),
P5midn 1) (2wt 4+ D2m? - 1),

k) ai(i- a v 0.1) (i a - 0,1) (% at o 001).

(6] @) (e + 420 B (x  SH. O lc+ 92 D 2b - 3 el oy 1 D
i} (26 - 8)7, Y (10 4 B¢, h) (3mtp - 5x%)7, Dilx + 3+ 3ph,

J)( Ko ayt) L 02 05 Di2a S 6wt

d}{.,\ VS x+2, bila - Tita 2 oy S) o+ 3),
d) (e + 5) G 4), chle - 6) (¢ - 4), Nix + iy  18),

g (v + 24) (3, hy (ot 16) (a? - 39, niht A2 (prt ),
P lm® + 15) (m* 5), kF (¥t B (6 = 2a),

D' Teatiy! + 429, m)(3x - 7)) 3x 4h

n) Sty ) (ay + 2), A (Ta + 10 {7a &),

(8] 2ot Dita+ 3, BGE D 3, oGyt Dix 2
d) 4y 3y + 2), e} (3m — 8) (2m 1}, 0 (7p + 2Y(p3),

g) (3x7 Py (' - 12), h) (Sx* + 3) (x* 2}, 6y 5) Lyt 4 2D,

Pldm? 3phGm? - 3ph K Bad + 3p) (aF 4pS), Dt 3wt (et Sut),

@ a) (x + }°, b) (i’ - S), ¢y (2¢t - 1), dy (- BY Gm® 4 2}
e) (b — )y — 3), D -6 by 4, g) (P + 10) (o - 4),

hy (p* + 12) (p* + 5), D 1 25), Y (2a - 3} (a - 4),

k) (2t - Ty (3 + 1), D0x™ - 3 (7 4

10 a) {x? 4 2 (x - 14y, b) (46 - 3a¥), ) (3y? T + B,
d) G Aply imt - BY), el (2x*. b (2xt 1146,

() (b7 + 6a’WbH' 24, g) (5x% 4 67, h) (a' 6hy (a? v 4b),
i) (By7 = 3N e = 2p e+ 5pf), k) (5% - 2x%) {p" 4 Sx4),

] wsxc bt Dx 6 bl ayiy 6) (v 4), o 12ab’ (b 4 h 1 2k
d) 3netn (2m o n)d, e) G6xy (2x + 3)(x  4), M 8hic (3 [ (2¢ I
g) 15807 (3d v 4) (d 2), BY 10830 (Sm + 30 (e 4),

D 7xiy (2x - 37, PN 2atbla’  6) (a? + 4),

k) 66t (¢f - 4) (& 2), 0 B2 (d* + 6) (J* — 2),
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m) St (2Zmt 9y (m o+ 1Ym0, n} 6p3gtdpd 4+ IN2p? - 5),
Ay YoctyHx?  6y) (x4 3y, o) —12a°bMah + 6K - 12).

Epigrafe 7

[ ayta 130+ 5. b)ih -2 - b+ 2), &) lx+ 2) (s 24 3)
dylc  Dle+ INe + 2), e) (x4 1¥x + 2), Dlm+ 3¥m &) (m o+ 2),
g)la = D lg -2 b= 2Y{b - b+ 1), iy - THx + 3 - 2),

PN la + 1) - 214 kK)YSm + 1) m - 1}y Gm = 2030 1 {z - 1Mz « 2}z + 3),
mb iy + 1% + Dy - 4, n{x + 2x — 4).

alle + d x4+ mh b la + H (» - 2), o) h + ghld - ),
dy{h - x)la dlelx - b d - w, el tm + 2) {p + 3),

NQRa - 3+ 85), g) {x + 2) (x - 3y,

h) (da + 5)ix ~ 1), i) ix - 4)4x% + ),

P2 $X3am 280 0 (5 - 20267 - 3am). K (p + Ja) (42w,
Dlox? - ) 3x - 0, 0lyt b6x)(y  3x),

m) (v 32y (54" — 2B o 3z - wH2h  S5a), n) (1 4+ XNl xivz),

a) (a* + ShMa + 20a  2) o) (Zax — D2x 4+ 2x 1),

p) (e + 2H-3a7  SHH o Ca 23’ + 568 o (a + D03ar + 50°),

) la + bx vy + z), ) {x + 2pdx? z 1)

aldx + 3 ab(x v 3+ a), by {2a 1 49w (2a - 1 + 43),

¢)(3v v 5 83y + 5 + Be), drop 7+ G (6p T - 9wy,

el (dx Sy 2y 04x + Sy + 2), DOOp + Ta + 30p - Ta 3y,

gl ox oy 4 T2iox + v Tz, h) (Lla? + 2a + 9Ya I Lia + 9).

D (2¢ 4+ 5a - 3B 2c  Sa o+ 3D, Vv - 6u 4+ 4xHy + ba - 4x).

[l @ x - 2+ 20 @) B)ta 1 IMa - 34 Tx) e Bm - 23m 4 2 da),
d) (Sa? — DUSa? + b - la), e)iip - DQp + 3a'p + a'),

D2 + T)Womr 20+ 7), 2} 3 5) (a + 28), h) (x  7H3x? + 4a),
Dix - 3x + 3 4dbo(d - xWda x - 3), DS+ 260 (5 - 26 4 2m),

k) 3y 5 - 40y 5 + 4x), D 2xT + 3+ 5xW2x2 ¢ 3 Sat),

f
m) (; ) [ G ) O L O )

A (2¢?d 3 — Sy (2¢%d - 3 + Smnl),

Baye sxo+4 70, vy - DL x + 6),
O (y o+ 2y — 20 GBy? + [ = 5p), A (S 0 D (2p 5+ 2,
e} (o SH(2x? @ - 1), D lxy - 208y xy - 5), @) Gu Badm + Bu + 4h),

¥ 2 . .
h) (9 I (’ sy - 3+ 7). )2y - Dy s 3 - Sx),

P2+ Dex - x4 4), KY(2p 1) (3m? + 4},

D3pt 4 2209y - »* & 3z), m) (3p - 5 Ga + 2pW3a 2p),
n g 229024’ u - 2¥Y), n) 3a? + 203a* - 5 - 8h),

o) (3m - ay (Sm? = 3m + '), p) (20 - 5)(2a -~ 5 - 5b).

Epigrafe 8
2h! 4x 5 | Bla + b)
m a) I ) v)o- E)



Im? , 5
n cHIN R O IS R
=y (x - ¥ 4 5 xy?
3 _ "2 2
QO - 4xy3(Sp m}1 b ScHm? + 2!1)-
3 16
m - m 6+ 3x ey
2m¥m + 6 3x)
1 y
a)m, b) a+ 2 c)i, @) mrJ‘ 2u+51
Xy d 3 mo- 3 2a 5
b - 0 3o - Ix? .
N b g D2y Doy 3y e
b+ 3 4¢ + 3 H -0 x + 13 x - 6
2 - _ b
0 4 + 7 ‘ Xt 5 Cm (a - 2)(4a? + l)’
at+ 9 2x 4+ 3 a - 10
xUa v 5) L 3x s 2 22y - 1)
ada + ) 2x + 7 2yt 4y
) 12x " by la INa + 3) '+ 4x
x - 10 (2a - SHa + &)’ 2%t + 3
f ¥+ bx Ly - 3t X 4m_n
vo- 2x 6m? Oy 4xt + |
: 03 3 1S Pyl
_L)x+4 f?l\.LHIi‘.d} i o u+.1
2atx be - 2 mo- 2 i k! a 3
p2e 1 y L r Ay s 2T
ab - 3¢ dx + y - 5 Inmi v x4 2p
-3 - g LS
E] ) x-3 a b) v -2 ‘ ) a o+l ) o+ .
2xt 4 ¥+ 2+ da a - 2 I 3y
__aixs vz2 o b3
@l + 2 - 2m oS5 : b
2y 1 9 X .
3] w alx - b IR o) 2h + 7 2x @) “5_+8
a - 2 — x X - 4 x — 3 3 Z o+ oy
e) Xod 1 1) d+4+2p. g d+d v 2p ) Ax 3 dn
Sa t 2 4 + d - m m—-4 - d Ix -5 —
h) Sx - 3a 6 g 3z b - 4 20 - 3 - 4x k) 4 + 2x +__§_
2x  dua + 3 z2 — 20 + 1 2t 4 x - | 1
D a8 m) _,.,_.__)‘_:_(_}__1 n) _5.}:_7
x - 2al + a+ bt o+ 7 RO S |



4 1y g 2 3 Kl
[6] w _5_‘_' b) — . ¢ _”’h’” VR D e _ﬁs,;’f_m‘ . b’
2b? 4 2la*n? 2z 2a
3 36X I2mn (¢ — 4)
g) ——— h} = e ————— e
a-b x 3 Sn - T 2l + 3)
) Sla + 6Ha - 3). i ] .
VoaX2a + 1) hila - 20 + ¢}
- 12 352
I TR SR T S LR
6 x -3 v 7 7+ | b - 4
2 . ] -
) 8d2¢ - 3) -t Ib(h + 6) ' h) (2x + pM2x — 3y
a4 - 2 4a? Iy (x  SH2x )
! ) 3
N _I___‘ i) <y %E{WLS) D Smn (5m' + 2,-?)'
4at b x (2x%F + ) 2n o’
x? al  5H?
m) —, N} = e
2y Gud3ad - 4bY)
] A I S ST S U L N S b
2m 2x + 3 2x? 4h?
5 ) -3 ,
f) dexs  be #) oz hy 0 Imt 2
la y 4
T 1
ya_2h_ S TR A A L
4p - 3 o+ a - 4

_ 6 - _ 1 - by
O] a ___)’_+_?___l b) L. 6 - 2m o) b-5 4 Xt 6}1

v+ 2x B z + 4 6¢? 4x + |
2 - | - 4b ol o+ 3d - AM3d - 2) 3t a - 6
. n . g ———, h)
albh - 3¢ 2x — 20d + 4) 5 - 2x 2ab?
2) (3x + 2z0x - 2) bl {x — 20x + 3b - 5)
(x* + IS X (x  SH2H% - 1}

Epigrafc 9

(0 &) 72, 61300, o ax'p,  d) tx'z42 ) $datht,

f) 240d* ¢, g) dmin (m + 4}, h) xylx + p), V) oatplet + pl,
PD3gi(a + 3, kK¥25220(z - 1L D26 DAL+ 5L m)ala 1),
ny b b + INh - 1), Ay 4at{x - 1), o) {x + 6)x - &6)x 5),

plim o+ 2)¥5m - 2, g)lx - D)2x2 + x + Dx - 30+ Dlx - 36 - 2).

m ) bx? + ay? b S5m 2nx dmxy® + 6aix? — ba'y
a) - " .

y 22 :

+

ah? 1552 12x3y8
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2y + I 7x

det 20 9 6r + 205 - 5rs

J¢? : 3
g St et ] f 2
127 10x2y I6c* 24rty
h) iy + 2xy? + 129 + 10x3 0 V5ab? + 450 Yg + dab’
30x%? ' 72ab3 '
i alb - 27h - 20 © Toced*y' - 14ty — 2d% — 15d¢?
90a’h? ' T0c e y? ’
b ox* Tx + 0 Sat — Ta 2 2yt~ 12 5 52 + 13ma + 8m
2x(x + ) {a — 20 yiy & 4y mIm + n)?
o) 15x1+ 30x + 16 —L6x? = 9yt 36b”  8lb + 28
' Ix (Ix + 4P 12x) Ib(3h - 512
Tz -26 al+ ba + 42 Gy! dxy . 4x?
(z-Wz+Dzrd) (a—20ag+ 305 o) (3x+ 20Mx+ 3Mx )
2 o 1 :
Gl o 2x? + 3x 4 12 Ja I7a+l2‘ 2b 1h + 19
xtix + 3) 2alag + 3a -1 (b + 5)Nb - 5)Wb - 3)
3y 2
@) 13y + 3 ‘ o) S5x 19x + 16
v+ Iy - D2y + D) (x - 6)x  S)dx + 3)
22+ 9z + 1] 2yt ¢ By + 24
(3z - Dz 42z + 1) (3 2Ny + SH2y + 3
4?2 0 28x + 25 Ja? + Ba - 6Gub
fa + 2X2m 3 (x — 2ix? - 3 (@ 2Na+2 -8
0 2m* 1 7m - 3pm Op h - at - la o+ 22
(m = 3 v 2)3m - py’ {a + D0a Dia* + 1)
Ja? + 130 - 8
m .
4a ta + 1)a — 1)
@ al —2”—-— b) ., ¢ x ¢ 4 Y ! . e) x 12 .
x{u x) X v Ux - ) x -3 x (1 - x)
3 — - y 2 -
P B O B Jab + 3a - 24
a+ b X =y X+ 0y {a + NHa - 5)
_ 2 -
DX 0 207+ 27x -5
(x + I)Nx - 5) a + 1 (x - 1dx - 2¥x + 5)
X+ 5 4
m) ) —_—
(x  1Mx + 3 xtx - 1)
- 2 : . q '1 X —
a) S5 + 20 + 14 ) 9 10a + 3ax - 5
(b + 6)bH  6)b + &) (g + 1)2a + IXa - | + x)
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-15y* - 9y 15 d it + Tal - 1la 16

4y - Dy + D2y + 3)° (@ - 20at + Da* - 6
o) 2xt + 2lx - 8xy 4 -~ 23y f) Yuz + Tz - 6u + Jap - 8pz  2p
(x + Mx - 4 + Ipix - 4 - 33 (z + 3pXz - 22Xz - 24} '
Ej ) 1842 + 13a - 4 24t ) —9x
( T T e e e , B C ———— B
3a Hu + (a0 + 2Ma - 5) (2x  Tix + 4)
2 _
@) _Sh + 154 10 el __m_} ~ 0 Ju .
26l 2) 2c (2¢ - §) {x + 3Ix - 2)
g) —?\——L—I— h) 6a - 4h.
2x
2) X +y . b) (x + v+ zix + » - z)_.
xy3x + y 4 3) 2xy
Epigrafe 10
[1] a) 2, b)-9, ) N.S., d) Indeterminado x . IR}, e) 3,
DS, g 05 Wi D02 s ow .o 1
2 27
[Jarly-4 ©0y 8 o5y 5 d 1y35 €0y 8,
YT Vil 1
f) Y - e, gt -l y 5. h) Ty . Ly 8 NS, k)INS
3 3 3
on o N .
d) v = i/ L S . V.. S R B AN
n C'M Qar 2h¢
3 4
Mo - = b4 05 ONS. 0, D2 g - .
PA 9
B R, x20. x2 11 ) =3,  NS. k-4 Dx=-2. mb5
13
5 .
Blae. w15, o, d)=4;5=. SRR TR
g -2 h);z 5} iJ;l;--I—Q-‘ j);za—i},
k) 3 3
k); ALK } b1y
2 2
VF‘ . ) 10 -+ 4
6 wz2,+«1, b+ Sl O xR L@ #VI0 2l e NS,
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Epigrafe 11
[1] s.

% 12,

3| R—48; G—16.

@ 60.

F—60; A—45.

(] #H—27: v—21.

I:I Ano anterior: 17 031; Afio actual: 51 093.
I:l Afo anterior 75 000, Ao actual 8§85 V00,
9] « = 967 f = 842,

30¢y 1509,

I"Ano: 85, 29" Ano: 125. 3¥Afo: 210,
80°: 60" y 407,

Marta, 6: Caridad. 5. Ana Lilia. 7,

104 en cada lado mayor y 52 en cada lado menor
B4 esie ano y 63 d anterior

631 en ¢l mayor y 42 en ¢l menor.

1988: 3.8 ha; 1989 5.8 ha.

JUOO km/h y 500 km/h

E FEEEEE SREEE

2—9-- dias.
11

E]

i dia.

5

21 min.
9

3 )
J— min.
7

3 L.

2—]— L.

2

14: 100 10, -14.
12 0 %,

-5 805 8

13 -12 0 12, 13,
10y 11,
-5:-30 3 5.

14 v 16.
-4 09,

EEgfgREn B 8 8 B

o]

9

oc



&
|

% o1ls

8o -2

Rase: 12 m, Altura: 16 m
Largo: 20 m. Ancho: 14 m.
2l my 7.4 m,

Bm: 15iny 17 m,
16 cm y 20 cm,

2E8 &8 &

90 cmy 12 cm.

19.1 hy 20,1 h.

Ancho:4.0 m, Largo: 12 m.

Altura: 16 mm, Basc menor: 8.0 mm.
Ancho: 8.0 dm, Largo: 16 dm.

160 m.

1.0 m.

FEECE 330

Lpigrafe {2

Mwx=2 Bxz= 6, dx< 10, dxz= TI‘ .
e)x < -7, Nx=3 ghx= 2, hMx-<1, Dx= 2,
25
N I—I K)x = -1, x> —
2 6

Wx>4 o x< 0, bxz=8§ o xu 1, )-8 xe 2
d) -6 = x = Iz .o xR, x5, Dox - ; . EY NS

d

hy xelR, Dx < -1 o x=13, j- (l) < ox 02

b
k) N.S., 1) x .- T 0 x < -4, m)xc IR,

nx>4 o x < 4, n) | = x < 8.

alx_'_‘-;4 0 x < - —i—, blx=l2 ¢ x=0, ¢clx>5

3 .
d)x < 2, e -4 < x= 3, f)x';’g o X = -2,
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glx >3 o -8 < x < |, h)——‘}- < Xx << 4 0 x < -3
2

Dx=>2 o 4&)(%—2—‘ PO < xss3 o x < -5,

5 12 5
k)x>3, l)x%—s--, m)x>7, n) N L x < 4 xz2,
N . 4 5 ‘ 5 2 1 2
A)x < — ;xg——, OJx< - = 0 . =<x< - — 0 X>>—,

3 2 2 3
p)xé—Jo—Q-ﬁix&;tL q)72€x<;— 0 x < -5,

) - ) 2

e =>60-6 < x< 3, s)x = -y xg— |
th 2 x<<4 o xr-:-;—, u) -4 < x < 4,

Epigrafe 13

2
II]a)x:S;y:—l, b) x = - o= 4, c)x:-Z;y:?.

il
2
dx=-Liv=6 ex=02iv=-4 Dy=-04z=-02, gx= lLy~-2,

=10
hyw=-4w=>-2, il1= ;ﬁ ss=1, PxclRyy= 4)(--3

16

KYu=4wv =-5 DNS, mlx=0y=-15 n)x-= e ¥ = 30—

3
I
A)x =6;p=30, olx=2,yv=13 plx=—7y=—

2) 30y 18

37y 2.
e 1
8 y 4

(5] 15y 10.

(6] 2sy 20.
H 1200 y 800
Circulo: 18, Estrella: 22.
(9] Mario: 42, Alexis: 24.
0l Hembras: 120, Varones: 101,
|:| Aprobados:; 32, Suspensos: 6.
|:| Pelota: 40; Matacion: 30.
[ 36 de 5ty 44 de 7t.
] 1875 miLd 28% y 312.5 mL d 12%.
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a) 2---19? ta 96%:; 2 1—‘; ta 70%, b) Imposible.

375 L al 7% vy 62,5 al 3%
66.

54,

25.

67.

54,

45 m/sy 3 m/s.

Hombre: 3% km/h; Corriente: l-—12- km/h.
Avion: 225 km/h: Viento: 25 km/h.

6 m/sy 4 m/s.
8 m/sy 7 m/s.

D& & BEEREEE &

Epigrafe 14

Lo
@ (o ) PRI 9GnD 0L,
Lo ‘ L1 3
= o o ). D {-4-5:2), 21, — == J,
o5 vy ) 0 @20 (S )

) (45221, €25 2ol k)(;— L0:3)L D (51005, m) (4 K1), n) (3:5;2),

@ ez o (] <) ol g 2).
d) (i‘ ; ;— ) e) (5:4; ).

129 (1°°) 1 14,8%(2%) ; 9,76 % (3°").
A {75 min) ; B(112,5 min); C (90 min).
lLa llave A en 4 h. lallave B en 3 h y d desagie en 6 h.

8,7y 4.

[4] $1,30 (melon); $1,00 (pifia), $0.30 (aguacate)
EI Norma 20 h; Caridad 30 h ; Moraima 50 h.
[E Fermin 20; [.ecopoldo 25; Jorge 30,

[71 60 ($0.15); 105 ($0.20) YO ($0,25).
720,459 63",

(9 293.

i@ 753.

] 325

2

3

14
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Epigrafe 15
m a) (1:2) , (9:-6), by (4:8) ; (- 4,-8), ¢} N.S., d) (4:-1);

(3:2). @i DEO, WG D,

h2ed (<o - A1) aNs. poen. waen,
14 9
2Ly neonaes, meen (200 1),
13 13 3 3

18 lI 17 22
1 (-6, -3} —— ay (1, - 2%\ — —1}.
1 6 ) fi) ( : ] )
Ejercicios del capitulo
0w ¢ v:ci7. bBYAUB = xR ; xz 2

AND = xRy 1.8 < x = 435 BN C = jx ¢R: - —l X < 1/52

AVR = %xﬁ"li{ A i BVC=ixclR . x = l/g?

DVA =ix«IR: 43 <~ X = 6f; ¢) uniones 6. diferencias 12.

aDom A - x=R*, ycR ; Dom 8 : acR V3], heR\ -4 0],

b) 45.4; -48; - 7.52, c) -665 ;524 272612,

a) x? - dx + 2, b) 2x* - x? - x - 4, ¢} Bx? + 1bx - 6,

d) —4x} + 10x?  16x + 6, e} Sx? - ldx + 12,
Dax? — Tx* + Tx 7, B -6x 4+ J0x? - 1lx + 4.

(4] @) 3a2 - 6a + 8. bYH2+ 8h - 12, <) -llx + 17, d) 9

a) cociente: x? + 4x - 10 ; resto: 13,

b) cociente: 2x*  2x - 4 ; resio: 14,

¢) cociente: x¥ — 2x ; resto: 4,

d) cociente: 2x' - Tx* + 21x 58, resto: 172,

a:l?,.

a2y D+ 1 b)(x+ 51{x -4 (3= ch
dy (v + 2) (3x - 7). e) la - 5) (2a - 7),

Ox? ¢ 4 (x - 3 (e + 3), g) (dx? + 5M2x' — 1),

h) (2a — 3 Q2a + 3) (4a? + 1),

B abix+ 200 ta 6, B G5x - NiSx+ 3 3a),
o) (m — 4 + 92 (m 4 — 9, d) (x - 53 (&2 + 1),
e) v - 2Y (v? + 2y + 3}, 0 2m + 7) i3 - 2m + 7).

3y + 8 3y - 8 Iy - &
a) el p) e o) L2
Kl v - % 3y 2y — |
Lo 4x(x - 3).
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a2 . _ o _ _
a) ox? + 37 x 8~ b) 14x [5ax — 3lx + 14a - 2
Ix(Tx - 2 (7x - 2V (7x - 4a + 2)

Ix  16a + 8 + lax
Ix(7x — 207x  da + 2)

H

@a)——:z-;—, b) x = 2.6, ¢)x= 2, dhx= —%:x:cl.

A
3

4 ©5=3, ws=12 oS

d) 5§ = {—2; -2743'} .

@ 0 S=134, bs- {( , _; ;3)} oS = 3eS,

os=1(- ) es e ns={( 2 SR

@a)(lﬁ;52;73), b) (3:4:5), o (1:2:3), ) (-2:3:5),

)(— l ,— . ) (10,7:0).

il ox<0 o x=3 b) -l = x < 4
¢x < =3 00 < x=13 dly | = x=<0 0o x=9,
) S<Ix<0o0 x>3 MNx< 5 0 -1 < x= 5.

M8 o) ( 39y (2:4), b} (1669 y (-2:-3), ¢ (—; -2y
@s), o i— ;-%) y (; -,% ).

CAPITULO 2

Epigrale |
i 4
Dj a) Rl al. b)) 2 ) £ dx+ w, eba™ b,
4 x! u? b
L1209 Iy 13
f) a*tct, E) --'---i-, h) x?, i) 4h , N a+ b .
r o’ a4 - b
2 - ? .
Bo 22l p(Z22), o—1  ww-». o I
X x -2 (x + 20

0 (a + b)Y
[
WF( BFxD aF (=) av. ere DV

g) F (x), h) F (xp), i) F (4%
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w2 -2 of d é_ e)-é—, D-1, @ Il Wo3,

=

|

—-,

S’
to | e

al 50, b)Y -6, <0, 10, ¢ 9 09T, g8 h) 705
a)xi}‘«O. b} xR, ¢ox<0 dxz22 oxcR,
Dx|=2 elxl=3 hxcR, DO0<x<4 j)xeR,

_ - . - L o
B als. w7, ols., o2, o llvr. dlix+m,

1 10,
g) I/b,x'z , h) |/2.xy‘z“

g w l}; b) [f/l_ﬁ"'-, ¢) VZZ'J‘ d) Iﬁ/()“ e I[yx‘,vf’ :

1", —
0 as=l4. mx= 4., ax- V2. @NS,

c}xfll/';’i, filx=0 g)x_- +2 h)yx =3

Fpigrale 2

— PR 4 — k] 7, -
Mals. w 1/62. 13, d) ﬂ,_, e J/x?

81
1, —— i 5 N P 4=
D leor . wle s o wl]/ () vl gl
H
Y-
k) l/ 2 . woe?
a) 2 b) 2, o3 o4, e)25 D4, g l6,  hrd

1 275 5 413
3] a) 5" w117 o 10v a4 ey (= . D= .
3] ) o(2)
, . l 115
gh M 32 namtt, (- '
n(5)
[4 a)x=27.b)x=4,0) x, = 14 x, =18, dd o, = 15 x, = -5, e) x =

Epigrale 3

m A a' braVt o Ay X3 e a D) att,
, b 172
g) 272t n = )
()
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a) a’t?, b) 2a*", ¢y v, d) «*',

1 6
13 . Vion) 3, 2P ) =, k) —
—— Y31 p)§ V3 5

e) —-
10
473 12 la + 1)? 1% 178
ayx¥ - XVt bla - b, o) ——————,  d) x7VH I
d
o) 2xYE 4 Sx o+ 4xV o4 |, Dx+p
b’/_ 24— 6, - 5,— 4,—
6 al/x . M] o Ve, ol eoly L 0lx,
Vy

_ ‘ R
g) [/,x’ . ) l/4x . D 2x + 3 -2/ x4 3x .

@ a) - }l b) 22—] ) Hj—
2 54 8

Epigrafe §

(w2 w2 o % 10, e 2. D3 @ 3 h) 3,

i3, k) 5, -

Epigrale 6

i) 4,

Male. m3 o2 ole., o2 nfa, w22,

1, —

b,— b, o 4 -
n o, i)%, i 2 W2, oo, m e,
e, 015, prd

AV, BE  OF dv., el DF gV,

i

i) V4 . b) I/; ¢) [/a d) (x + w) l/‘f Py

4— 3o [
e) u?, £y a”, gl x |/x-‘ , h} x I/f,x_v . i) (e + B [/uh

— ¥,
DAL+ O [ eatb + o), W2+, Dtz |z,

4 - /' I 4/'7
myab [a . wsdx-2. o 2P Vo
Ha + b)

x? ¥
p) — —
z z

h) V.
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1 5 —_—
@ o4, v} 12sa. o9t )V iexiy

31— o—— 1 4 —
o [/sab . 0V ixat, @ % ax’, w20 + 0

y—_
D @epr@a-m. ple-y. 0]/ 2 ‘: ,
a - D
‘1) 17(.?'}"+Jl1 )

Epigrafe 7
i — a, b, b — 6, b -
A 25 Ve, w1 ear . ol X [t

e
& Ve e Vas o Ve e,

l[} — .-

kL 24 24
e) V(.xy)‘“ ; l/sx” AL D |/(x_vz)" c
14, — 18 1k, T
I/)CI . g) 1/(1!2 5 l/a" 4 l/(‘“
‘ p— 4— a 5 b
al/10 =1 = s, s s 2 o= V2

c) [s/g e V? I(/; d) |/1 e ]d/ s lyx—

Epigrafe §
y— 5,— — —
M woevi w32, o15)x. dal/x + 9y,

e (dx — Sy 626, 0lfs .o/,
h) abe (l/a; + VE + l//})c" ) iy 2x%y? r/l: Y [/x

k)2 l/3ax . DQ2mD I/Qm

(2[)+d)l/_(i—a)l/—— W

o) ——, p) (x + 1 - Yy xv) l/x \ q) 2x1y? [/x .

ab

. |
N Qab - D/ 2ab + [fab - |/ ng a2
o
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Epigrale 9

Mal3. v-40. oablab., @ 3abxy., o 2x

§ e

Dxve. @x V15, wably, 03xV1dab. V108

[2 = 4 f — 1, -
K6 [/32000. Deabx [ 2x,  w [xy . w3 e,
oV 1. p) 2. @loo-41/5. 07-4/3.

8) 8 + 4[/;, tha - 4/ ab + 4b, ul x + v, v) 6, w) 0,

@al2. oo c)3'|/—§. dals, ot V.

: b
i - — 4 -
0 l/.x . g) 4” I/x . h} [/I(} , i) ; l/h ) i) _; |/|2
7
n 4 b2 [ap— "
k} I/:— Dal/ab’ m) l/jx‘_vs ) n % [/ 232

. ~ o e
o} |/ 32xv . My o+ I/xyl . a1+ l/l—
X

¥

Epigrale 10

- 4 s § ——
- ) 2 1/21 Xy a I/.x,v‘ . [/ 8x'y
a2 sl . o— ) el
a Ty xy? ¥
6 . — i
/3087 x° l/3(.x b [ﬁ( X l/v” ‘
f) oo . g) s h) ———- iy ————
Ix x — 1 b¢ y?

. n 7 3 -
P — K1+le, D ﬂ__f__,l/_'__‘ m) 2 l/? ,
-x.f! 2
afZl/ab + b e+l —x -1 73 + 3
n) o) - S
a- h X 23
X - l/x2 -y
qQ —M——
); —_— .
— a+ l/a2 - x?
WX s xy W4 a3 @ —
¥ X

x} 0,
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X = 2[/;1’- + oy

@ - @ - Ok )

e) f}
X -y (x - ba ~ x)
g) 0 h) 9
VVat + b
VT
Epigrafe |1
Ma)s=18, bS=8, as5=2, a5=4 e) § =
)S=16, g S=1i6, h)S =6l
DS=1@1, pS=i0L KkS-= {-l;—},
1)S=%—3-}, mS=6. nSs=p,3
1 :
0) S = 13}, p)S: 2, @ S=i2, 0Ss-=p
$) 8 =+4,0 s=13 wSs=1{9
v) S = {3, W) S =1{2; 27, x) § = |5},
YIS =14, S =0
AS =L bS=4, cS=1{6, dS§=Ill,
| .
e) S = ; i } DS=1i3, g 5=l
BS =13, DS=il,  )S=is)
3 /= .
2m?
Epigrale 12
m a) f=1lx;y):y=2x; (x R},
b)f: i(x;y) v = 2x+ 5 (XEIR)},
cdf=i{x:» :y=xt-2 s x = R,
d) f = {(x;v) = - ekeRl
e} f=ix sy = x? - 2x (ke R,
“f— {(X;}’) Y = —I- - 10 (xeR* );
X
{ 2 )
g f= i(x;y) R ;(.xe'IR*); ,
X
h)f:{(X;J’) :y=3 3x;(.xc|R*)}.
X
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[] a) funcion inyectiva b) no es funcion, ¢) funcion inyectiva, d) no es funcién,
e) funcion no inyectiva, g) funcién inyectiva.

Epigrafe 13

a) A, E, G, I pertenecen y € resto no;
b} B, D, H, J pertenecen y € resto no.

i_ N
ala = 3, b) a = 15,625, cla = —V?:i d)a = 51/5 ,

}
/'ov6 o
3 \J
) = _.._...‘......—‘ f) = e, ) [ = 3, h) [ = — 2 .
e)u 3 a 4 gra a 7 l/

a) (<2:-8),  b)(1;1), <} {B0),  d)(3;27),

I

/9 1 . i ]

- o= ). Dl -—= - —), —x-x%),

e)( ; )( p 64) g) (—x%-x
(- g —fa - DY, ‘
Ea)_f:x=0;g:x:];p:x:2, b) [ :O;g:x:l/:i;p;x:—_}_
B afo=x+1. bDf=(x-20 o y=0(c+ 3 -8

=

7] atb=-3¢=2, bYb, =0,¢,=0;b,=2¢,=-8,
chby=-2,0,=Tby,=1;¢,= -2, Ab,=5¢-2:b,=-1;0c, = 124,
e)b = -4, ¢ =6 Db=-2,¢c=-2

Epigrafe 14

[] Losincisos (a - ¢ - d) corresponden a funciones inyectivas por lo que tienen in-
versa. Los incisos (b - e - f) no inyectivas (no tienen inversa).

Epigrafe 15

|:| a) A, B, D, y E pertenecen, € resto no;
b) G, H, I y J pertenecen, d resto no.

a) b} <) d) el f
CETOS X =0 - X=1 X =-7 X -1
al h) ¢l Jd} e} H
Dominio X0 X 8 X0 X=0 X = -2 X =1
Imagen Yy=10 Y =0 Y =10 Y =2 4 Y= 3 Y =2
Manotonia| M D. m{h | M.C. MC. M.C.. M.C.
Ceros X =10 X - -¥ X=10 X ="
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|__§:|a)g(.x):l/x—2, blglx) =x-1 -2, ocgx)l=)Vx+1 -1,

dlglx)=)Vx+4 + 1,

Ejercicios del capilulo
[ a) -12. b 4—29 o2, @ % o3 na3)s .

30— — o — _
g)3l/4, h)8—21ﬂ5. D12, 4. Kk 70/ 10 - 100 V5,

D17 02 )2

2) n%i b) —313;)- o2 -6/2 183 «+ 6. @ 1—1063
b, —

3 a)l/lo:f/;:l/;, b)ls/é“; Wl/z— 01172—5: I‘/;l/;’
Ve Vs V2. alVass s

[4] a) 0,817, b) 0.408; c) 1,08; d) 10.5; el -3.14;
N 4.63; g) 9,89, h} - 0,230.

a)af a | b) 2:1[/; - ml/;, c) bm [/m - n,
}"' —
d) da’ ' x + 3y, e) —KE—EQ%Jr—l—), 0 (]/a + Dffa+ |,
2 I/J;;h |/ x? - a

i

7] X

2at - Va-1)

at —a+ 1

22 3ax. wala_-b. i

6] a f/? b) —2i/x 1" [/x +1, o

—_ - 2
a - 2/a _ |:|/ aVx - /bl/x]
, e) <Va—1%, [}
ala _ 4) a- | 0 b
— —_ 3, - —
olVx Vv, wi:, oUW

X+ ¥y

[ Vo4 -
— k)

»? 2

B

[ we w6 o0 d3 e Lo 1‘)-‘%2_.
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a) S = {3}, b} S={l}, «¢)§=14, d) S = (2,
151, f) S = {4}, g) S=13
=1, s =l

a) No es funcion, b} No es funcién,
e)f=lx:y):y=x2- 2x; xe7|

d) =y = Loy “IR™,

x!v
e)f'= {lx; ¥ :y =x%+ 3x - 6; x € RY,
D f=1lx» :y=Vx-3 xR, x = (),
9) /= ilx; ) : y = log, x; x €R, x > 0],

nwme
1

fi0l a) No es funcion., b) Funcion (no inyectiva), ¢) Funcion (inyectiva),

d) Funcion (no inyectiva), e) Funcion (inyectiva), ) No es funcion.
(1 Inyectivas b) y c).

@2 o ={(0 ) () (50}
by £ = {2, 00 (35 1 (11 3); (18, 4)),
O = {3,220 (0.2: -1 (~§10~; __; ) 0.0

d) £ = - 15000, 1) (1: 8) (25 27),
e) f' = K2, 1) (4, 2); (6, 3): (8; 4), (10; 5),
= by a); (dy o (F e) Us h); (& DL

@ a) Dom f . x> - % . b) Dom g x =IR,

dDomp ixcR, x <0 o x= 1§, d) Dom ¢q: x €R,
e) Dom k: x eR; |x| = 4], f} Dom m: xR,

g) Dom a: jxceR; x < -3 o x = 4,

h) Dom i {xeR; 0 - x < | o x & 3

3 a)(i: De ), Deg (1, Deh (1; Dep
b) No perienece a ninguna [uncidn dada, c) (3, 9ef,

d) (0.2, 0008) ca. & V2, V) 4.

D16 202 e p, g 12WE VI ep,
i o6 4_

h) [V2; V2] eh, DWZLvae,

327 e g, k} No pertenece a ninguna funcion dada,
D1; -De g (-1, -1) ep.

CAPITULO 3
Epigrafe |

m a) sen a = 0,600; cos a = 0,800; tan a = 0.750; cos § = 0,600;
sen § = 0,800; tan § = 1.33;

b) sen ¢« = 0,685; cos # = 0,729; tan a = 0,940; sen § = 0.729; cos f = 0.685;

tan § = 1,06;

3



cysena = 020, cos @ = 0,98; tan o« = 0,20; sen f = 0.98; cos f = 0,20;

tan § = 5.0;

d)ysen n = 0,815, cos « = 0,578: tan & = 1,41; sen § = 0,578; cos i = 0.816;
tan f = 0,709.

I:l sen f = 0.38; cos §f = 0.92; tan
tany = 2.4,

0.42;seny = 0,92; cos y = 0,38;

Dsenﬁﬁv—zz; (:os,(iz—l-/zi;tanﬁw

—

(4] a)cos a = 4/5; tan a« = 314; sen fi = 4/5,

b} sen # = 5/13; tan § = 5/12; cos a = 5/13,
c)sen a = 4/5; cos a = 3/5sen ff = 3/5; cos ff = 415,
d) sen fi = cos ff = _l/_22__; tan o = |

D cos o = 12/13: tan a = 5/12.

sen fi = -l-/-} tan ff = —l-/-g-

m sen = -ﬂj y COS = -_Iél_g_
S [T
3/ 205 14}/ 205 3)/ 205
COSs = — -1 5€ = e KGR )?: SRS
@ Y 705 sen y 50 sen S
14 |/ 205 3
cos fi = '""-'265——; tan ff = BTy
|:| u=20cm.

[0 ¢=50cm:cosf =060 tana =075

58 58

L] #=10cm; cos =083 tany = 1.5
[1_4] a = 3.4 cm,
i a=b=2Xcm sena=071;¢cosa=071;tana = 10

Epigrale 2

2 2 -3 313 2 1
(1] a) L& b) l__l/_ o) 1w M
4 2 2 4
o N2 g1 o3 o _aye op¥E3
2 2 6
I - 3y2



6 + V3.
@ 6 W13
4 27
[6] #,= 250 N, F, = 433 N,
I =306 N; F, = 265 N.

8] ay2. n -3—5—221/3-. ¢ 2/3. Al Y2

@l a) x = 9_4_-_1_/1 b x = V_f’

. =

3 12
() a»Si, b)No, ¢ No, dSi.
a) 513", b} 352% o) 75,19 d) 45",
I:l 4) sen 35" = cos 559 sen 609 = cos 309,
b) sen 5% - cos 75": sen 29,79 = cos 60,17,
¢} sen 517 - cos 399 sen 79,3 = cos 10,79 sen 5 = cos ¥5%.
alt o o= 607 bla 2 52,57, ¢a =750, dya=677°, ¢)x=77"
fx = 732, gbfi - 452 h) =90v i)y =529

I:l a) 2sen s. b} 2 cos x + sen x, ¢l 2, d) B S

Epigrafe 3
1 a : " %5 b) tan’a ; J:—;

@ o —— w1 ol

Epigrafe 4

I:l a) 0,2419.  b) 0,241%;, «¢) 0,6745; d) 0,0523; ¢} 0,2588;

f) 0,0699, ) 0,9986: h) 0,9999; i) 0.0122; j} 08211,

k) 0,4586; 1) 2,006; m) 114.6; ti) 0.6574; A1) 0,2198:

o) 0,143; p) 0,815; q) 3,06, r) 0,530; s} 0,986;

t) 0,370; u) 0,018, v} O Y19, w) 0,182; x) 0.261.

E] a) y = 0,428Y; b) ¥y = 0.6574; ¢} y = 0,8049; d)y = 01167,
e)y = 4,474; f) v = 0,9391; g)y = 0.6594; h) v = 1.921;

Dy = 0,631 j)y = 0,131, k}y = 0,038; 1) ¥ = 0.396;

my = 114.6; n) y = 0, 6574; i)y = 0,2198 o)y = 0,142
p)y = 0,999, q)y = 0,229, r)y = 0,6018; s}y = 0,9063

a)x = 780%  b)x = 514% o) x - 10.8°%  d)x = 4%

e)x = 26,19 ) x = 257% g)x=449° h)x = 650% 1 x=301%
i) x = 25.3%  K) x = 27.5% ) x = 7.5 m) x = 73,39

n) x =714, n) x =69 o}x=56,3%

p) x = 31,5% @) x=359% 1)x=79.10° s)x=8I°

EI a) L332, b) 64,7, ) 0988 16,0, e} 1,34, 1) 6,44,
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Lpigrafe 5

[Il Wao= 30 Ba=30% oa=30% da =602 e a= 457
= 30%; g) o= 414%  h)a - 60% D) = 459 j)a = 309

kia =528 Na = 309 m)a = 32,99 n) o = 794,

fi) o = 46 2‘, oo = 10.6; p) a = 63.7% qla = 3239

Ve = 4489 s)a = 309 tha = 152% uba =787 via = 7339
w)a = 75.5% X)a = 53.99 y)a = 55% L) a = 42°,
a) x = 19,57 b= 5319 o= 7979 d)x o= 2670 ) x = 48.2Y
Dx = 634% g ox =503 hhx=693%  i)x 5220
) 107909, B) 09309, ¢ 105457 d) 10960007 o) (30, 0 {60,
g)® . e o @450l ) sy k) ¢ .

D {307, m) {602 nk |90°),

Ay {60%, o) 1600, p) 09y,

Q0% D 45L s) e . b 100300
@ x, = 0% x, = 7057, b)x = 41,85 o) 09,

d) x = 5229 el x, = T6% x, = 6347 D ox - 5830 @) x = 634,

hy xp = 900 v, = 70,59, i) no solucidn,  j) x = 17,57,

[5] a) 60,87 b) 3949 ¢) 7540, d) 52¢
6] @) 62,67  by6OI™ o) ¥To dy 5797
509,
@ 66"

Fpigrafe 6

I:l a) 1l a 1V, bl 1oll, ¢) I o I, d) o I, ¢l llolV,
N1olv, g)lolV, ) Hlu IV

1w, o, ol dIv, oIV,

(] aysiot, b)) No;y <) Si. IV,

I:I a) Verdadera.  b) Verdadera, ¢) Falsa

3 ]
al sen 1209 = 1/2— ;cos 1209 - - —; clan 1200 = - )3,
;’i -
b) sen 2107 = ! Ccos 2100 = - Yl n 2000 - K
2 -2 3
c) sen 3]5% = - ﬁz cos 350 - l/2 an 3150 = 1.
d) sen 2407 = —y%; cos 2407 = - —; L tan 2409 = Y3,
3
¢) sen 3300 = - l Lcos 3307 = --1-/—11-‘ lan 3307 - --li-".
2 2 3
0} sen 135° = —'/—22—; cos 135% = - _‘/_72.-; tan 135% = .

34



Vs

2V'5 ‘
[6] sen x = = cos x = —itan x = - 2,
5 5

3 _
4) sen x = VT COs X = % clan x = V3 1,

3 3
b} sen x - - ! P COS X V tan x = —K---; v,
2 2 3

¢) sen x = 1 cos x = 0; tan x no definido;

d) sen x = 3 LCOS X T -fl clan x = E ; 1,
5 4
el sen x - — i L CON X = —; lan x = — 11
5 5
f) sen x - V; Cos X - V; lan x - 1; IV,

g)sen x - O:cos x = -1; tan x = Oy dngulo axial

E a)cos = Vz, tan 0 — — W7
4 4
W2 -
b) sen & = S fan & = 22,
¢) oy f = 77“2 tan § = - —5—
13 12
B! .
dysen @ - -~ = s cos 0 = —
5
‘5 3
el cas I = 2 Dlan 0 = 7V§ ) sen = - ! slan o = - -.l./.:_
] 2 2 3
j ’ 12
@ a)eos o = & 4 slan o < L7, b) senm = + ——ﬁ; tan o = 4 -,
5 4 13 5
17 7 WS 5
c)sen o = 4£17 Cos o - 4 Vl d)eosa - -i-]éi; tan @ = F —V—
17 7 |5
21 21
g) sen @ = b e (4N @ = A,
29 20
f) sen o = + L COS o = * —V:
1/ 194 s)/ 194
glsenag = [ ——m— Cos # - L -—-— e
194 194
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h) cos a = + K7—; tanp = ¥3 i_/_7
4 7
@ AR 112 (3
SeNl a4 = —— == CO8 @t = — e,
13 13

1

i
|
Lo
=]
I

70 _
1] sen e« -.Zl_/Z) . cos a 3/29

cos @ = -0.8: tan « = .75,
7'
a) sen o = —-1/4—; Cos a = ————lan o - +t0.1,

e /21 oL

Lo = el g = e tan o = -
3 a1l

$o =
|
IS

Lpigrafe 7

[ &) x =370, byx=770" x=063 dx 67 ¢ x - 65
) x =539 g)x=28"  h)x =467, D)y - 58
PDx=76°  K)x=36° Dx=7°

a) 180° — 552, b) 180° + 379, ¢)'360° - 46°,  d) 180° - 189,
e) 180° + 859, ) 360° - 759, &) 1809 - 6. h) 1800 - 829,

) 180° + 89°,  j) 180° + 369, k) 180° + 83°, 1) 360° — 66,

m) 180° — 61°,  n) 180° + 34¢, o) 360° - 86°, p) 180° + 43¢,
q) 1800 + 759, 1) 360° — 18°

2 i 3 2 2
a) _1/2_‘ b) 0.5, ¢ L;— S S

.

3 2 2
OVi, w-l b+, p-L o -2 B s
2 2 2 2
] V3 V2
R I R A BLC A
Vo O P 9

(4] a) 0.8572; b) 0.7547; c) -0,5095; d) -0,5730; ¢) 0.2924:
7115, g) -0.7431; h) 0,4226; D -4,705; P UET0T, k) --0.5075:
) -0,8012; m) -0.7902; n) 0,822 n) 0.5867.

Bao wo oL o1 o ;- - -‘%6

il6



1 _
) 2 . b) Y6

[8] 1. ) x =757 = 157

[9) @) &, = 300 a, = 1509 by @, = 609 a, = 3007,

¢ ay = 2259, = 3150, dy ey, = 1350w, o« 2259,

e) o, - 2109 o, = 330~ o = 1809 gl a, - 45% o, = 2259,
h) e, = 1207 a, = 2409, i)y - 1209w, = 300,

Py = 1500w, - 3300, Ry ap = 0% o, = 1809,

by = 300 o, = 2002

abx, = 300y &y = 1507, b) x = 1359 x, = 315,
<) x; = 30V x; = 1507, dy xp = 609 x, = 2407 x, = 1207, x, = 300,
e) ¥, = 120" x, = 240", £y, = 307 ¢y = 1507wy = 2007 w0 3300,
gl v, - 0" oy, - 30600 hy v, 120" x, - 2407 x, 0" x, = 3607
i)y, - 1200y 0 CLLBOY. ) x, = YO, = 270"
k)v =195, 100.5". [} no solucion,
mlox, = 1308 ;311 4, nl oy - 109.5% v, = 25057,
n)oxy — 63.d4% v, o 24347 o - 1534 v, - 13340,
o)y 194570 x, 345500 x, = 4180 x, = 138,29,
p) o, w4189 x, = 13K 20
@ v, - 0 = 180% v, = 3609 x, = 2036 x, = 136,47,

Epigrafe 8

a2 b lf ) L L ) Tz & m’f
[2 4 10 12 6 9
17 in L ) o
g) - h) —; 1) 0,764; i) 1,26, k) 3.863; 11,06, m) 2,41,
30 4
3
n) 0,830, o) 5%1 p) -5-7;-(5’5-; g 0,117, 1) 1.423,  s) 1.23

1) 0,581 u) 0,147, v) 2,15; w) 0,0306.

a) 225% b)) 330v,  ¢) 759 d) 30° ) 315¢, ) 49,19 @) 1089,
h) 2169 1) 84,82  j) 53.7% k) 2774 1) 489 m) 54,4°, n) 3239
) 66.5% o) 219 p) 1359 @) 2999, 1) 3559 s) 3559

|:| 38‘20:—2 rad.

[] 10 km.

Epigrafe 9
My o ov, v, 0L ouL LIV,

31 a) 600, b) 759 ) 134" ) 155,69 ) 24.4° D) 78,5 g) 325.6%
h) 2279 i) 203°  §) 240,39 k) 31240 1) 238.7%
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., 27 4 Ia
)0, m) =5 A o) m p) e Q) 1) 0,84
m 2 3y o P 4Ty

s) 4.24; t) 0,15, u) 6,03; v) 2,82, w) 0,035,

[4] a) Si, 215, b) Si, 113°, ¢) No d) Si, 85, e)No: ) Si. 173"
|:| Se dan en orden seno, coseno Y tangente de cada angulo:

a) -0,9659; 0,2588; -3,732, b) -0.7660; 0.6428, -1.192,

¢) -0.9135; 0,4067, 2,246, d) -0.805, 0,593; 1,36,

e} -0,9945; 0,1045, -4,514; f) 0,5299; -0,8480; 0.6249,

g) 0,66%91;0,7431; -0.9004. hy 0.8192; 0,5736; 1,428,

i) 0.6691; -0,7431; 0,9004, i) Vz-z— l/:_l_ 1,

2
k) 0.4726; 0,8813; 0,5362, 1) 0,7986; -0.6018;, -1,327,
m) - -l-/-zz Lj -1, ny 0,9455; 0,3256, - 2,904,

i) —0,1736; 0,9848; -0.1763, o) 0; 1.0,

p) —0,4226; -0,9063; 0.4663, q) 0,790, -0.613; -1.29,
r) 0,751, 0,660; 1,14, $) -0,932; 0,362, 2.58,

t) -0.818; 0.575; —1.42. w) 0.266: 0.964; 0275,
Vi1
2 2
x) 0.588; -0.809; 0.727, y) 0: 1; 0.

TN

v) | 0; no definido. w)

[6] a) - --i/—;—; b) L;— V3 d) -K;—: e) - —l/—J—; f) —V-]—

2 3 2
g) - V3 h} V-% i) 1/22 j) —0,9848; k) -0,837; 1) 0,0699.
2 - - 3
a) J/m; b) L ; ¢) V3 d) -V ¢) 1 M —V-"‘:
2 2 2
V2 LoE
g) Ey h) 0; V3o P13, k) - 0.724; 10651
Epigrafe 10

[11 a} No, ©) No, ¢ Si, d}No, eSi. D Si, g No, hSi
i) S, j)Si.

7 3
2] ayx= = ¢k ox = SF 4 2kn b x = 5 4 Zkmox = =L 4 2k
6 6 4 4
¢) x = --§E- + 2km o x = -?E + 2kn d) x = 025 + 2km; x = 289 + 2km,

e) X = 324 t 2kmx = 6,18 + 2 kn, ) Noexiste x, g) NO existe x.
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[] a¥si, b)No, ¢ Si, dSi, e No, 0Si, g Si, h No,
HESTE T

LT_I aA)(2k+ D=, b= i-:— + 2km, ¢lx = % + 2knm,

2

o |3

+ 2kn, e) + 145 + 2kr D+ 1,33 + 24&m,
g) No existe x, h) No existe x.
@ a) Si, b) No, c) No, d) Si, e) Si, 1 5i. 2} No, h) Si,
i} No, 1) Si.
T 2
@a)x:z+km b) x = k=, C)x:TJrkrr.
d x = 0926 + k=, el x = 0,21 + kn, Dx =513+ kn,

a) 0, b) I r;l_/i.

[8] @ v Vi, b)) -2 - M ¢ LE,' N
4 2 3
[ . LAae
24
5
E al x, = I X = Az b) x, = = X2 = _f',
7 In
C) .X‘, - :‘ 4 3 = “--‘iE- d) X'l = x‘z =ML oX, = -mim
Tn 11 T
) @ ox, = 5 ¢ 2km x; =~ 4 2kn,  blx = - 4+ 2kn,
6 6 4

clx = + ir— + 2km, d) x, = kn, xy = z + 2km.

a) R, b) R\ x = km ke dl, o Rilx = km ko 7).

Lpigrafe 11
[]a) No. b)Ne. ¢S, drsi e)si, N9d, g No hSi 1S
[Jay9:x=0 B Siix=n oSiorx

mox, = 0 xy =,

ool

dy No, «¢}Sii. =-12m 0, DS;x =0,x, =mx, =21
(3] a) positivo, b) ; < x < 0 negativa; O <* x < positiva,
¢l n = x < 7 positiva; n <2 X < 27 negativa,
3
3 . .
d) 7” = x < -z positiva; -z < x < 0 negativa,
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e) - = X <m positiva; » < X < zn negativa.

" . 5n .
) — < x < r positiva; X < x < 2x negativa; 2m <7 x < ey negativa,

-

. 5 .
g) = x < ¢ positiva; # < X < —f negativa.

A MR ro b

[4] a) maximo: 1 en % : minimo: Oen Oy m,

-
-

o . T
b) maximo: 1 en ; minimo: -1en ——2 ,

2

¢) maximo: | en — ; minimo: -1 en - I ,
2 2

d) maximo: 1 en ?%r . minimo: -1 en - = |

e) maximo: 1 en 5-29 :minimo: -1 en %ﬂ ,

f) maximo: 1 en 3T ; minimo: -1 en 33” ,

. , . 3

g} maximo: | en i y or . minimo: ~1 en T,

2 2 2
i

h) minimo: ‘1 cn - —
2
EI Se dan las abscisas de los puntos de interseccion.

a) x, = —g + 2kmy x, = .23.”_ + 2km,

3
b) x, = Z + 2km ox, = —-—?E- + 2km,
4

¢t x, =075 + 2km x, = 2,36 + 2knm,
d) x;, = ——- + 2kn; xy = —75— + 2k=m

Epigrafe 12
[Jwsi, BsS, oS, d No e No fNo 9, h No.

3n , T I In Sn Im
2] a¥Sii- — =, ISk~ T o) Si-— ;= dy=,; =—,; =
& 22 2 2 22 27 22
Sk % psp o, Ao T
2 2 2 2

a) creciente, b} -z < x < 0 creciente; 0 << ¥ = 3;— decrecicnte,
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c) 1 S x = 2m creciente; 2o = x <. x decreciente,

. . 37
< x Sir decreciente] r < x <

0 :
d) — creciente;
3
. T . ~ LT
¢) decrccicntc. ) - 3 = x < O creciente: 0 < x < 3
T T - .
E a) - —- < x < — positiva; -7 x <
2 2
b) positiva.
. o . I ) e .
c) 2momL Xl positiva: - < x <7 — —  negativa;
2 2
T

= x = ) positiva,

‘ - k! .
A0 s x pousitiva; R s negativa;
2 2 4

T In . RE R E: -

e) <’ x <7 ——- negaliva; —— <7 x & - posiliva,
2 2 2 6
3 5 . 5 . )

f) -2 e x o« e positivas S x < 3n negativa
2 2 2

[_ﬂ a) maximo: | en 0; minimo: 0 en —;[ y - —;E R

b) maximo: 1 en 0, minimo: len nvy m,

¢y maximo: | en 2 munimo: -1 en o ir,

d) maximo: | ¢en 0, minimo: -1 @i =,

¢} maximo: | en 2x y 4x; minimo: -1 en n, dn y 57,
) mdximo: | en 2x; minimo: | ei 3nx,

g) maximo: | en 27 ; minime: -l en ¢y 3r,

h) maximo: en Oy 2 ; minimo: | en —ny

@ Se indican 1as abscisas de los puntos de interseccion.
Sn

decreciente

(%

m . s . .
3 negativa 5 < x & 7 negaliva,

a) x, = 4 Yk xy - —— + 2km, bl = I 2kmoxy = + 2k,
3 3 6 6
In R
Oy = e dkmon = - 2ke )y = 13T 4 dkm g = 491+ 2kn

Epigrale 13
[1JvS. ®»s. oS, &S, s, bn3a.
l) Siix, = wmx,=00xy=m b) Si: x,

OSiix=m  dS;x = -2mxy, - -m oy = G
e)Si;x=0 NS x=-n

27, x; T -n;
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In Sr T m
Jlalx, = —, X, = —,x;, = — by x,= -—— , x; = —
Xy 2 5 3 P 1 5 ) 2
) x T In X 5= . IR X Sn
C = — = —_, = e— = — =
I e T T
k)
PR L S
2 2
RV "V S ST SO ')
’ /D TR ST T
5n Tr 9 = 13n
flx, = ==, x;= —, Xy = —, X, = ~ s
2 2 2 2
Ea) 0« x < % positiva. - < x < x negativa, n <. x < — positiva
3?” < x < Zn negativa, Znm <l x < SZE positiva. 5_2n < x < 3n negativa

T x <2 ) negativa;

A

T - n
b) -1 < x <l - = positiva, -~
2 2
i . Fis Lo T . .
¢) ~— < x << 0 negativa, { <7 x < 3 posiliva, —2~ < X+ @ negativa,

3n "y 3n , 5n —
e x <« —— positiva, —— < x <« 2r negaliva, 2z < x < — posiliva,

2
d) I oax< T positiva, % < x < ; negativa, m < x < -—?f;- positiva;
B o o T . . . b= L
e) 0 <l x<— posiliva, .. c. x < g negativa, n 4 < -~ positiva;
2 2 4
. 3 .
) - —]—]E <X < - ﬁ positiva, EUCA < -~ 7 negaliva,
6 2 2
T cos w ) .
XSl - 5 positiva, - < x< () negaliva.

[6]a) (% + km, l/i) ko Z, b) (_ZI + ks 71) ke 2,

¢) (111 4 kn; 2) ke 7, . d) (1.8 + km 4.2) ko Z.
d) (<134 + kmy -4.2) kL

Epigrafe 14
@ a) minimo: -3; maximo: 0, b) maximo: 5; minimo: 2,5,
¢) minimo: 0, miximo: 2.

B M Ir, Ix léx

5 5 5 5




b) - — 0, ——, —, 2Ig, —

3 3 3 3
X, =m x;= -1
@) x, = L ,A—-%’E-. Xy = —T x=
xs“l”%z"gﬂ’xv:jl "a—jrI

4 4 4 4

a)y:Z.Ssen%!. by v = 4 sen 41, ¢l y = sen 20 1.
T 2T
WL b= o d) 4r.

@ a)p=12n,0 =124 b)p:wsz—,uz().ﬁ; cyp = bn,a =15
drp=oroa =02
@ aly = Isen 2(r+ |, b)y = 0,5cos 3 (y 2}
lpigrafe 15
[I] alsen 75° = V—Z—ZW) cos 759 = ~l{-§u:i£, an 759 = 2 + V3

cot 759 = 2 - V3

b) sen 159 = -l/() _ V—Z—, cos 159 = _l/_ﬁ__iﬂz tan 159 = 2 — Vi

cot 159 = 2 + Vi

¢) sen 1059 = Vz—;—l/(l cos 1059 = K2—4-I'/9- tan 105¢ = 2 V3,

col 105° = Y3 2,

d) sen 165° = Vi—;l/«z cos 1652 = Kg._:l/i

e) tan 165% = V3 - 2, cot 165° = 3 - 2

) sen 285° = _l{z_;ﬂ cos 2850 = Ve - V2

tan 285° = -2 - V/3, col 285° = V3 — 2.

4 tan
|:| al V2 (sen o + cos a), D) 13 cos f+ L senp, o — z

2 2 I - tan?a
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3 : 16
Mo 3L n-t2o o3 o8 o228 p 2
65 65 65 65 33 63
a) Vi, bl

Epigrafe 16

L o -
II] a) sen 2x = o 608 2x = R lan 2x = V3;
b) sen 2x = -1cos 2x = (O, tan 2x (no deflinida);

3 _
c) sen 2x = VT cos Ix = _—lz ,tan 2x = /3,

d) sen 2x = 24 , co8 2x T —7 tan 2x = -2,
25 25 7
e) sen 2x = 3K48 cos 2x = A7 -, tan 2x = V48 .
49 49 47
f) sen 2x = il{)S cos 2x = % an 2x = 4)5.
2xl/2s X2 25 2x!
2] sen 2 = v cOs 22 = — ———
25 25
24/ 25 - x*
tan 2¢ = ——74—™ ———
2xt - 25

porque cos (%— - a) = sen a = 2 sen % cos —;— pues o es el duplo de % .

4

@d)ﬁ_ b)_l! )_ﬁ ;__7_. e)ﬁ"_zi__
25 25 7 25 25

sen 3x = 3 sen x -~ 4 sen’x, cos Ix = 4 cos’x - 3 cos x,

l—coqx l+u):,x
benf:

x 5 _4
@sun—:t——cosx:r -
4 4
l//s /10 + W5 l//;_; /10 + 275
7] sen 99 = , cos 9° =
5(..1 7 Z

124



@ tan?30v = 1 .
3

| - cos 45"

|:| sen 22,59 = e
2
3t cos x ] N
] & ——~, by , ¢) sen w.
sen 2x 2 coslx 1

Epigrale 17

na
2
d);.x -k + DI } c);x ks DT }
2 4

1‘){..».—:-"12-”- o x = {4k + 1) o x:(4k+3)%;ka22}.

[zl a) No. para x = =/4 no se cumple, b) No. para x = n/3 no sc cumple,
c) No. para x  n/4 no sc cumple,  d} No. para x = n/3 no se cumple,

¢) Si, ) S, g) NO. para x = n/4 no se cumple,

h) No. pura x = n/6 no se cumple, 1) No, para x = =/6 ni, se cumple,

j) Si. k) Si.

Epigrale 19

mu)xt(2k+l)—; 0 x:2—;+2kn 0 x:—if—+2k;r.

b).:c:E + kn o x:iﬁ—+km
6 6

c)x = kr o x = —z + 2km 0 X = i—;r + 2knm,
; T 5w kY
d) x = &nm, elx = — + 2kn 0 x = — 4+ 2kxr o x = —— + 2km,
6 6 2
l')x:fr—thox:-—z-zr—+k7r,
3 3
gl x = knr o x:—;r +2knox:-—§-ér—+2kar,

+ 2kt 0 x = 5—3”+2kn o x = (2k + D,

i) x =2k + l)—g- 0 30,1° + k-« 360° 0 x = 32999 + k- 360°,

Px =300+ &-360° 0o x = 150° + k3607 o x = 199,5° + k+ 360°
0 x = 340.5° + k - 360°,
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k) x =51,32 + K.360° 0 x=30872+ k-2360°0 x=1(2k + 1)]180°,
Dx =330°+ k-360° 0 x = 160,5° + k. 360°
o x=210°+ k-360° 0 x = 19,5% + k. 360°,

m)x:é5 +2knox=% +2knox:-§6£+2knox=5—3n+2krr,

n)x=(4k+1)90° o x=41.8°+ k-360° 0 x = 138,2° + k - 3600,
o) x= k9% 0 x=378°%+ k.360° 0 x = 322,2° + k . 360°,

p) x = 2kn, g x = (8k - 1)--:4”—,

H

rYx = kn o x =
T 4n
-s)x:k:rox:-——+2k1r0x:—T+2km

t)x = 589° + k- 180° 0 x = 121,1° + k. 180° o k. 180° + 589°

w x = 2k + 1)~-?i
4

Ejercicios del capitulo

3 4
m Siendo a el menor de los angulos agudos, sen a = 5 ,Co8 a = T
tamozz'—3,sen{j’:i,cosﬁz—3—,tan,6’:ifr
4 5 5 3
(2] cosy = 050;seny = 0,87 tany = 1,7.
] .
K]
fan x = - ——,
4
a)cosaz—i, b) sen = :—3—10, c)cosZaz—-—l'—-o#m?—.
5 2 10 25 25

a)#—2€a€2, b)-2 < a<4, cla=z=0, d)——l—igag—l.
e) VI< a < V2. 3
2

@a)x:% +.2krr0x:-T+2krr,

b) x

{l

Z 4 2k o x:s—:+2krr,
C)x = 90° + k-360° 0 x = 228,6° + k- 360° 0 x = 311,4° + k- 360°,

d)X=k:rr0x::% +2kn0x:—34£+2karo x:% + 2km.
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CAPITULO 4

Epigrale |

M a3, ®1165 15, @173, e 10
[]a)360, b)5020 ¢ 520 d) 30

[]a) 102, 1®)105, c 63,7.
[(Ja)a=6c=92y =57, bla-=486=12a=89,

) e =638;b=651 ;a=11,79, d)b=5357;¢=5254;y = 78,8°
e) b= 2943 ¢ = 26,22,y = 63.8°. ) No tiene solucion;
g)a=1329;a = 538% ¢y =3612° h) No tiene solucion.

Epigrafe 2

[]131m.

1,1 hm ; 56".

190 m .

13 km.

30,5 m.

315 m.

a) 3.0 hm; b) 82 m.
1,1 hm.

452 m.

0, 8 km

19 km

OO00O=O0=00000

Epigrafe 3

[]ap=264° bla=25 ca=433; df=7670F=1033%
e} No tiene solucion.

[]4=231°%y= 1235 ¢ = 640.

Epigrafe 4

a)y = 55,49 b = 567 ;¢ = 665, b)c =0995 a = 0,445; a = 26,0°,
a=337:c=185:6=592° dc=952;5a=502%F= 565"
e)a =332 8=7376%v=803° f)a=75%=48%y = 57°

gha = 27,49 £ = 143,19 y = 9,5°,

E] 37 em .
[3] 34,30

(4] 1,86 km .
[5] 7.0m .
[6] 327 m .
(7 411 m.

il

[#4
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12 km
[9] 36.1°.

Epigrafe 5

1] a) 17, 1) 579, ¢ 16258
Z]70-100m>; 1.5.10°m .

Epigrafe 6

Mla)o=137cm:R = 152 cnm A = 633 em?,
b){=20cm;R=20cm; A = 104 . 10%cm?
c)l=145cma = 223 cm; A = 16,2 dm? .
[Z] R =20cm;a=17cm A =99 dm? .

(3] 28 dm? .

[4] 1=220m;a=266 MR =288 m.

5] k=379 ma=364m.

(6] 127 m? .

Epigrafe 7

(1) a) 028 dm’>.  b) 10 dm? .
A =22dm?; V=11dm".
E’ 7,8 dm? .

@ 13,4 cm.

(5] A, = 37cm?% V=14 dm
(6] v = 82 cm®.

m 4.8 . 10%cm? .

(8] & 10m, b 092m'.

Epigrafe §
[i]5=-98cmA=s62cn
92107 em?.
[]30mysXni.

[4] 73°, 73%; 340, 36 ctn .

El 50cm ; 12cm.

@ 1,7 - 10 em? .

0 4=51dm%P-10m.
3,2 dam? .

2 769; 46, 580,

(K]

4,1 cm .



Epigrafe 9

[1] 16 cm? .
[]63-10cnt.
3.4 cm? .

[] 1.3 m?.

[51 1.3 . 102 m2.

[] 21 drn2
Epigrafe 10
II] a) 84 m?, b) 5,0 - 10% cm?

Q
DI:ZRsen-lgq
n

Epigrafe 11

[] 51 km.

Fo=6-0-100N,F =4,2.10?N ; 55"
[] @) 48km, b}3.9°

[4] 4,6 km .

Ejercicios del capitulo
[1] @) ¢ = 56,1 ; § = 37.4% a = 52,6% A = 7604,

b) b= 1688 =557%y = 343° 4 = 96,89,
)y = 597% b = 258, ¢=223 4 = 1446
de=667Ty=2555a=7974=1865
e)a =995 b =58 ¢c=47,4 =134,
Da=777,8z566%7y=723%A4=730885,
g) @ = 49.,6%; ﬁ = 58,80; Y = 7‘,60; A= 28,4
m I85 m .

52 cm .

(4] 49 m .

@ 26,6 m .

[6] R = 25,4 cm; A = 783 ¢cm?

L] 24,6,

(8] 15.10° 2,

[9] 4.8 km .

o 729 m .

M) 353 cm.

76 mo 1,210t m

1,5 m .

87 m? .
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a)39 m?; b)9,4 m?
1,3 - 102 m?.

32 m? |

10 m* .

60 m/s .

EREEE

=

11:55 am,
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Anexo

Tabla de cuadrados

x 0 1 2 3 4 5 6 7 B 9
1.0 1000 1020 1040 1061 1082 103 1124 1145 1,166 1,188
1.} 1,210 1232 1,254 1,277 1,300 1,323 1,346 1,369 1,392 1416
1,2 1,440 1,464 1,488 1,513 1,538 1,563 1.588 1,613 1,638 1,664
13 1,690 1716 1,742 1,769 1,796 1823 1,450 1,877 1,904 1,932
1.4 1,960 1,988 2016 1,045 2074 2,103 2132 2,061 2190 2220
1.5 2,250 2,280 2,310 1,341 2,372 2,403 2,434 2,465 2,496 2528
1,6 2,560 2,592 2624 1657 2,690 2,723 2,756 2789 1822 2856
1.7 2,890 2,924 2958 2993 3,028 3,063 3,098 3133 3168 3204
1.8 3,240 3,276 3312 3349 3,386 3423 1460 3497 3534 3572
19 3610 3648 3,686 3725 3764 3,803 1,842 3381 3920 3960
20 4000 4,040 4080 4121 4162 4203 4244 4285 4326 4,368
2.1 4410 4452 4.494 45317 4,580 4,623 4,666 4,709 4,752 4,790
2.2 4 840 4 884 4928 4973 5018 5,063 5108 5,153 5,198 5,244
23 5,290 5,336 5,342 5429 5476 5.523 5570 5617 546064 5712
24 $760 5808 5856 5905 5954 6003 6052 6101 6150 6200
2.5 6,250 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 6,554 0,605 6,656 6708
2.6 6,760 6,812 6,864 6917 6970 7,023 7076 7.129 7182 7.236
2.7 7,290 7,344 7,398 7453 7,508 7.563 T618 1673 1728 1784
28 7.840 7.896 7852 8,009 8.066 8,123 8,180 8,237 8,294 8,352
29 8410 8,468 B526 5585 B.644 8,703 8,762 BH21 8,880 8,940
30 9,000 9060 9120 9,181 9242 9303 9364 9425 9486 9548
11 9610 9.672 9734 9,197 3,860 9923 9985 10,05 10,11 10,18
32 10,24 10,30 10,37 1043 10,50 10,56 10,63 10,69 10.76 10.82
33 10,89 190,96 1602 11,09 11,06 11,22 11,29 11,36 i142 1149
34 11,56 11,63 11,70 11,76 11,83 1190 1197 1204 12,11 12,18
15 12,25 12,32 12,39 12,46 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,84
15 12,94 13,03 13,10 1318 13,25 1332 13,40 13.47 13,54 1362
3 13,69 1376 1384 1391 13,99 14,06 14,14 14,21 14,29 14,36
38 14,44 14,352 14,59 1467 14,75 14,82 14,90 1498 1505 15,13
39 15,21 15,29 1537 1544 15,52 15,60 15,68 15,76 1584 1592
40 | 1600 1608 1616 1624 1632 1640 1648 1656 16,65 1673
4.1 1651 16,89 1697 i7.06 i7.14 17,22 17,31 17,19 17,47 17,56
4.1 17,64 17,72 1781 17.8% §7.98 18,06 IR,L5 18,23 18,32 18,40
4.3 18.49 18,58 18,06 18,75 18,84 18.92 19,01 (910 19,18 1927
44 13,36 19,45 19,54 1962 1971 19,80 19.89 19,98 20,07 20,16
45 20,25 20,34 2043 20,52 2061 20,70 20,79 20,88 20,98 21,07
4,6 21,16 21.25 21,34 21,44 21,53 2162 21,72 21.81 21.90 22,00
47 2209 22,18 2228 22,37 2247 22.56 22,66 22,75 2285 2294
48 23104 23,14 2323 2333 2343 2352 2362 23,72 23,81 2391
49 2401 24,11 2421 2430 24 40 2450 24 60 24.70 24,80 2490
50 | 2500 2510 2520 2530 2540 2550 2560 2570 2581 2591
5. 26,01 26,11 26,21 26,32 26,42 26,52 2663 26,73 2683 26,94
5.2 27,04 27,14 27,25 2735 27,46 27,56 27167 21,717 2788 2798
53 28,09 28,20 2830 28,41 28.52 28,62 2873 28.84 2894 2905
5.4 20,16 2927 29,38 2948 29,59 29,70 2981 2992 30,03 30,14
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x 0 1 2 3 5 5 ) T 8 g
5.5 30,25 30,36 30,47 30,58 30,69 30,80 3091 302 34 325
5.6 31,36 3147 3158 31,74 381 3192 3204 32,15 32,26 3238
57 32,49 12,60 32,72 3283 1295 13,06 313,18 3329 3341 33,52
5.8 33,64 3376 3387 33199 34,11 3422 14,34 14,46 34,57 34,69
59 34,81 3493 35058 35,16 3528 3540 35,52 3564 3576 315,88
60 3600 3612 3624 3636 3648 3660 3672 3684 3697 3709
0.l 7.2 3733 3745 37.58 37,70 3782 3795 38,07 38,19 38,32
6,2 318,44 38 56 38,69 3881 18,94 39,06 319,19 1931 3944 39,56
6,3 19469 19,82 39,94 4007 4020 40,32 40,45 40,58 40,7¢ 40,83
64 40,96 41,09 41,22 41,34 41,47 41,60 41,73 41,86 4199 42,12
6.5 42,25 4238 42,51 42,64 4277 4290 4303 43,16 43,30 4343
6.6 41,56 4369 43182 4396 4409 4422 44,36 44 49 4462 4476
6,7 44 89 45,02 45,16 45,29 4541 45,56 45,70 4583 4597 46,10
6,3 46,24 46,38 46,51 46,65 46,79 46,52 47,06 47,20 413 47 47
639 47461 47,75 4789 44,02 48,16 48,30 48,44 48,58 48,72 48,86
70 | 4900 4914 4928 4942 4956 4970 4984 4998 S0U3 5027

—]
! 50,41 50,55 50,69 50,84 50,98 5112 51,27 51,41 51,55 51,70
1.2 5184 51,98 52,13 5227 52,42 52,56 5271 52,85 53,00 53,14
T3 53,29 5344 53,58 53,73 51,88 54,02 54,17 54,32 5446 54.61
7.4 5476 5491 55,06 5520 55,35 55,50 5565 55,80 55,95 56,10
7.5 56,25 56,40 56,55 56,70 56,85 57,00 57,15 57,30 57,46 57,61
7.6 57,76 571.9% 58,06 58,22 58,37 58,52 58,68 58,83 58,98 59,14
N 59,24 59,44 39,60 59,75 5991 40,06 60,22 60,37 60,53 60,68
T8 60,44 61,00 61,15 61,31 61,47 61,62 601,78 51,94 5209 62,25
749 6241 62,57 62,73 62,88 63,04 63,20 63,36 63152 63,68 63 44
8O | 6400 6416 6432 6448 6464 6480 6496 6512 6529 63545
8.1 65,61 6577 65,93 66,10 66,26 066,42 66,59 66,75 66,91 67.08
8.2 67,24 67,40 67,57 67,73 67,90 68,06 68,23 63,19 68,36 68,72
83 68,89 69,06 69,22 69,39 69,55 69,72 49 BY 70,06 70,22 70,39
3.4 7056 70,73 70,90 71,06 71,23 71.40 TL57 71,74 7191 72,08
3.5 72,25 12,42 72,59 72,76 72,93 73,10 7327 13,44 7362 73,79
B.6 73,96 74,13 74,30 74,48 74,65 T4 82 7500 7517 75.34 75,52
8.7 15,69 75,86 76,04 76,21 76,39 76,56 76,74 76,94 77,09 77,26
58 7744 7762 1179 1797 78,15 18,32 78,50 78,68 78,85 79,03
8.9 7921 7939 79.57 79,74 7992 30,10 80,28 R0,46 R0.64 ROB2
90 | B1,00 BLIE  B136 8154 8172 $190 8208 8226 8245 82,63
4.1 4281 82,99 83,17 83,36 83154 83,72 8391 8409 R427 84,46
92 84,64 54,82 8501 15,19 85,38 85.56 85,75 85,93 86,12 86,30
93 56,49 86,68 8686 87,05 17,24 57.42 47,81 87,80 87,98 BB17
94 38,36 88,55 8874 8392 89.01 89,30 89,49 49 6% 89,87 90,06
9.5 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,3% 91,58 91,78 94,97
96 9216 92,38 92,54 92,74 9293 $3,12 93,32 93,51 93,70 9390
97 94,09 94,28 94 48 94.67 94 87 95,06 95,26 95,45 95,65 95 84
98 96,04 96,24 96,43 96,63 96,83 97,02 97,22 97,42 97,61 97,81
9949 9801 98,21 98,41 98.60 94,80 99.00 9920 99,40 99.60 99,80
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Tabla de cubos

x 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9
1.0 1,000 1,030 1,061 1,093 i,125 i, 158 1,191 1,225 1,260 1.295
[ 1,334 1,368 1405 1,443 1,482 1,524 1,561 1,602 1,643 1685
12 1,728 1772 1816 1,861 1.907 1,953 2,000 2,048 2097 2,147
13 2,197 2,248 2300 2353 2406 2460 2515 2,571 2,628 1,646
14 2744 2803 2,863 2924 2586 3049 a1z 30 3242 3,308
1.3 1375 3441 3512 3,582 1,652 3724 3,796 3,870 3944 40720
P& 409 4173 4252 433 4411 4492 4574 4657 4742 4827
17 4913 5000 Sp88 5178 5268 5358 5452 5545 5,640 5,735
14 5,832 5930 6029 6128 6230 6332 6435 6,539 6,645 6751
19 5859 6968 7.078 TI8% 7301 7415 7530 7645 7762 7881
20 8,000 8,121 8,242 8,365 8,490 8,615 8,742 KB70 8,999 91329
2.1 2261 9394 9528 9664 9800 9938 1008 10,22 10,36 10,50
22 10,65 10,79 1094 1109 1124 134 11,54 11,70 11,35 12,01
2,3 12,47 12,33 1249 12,65 1281 1298 13,14 1331 1348 1365
24 13,82 1400 1417 14,35 14,53 1471 1489 1507 15,25 1544
25 15,63 1581 16,00 16,19 16,39 16,58 16,78 1697 17,17 17,37
2.6 17,58 1778 1798 14,19 1840 18,61 1882 19,03 19.25 1947
2.7 19,68 1990 20,12 2035 20,57 080 2102 21,25 2148 2172
28 2195 22.1% 2243 22,67 2291 23,15 2339 2364 2389 24,14
29 24,39 2464 2490 2515 25,41 2567 2593 620 2646 2673
30 27.00 27217 27,54 2782 28,09 28,37 28.65 28,93 29,22 29.50
11 29.7% 3008 3037 30,66 3096 3126 31,55 31.86 3,16 32,46
32 32,77 3308 3336 3310 1401 433 14,65 3467 35,29 1561
33 3594 3626 3659 3693 3726 1760 3193 38,27 38,61 38,96
34 3930 3965 4000 4035 4071 4106 4142 4178 42,14 4231
35 4285 4324 4361 4399 4436 4474 4502 4550  45M% 46,27
16 4666 4705 4744 4783 4823 4863 4903 4943 4984 50,24
37 50,65 5106 5148 5190 5231 521 53,16 5358 5401 5444
38 54487 5531 5574 56,18 56,62 5707 5751 57.96 S8Al SB.86
39 59,32 5978 6024 6070  6Ll6 6163 6200 6257 6304 6352
4.0 64,00 64 48 64,96 65,45 65,94 66,43 66,92 6742 67,92 68,42
4] 6892 6943 6983 T044 70,96 7147 719% 7251 73,03 73,56
42 7408 7462 TSAS  TSE%  Te2y  T6TT 1734 7185 7840 1895
4,3 79,51 BOO6  BO62  RLIB 8178 8231 8238 R145 84,03 84,60
44 45,18 8577 86,15 8694 8752 88,12 88,72 84,31 8992 90,52
45 5103 9173 9235 9296 9358 9420 9482 9544 96,07 96,70
446 9734 9797 985l 9925 9990 100, 104.2 101, 102.5 1032
47 1038 1045 1052 1058 106.5 1072 1079 108,5 109,2 1099
48 10,6 111, 1120 1127 1134 1141 1148 1155 116,2 1169
49 176 Ty 1i9,1 1198 1206 1213 1210 1228 1235 124,
50 1250 1258 126,5 127.3 128,0 128,8 129.6 1303 1311 1319
5.1 1327 1334 1342 1350 1358 136,6 1374 1382 1390 1394
52 1406 1414 142.2 143,1 (439 1447 145,5 46,4 1472 148,0
53 148.9 1497 150,6 1514 152,3 153,1 1540 1549 155.7 1566

[N
L% ]
L% ]



X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
54 1575 1583 159,2 160,1 164,0 1619 162,8 1637 1646 165,
55 1664 1673 168.2 169.1 170,0 1740 (719 1728 1737 1747
56 1756 176.6 1715 178.5 179.4 1804 1813 182,3 1833 1842
57 1852 1862 1871 18%,1 189,1 190.1 191,1 1921 1931 194,1
58 195,1 196,1 197.1 1982 1992 200,2 201,2 2023 2033 204,3
59 2054 2064 207,5 208, 209,6 2106 21,7 2128 2138 2149
6.0 2160 2871 218.2 2193 2203 2214 2215 2236 2248 2259
6.1 227.0 228,1 2292 230,3 2315 2326 2337 2349 236,0 2372
62 238,3 2195 2406 241,8 2430 244,1 2483 246,5 247, 2489
6, 250,0 2512 2524 2536 254,8 2560 2573 258.5 259.7 2609
64 2621 2634 264 6 265.8 267.1 268.3 269.6 2708 2721 734
6.5 2746 2759 17112 278.4 279,71 2810 2823 2836 84,9 2862
6.6 2875 288.8 290,1 2914 2928 294,1 7954 296,7 298.1 2994
6.7 300,8 302,1 3035 304.8 306,2 307.5 3089 3103 31,7 3130
68 3144 31538 172 3186 3200 3214 228 3242 3257 271
6.9 328, 1299 3314 3328 3343 3357 3312 3386 340,1 3413
7.0 3430 3445 3459 3474 34489 3504 3519 3534 3549 3564
71 3579 159.4 3609 362,5 364.0 365,5 3671 368.6 3701 3717
72 3732 174,38 1764 3779 379,5 81, 182.7 84,2 3858 4
73 389,0 3906 1922 3938 3954 397.1 1987 400,3 4019 4036
T4 405,2 4069 408,5 4102 4118 4135 41572 4168 418.5 4202
75 4219 4226 4253 4270 4287 4304 432 4338 4355 4372
76 4390 440.7 442, 4442 4459 4477 449.5 4512 4530 45458
77 456,5 4583 460.1 4618 4637 465,5 4673 469,1 4709 4727
78 4746 47604 4782 4800 4819 4837 4856 4874 4493 4912
79 4930 4949 4968 4987 500.6 502,5 504.4 506,3 508,2 510,1
8.0 5120 5139 5158 517.8 5197 5217 5236 525.6 5275 5295
8,1 5314 5334 5354 5374 5394 541.3 5433 5453 5473 5494
8.2 5504 5314 5554 5574 559.5 5615 5616 5656 5677 569,7
8. 5718 5739 5759 5780 580,1 5412 584.3 586.4 588,5 590,6
84 592.7 5948 596.9 599,1 601,2 6034  6USS 607.6 609,8 6120
8.5 614,1 6163 6185 6207 6228 6250 6272 6294 6316 633,
8.6 636,1 638,3 640,5 642.7 6450 6472 6495 6517 6540 6562
8,7 658.5 660,8 663,1 665.3 667.6 6699 6722 674.5 676.8 679.2
B8 6815 683, 86.1 688.5 690,8 6932 6955 6979 700.2 7026
39 7050 073 7097 712, 7145 7163 7193 7217 7242 7766
9.0 7290 Til4 7339 7363 7388 7412 7437 746,1 T48.6 751.1
¥ 753.6 7560 7586 161,0 763,6 166,1 768,6 771,1 1736 7762
92 78,7 7842 7828 786, 88,9 7915 94,0 7966 799,2 801 8
93 8044 807.0 809.6 8122 Bi4,8 8174 820,0 8227 825.3 8279

————
v4 3306 8332 8359 8386 8412 8439 B46.6 8493 52,0 854,7
9.5 8574 860,1 52,8 8655 B6H,3 8710 4737 876.5 8792 8820
9.6 84,7 887,5 890,3 8931 8958 B98.6 901 4 9042 9070 9099
9.7 912.7 9155 9183 9212 924,0 9269 9297 9326 9354 9183
98 941.2 9441 9470 9499 9528 9557 958,6 961,5 964.4 967.4
49 970,3 9713 976,2 979,1 9321 9851 9880 9910 9940 9970




Tabla de senos

y COSenos

seno
. J—
Grad.| 0 A 2 3 4 3 6 ki 8 CREER Y K0))

0 | 00000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 6157 0175 | 8%

1 0,0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0132 0349 38

2 0,0349 0366 0384 0401 0419 0436 0454 0471 0488 0506 0523 R7

3 0,052} 0341 0558 0576 0593 0610 0628 0645 0663 0680 1694 %6

4 00698 0715 0732 0750 0767 0785 0802 0819 0837 0854 0872 §s

5 0,087 0B88Y 0906 0924 0941 0958 0976 0993 1011 1028 1045 LE]

6 01045 1063 1080 1097 11135 1132 i 14% 1167 1184 1201 1219 81

7 0,1219 1236 1253 1271 1288 1305 §323 1340 1357 1374 1392 82

8 0,1392 1409 1426 1444 1461 1478 1495 1513 1530 1547 1564 81l

9 0,1564 13582 1594 1616 1633 1650 1668 1685 1702 1719 1736 80
10 | 01736 1754 1771 1788 1805 1822 1840 1857 1874 1891 1908 [ 79
11 0,1908 1925 1942 1959 1977 1994 2011 2028 1045 2062 2079 78
12 | 02079 2096 2013 2130 2147 2164 2081 2098 2215 2233 2280 | 77
13 0,2150 2267 2284 2300 2317 2334 2351 2368 2385 2402 241% 76
14 0,2419 2436 24353 2470 2487 2504 2521 2538 2554 2571 2588 15
15 0,2588 2605 2621 1619 1456 2672 2684 2706 2723 2740 2756 14
16 02756 2773 2790 2807 2823 2840 2857 2874 2890 2907 2924 73
17 0,294 2940 2957 2974 2990 3007 3024 3040 3057 3074 3090 72
18 0,30%0 3107 323 3140 3156 3173 3190 3206 3223 3239 3256 71
19 0,3256 3272 3289 3305 3322 3338 3155 __337‘l 3387 3404 3420 70
20 | 0.3420 3437 3453 3469 3486 3502 3518 3535 3551 3567 3584 | 69
21 0,3584 3600 3616 3633 1649 I66S 3681 3097 A114 37130 3746 68
22 03746 3762 3778 3795 gLl 3827 3843 385% 1875 1891 3907 67
23 0,3907 3921 3939 1955 3971 3987 4003 4019 4035 4051 4067 66
24 0,4067 4083 4099 4115 4131 4147 4163 4179 4195 4210 4126 65
25 04226 4242 4258 4274 4289 4305 4321 43137 4352 4368 4184 64
26 0,4384 4399 4415 443} 44406 4462 4478 4493 4509 4524 4540 63
27 04540 4355 4571 4586 4602 4617 4633 4648 4664 44679 4695 62
28 | 04695 4710 4726 4741 4756 4772 4787 4802 481R 4833 44n | 61
29 04448 4863 4879 4894 4504 4924 4939 4455 4970 4485 5000 60
30 | 0,5000 5015 5030 5045 5060 5075 5090 5105 5020 S13s 5150 | 59
3 0,5150 5168 5180 3195 5210 5225 5240 5255 5270 5284 5299 58
32 0,5299 5314 5329 3344 3358 5373 5388 5402 5417 5432 5446 57
33 0,5446 546] 5476 5490 5505 5519 5534 5548 5561 5577 5592’,“ 56
34 08,5592 5606 5621 5635 5650 5664 5678 5693 5707 5724 5736 55
35 0,5736 5750 5764 3779 5793 5807 5821 5835 5850 5864 5878 34
36 | 0,5878 5892 5906 5920 5934 5948 5962 5976 5990 6604 6018 53
17 0,6018 4032 6046 6060 al74 6UHE 6101 6113 612Y% ald3 6157 32
38 06157 6170 6184 6198 6211 6225 6239 6252 6206 6280 6293 5]
19 0,6293 6307 6320 6334 6347 6361 6374 6388 6401 B odt4 6428 50
40 ' 06428 6441 6455 6468 6481 6494 650K 6521 0534 6547 6561 | 49
4] 0,656 6374 6587 6600 6613 6626 6639 6652 6665 6678 6691 48
42 06691 6704 6717 6730 6743 6756 6769 6782 6794 6807 6820 47
43 0,6820 6333 6845 6858 6871 6884 6896 6909 6921 6934 6947 46
44 | 0.6947 6959 6972 6984 6997 7009 7022 7034 7046 7059 7071 | 45

B (1,0 9 8 7 6 5 4 3 2 N 0 | Grad.
coseno
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Tabla de senos y cosenos (continuacion)

seno
Grad ,0 §! 2 ,3 4 5 6 g k] 9 (1,0
45 0,7071 7083 1096 7108 T120 T133 7145 7157 7169 7181 7193 44
46 0,7193 7206 T8 1230 7242 7254 7266 1278 1290 7302 7314 43
47 0,7314 7325 7337 7349 7361 7373 73835 7396 7408 7420 7431 42
48 0,7431 7443 7455 T466 7478 7490 7501 7513 7524 7536 7547 41
49 0,7547 7559 1570 7581 7591 7604 7615 T627 7638 7649 T660 40
50 | 0,7660 7672 7683 7694 7705 7716 1727 7738 7749 7760 7771 | 39
5l 0,7771 7782 7793 T804 1815 TH26 TRIY 7848 7859 7869 7880 38
52 0,7880 789) 7902 1912 7923 7934 7944 T955 7965 1976 7986 37
53 0,7986 7997 8007 BO18 RO28 8039 8049 HO59 8070 8080 8090 16
54 0,8090 §100 Bl 8121 B131 814} 8151 8161 8171 R181] 8192 35
55 08192  R202 8211 8221 B231 B241 8251 8261 8271 8281 8290 4
56 0,8290 8300 8310 8320 8329 B339 B348 8358 8368 8377 RART i3
57 0,8387 8396 3406 8415 8425 8434 Hd43 8453 8462 8471 8480 k¥
58 0,83430 3490 3499 8508 B517 8526 8536 8545 B554 8563 8572 k3|
59 0,8572 8581 8590 8599 R607 8616 8625 8634 8643 8652 8660 30
60 | 08660 B669 8678 8686 8695 8704 8712 8721 8729 8738 8746 | 29
6l 08746 B755 8763 8771 8780 K788 8796 8805 8813 8821 88209 28
62 0,8829 8838 8846 8454 8862 8870 BE78 886 8894 8902 8910 27
63 0,8910 8918 8926 8934 8942 8949 R9S7 89635 8973 8980 8988 b1
64 0,8988 8996 9003 9011 9018 9026 9033 9041 9043 9056 9063 25
635 09063 9070 9078 9085 9092 92100 9107 9114 9121 9128 913§ 4
66 09135 9143 9150 9157 9164 9171 9178 9184 9191 9194 9205 23
67 09205 9212 9219 9225 9232 9239 9245 9252 9259 9265 9272 22
68 0,9272 9178 9285 9291 9298 9304 931l 9317 9323 Y330 9336 21
69 0,9336 Y342 9348 Y354 9361 4367 9371 9379 9385 4341 9397 20
70 | 09397 9403 9409 9415 9421 9426 9432 9438 9444 9449 9455 | 19
71 0,9455 9461 Y466 9472 Y478 9483 9419 9494 9500 9505 9511 18
72 0.9511 9516 9521 9527 9532 9537 9542 9548 9553 9558 9563 17
73 09563 9368 9573 9578 9583 9588 9593 9598 9603 96048 9613 16
74 0,9613 9617 Y622 Y627 9632 9636 Y641 9646 9650 9655 9659 15
73 0,9659 9664 9668 9673 9677 9681 9686 9690 9694 9699 9703 14
76 0,9703 9707 9711 9715 Y720 9724 9728 9732 9736 9740 9744 13
77 0,9744 9741 9751 9755 9759 9763 9767 9770 9774 9778 Y781 12
78 0,9781 9785 9789 9792 9796 9799 9803 9006 9810 9813 9816 I
79 09816 9620 9823 9826 9829 9833 9836 9839 9842 9845 9848 10
BO | 0.9848 9851 9854 98S7 9860 9863 9866 9869 9871 Y874 9877 | 9
81 0.9877 9880 9882 9885 9888 9890 9893 9895 9898 9900 9903 8
82 0.9903 9905 9907 9910 9912 9914 9917 9919 9921 9923 9925 7
83 0,9925 9928 9930 94932 9934 9936 9938 9940 9942 9943 9945 6
d4 0,9945 9947 4949 9951 49952 9954 9956 9957 9959 9960 9962 5
85 0.9962 9963 9965 9966 9968 9969 9971 9972 9973 9974 4976 4
86 0.9976 9917 9978 9979 9980 9981 9902 9983 9984 9985 9986 3
B7 0.9986 9987 9988 9989 Y990 9990 9951 9992 9993 9992 9994 2
88 0,9994 9995 9995 9996 9996 9997 9997 Y997 9998 9998 9998 1
89 0,9998 9999 9999 9999 9999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0
| ao 9 8 7 6 S5 4 3 2 1 0 |orad
coseno
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Tabla de tangentes y cotangentes

tangente
Grad. 0 W ) 3 4 \5 b T 8 9 .,
0 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 Q0105 0122 0140 0157 0175 89
I} 00075 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 | 88
2 | 00349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524 | 87
3| 00524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 0664 0682 0699 [ 86 |
4 | 0069 0717 0734 075% 0765 G787 0805 0822 0840 0857 0875 | 85
5 1 00BTS 0892 0910 0928 0945 0963 0981  099%  (Ole (033 i0S5i | 84
6 | ®,1051 1069 1086 1104 1122 1139 1157 k175 1192 1210 122R| 83
7 | 0a228 (246 1263 12801 1299 1317 1334 1352 1370 1388 l40s| 82
B | 00405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 4548 1566 1584 | 81
9 | 01584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763 | &0
jO 0,1763 1781 1799 187 IB35 1853 1871 1890 1908 1926 1944 | 79
11 | 0,0944 1962 1980 1998 2006 2035 2053 2071 2089 2107 2126 | 78
12 | 02126 2144 2162 2180 2199 2207 1235 2254 2272 2290 2309 | 77
13 | 02300 2327 2345 2364 2387 2400 2419 2438 2456 2475 2493 | 76
14 | 62493 2512 1530 2549 1568 1586 2605 2623 2642 2681 2679 | 75
15 | oa679 2698 2717 2746 2754 2773 2792 2Bl 2M3D 2849 2867 74
(6 | 02867 7886 2905 2924 2943 2962 1983 3000 3019 3038 3057 | 73
17 | 03057 3076 3096 3115 3134 3153 3172 3191 3211 3230 3249 72
18 | 0,249 2269 32R& 3307 3327 3346 3365 3IBS 3404 3424 3443 | 71
19 | 0,443 3463 3482 3502 3522 3541 3560 35EI 3600 3620 3640 | 7O
20 0,3640 3659 3679 3699 3719 3739 3759 3779 3799 3819 3839 &9
21 | 03839 3859 3879 3899 3919 3936 3959 3979 4000 4020 4040 | o8
22 | 04040 4061 4081 4101 4127 41427 4163 4183 4204 4224 4245 | o7
23 | 04245 4265 4286 4307 4327 4348 4369 4390 4411 4431 4452 o6
24 | 04452 4473 4494 4515 4536 4557 A5T8 4599 4621 4641 4663 | 65
25 | 04661 4684 4706 4727 4748 4770 4791 4BL3  4B34 4856 4877 64
26 | 04877  4B99 4921 4942 4964 4986 SOOR 5029 SOS1 5073 5095 | 63
27 | 05095  SL17  S13%  S16l  Si%4 5206 5228 5250  S271 5295 5317 62
28 | 05317 5340 5362 5384 S407  S430 5452 S4T5 5408 $520 5543 &)
29 | 05543 5566 5SRO 5602 5635 5658 5681 5704 5727 5780 57741 60
30 0,5774 5797 5820 5K44 5867  S5B90 5914 5938 5961  59K5 6009 59
3L | 06009 6032 6056  BUR0 6104 6128 6152 6176 6200 6214 6244 S8
32 | 06245 273 4297 6322 6346 6371 6395 6420 6445 0469 6494 | 57
33_| 06494 6519 6544 6369 6594 6619 6644 6669 6694 6720  6745| 56 |
34 | 06745 6771 6796 6822 6847 6873 6899 6924 6950 6976  7002| 55
35 | 07002 7028 7054 7080 7107 7133 7159 7186 7212 7239 7265| 54
36 | 07265 7292 7319 7346 7373 7400 7427 7454 7481 7508 7536 | 53
37 | 07536 7563 7590 7618 7646 7673 7701 T72e 7757 778S 7BI3| 52
38 | 07813 7841 7869  7B98 7926 7954 7983 4012 ®040 8069 K098 | SI
39 | 08098  BI27 8156  H185 8714 8243 K273 8302 8331 836l B3I9L| 50
40 0.8391 8421 B451 83481 8551 B541 8571 8601 8632 B662 8693 | 49
41 | 08691 8724 8754 785 8816  BBAT 8878 BUI0 894l 8972 9004 | 48
42 | 09004 9036 9067  909% 9131 9163 9195 9228 9260 9293 9325| 47
43 ) 09395 935SR 9391 9424 U457 9490 9523 9556 9590 9623 9657 46
44 09657 9691 9725 9759 9793 9827 9K61 9896 9930 9965 1,000( 45
i {1.0) 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 |Graqd.
cotangenie
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Tabla de rangentes y cotangentes (continuacion)
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tangente
Grad) 0 ,l ,2 ,3 ,4 ,S ,6 ,7 ,H ,9 (l,O)L ]

45 1.000 003 007 01l 014 018 021 025 028 032 036 44
46 1.036 039 043 046 050 054 057 061 065 069 072 43
47 V072 076 00 084 087 091 095 099 103 107 111 42
48 IR 115 1148 122 126 130 134 138 142 146 150f 41
49 1,150 154 159 163 167 171 175 179 183 188 192] 40
50 1,192 196 200 205 209 213 207 222 226 230 2351 19
51 1,235 239 244 248 253 257 262 266 271 275 280 38
52 1,280 285 189 194 290 01 308 313 3 322 3271 37
53 1,327 332 337 342 347 151 156 161 366 37 376 36
54 1,376 381 187 192 197 402 407 412 418 423 428] 35
55 1,428 433 439 444 450 455 460 466 471 477 443 4
56 1,483 448 494 4499 505 511 517 522 528 534 540| 33
57 1,540 546 552 558 564 570 576 582 588 594 600| 32
58 1,600 607 613 619 615 632 638 645 651 658 664 31
59 1,664 671 674 614 691 658 704 711 718 725 732 30
60 1,732 739 746 753 760 767 775 782 789 797 804) 29
61 1,804 811 819 827 834 842 B49 857 865 873 g81| 28
62 1,881 889 897 505 §13 921 924 937 946 954 963 27
63 1,963 971 980 988 997 006 ‘014 <023 "032  *041  *050] Ié
64 2,050 059 069 078 087 097 106 16 125 135 145 25
653 2,145 154 164 174 184 194 204 215 225 236 246 24
66 2,246 257 267 218 289 300 il 322 333 344 156 23
¥ 1,356 167 379 391 402 414 426 438 450 463 475 22
68 2,475 488 500 513 526 539 552 565 578 592 605 21
69 2,605 619 633 646 660 675 689 703 718 733 747 20
70 2,747 762 778 793 808 824 340 856 872 888 904 19
71 2,904 924 937 954 971 989 ‘006 024 D42 *060  *078[ B
72 1,078 096 115 133 152 172 191 211 230 251 271F 17
73 3271 291 32 133 154 376 398 420 442 465 4871 16
74 3,487 511 534 558 582 606 630 655 681 706 732 15
75 371 758 785 g12 839 867 845 923 Y52 981 “0ill 14
76 4,011 041 071 102 134 165 19§ 230 264 297 333 i3
17 4,331 366 402 417 474 511 548 586 625 665 705 12
T8 4,705 745 787 829 872 915 959 *0035 “050 097 *145) 11
ikl 5,145 193 242 292 343 196 449 503 558 614 671 10
80 5,671 5,730 5,789 5850 5912 5976 6,041 6,107 6,174 6243 6,314 9
81 6,314 6,386 6460 6515 6612 66%1 4772 6855 6940 T026 7,115 8
82 7015 7,207 7,300 7396 7495 75% 7,700 7806 7916 8028 8,144 7
83 8,144 8,264 8386 BS13 8,643 8777 8915 9,058 9205 9357 9514 6
84 9514 9,677  9.845 10,0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11,2 11.4 5
g5 | 11.43 11,66 11,91 12,16 12,43 12,71 13,00 13,30 13,62 13,95 14,30 4
86 14,30 14,67 1506 1546 1589 16,35 16,83 1734 789 1846 1908 1
87 | 19.08 1974 2045 201,20 22,02 2250 2386 2490 26,03 2727 2B.64 2
&8 1 28,64 30,14 31.82 3369 3580 38.19 40,92 4407 47,74 52,08 57.2%

8% | 5729 63,66 71,62 BLES 9549 1146 1432 O 2865 5730 - - - S

_(1.0 9 8 7 6 S5 4 3 2 N ;0 | Crad.
cotangernle



Memento

Aritmetica y algebra

(1) Termino:

Un numero, una variable o cualquier combinacion de numeros y variables relacionadas por las
operaciones de multiplicacion, division y potenciacion Se llama lérmino, Ejemplo: $x’y 'Rl G-
mero 5 es d coeficiente, x:!y']I es la parte literal.

(2) Términos semejantes:

Dos 0 s términos SON semejantes Si tienen la misma parte literal.

(3) Expresion algebraica:

Es cualquier combinacion de términos relacionados por las operaciones dc célculo

{4) Monomio:

Es el érmino en € que las variables eslan relacionadas mediante la multiplicacion y la polencia-
cién con exponenie natural.

--

Es la suma algebraica de das monomios.

(&) Trinornio:

Es la suma algebraica de tres monomios.

(7) Polinomio:

Los monomios, binomios. trinomios y, en general, toda suma algebraica de monomios es un po-
linomio.

(8) Fraccion algebraica:

Es d cocienle de dos polinomios.

(9) Polencia de exponente entero:

@' za-a...a ancsN; >l
——
n-veces
" 1
a"=1.g'=a da :——n—
q

(10} Propiedades de las potencias:
Paratodo r, veZy a# O b# 0 parar < 0; s < 0 secumple.

l.ar'a!:ﬂ”s 4.arr:br:(a:b)r
2.4 -0 =la. b 5. (@)= a™
Ja cadt=a""

(11) Productos notables:

(a+#? = al+2ah + b (xtafx+ b =xt+(a+bx+a-b (a+ bla - b)=a’- ¥k
{ax + Pex T d) = aex? + {ad 4 be) x + bd

339



(}?.1 Descomposicion tactorial:

factor comun: ax + ay = a (x + ¥
diferencia de cuadrados: a* — #* = (g + B)a - b
Trinomios:

cuadrado perfecto: @ + 2ab + b = {a + b)?
x4+ px + @ xX*+px+g={(x+alx+ bdondep=a+ b q=ab
mxt s px+ gmxt+pe+ gz=lax + B (cx + ) donde m = ac, p = ad + be; ¢ = bd

(13) Formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado:

ax* + bx + c=0(a b.ceR;az0)

- b tl/b’ - dac
2a

X2 =

Discriminante D= b - d4ac

D>0 La ecuacion tiene dos soluciones.
D = 0 La ecuacion tiene una solucién.
D<0 La ecuacion no tiene solucién.

Descomposicion factorial: ax + bx + ¢ = a {x - x)x - x;}

(14) Notacion cientifica:

Se dice que un numero real esta expresado en notacion cientifica cuando se escribe en la forma
a, - 10* donde 1<a, <10y keZ :
Ejemplos: 1 3645 = 1,3 - 10% 0,098 = 98 . 107*

(15) Raiz cuadrada y cubica:

Se denomina raiz cuadrada (cubica) de un nimero no negativo 4 cualguiera, al nimero real &, tal
que: bP =g (b =aq)

(16) Médulo de un numero real:
a si a0
i={
~ 81 a0

(17) Funcion:

Una funcidn es una correspondencia entre dos conjuntos M, y M, tal que a cada elemenio x = M,

le corresponde une y solo un elemento y€M,.
El conjunto M, es el Dominio de ia funcitn y al conjunto formado por los elementos y € M, que
corresponden a los elementos de M| se llama Imagen de la funcién,

Dominio: MI

M 2 [magen:| ahed
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(18) Gréfica Ecuacion Propiedades

Recta Y= mx +n

Dominio: R
Imagen: R
Monotonia{ crecientes m > 0

decreciente sim < 0
m
(i)

/ - Cero: x, = -
|

(m#0)

al=

Parabola
yv=Ilx+dl?+e Dominio: R
i y=dax? + bx + o) Imagen:y = e
. creciente para x = - d
Monotonia ; P
decreciente para X < -d

Ceros x, = - dil/ - ¢ S ex<0

Paridad: NO es par. ni impar
I-H-u'..-l.-u.l-..

yo=ax! Dominio: R*
Imagen: R*

Monoctonia  decreciente

Ceros: no liene
Paridad: impar
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(19) Conjuntos numeéricos: N ZcQ cR.:
Conjuntos numéricos con exclusion del cero:
N*. /Z*; (Ds; R*
Elcmcentos no negativos dc los dominips LUMETICOS
l}

7,0, R,

(20) Redondeo (Reglas do redondeo):
S ¢l urden ¢n e que se va a redondear (senalado conl cn los gjemplas) esta seguido de:
I. 2. 3. 4 sc redondea por defecto. Ejemplos:
+
1 842=] 800; 1 8§47=1 800
5,6, 7. % 9 se redondea por exceso. Ejemplos:

} i |

7501 BOO; 1 650:=1 700; 1 980:=2 000

(21) Valores aproximados:

En un valor aproximado se llaman cifras significativas todas las que se encuentran a la derecha
de la primera diferenle de cero: Si UN numero estd escrito cn notacion cientifica, | os ceros de la po-
teneia de 10 no son citras significativas.
Ejemplos. | 209 ticne 4 cifras signiticalivas

6,024 0 tene 3uifras significativas

0,010 34 liene 4 cifras significativas

0,000 01  ltene 1 cifra signilicativa

1,2 - 1P tiene 2 cifras significativas
Un valor aproximado que se obliene aplicando las reglas dc redondeo liene todas sus cifras signi-
ficativas cvrrcctus.
Ejemplos: 1 es un valor aproximado de /2 con | cifra correclta pues sc oiene redon-

deando a las unidades.

. I )
0.333 es un valor aproximado de — con 3 cilras correctas pues se oblicng re-
dondeando u las milésimas, 3

.4 . 10' es un valor aproximado de |/20 000 con 2 ¢ifras correctas pues re oblie-
ne redondeando 4 las decenas.

{22) Regla fundamental del calculo aproximado:

Cuando se caleuls con valores aproximados la respuesta debe darse con tantas cifras significativas
como el dato que menos numero de cilras significativas tenga.

Los calculas inlermedios deben realizarse con una cifra significativaadicional; en cast dc que esto
sea demasiado engorroso, se pueden realizar con € rnismo numero de cit'ras que tenga la respuesta.
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(23) Tanto por ciento:

a ¢y € x% dc b s se cumple yuc:

- LO0

a
X = —
b
Para calcular otro dc los elementos que intervienen 6i estarclacion se puede ulilizar cualquicra de
los procedimientos siguicnles:

despejo en la formula.
razonamientos sobre pruporcinnalidad.
razonamiendos sobre fracciones (reduccidn a la unidad)

CROMETRIA

Angulos

(24) Un angulo es la interseccion o uni 6n de dos semiplanos.

(25) Angulos complementarios son aquellos cuya suma es un angulo de Y0°.

{26} Angulos entre paralelas

rllp y = secante r i w
aliernos: o Yo Yy wiyy Qéyp of
correspondientes: a Yy O Ay w; 5y wy v

p vf o
yo
conjugados: a y w; Ay piyy s aY 0 oo

Los dngulos alternos y 10s correspondientes entre paralelas son iguales.

Los angulos conjugados enire paralelas son suplementarios, rs decir, suman 1809,

Dos angulos que tienen SUS lados respeclivamente paralelos O perpendiculures. son iguales o su-
plementarios. Sun iguales en el Caso ¢n gue ambos sean agudos u vblusos,

Tridngulos

(27) Tndo poligeno de tres lados se Ilama triangulo: c

Notacion

l.os vértices Se denotan por lelras mayusculas de
nuesiro alfabeto {4, 8, .., ) y la correspondiente
letra minuscuta denola al ladn opuesto & cada vér-
tice.

Los angulus se denotan con las letras gricgas
carrespondientes.

A #
(28) Clasificacion de ios triangulos:
seglin sus lados segun sus énguios
Escaleno: Todos sSUS lados son desiguales, Acutingulo: Todos sus angulos svn apudos.
Isdsceles: Tiene dos lados iguales. Rectangulo: Tiene un angulo a recto (909, Sc
cumple:
Equildtero: Tiene Sus (res lados iguales. a? = b* 4 ¢ leorema de Pitagoras)

Obtusdngulo: ligne un dngulo obtuse (-907)




(29) Rectas notables dc un tridngulo:

Alturas: son los segmentos dc perpendicular irazadas desde fos vertices hasta ios lados opueslos.
{Los pies de las perpendiculares se llaman pies dc lay alturas.)

Medianas: son los segmentos delerminados por los vértices y @ punto medio del lado opuesto.

Mediatrices: son las perpendiculares gue pasan por Los puntos medios de cada uno de los lados de
un triangulo.

Bisectrices: son los segmentos que dividen cri dos angulos iguales cada uno de los angulos inte-
riores de un triangulo

(30) Puntos notables en un triangulo:
En Lodo tridngulo:
Laus alturas sc cortann en un punto lamado ortocentro.

Las medianas se cortan en un punto Uamudo baricentro {centro de gravedad).

[.as incdiatrices se cortan en un punto gue es @ circuncentro (ceniro de lacircunferencia circuns-
crila),

Las bisectrices s¢ cortan en un punto gue es ¢! incentro {centro de la circunferencia inscrita).

(31) Suma de ingulos interiores de un triangulo:

Los angulos interiores de un trigngulo suman {80%,

| (32) Criterios dc igualdad de tridngulos:
Dos triangulos son iguales 9 tienen respectivamente iguales:
| un ladoe y los Angulos adyacentes {u. [, a),

i dos lados y ¢! angulo comprendido (/. u. /},
sus tres lados {/. {. f),

| {33) Criterios de semejanza de triangulos.
Dos trigngulos son semejantes si:

ticnen sus tres angulos iguales (a0 0. a),

tienen un lado proporcional y los angulos adyacentes a ese lado respectivamente iguales
la. 1. a),

tienen dos lados proporcionales y el dngulo comprendido entre ellos respectivamente igua
U a i

Cuadriliteros

(34) Todo poligono de cualro lados s llama cuadrilitero.

(35) Clasificacion y propiedades de los cuadrilateros:

Paralelogramos
Los paralelogramos ticncn sus lades opuesios iguales y paralelos. SUS angulos apuestos son
iguales y los consecutivos suman 1 80¢. |.as diagonales se corlan en SU punte medio.
Los rectangulos y los rombos son paralelogramos especiales.,

Rectangulo Rombo
Sug ¢cualro angulos son rectos. Sus cuatro lados son iguales,
L Sus diagonales son iguales Sus diagonales son perpendiculares y bisccan el

angulo dc donde parten.

El cuadrado es un paralelograma que es a la vez rectangulo y rombo.
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paralelogramo ff

L
/

-

rechanpulo
roming

cuitdrdo
Trapecio
Los trapecios SON cuadrildteros que tienen un par de lados paraiclos. Los lados paralelos se lla-

man bases del trapecio.
El segmente que une los puntos medios de 10S lados no paraletos de un trapecio (paralela me-
dia) cs paralelo a las bases y su longitud es igual a la semisuma de las longitudes de ellas.

penenall

“T_ﬂ
r‘i-%y

isbsceles / \ restangulo
Trapezoide

{ ’_
El cuadrilatero que no tiene lados paralelos,

A &
E—

goneal

ACLED
!z'.'_l.eje de simelriy

{36) Suma de dngulos interiores de un cuadrildtero:

Los angulos interiores de UN cuadrilatero suman 360°.




(37) Area de figuras planas

\
1 i
Triangulo: 4 = bh Rombo: A4 = ab da y b longitudes de los lados)
2 2
- Rectangulo: A = ab . bt b
Cuadrado: A - u? Trapeciv: 4 = # it {h v I¥ bases)

Circunlerencia A4 . arr?

(38) Circunferencia

Lina circuoferencia es un conjunte de puntos gque todos equidistan de un punto eo el plano lamado

centro,

Angulos cii 1a circunferencia:

Angulo central: ks € angulo cuyoe vértice es @ centro de la circunferencia

‘ Angulo inscrite: s @ angule cuyo vértice es uti punto de la circunferencia y sus lados son secan-
les

Angulo semmscrito: Es el dngulo cuyo vertice perlenece a la circunfercncia y tiene un lado secante

a la circunferencia y olro langenle en su vertice,

L Radio: Bs el sepmento que va del centre de la circuiii‘crcticia a un punito de elila.

i Cuerda: s uti segmento gue ticne sus extremos en la circunterencia.

| Didmetro Es lamayor dc las cuerdas y pasa por € centro de la circunferencia. Su longitud es igual
| a dos veces @ radio.

{39) Poligonos:
Un poligone de:

5 lados, se llama pentagonu,
0 ladus, se Hama exagono:
7 lados, se lama eplagono:
R lados se llama octogono.

iin general un poligono de n lados se llama f-agono.
Un poligono es regular si sus angulos inleriores son iguales entre si y sus lados también.
La suma de los iangulos inleriores de un poligono de r lados es (1) - 1802,

(40} Poligonos regulares:

Para todo poligono regular existe una circunterencia circunscrita.

El centro de esa circunierencia es ¢l centlro det poligono.

El radio de la circunlerencia circunscrita se llama radio del poligono y la perpendicular a un lado
tracada desde ol centro oy la apoiema.

Ll dngulo central « que subtiende un lado del poligono regular es:

o

o = . donde n es el numero de lados.

n

(41) Cucrpos geamétricos:

Orloedro:
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Prisma:

Voo dy-h

Cilindro circular:

[
A, - 2nrh

Pirdmide:

Cong cireular:

Vo= - arth
L]
Iy = megogt =t h
Fslera:
4
¥ art
3
1 - 4 m
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