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ORIEMTACIONES SOBRE EL TRABAJO COM ESTE LIBRO.

Fara estudiar por este libro debes tener en cuenta gue
el contenido del mismo corresponde al Capitulo 4, Sistema-
tizacion de grado doce.

El mismo estid dividido en ¥ eplgrafes. En cada wuno de
ellos encontraris los contenidos fundamentales sstudiados
en la ensefanza media, algunos de ellos destacados en re-
cuadros, y ejemplos resueltos que ilustran cémo debes
actuar para resclver ejercicios importantes que correspon-
den a ese contenido.

Al final de cada epigrafe aparecen ejercicios que debes
rasclver y que corresponden a la materia estudiada en cada
uno. En alguncs ejemplos y ejercicios se hacen referencias
a puntos del Mementoc (resumen de contenidos de grados an-
teriores que aparece al final del libre) los que debes cop
sultar siempre que consideres necesario.

En la dltimas paginas del libro aparecen las respuestas
de la mayoria de los ejercicios propuestos, lo que te per-
mitira autocontrolar tu trabajo.
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CAPITULO 4: sisTEmMATIZACKON

CALCULO ARITMETICO Y ALGEBRAICO

1. Cilculo numérico
Al realizar vl célculo con ndmeros en expresiones donde
aparezican varias operaciones, estas se realizan siguiendo
un orden i
1 = Potenciacidn vy radicacidn.
2 = Multiplicacién y divisién.
3 = Adicidén y sustraccién.

Celculas &) 10 = 3 + 4° m;...i'f_
E
/8 +06.8-3%
Resoclucidn
a) 10 -3 + 4%= 10 - 3 + 16 = 10 - 48 = -38
m;¢ 2 Vo _g‘ 2»3_;+2_4+1u__1_;

e) :/-n_'a-a -s°-§-2+a-1—§ (punto 2 del Memento)
i - 2 _24-2 22
B ST e e .
81 aparscen signos de agrupacién iparéntesis, corchetes
4 llaves) sa realizan primerc las operaciones que aparescen
dentro de los missos. La raya de dividir y el signo radi-
cal dessspsfian =1 mismo papel que un signo ds agrupacidn.

[[Elemplo 2 |
c.l:ul.:.:[ga-;.]'} h:ﬁ—[s[;og]-zﬂ]

1 _2
2435°3 Afe*-4a-8

1,1 2 + 0,13

c)

Resolucidn

o (344080 (42)3- 133

mﬁ-[:[;+§]—2,1]-§—[:[Eﬁ—ﬂ]—2,1]
-§-[s«§§-—2.1]



o 26 _ 21
Bk~ 10
2 260 - 147
- [
2 _ 113
ey )
28 - 113 as 17

1,1 (2 + 0,102 X 1,1 2,1'
i & |3 Y 14
11 4,41

s R b ey P 1 L
= 1,67 - 0,907 = 0,763 g
También has aplicado el cialculo numérico en situacio
comot
® #l cadlculo del valor numérico de expresiones alg
braicas,
& la determinacién de imigenes de funciones,
® el cilculo del limite de una funcién en un punto
& wl cdlculo logaritmico v el trigonométrico.

[(ETempls 3]
i

a) Halla el valor numérico de la expresidn 3%+ = -]
A= i yb = 7,

z
x4 IAnw - 5

b) Dada la funcién fix) = » halla fC+ad.

o -
x"+ L x e
£}
¢) Caleuls 1 i = -
x =+ 12 e
z
d) Calcula log '2:25“: ® 4+ 1og “=EE'E' si a=1
-+
aen
sen + cos
e) Calcula L3 2 S

un; + cos (=2m)



Resolucidén

a) 3a% L - 5= 3[ 5 ]*+

2 a

-3-1+ 1-5-%4_2_5
7z T
=

-%—+f’i‘—=-—"—}+ T = - 4,25 + 1,41

= - 2,84

z
+* —
b fex) = 225K -5

(va) ¥+ 345 - 5

FAL {(punto 15 del Memento)
7N -1
a3+3IM-S _ 3 -2
N -1 -1

(398 - 2318 + 1)
(fF = IYT + 1)

z * —
sw'i';:ri‘-z .‘?*;T 2_7+é.?3_4_37

(punto 14 del Memento)

Y
P+ L x +2 [ é ] + % . % * 2
c) lim = - = i {punte 15
TR A 2+ del Memento)
§*3*2 _z*2 3
e N S o ik
z z Z
z
a“+ Sa + & a+ 9
dr 1 + lag —m——
2a*+ 4a
1+5+6 1+9 12 10
= log = + log —_— = log = 3 + log = ]
= log 2 + log S = log(2+35) {(punto 3 del Memsnto)
= log 10 = 1
3 an 2n > » n |
sen + cos t(1)" + cos (m — 5 f{puntos 30
a) 2 2 = = £ s y 31 dal
tan § + cos {(-2m) Ys + cos 2m tHementa)



3 3 i
fgicomin, 3l g
s o+ 1 T+1 T+ 1
= w -1 s YO =1
2

(e + 1) {47 - 1)
= L72 =1 . 0,365

Ejercicios (epigrafe 1)

1.

a) 70 - 42,83 b) 20 + 4,5 - 0,03
C) 15,62 — £,28 + 7 d) 3,42 + 5,6 1 100
@) 25 1 0,50 + 3,4 £) 215 + 0,1 1 0,4
g) 0,004 1 &4 h) (0,5 + 0,76) S
1) 14 + 3,15 = 0,1 + 10 n,:s-roﬂs-o.:a
mﬁ-!+u:¢.a4 ng-:-g,-u,:szs
) n.o3+!?§45a+n £ [g-—ﬂ,i]: ?!2‘?
1 1
%, B
.yt , (8,006 + 0,432 + 0,15)10,1
m 1 I o 8- .1+ 0,30
- S
0t
2. Calculat
©E-F+3 M Et-8
oaef-t 0 2% 13- b
e 03 (3-4)

2 1 1 4 s
ﬂ.“"’[:"‘z] h‘[:#-!]"[zﬁx]
vi-303 nfde g

sr2. 1 11
wi(3+3) v (z-3)e

1 3 1 7 2 3 3
"’[!*t]s “‘[u'v][s*m]

7 2 BTN 0,1 . 311
m [s‘:]' [u*ﬂa] o) [a:it*-”-;]*[r-!]

Efectda:s




2 & 4
7 - 1 5 7
E~7 7 =
g h 4
Calcul a:

a) 1 - &,2 &t 3,1 + (0,&° b) 53 - 2% 3* + /a9 5 1°
. : [g]‘.g
c) ¥ 16 + 3'[&':4 + 32 ] d) s
t

.:-"’Es#-ﬁ,t -[—1-]-— -[—4]-

Wi o s
L [-2[- e 2’] : (=2F _._._...":';:3?:_.'

k

-
-

-3*- -2* 3
[ -1

i g S R B S
[(:)T" (3-3)
] -3* . 2"
m) J—I—m— . n) 2'- --r—
m 23227 4 3,5.10°- 5" o 2 - 13

- E]:E:j] @ 53 « V121 - 3,402,

pl

e s:fi-:r:fr.' “15-2'-24-34’4
2% f_'z

M bl W e o N
e " 73 2-v s

V) 3% 9-te 2.st. 85:0,1 o Y2 +35 _3

7
2



4.

2+ 3
) 1+ 12
5 + =
b Y
-
Calcula

z =i
a) 35 [t-‘z}'] - (-3 ) 4% 2% [(—2:']

e) [é]. [1-] [m 5) ] d) ﬁ]-’- [.gi.]d+ [... g]-'

B 29_ o178, =i, S8/8 2 (=27)47% _ 3zt
I—EI“H‘— =1 <% str4' 5"' <is4
273 +57¥3 -3 Y25 /16 -5[-5]
Q) hi

75 ERVERNE
i) ﬂ-sﬁq-ﬁa_

g1 : 3°
j:i+4[:"ﬁ]+/m
2++/2
= 7 ¥ 18 i .25 + fr_q i 2
T+ 0,5+ 1,99 -
§ s m
)

(2))+/= 3
i/ S0 w2 a0 - f::f?.
(v5)

* log 27
TEE:E .

n) (Slog 3 - log 107+




i &
L1} luq-lnq‘logilﬁ = lnqllnq.- ¥ 3
o) log,Y 3 + log, z log} 125

leg 0.9
p) 4 * - 1og 0,01 + log ¥ 10

Lag d'.i i-log 2 I.aq’Id
Q) F& + 10 - 3

Verifica si se cumple que:

Z. L 4 s
al) L_s"‘"-ﬂ'z5 =0

2°

I.f: = & =
€10 ae? . e L

e) 31/5_'+-/_3'G+‘/;*3”J;‘3’ —-A;*r;-;f;

T

/20 +2/8 -—3_+/a «f35 +5/2

b}

]
-v78 + 1674 (-2)%+ 272" 1

a) -
-1 = (=1} 1-8

[ 2 ] P 2 [ ] =9
(3)--2/ (300

Halla el valor numérico de las :1qu1-nt|l nupr.:tnnll.

£}

parat a =1 3 b=20,2; c=4,23m=-= E j] o= ! 3

p-E;u-Gld--l

a) (a * b} (c - d) B tb - m){c - n) + 4a"
rirE z 4im + p) _ a"+ b*
c) 2mx + &ib '+ = 4d7) d)u—q H =
Halla &1 valor numérico de las siguientes expresiocnes
para las condiciones impuestas a las variables:
(23]
a) l_ si a=1;b=2
lb-!-iE
z z
py ¥y +tz Sxyz si x = -2,33 y = 5,08; z = -2,74

K+ Yy + X



c)

di

a)

1

g)

hr

il

il

Kkl

11

z z
x-2:¢~r+7y+1+s g8l % = =1 3 y = =2
' Xy z

2a’~ Sab + 2b° :i.-fz_'w/z_‘yu-/z——/?
ilq[/;—+1]

gix) = 2u- Bx + 7 T e

3a®+ 2%+ 4ab sl a = qutib y b= l.nnt —fi—

1 1 A
filx) = = + para (v

1 == 1 + x 1 + x*
B, a ab E T
I.f,E——E sl a = ZIﬂ'q y b log 10
i‘f(zl'f""lt}_“‘ para x = 13 § y = 12 4 z = S
éf‘plp-x)tp-vnp-:} para x = 3 § y = 4 3

z = 5 sabisndo que:
Z2p = 5 + ¥y + T

lnqa-tilnuh-lnq: para a= 35.,2; b = 93 c = 14
r

21 a
oilnnh

1096 para a =3 b =5

zt-im*.:n para m = log 20; n = log BS7

Calcula los siguientes limites:

h)

3

» P 2
1im KNS D 1im x> 23
X+ 3 : X+ =2 2K+ G+ 3
z » e
Sx*+ 10x - 4 x®= ax®e Sx - 4
l1 im B + 5 d) 1 im o =
+ =4/5 X o+ 3/2 x-r;:n*:
/2 :
11 @ T2t 23 ) 14mpix) mt
X + 2 ® + =1
Gy A TR B piny = L nl= B
x+ 4 S3 x+S
Ko+ 4
z
lianm “*;‘"""1 D14im fFix) =i
X + 78 wo—- 1 X + Tr
2 5
+ +* - - X
lwl[::;%] ;:.:-!1_'3._1_



%, 81 Fix) = J ] :x ¥y gix) = x*+ 1 calcula:

fa = Ptﬁ‘ir
Fi

a) Fi=1) + 3gi¥) b)

e) fix®= 1) + gix + 2)

10. Calcula el valor numérico de 3 en las siguientes fun-—
ciones si sabes que:

a) fix) = 3x"+ ax + a si f(1) =7

b) gix) = ax®~ 2x + a si g(2) = a

) hix) = x*- ax®- 2a - a si h(=1) = 10

d) pix) = 2x*- ax® ax®- 2 si p(1l + v3) = -2
11. Calcula {(puntos 30 vy 31 del Memento)

a) BN 30%°+ cos &0° 2 cos 30°- 4 sen &0°

b)
tan 45° tan 30°
o) tan 45+ sen 240°- cos 13%5°
cot 120°- sen 45°
4y _Sen 30%°+ cos 45°+ tan &0°
sen 120°+ tan 240°- cos 135°
:n!;+ung"!+tln0 tmE:ntﬁD"-l-smE
e) = £)
T i g
E:utT-r-m! Cﬂlz £ 1
SBn mﬁ [=t=1 T}
2n

5 {:_{:I—-S'#lln%q:ut_g;
tln[ I m§
:u:—tm:

h} + EEn E
seni{=rr) * cos n

lll'l-'s-r" cos m
i) + '“ﬂz

:m;---m{—!—:-} :ntg

cot ¢- 5 [ tan t-m -cul(-s—'&}]
P

[mt—%)*mt—ill :ﬂii"}_m

10 sen 56,1°+ tan 35°
cos 25,5°

k)



12.

13.

14.

S tan 222,8°- 0,5 cos 48,9
4,45 sen 90°
cot 43,6°+ 5 sen (-65,5")
0,7 tan®&0®
tan 85,6°- cot 3465,6°
sen 278,1°- cos 90°

11}

ml

nl

Prueba que:

sen 30° mo, o _ 72 -1
lj ::—;—‘T - CO% E tlﬂ 30 = —T'
g
1 =y
g == s = cos 30 e &
tan = san i
q &

) 3 cot® E « cos E « sen 607 = ;
n

L]

4 . 2. tan s
[=f=] ] I L-1 Ja] E  1g] 3 X = =]

4 /5 + 3
d) - =

T

EE

3 cos® E - 2 cos® ; 5 sen

®) 3 tan E; - sen § =373 cos 1%° =0

4 o
Si ﬂ-llm“—i%—ﬁlﬂlm_ﬁuﬁ‘qu‘:
X o+ 2 o] sen 120°

; 4a_5v 2 +38 _ /o
a) A B + 5 . b) — 2

V27

Dadas las funciones siguientes, calcula f'txg}
{punto 17 del Mementol.

a) fix) =x™ 2% +5 3 x =95
B) fix) = (x*+ INix -5 3 x_=

Hl‘

) Fix) = (x"+ 200* X =1

d) fix) = E;'E'i 1% = =2,5

@) fix) = f x®+ 9 x = 4

£) £Ox) = lntx"+ 3x%+ 1) x_= 77

g) fix) = cos'x + sen 3x il E

Un trabajador gana #100 mensuales y gasta como prome-
dio #85.  Cuintos meses tendri que ahorrar para com—

prar un radiac de %&07

10



1&.

17.

i8.

19.

20.

21.

22.

23.

Un estudiante tiene gue hacer 30 problemas. Un dia re-
suel ve T% y al dia siguiente los ; del resto. sCuintos
problemas le faltan por resolver agn?

Un padre deja al morir #4500 para reparticr entre sus
tres hijos. El mayor debe recibir é de la herencia; el
segundo g de la parte del anterior vy el tercero lo
restante.  Cuanto recibira cada uno?

Tres brigadas de estudiantes llevaron a cabo la reco-
gida de papas en una CPA, la brigada Mzl recogid é del
total de la jornada y la brigada Ne¢3 la cuarta parte
del resto. j0ué brigada recogid mayor cantidad de pa-
pas?

Los & trabajadores de una unidad de comercio interior
se han propuesto recaudar un dia de haber para las MTT.
De ellos 3 tienen un salaric mensual de #145,25 , dos
de $1483,50 v uno de ¥190,85. . A cuinto asciende el
aporte de este centro para las MTT? {(considera 24 dias
hiabiles en el mes)

Un camidén conduce unos fardos de mercancias. El prime-
ro pesa 72,7 kg , el segundo 8 kg menos que el prime-
ro, el tercero &,1 kg mas que los dos anteriores jun-—
tos, y &l cuarto tanto como lps tres anteriores. :Cuil
e#s el peso del gquinto farde si el pesc total de las
mercancias es de 940,3 kg?

Un empleado que gana #7353 quincenales, ahorra cada
quincena una cierta suma de dinero. En el periodo de
tiempo que gand #4350, ahorrd #31,20. Cuidnto dinero
ahorré gquincenalmente?

Un tanque de agua puede llenarse por dos llaves, tna
que vierte &5 L/min yv otra que vierte 35 L/min. 51 la
capacidad del tangque es de 3600 L v estandoc vaclo se
abren al mismo tiempo las dos llaves, .qué tiempo tar-
daris en llenarse?

Un tanque tiene dos llaves ¥y un desagiie. La primera
llave vierte 45 L cada 3 minutos v la segunda 100 L

cada S5 minutos y por el desagle salen 200 L cada 4 min

11



24,

26.

27.

Z8.

31-

32.

Si estando llenoc el tanque se abrem al mismo tiempo
las dos llaves y el desagle, se vaclia en hora y media.
Halla su capacidad.

En una zafra el plan de siembra de caffa fue de 11 535&
caballerias. Si se sembr¢ el 74% antes de las lluvias,
Jcuantas caballerias faltan por cumplir el plan?

En un pargqueo de reparaciones agricolas con un plan de
88746 equipos se habian reparado en el tercer trimestre
el 89% de los equipos. JCudntos equipos se tienen que
reparar en el cuarto trimestre para cumplir el plan?

Una escuela estuvo representada en las competencias de
atletismo por 17 estudiantes,; de ellos 4 nifas. JGQué
por ciento de niMos particip® en las competencias?

Una finca tiene 480 ha .El 30X de la mitad de la finca
esti sembrado de caffa v el resto de la finca de frutos
menores. Jscudntas hectarcas estan sembradas de frutos
menores?

Un obreroc ahorrd el afio pasado $840 que es el 204 de
su salario anual. Cudl es su salario mensual?

Un soldado en Egipto observd gque cuando su bastén colg
cado verticalmente arrojaba una sombra de &5 cm de lar
go, la Gran Piramide de Cheops arrojaba una sombra de
unos 153 pasos de largo, medidos partiendo del centro
de la base. Si el bastén tenia una longitud de 85 cm y
el paso del soldado abarcaba unos 73 cm, Jqué altura
en metros tenia la piramide?

Un motorista averigua que en cierto wviaje de prueba
recarrid 90 km con 18 L de gasolina. gCudntos litros
de gasolina necesitarsa para un viaje de 1000 km, wvia-
jando en las mismas condiciones?

Si 20 hombres pueden hacer un trabajo en 15 dias.
Cudntos hombres mas se necesitaridn tomar para reali-
zar el trabajo en ios g de ese tiempo?

Se quiere cercar un terreno rectangular que mide
10,3 m de largo v 7,25 m de ancho. (Cuintos metros de
cerca hay que utilizar? JCudnto mide el 4rea cercada?

12



33,

34.

35.

37

39.

En la figura | se re-
presenta la planta

baja de un edificio. I3
Calcula el irea de la Fo
misma. »

T

l—som

f-——'!on1————4f‘“n :

f- iom-—4

——— f00m -————-q1
Fig. 1

Un paseo de 4,0 m de ancho bordea un estanque circular.
iCudl es el costo para la construccidn del paseo, si
el diametro del estangque s de SO0 m v el metro cuadra-
do de paseoc vale #1,257
Un recipiente cilindrico tiene una altura de 4,0 dm vy
un diimetro de 1,4 dm . Cuidntos recipientes de este
tipo se necesitan en una empresa quimica para almace-
nar 15 000 cm® de acido clorhidrico?
En un recipiente cilindrico con didmetre interior de
&5 mm, se vierten 240 cm® de agua. Se debe aNadir aci-
do sulfurico hasta una marca situada a 102 mm de alcu-
ra. JCuintos em” de scido sulfdrico se deben afadir?
Pequelios tubos de 3,0 cm de diimetro v 5,0 cm de altu-
ra se ampacan @n una caja cuyas dimensiones son:
Sx 12 x 18 cm . ;Cudnto espacio se desperdicia dentro
de la caja sntre los tubos?
Un tanque de gasolina tiene la forma de wun cilindro
con extremos semiesféricos. Suponiendo que el diimetro
de la parte cilindrica es de 4,0 m ¥y su longitud total
de 14 m, Jcuintos galones contendri cuando esté lleno?
{Considera que un galén es aproximadamente 5 L)
Se quiere construir un recipiente plastico de forma
cilindrica sin tapa que tierne medidas exteriores de

13



1,0 dm de radio ¥ 3,0 dm de altura. Si las paredes son
de 2,0 cm de espesor, squé cantidad de plastico hay
que utilizar?

40, En la figura 2 se re-
presenta la seccidn
transversal de un
trompo de eje de si-
metria EF.

a) Calcula &l irea de
esta seccién trang

versal.

b) Calcula el volumen
dal trompo sabien-=
do que esta com-
puesto por conos y

cilindros.

4

Fig. 2
41. Una esfera tiene 452 cm” de drea. Halla el radio de

la base de un cono de 12 cm de altura que tenga un wvo-

lumen equivalente al de la esfera.
2. Cilculo con expresiones algebraicas

En ®#1 trabajo con variables se cumplen las mismas pro-
piedades y se efectdan las mismas operaciones que vya has
estudiado con los ndmeros reales.

® Los términos semejantes se reducen operandoc con los

coeficientes ¥ manteniendo la parte literal.

® Los signos de agrupacidn precedidos de un signo + se

eliminan conservando el signo de cada término inclui-

do dentro de ellos. Si esti precedido de signo - , el
signo de cada término cambia,

14



[ Ejempla 1 ]

Efectga: a) Sa + 3x"- 3ax - x4+ 2, 3a
b) -4y"+ C3y°= 42) + 22 = (-5y’+ 32
) 3x"- [3y + C3x’- 2y)) - 8

Resolucidn
a) Sa + 3x%- Zax®- x%+ 2,3a = 7,32 + 2x%- 3ax?
b) -4y + (Sy'- 4z} + 2z - (-Sy>+ 3z)

= -4yz+ 3yt- 4r + 2z + Syt- 3z = 4y;- Sz

€) 3x'— 3y + (3x"- 2y)]1 - 5 = 3x%- ( 3y + 3x3- 2y1 - 5
= 3% ty + 3x%¥1 - 5
= Byl Yy - Ext- ]
= oy = 5 -

Fara la multiplicacidén de expresiones algebraicas, mul-
tiplicas cada término de una expresidn por cada unc de los
términos de la otra tlpli:l;'ll propiedad distributiva de
la multiplicacidn respecto a la iué;} y finalmente agrupas
términos semejantes si existen.

Las multiplicaciones pueden abreviarse si se utilizan
los 1lamados productos notables:

(a = b)¥= a®2 2ab + b*

(a + b)a - b) = a*- p?

(x + a)i(x + b) = x*+ (a + bIx + ab
ta = b)%= a%+ 3a%b + 3ab®: b’

| Ejemple 2 |
Efectua loz productos sigulentes:

a) Ca + bXCe + d) b> Ca - bXCa’+ ab + b
) (2% + "+ ;u: d) Cm + 2Cm -~ &

@) C3p°+ incapF- ;a £) C2a + ¥3)(2a + V3>
@) (Sm + 2)(Sm + 2)(Sm + 2)

Resolucidn

a) (a + bl{c + d) = ac + ad + bc + bd.

b) ta - b)(a*+ ab + bY) = a®+ a*b + ab®- a®b - av*- b

15



c) (2% + 3) (n+ %«1 = 2x% xT + 3 4

Nl
=

= 23‘ + 4x® +

d) (m+ 7)im - 4) = m°+ 3m - 28

e (3p%+ D (3™ D = 9p°- 3

]

§) (Za + YE1(2a + ¥5) = (2a + &2
= 4a+ 445 a + S

g) (Sm + 2)(Sm + 2)(Sm + 2) = (Sm + 2"
= 1250° + 150m°+ &0m + 8 g

El proceso contrario de multiplicar s la descomposi-
cién en factores.

Fara descomponer en factores, 0 sea, transformar sumas
en productos, se utilizan el factor comin, los productos
notables ¥y otros conocimientos sobre la multiplicacidn.

Observa en 2l ejemplo 2 inciso b que si tienen una difg
rencia de cubos; es decir, a’™ h-. esta la puades descom—

poner en factores ficilmente pues

a’- b® = Ca - bXCa® + ab + BD
de forma similar podrias descomponer una sSuma de cubos,
puss
a"+ b= ca + b)Ca® = ab + b
Compruébalo efectuando el producto.
El esguema siguiente te resume el orden en que debes
proceder para descomponer en factores.

Factor Comin
I LR ]
Binomios Trinomios Polinomios de

- « Cuadrado perfecto 48 ,-'s térainos

a's b° . x*+ px + g « Agrupamisnto

« Método de Ru-

Combinacidn de casos

E
« mx + px + q

1&6



[(Ejemplo 3 |
Descompdn en factores las sigulentesx zumasi
(punto 13 del Memento)

a) 25k 20 k + 4 ) x'= x - 8

<) 2am’- 32a 4 ox’- 15x - 38
e x"+ 2x"- 8x - 8 £ x*- ox*- 27

g2 %= 8  x"+ 3x"- ax - i

Resolucidn

a) 2‘5&:— 20 k + § = (Sk - 2)‘ a8 un trinomic cuadrads
perflecio
b) »*- x - &= (x — 3){x + 2} @8 un trimonio de la forma
u't px * q
c)2am ~32a=2a (m -16&) .
se sxirajo factor comldn

=2a(m +4)(m - &) y ae aplicd diferencia
de cuadrados.

d) &x*- 15x - 36 = 3(2x*- Sx - 12)
as exlrajo lfaclter co-

= X(2% + JF)(x = 4) min ¥ se descompuso
L trimnomio

F 3
mK +* pX + g
) '+ 2x%- % - &

Como no existe factor comin v es un polinomio de tercer
grado, apliquemos Ruffini.

1 2 -3 -& divisores de -&:
2 2 a & $1; £ 2 £3; =4
B 3 0

%% 2%=Sx = & = (x = 2)(xZ+ 4x + 3)

= {x = 2)ix + Fdix + 1) ae continud La
factarizasidn
descomponiende

al u’+ pX + g
£ x*- ax®- 27
En wste caso estamos en presencia de un trinomio
y’+ pY + q donde y = x%. Se descompone como un trino-
mio de la forma x'+ px + g, e decir:

w- ex®- 27 = (x®*)%- &x*- 27 luego:
x'- 6x®- 27 = - e B

i7



ss aplicd también
Lo dulfesrenciva de

= (x + 3)ix =3) (x7+ 3)

cuadrades.
Observa que en este caso también puedes aplicar Ruffini
colocando ceros en los términos correspondientes a %" y

a x, @3 decir:
1 o =& O 27

Diviscras
-3 3. 9 =9 27 T
| 1 =3 ] -9 [+] *1: *a; *p;
27

Los factores son:i (x + ) x?=3x e Ix - ). Aplican-
do nuevamente Ruffini o factor coman por agrupamien=
to resulta, (x + 3)i{x - 3 (xT+ 3.
ﬂ} !.- | = G 211x1+ x + & se aplicd diferencia de
cubos.
Observa que por ser un polinomio de tercer grado otra
via para descomponerlo seria aplicando Ruffini, colecan
do ceros en los términos correspondientes a x* Y a x.

h) x"+ 3x*- ax - 12
En este caso se puede aplicar Ruffini, pero si s& agru-

pan convenientemente los términos se puede factorizar
aplicando factor comdn.

x*+ 3x*- ax - 12 = (x"+ ") + (- ax - 12)
= xfx + 3) - 4(x + )
= (x + 3 (x*~- &)
m w + Xl + 2¥ix — 2) =

La descomposicién factorial facilita la simplificacidén
de cocientes. Si los términos no estin descompuestos en
factores, al igual que en la aritmética, para poder sim-
plificar debes realizar dicha descomposicidén.

[ Ejemploc & )
Simplifica los sigulentes coclentes:
z_ z = ] z_ s
ad u‘ I: B bi* 2b 18 e X * 3# F= 24
a = b b - 8b » @ Ex = I = 2
Resolucidn
a) a®- ab & ala - b)

8
J-p! @e+bia-B)  a+b

i8



b+ Z2b - 15 (b + S)ib - 3} b + 5
b*- &b + 9 b - »*
L x4 Sx¥- 2x - 24 _ (x + A)lx + Z)x = )
2x%- 3Ix - 2 (2x + 1)(x — 2)
(x + 4)(x + X)
2% + 1
LMo+ x4+ 12
Tx + 1 n

Al realizar las operaciones con cocientes (adicidn,
sustraccidén, multiplicacién y divisién) utilizas las mis-
mas reglas conocidas para calcular con ndmeros roales
{(punto 12 del Memento).

| EJemplo & |
Calcul at
ay Xm 7% -8 %"+ 4x
» + 4 z
¥ o+ 3Ix + 2
py X2 _ _x+3  u'e12 %418
xt— x x:+ 3x - 4 n‘+ En'- 4KI
s sal- 18 , a’+ 2a - 18 _ 3a%e 3
3a%- 11a - 20 a*- 28 a*- o
Resolucisn
a) xV= T - & 5 xS+ Ax
b w¥e In + 2
( — 3dix + 1)ix + 2) wix + &)
X + & ix + Dix + 1)

= xix - 3) = wx- 3x

b} X - 2  + 3 4 wi+ 12 % + 16
z e - s z
o= M X+ Ix — 4 ¥ o+ 3x — fx
3 i x +3 sy wi2k < 18
xix = 1), (x + &) (x = 1) xTtx + &) (x = 1)

_xOC 4+ A)ix = 2) - wElx + 3) + x4 12x + 18
xFin + &) (x - 1)
2 w¥+ 2u%- Bx - x"- InT+ wFe 12¢ + 18
x*(x + A)x - 1)

19



4x + 1&

X

2(x + 4)ix - 1)

s 4(x + 4) . 4 J 4
x2ix + B)(x = 1) xTx = 1) w¥ - x?
A 9a*- 16 - a’+ 2a - 15 B 3a'+ 3
3a*- 1la - 20 a*- 25 at- 9
(3a + 4)(3a -4) _ (a + S)ta-5) _ 3a*+ 3
(Za + 4)la - 51 fa + S)ia — 3} {a + 31ila - 5
_Sai=i A 3a’+ 3 - 3a-41a+ 3 - Eat+ B
a - & {a + 37(a — 5} fa + Z1la - 1)
. 3a%+ Sa -12 - 3a®-3 = sa - 15 . _Sta -3
fa + S)la = %) {a + 3)la-23%7 Ta+3ia-5
LA
3+ I =

Ejercicios (epigrafe 2)

1. Simplifica las siguientes sxpresiones vy calcula el wva-
lor numérico del resultado para los valores indicados:

al

bl

c)

di

(=}

£)

gl

h}

(Za + 3b) + (a + &b + 4c) + (7a + Fb + 12¢c) j

' : l.%’hI;.n-i

a=-tb-c) +a+ib-¢c) +b-(c+ a);j;
a= 1,25 31b= 3.75 ; c =2
(Bb - 3x -~ + 2y") - (Ib-¢c + 7x - yH 3
1
r -1
=Sx = {3y - 2y - [2x —(2y + x) + y1} 3 x = E. el Té

h-éi“- |‘H"-ﬁ+1

2b - {t = [Ix = By + (2uy = y:'} + 3c] + Tx = Tv}+ ¥

b!O,E;:=0,25|ulé|yl1’?;:-—1
Sa-{a+b-la+tb+c-(a+b+c+dl};

- 3 4n - z 1irm
a Inn—;.hhﬂui—!,d ;tlﬁT
-{n+El—tl-x}—h+2xl-2.]~l|~;

s 3
a = PR S
i3 4 + Ny

“{a-Ca+ (x - a) - (3x -a) - al-3a};

am= lug.ﬂ j = ;

20



3.

5.

1) 26 = {x®+ 3ab + Cxy"- 2ab] + 2xy"} + ab + 2 ;

W o= lug‘Z Py = %

Efectda los productos siguisntes:

a) ta*+ 6% (a*- bH b) (x + 7)ix — 3)

) (3x — 2)(x + 3) d) (3y + 207

e) (m + n)(m= an + n©) ) (5 - x)ix + &)

g) (0,5x + 0,1)(10x — 5) h) (2p - i:'

i) (2 = x + 3y)(2x - 3y) i) Sy + ¥3) (Sy - ¥&)

k) (2m - 5) (4m>+ 10m + 25) 1) (ab + cH®
m T x) ™ 2™ ™Y

Reduce las siguientes expresiones vy calcula =l

numérico del resultado.

a) (3a + 2% (1 - a) , n-é

bB) S(a™+ a + 1) + 2(a"+ 2a - 2) - (a"+ 3a - 3) ; a =

€) 2x + 3(3 - 2x) - 2¢(1 —x) ; x = cos &0°
4;—'.

d) (Za¥- 2b) (3a+ 200 a-—éi'—.b-%
@) a+b*~-a-F § a=3,1,b=4,7

£) x + 2% 2" (x - 1? u"+§

D m-D¥ m+rDm-1) § m= -1

h) (p + 3)(p - 4)- £(2p +1}7 +(2 - 2m"1 ; p = sen Z

Sabiendo que:

valor

s
=

n

al M = 2b, H-5h+é-h. P=tb+x?% @=§+x-1

Calcula:
MsN+B M- (N+® P+3-4H
MN - P, P - M2
b) A = x*+ 4x + 3 B = x"- 27
C = x* ¢ 3x +9 D =x*-9

Simplifica la sxpresidn R = E—g

Demuestra gque R* - 2R + 1 = »*
Descomps&n en factoras:

a) Sy"+ 10y b} 2%p -+ 125pq
e) n* + 2t d) 8a’n"- 14a°
@) &x" 12xty + 24x° ) 33a%0% + 112"~ sea®a
@ Sp%a - 1opa’+ Sp%a® M Fa® - 7a°
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i) Sxly *+ 20 - Tly = 2) i1 2%%= Zuy - 8w + Ay

k) m+ 2 -3 {m + 2) 1) (S4+x+yl2 + a (3+x+y)
m Imix - y) +y - x n} (B-5) (b+3} + 3b(-2b-&)
#) u e 2x%- x - 2 o) 12 + x® - 4x - 3x*
Pl a%x -axi-za'y +2axy +x q) cos"x + cos’x

i H!n_ Wn =) nl‘“lf “'H'I.

t) Stan x + 10 tan x u) ze>* + 8"

Expresa como un producto:

a % vy - 25 b) 0,360%- @

ey Bx - 1 d) x+ 27

e} Sy'- Sy £) 64 - 16b°

g) ; - b* hy 2y'- 2

i) 2% 7 iy 27 + 125x"

k1 a¥- »° 1) a% et

m a'®- o,a9? n) x"+ 0,064y"

i) x'vd— ZIbVP o) an'+ a*

p) ta + b)*- 0,01 q} ; - x + )2

r» 216 + (m + )" s} sen'x - sen x

) 1 - e u) e~ 36e™

v) sen'x - cos'x w) Bsen”x + cos'x

Factoriza los trinomios siguientes:
a) b+ 200 + 100 bY x°- 10x + 25

) y% 22y 121 d) 4m*- Z&a’n®+ 81 n*
e} yi- 13y &+ 3ex* £) b¥+ 4b - 12

9) & - 18x°+ 8ix* ) x*+ exi- 7

i) 15 + 2% - x* 3y 3IxE+ ax - 4

k) 12x%+ Sk ~ 2 1) &'+ 13x*- 5

m) 12 + 2n - 4n% n) cos® - 2 cos x + 1
f) sen’x - Fsen x + 20 o) e~ 3e"- &

p) 2 tlnzx + tan = — 10

Factoriza los polinomios siguientes:

a) x*+ Wy + AN + Ay b) 2¢ - ax + 2y - ay
€} 3 - x%+ 2 abx™- sab d) a®- 9 + 2ab - &b
@) 3b - 2c + 95— ac’ £) x"- a4x"+ S5x - 2

@) x"+ &x¥- 13x - a2 ) x"+ Bx®+ 21x + 18

22



10.

11.

b | x
1) ¢ # Q3 % 3 =

192 + 30

27« + 54
) x*- 11x*- 18: - 8
pl xo= 4y¥- gxls 32
ry x*- 3%+ 4

Descompan en factores:.

&
k) "

2
m} x =

al x- Eéyt

c) 1 - 14y + 49yt

e) 2a’+ a’b - 3Zab®

gl xi+ Axy - 21y1

i) x*s &x?s o~ ax - 12
k) (a - 3b)%- 2m?t

ml &H4 + z'

%) 9p%q + 15p"q - épq

pl Isen'x + 3 sen x COs X
r} & tan®x - 4 tan x - 2

Simplifica y determina para qué valores de la variable

28x 1 48
122 + 16
nh y‘n 4v'+ Ev’+ dy = 4
4 ] z
o+ 10x"+ J1lx"+ JI0a«
Q) y = By;— ?y'+ T2

1
s) =¥+ B+ 17x%- 2% - 24

3} x?-

1) x?-

ol

b) a<iy®~ axty®s 20zy
d) 3a°- 12a’c*

£ E% - yﬂ
h) &m— 7mn - 3n°

j!1+a-a'm-a=mn
1) x%y*- aBryz - 1002%

n) 16 - 2k*

al :.y - Sx:v - duy + 20y

q) cos'x + 3 cos x - 18

no estid definido el resul tado:

4, 8 2
12a b &
- bx
dy 22X e}
b2- a?
- z
Q) ® -‘x - 12 ht
x = 16
49 u'- =]
%= %"= 2x - 12
1y Xo% 23x + 9x7+ 15
2xi+ Bx + &
Calcul az
2
a 1 i m ;1—:—%
PR v
2
e) 1 i X —x - &
H o+ 3 Hx -3

k) %

Sac - bc G xy - x®y?
2512- b® Exty - 2ny'
4x?+ a@x ) g
i+ 4 + 4 x'- 9

z z 4
Fa + 12&b + 4b i G - 25
3a’b + 2 ab® In'-2x - S

— 4x=+ ¥ + &

x'— 23

-}

'~
-
“3a

d) 1 i
¥ o+ =372

- 3

x'- 27

2x%+ Sx + 3
Exa’f?



2
@ 11m X853
E ]

X+ -4 x'+ Tu + 12
-4 |
A i *uE: ; 1S , L 125
X - 25

Efectta y di para gué valores de la variable se inde—
fine el resultado:

¥ + =5

b - a a—2b 4 3
li—ﬁﬁ——m- hil*-_l_.!
z z
v.+ Ty + 10 Vit T (x + yl'
2. 3 s+ 2
0 W L i o X + * +
vi-1 -t 2 el T
2 1 - 3=z 1
- =
"'It I—l. I—I'
Ry EoY . Ax + x"+ 3x'y
v I vl_ “l,"f
b-2 _ b-3 b*- 8
i) *
=3 B e T
8 y + X y“+3
i - = +
Yy + 3 Y b 4 Yt“ 9
@ 4 = 3 . 5
¥ 13x + 42 1%k - x°- S& x'- 14x + 48
1 2¢ + 3 4y 2% - 1

%"+ 2x%- 9x - 18 x"+ 3Ix®- ax - 12
Resuelve y di para qué valoreas de la variable sstid de-
finido el resultado:

23 nt+ am 3 a’- m - 20 i 20— 11m + 14
a’+ 3m - 10 a'- 25 Sa'- 15m
py SX°+ 16x - 12 x*- 8x + 16  x"- 28« + 48
x3- aAx 27x"- 8 e &x + 4
) 2= 7x + 5 ax’- 20 + 25 x%+ 27
A= 3x + 9 x*- 9 x*— T + &
d) *-o2x + 1 - x4+ ?'+ XY o a'y = Zu'y + Any
oot x [ x*- y* x'+ 8 ]
o [ 3x+ 2x - 8 | x'- 4 ] 4
éx - 8 wi= ax + & ) ¥+ x®- ax - &

24



gy 2a°- 13a = 7 [ a’- Ba + 7  a'+ 2a ]

2a®- 1%a - 8 a’- 6a + 16 a1
4
wl“x i-rlnqz"::“':"
x - 1
h) log —; 2 - log —/—
EnT—= 4x - 15 Ix"+ Sux

JPara qué valores de la variable esti definido el re-
sultado de las siguientes operaciones?

'llla+lia_13.l=
by ) o 1 + 1
a*+ a a*+ 3a + 2 a®+ 4a + 3
2y e a*+ a - 1 ) a®~ a -1 by 2a"
a®- 1 a’ a%*+ a -1 a’+ a%+ a + 1 a*- 1
oK + 3 1 X + 2
dls;'+lsu+b+il"+1
e oy T R P 0 el | N
a®+ 4a - 5  2a*- %0 -
*’z‘f:;,f*ﬁ*utJ'u:!
a? & B Z2X I.‘!:
[""" u'-i-?:-l-i-l?] .
) 3n"=3 1 - &n + B
[ n*-3n +2 n'+n-2 ] tin*- & n*- n
i) [&"ufz"uf:s]' n:2+u:3+!t+:!+&]

k)

i3 -=t ) )
( -1)(a- 1) |
1 é-f é] [{u - y)2a zw] * 5_ %][h: - y)¥a Erw]

m) T:' + %] [tul— yite uy] + % = %]z[hl - 1% uy]

+

¥
1=-x 1 W

I
-
+| !
x
L—
L
p—
—
q+
x|x

-*

-
+3| +|B

n} M)

1

3|
ML
|+



15.

16.

17.

p-q p+a fow b D
- b
e preigisi ook 3 a e
P q+p:+q: a = ah
- +
ECACR L ST a
¥ et rl x” + ,z
Q X F 1 I x
X - a = . o y — 22 Y
Y = A X
LRSS L el
s) a b +c [1 - b+ c - a
Zbc
a .b+c
Ia'+ 138+ 1S a-4
3 2 =
fy 27a + 54 a + Ia 18 (Z2a - 7)
4a" - 49
g=+ ba
Comprueba que:
(2a + b)*- (2a + b)(2a = b) _
. Za+h b
z F 4 L L
(x + vl + (x = y) K=y = 1
b) . Fxyilx — y) K+ Y

(% * y]'- w = yll
z
a - : i [ a+3 2a -‘é ] - ath
Sa b
i .l_ bI : x 4
z z
a = 2ab + b a + ab

ch

= a’+ ab + b*

a + 3 a+ 3
a3 [ m-1tavl
b-3% b X

O lm=3-"p-32

Dadas las siguientes funciones:
Fix) = x" 25 4x = B 3 g(x) = =x"= 2x"+ 4x + 8 §

| * + 2
hix) im 3 pin) e i e

halla: fix) + gix), fix) - 3gix}, F‘:‘. hix) + plxd,

pixd+hix); hix) + plxd; Filu) = hix)d

=z =z
Dadas las funciones fix) = % B glx) = :—{: T-
Calcula:

]
a) hix) = f£°(x) + g'(x) b) pix) = [:"_-r_’i" fotxdrzg’ (x)

i



c) gix) = F'ix) = g (x)

di tixﬂi - hixol + ptuni H th“! P ox .= O

18. Comprueba que la diferencia entre las 4reas de un
trisngulo rectiangulo isdsceles de catetos a + b y otro
rectingulo escaleno de catetos a +b y a - b (a > b)
@3 igual al Area de un rectingulo de lados b v a + b.

ECUACIONES, INECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIOMES
3. Reszoluclén de scuaclones

Desde grados anteriores has aprendido a resolver ecua-
ciones.

® Las ecuaciones del tipo ax + b = ¢ {(a # ) se denami-

nan lineales en una variable y se resuelven despejan-

do la », o sea, x = = : b

® Las ecuaciones del tipo ax'+ bx + ¢ = 0 (a > 0) se
denominan cuadraticas vy S resuelven mediante la

farmul a:

. w=bt¥b*- dac

1,2 Za

donde D = b¥- dac es el discriminante.

® 51 D > O la ecuacidén tiene dos soluciones reales
diferentes.

e s =0 la ecuaci19n tiene dos soluciocnes reales
iguales.

® 51 D < O la ecuacion tiene dos soluciones comple-

jas conjugadas.
Cuando el trinomo ax®+ bx + ¢ tiene descomposicidn
factorial, se puede utilicar este procedimiento para rescl

ver la ecuacién reduciéndola a dos ecuaciones lineales.

[(Eiempio 1]
Rezsuelve las scuaclonest

aA) 22X + 3 = {x » 4 - 2x) = 5 - {x + 23
B) % Cx # 3) m S #+ 3

c) d =5 = w(3Ix - 1)

a4 :: = B« - 10
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Resolucidn

a) Zu + T3 = (x + § - 2x)

2% + 3 - % — 4 + 2y = J§ =y = 2
% - 1= 3 -x
4x = §
¥ = 1
La solucidn es:t x = 1
b) i + X)) = By + 3
x*+ 3x = Sx + 3
¥~ 2x -3 =0
(x — 3) (x + 1) = Q
¥ - 53 =0 M+ 1 =0
u‘-x ¥ u'-—l

=3 - (x + 2)

suprimiendo signos
de agrupacion ss
obluve una scuacidn
Linsal.

mReduciendo Lérminos
aame jantes.

Transponisnde va-
riables a un miem-
bro y conaslanles a
etro.

Despe jando x

Efsctuands #l produc-
to. Como La ecuacidn
o8 cuadriitica ae
Lguala a csre.

EL trinomie pusde
descomponeras #n
factores fheilmenis.
Igualande a cero cada
factor.

Las soluciones o raices de la scuacién soni X 1) u.-l

c) 4 =5 - xi3x - 1)
4=5=3x" + x
z

3= x =1 =0

aplicands lLa Hﬁ-uhn,mumﬂ;

« wob Vb dac _ - -1) 2 ¥ (-1 4D -1)
P Ta 23
J12v1 12 1 ¢/ 13
& &
1+ /13 1+ 3,6 _ 4.6
" = r W d= . = Oy 7T
T ;-# 13 2 =56 . 2258 L _ o043

Las soluciones o0 raices de la scuacidén mon:

x= 0,77 y

d) x* = &x - 10

xE= &x + 10 = O

L Bt 0,43

aplicands la fSrmula gereral



y wcte t Y cortamao | 632736 - a0

i, % £ r

b2 y=8" &2 28
z £

aw SR Oy d

ﬂl'-'-ﬁ—i—:'l'J-i.

Las soluciones o raices de la itua:ida sont

g.-:,a-jyut-!-i m

En las scuaciones lineales y cuadraticas aungue la com-—
probacidn es recossndable pues te da mayor seguridad de
que #! valor cbtenido s la solucién, desde el punto de
vista mateaitico no &8 necesaric puss no se introducen ral
ces sxtraffas.

También ya conoces otras scuacionss como las fracciona-
rias, las #cuaciones con radicales, las logaritmicas, las
siponenciales y las trigonométricas, que para reasclverlas
se realizan transformaciones para reducirlas a una linesal
O &4 una cuadritica.

En sastas transformaciones se pueden introducir raices
axtraffas, por lo que si es necesarioc comprobar los valores
hallados #n la ecuacidn original.

[(Essplo 7)

Rezueslve laz ecuaciones:
x
o X2, X-f.X—2 B VYox 41 ¢/ x =1
® = 2u
c) log Cx + 4) + log(2x + 3) = log €1 - 2x)
2

d) 2:“--Bl""": Q}Em'u-?:-nﬂi*!-ﬁ
2
Resolucion

lll Em una scuacién fraccionaria. Como aparece la variable
en el denominador sultipliquemos por 1 m.c.m de los

denoainadores
N+ 2 W - 1 wi- 2 =
u.-.-“_-- * -;un:ﬂ! - -l;-;-_—l; MM ol 2!



z

(x # 20 = 2) % wiuw = 1) =mw "= 2
x*- 4 + xT - x = x7-2 ge¢ obliene una scua-
cidéhn cuadrlitica por lo
que igualamos o cers.
x'-x -2m=0
(x - 2)(x + 1) =0
X =2 =0 X +1=20
¥ = 2 & ¥ = -1

Para x = 2 los denominadores x = 2 y x¥=- 2x se anul an,
¥y como la divisién por cero no estd definida x = 2 no esta
an =1 dominio de la ecuacidn y @5 wuna ralz extrafia. For
tanto la solucidn es = = =1,

b} Es una ecuaciédn con radicales. Como la variable aparece
bajo el msigno radical, racionalicemos la ecuacicén.

Y Su +1 +«+u =1
Y S5k + 1 =1 -+ x e awsld un radical

4
511"!-[1'1'!] slevands al cuadrade

Sw + 1 =1 = 29 x +
4y = -‘21’,::— awslarndo el segurde raducal

20 =m - fr;q

4" = u slavands al cuadradoe
4#'- x = 0
w(dnw =1 = O

x‘lﬁ' dx = 1 = Q

Comprobacidn:
para u‘* L+

H.Ilfﬁﬂ}.’!*_:l‘i-fﬂ =y 1 = | M.D: 1

M.I. = H.D.

para I¢= = %

M. Iz E{%} +.;- + o } w2 e+ % - ffé‘ .

L]

+ k|a
i

L]
M=

3
=

= 2



M.D: 1
M.I. = M.D.
La solucién de la ecuacién s % = 0

c) Es una scuacién logaritmica.

apl il cande
propisdades
de Los loga-
rilmos

log (x + 4) + log(2x + 3) = log (1 = 2x)

log [(x + 4)(2x + 3)] = log (1 - 2x)
(¥ + 4)(2x + J) = | = 2u
2x®+ 11x + 12 = 1 - 2x
2x®+ 13x + 11 = 0
(2w + 11)ix + 1) = O
2 + 11 = O ¥ + 1 =m0

xl--lé--s.s M= =1

Para X = =5;3 log (x + 4) y log (2x + 3) no estin defi-
nidos, puss resultan log (-1;5) v log (-8); luego la so-
lucién ws u‘ll -1.

d} Es una scuacién exponencial.

1‘"’
nlbl

= (2"3%°%  oplicands prop: e ies potencias
¥ tranaformande an base 2

2ta-tn

- gt e
x¥- 2 = 3x - &
¥~ % + =m0
x = 2)ix = 3) =0
X -2 =0 §3 x =3I wmwg de donde ¥ =2 & xm=m3
Los valores de »x hallados satisfacen la ecuacidn origi-
nal, lusgo las solucionss =on X = 2y N 3.
®) Es una ecuacidn trigonométrica.

2sen’s - 7 sen x + 3 = 0

Se reduce a una scuacién cuadritica, donde la variable
#2 la funcidn sen x.

2 sen’x - 7 sen x + 3 =0
(2 msen % = 1)(men % + 3) = O ss factorizd sl trinomio
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Z2sen x - 1 =0 sen X + 3 =0

'lll"lH'lé- sen X = =% imposible, pues

=i E

o % + 2kn ¢,
lusgo, las solucionss son: DB g 2kn v
con k a Z. -
Ejercicios (epigrafe 3)
i. Resuelve las siguientes scuaciones:
a) 4 + 4(4x = F) = Bix = 1) + &ix - F)
b X Za2

:Ié(n-“*'{-#*%

dl 2y - S5[3y = 7idy —= 9] = &

@ z - 2(1 - 32) = & + 3(1 = z)

) 0,7x — 0,53 = 0,00 + 1

Q@) Sk + 1) = Jix = 7) = 2u + 4§

h) 3{g — 5) = 7(3 - 2x) = 11 + 3(2x - 12}
1) (x + 1)42x + 1) = (x + J)(2x + 3) - 4
’E o,zm—n+o.=¢m—w-§—2

K) ¢+ Dix = 1) = tx + & = 1,5
D1-x-"- e =a+200-0
m 1Syly - 1) = Cy + 27 - (y - 3°

n 2= 2.9 = (x + 1T + (x - 22

mwng-éy
mu-n‘_u-:!__;
N o+ 4 ® — 4
o)y e oy
q) 01?53-'-*”“?"'2“ -."I‘I
P sl R RELE, R
& 9 ig

3 -1 =23 %-!Li—‘i-:ur

'ﬂ-

2. Halla #1 conjunto solucidén de
a) Xix + 9) = 2% - 12
b) (x + 2)(x = 3) + 9x = I(x"= %) =1

=2

muil

X, = % + 2kn



cl

d)
[}
£)
[-})
hl
i)
1)
k)
1)
m)
nl

L ]

(x+XF+ 2 =0
2(x*+ %—x} - -2
fxix +2) -5 =12 - (x -
(x + 2% = 2x(x + 2) + 12
1% = 3(2 - 3x*)
(3x - %) - (5 - 3x) = 20
2%(3x + 5) = —(2x + 5*
9a - ¥+ a+ 1)? = aat- 1)
(Sx — )%= (3x + S)(2x - 1) = 20x(x - 2) + 27
(2t - 3= (t + 5 = 23
(2« + 1= 5(2x + 1) + 4 = 0
Pt + 1 = 3(tT- %) - (£t - 3Nt + D)

32 - x5
-2 ox}

Stx - 2% -y - ;

Determina los valores de x a B que satisfacen las
guientes ecuaciones:

&)

b)

c)

e

)

al

h}

Stx - 1) _2x + 1

o+ 1 x = 1

S5 S -2
x =2 (x=2%

4 Pl el S I
Six*=-1) 9 we1 3

+ |+ +

si-



—
5]
X
|
L
1

3 [1 - l =0

1

= 1
) SR el e
1 o
1 = - 1 - x

En las siguientes f&rmulas, despejar las letras que
indican:
a) m = E ir + p) ; despejar r

bY VWV = i nrt j despejar r

cl b= a + (c + 3)d ; despejar c

d) s = E_Eul } despejar t

1 z

el & = vt =& at” ; despejar a
f) E= E'E”“ 3} despejar H

¥~ H
g) y = ?réx + 3 3 despejar =
h) S+ ¥ 3 -u= 2p ; despejar u
i'e** =8 } despejar t
j} log x m a + 2 ; despejar x
k) a = E-g—r i despejar c
1) m = nggﬁﬁ j despejar p

Determina el valor de A para que se cumpla cada una
las iiqui.ﬂtll igualdades:

_ 4a® o ¢
"': T D) = " 352
Iix — a) =Z(x — a) Il 4 A
c) Y = T d) -

6x®- 2xy + v5) 12

, Ya®-25 _ ¥ 3a%+ 15a_

: S ea

Para qué valores de k en las ecuaciones

+*

de

k- kx + I =0 ; 11;—:—351 = -k las soluciones son:

a) Amales. b)) Complejias.

Sin resoclver la ecuacién, determina el caricter de

las

raices de 2x"- &x + 3m =0 si: al m = 2 bl m = ; .
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8. Para qué x € R se cumplen las siguientes igualdades:

a) 3+ 5+ x =13
Y-Sk -13-1=0

c)
e)

gl

i)

ki

m)

i)

p)

q)

rl

s}

t)

ul

v}

®y

¥yl

z)

Y x +1’rx+?-?
4% - 3 ¥ x = 27

3+JT
3-7/x

4

H+2=22+7u -5

Yx+a-7%5+24=a4

b}
d)
£

ki

3

1)

n¥

x + 5 + 1 = x

+ 2¢ + 3 = x - 2

1/!—-1":4‘5#1
Y- 7+ 1 =x

1I">¢+‘?-1+'/r:—

31/:-:—-1’5:-:-4-2
Y x + 13 -+¥Yx-2=3

M b

‘lfx f,:’:—‘b’(x“l’.—f’#ui-;
'fu+10+‘l’(n+3;-'|{4u+2=

f'rx+E‘-1‘(4x-!;+f’u+31

Yuezedu-2-Fa-2=0

n-'/,‘_?+u1"u’—3 = X

1-;-;-1/1-:-/4—1.:'

—

x + 1)* =2 4 (x = N*

Yx +5 - (x -2 = 1

-

/'I‘H*S-r: = 1

/3+1"4n+:2-:5
MIf‘H—E

¥ - 2

b issemell T e

15

o+ 9 %

L

-+

e

s



9. Halla los puntos de interseccidén entre lam grificas de
las siguientes funciones:

a) fix) = o x+ 3x i gix) = =x = 3

b) gix) = Yu +5 3 hix) =x - 7

c) y =¥ 2x =1 3 hiv) =¥ x + 4
Dy=sV e x-S ymy 2" 8 -4
w) hix) = ¥ 2x = & ; pix) = i(;; - X

f) y= 2 fr;- -1 3 y=o2m+1

10. 81 fix) mw L2+ S _..__-......""""‘i'

® + 1 ® + 1
a) Determina el dominio de f y ¢.

b) Halla los valores de x que satisfacen la condicion:

fin) = gix).
l
11. Dq-u“tra que y = H—E es solucién de la ecuacién

t(y + &% = y(y - b). Determina los valores que no pus~-
de tomar dicha solucidn.

12. Para qué valores de “a" y "b"™ la scuacidni
ix = a¥ix = b)) = = (u + alix — 2a) = bia = 2) + 3a
tiene solucién en el dominioc de los ndmeros reales.

13. Determina los ceros de las siguisntes funcionss:
{punto 15 del Hesenta)
a) fix) = 1 = 4§ l:u-tu

b) gix) = 4 gsen"x + 1 — 4 sen x

c) hix) = 2(1 - sen'x) - 3 sen x
d)} rix) tan x (& tan x + 11) - 10

[} :(u:-m:(l-mul*%

#2{1-:“'::} + CO® X

(1 - cos™)® + :ﬂi‘u — g

£) pin)

g) mind
tan x + 1

h) gix) = e T r—-— + 1

) tcu:-ﬂ'%qntm:-z
1 + tan x



i) vix) = ¥ sen x - sen x
14. Resuslve:
a) 7" - 49" = 0 b) 8T =2 /2
i

W=
z 5
c) 5+« 3 -

d::lqu-i1w2+§lnq:sz
3
«) I.nntt'hi - 13) = 4 ln-uIS - loglz?‘

) log (éx — 2) + log 2 = 3 log 2

E L]
g) 4"« 64 = 2

*7

m}-s".'“-xns‘
1) 3 +9 = 10 » 3"

§ 10" = 0,1

k) [{ f’;—)"]“l-é

1) log (4x*- 1%) -ca-’-.:,

]
m 25 ™ . lm‘ttmﬂx)
E=x
m[(.:,)'] -'lll'll;
M log (x — 2) = log (9« - 18) + luq':!
o) log (x = 2) + log (x = 3) =1 - log 5
x
--l--i
pl = = 1
Q) log 1331!- =1 _i
log (3n + 23)
r) lnqttu + 5 - lug:u = 5 + lnut:!
) log (x = 2) + log (x — 3) = 1 - log S
t) I.nq:lzu'—r Ax + 3) = 2

15. Determina ceros y polos de las siguisntes funcioness:
{punto 15 del Messnto).

x{x"= 1) A
A fa) e S o gt = 5
©) e = (x*- &) man x ) qety = B DFE
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16.

i7.

X = 4 4 = Xm

) glx) B o $£) plm) = o
» 4 = = 8+Ym
2 ] 2
giifatn) m 20as S0 s LA, it Xk SRR
Nt o+ 70 o+ 12 w¥— qu + 3

¥y 2z +3 -3

PR S reeTetdz «5F - 5]
SRy - cos'x - ¥ 5 cos x
sen x + {(sen x - ¥ 3 J)sen x
k)ilkta) wB Y AT S e
a'- 4a%+ a + b
z
13 ey - Aneade" ERC
x*+ 4

Halla el conjunto solucidén de las siguientes ecuacio-

nes:
=z 2
a) 1 - 1 = 3% = x
b) x*- 4x¥+ 6 + x = 0
lqgtcu-tl
cr 2 =2x - 5

d) ln-ﬂz{x + 1) + luq4{x + 1) =0

@ xix - %) - 2+ 3(x + 8) = 24
IS . o gkl
xf- 1 x -1 x = 1

@) log (2x"- 7x + 12) = 2

log (2x - 5)
log (x*- @)
gy X =2

h} = 0,5
- w = &
20 - 7
i) sen x +* sen x (sen x - ¥ 2 ) =0
K) tan®x + Yy 2 tan x - 1 = O

Determina si existen los extremos locales de las fun-
ciones siguientes:

»
a) fix) = :— + 2x%+ 3x + S b gix) = x%(x - 120%
[ ]
c) pix) = x e° d) gix)

=3
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

b - 2x

12 ¥ x

Segun datos tomados del libro "La crisis econdmica vy

e) :tx}=i{2-x}?"x £) nix) =

social del mundo” se¢ estima gue en los fondos marinos
existen & 300 millones de toneladas entre cobre, cobal
to ¥ manganeso. El numero de toneladas de manganeso es
25 veces el de cobre ¥y el ndmero de teneladas de caobal
to es la cuarta parte del cobre.  ;Cuintos millones de

toneladas de cada uno de estos minerales hay?

Halla la amplitud de los &angulos interiores de un
triangulo si se conoce que uno de estos es €1 doble
del primeroc aumentado en S5 y el tercero es igual al
triplo del primero disminuido en 11.

Calcula la longitud del lado de un cuadrado, sabiendo
que si aumentara en 2,0 dm el drea del cuadrado aumen-
taria en 35 dmz-

El perimetro de una sala rectangular es de 55 m. Si el
largo se hubiera disminuido en 2,0 m la sala =seria
cuadrada. Halla las dimensiones de la sala.

Una persona gasta en un wviaje % de lﬂﬁl ahorros para
Sus vacaciones, después, en medicinas 3 de lo que le
quedaba v del sobrante gasta % en libros, guedindole
finalmente ¥ Bl, .cuinto tenia ahorrado?

Un viajero recorre cada dia una distancia igual a % de
lo recorrido el dia anterior. Si en tres dias recorrid
S7 km , scudntos km recorrid el primer dia?

En una cartera hay ¥ 280 en billetes de £ 5, % 10 vy
¥ 20. Al contar el numero de billetes se determindg que
eran 2&, y que entre ellos habia igual nimeroc de billg
tes de $ 5 que de $ 20, jcuintos billetes de cada deng

minacidn hay en la cartera?

Se divide un angulo recto en tres ingulos desiguales,
el segundo @5 @1 doble del primero v el tercero es
igual al triplo del primero menos 12°. calcula la am-
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2&.

27.

31.

plitud de cada uno de los ingulos.

A un alumno se le dice un nimero v se le pide que haga
las siguientes operaciones:"simale 1, réstale 4 y mul-
tiplica los resultados”. Se squivoca y procede del =i-
guiente modo: le resta 1, le suma 4 y multiplica los
resultados. Sin smbargo, obtiene la misma sclucién que
si no se hubiera equivocado. ,Oué¢ nimerc se le dijo?

En un tonel hay agua. Se saca primeroc la tercera parte
del total y lusgo la quinta parte de lo que le gquedaba
y adn quedan 14 litros.  Cuintos litros habia al prin-
cipia?

El aMo #n gque nacid Lope de Vega (siglo XVI), esti re-
pregentado por un ndmerc de cuatro cifras cuya suma es
14, siendo la cifra de las decenas el triplo que la de
las unidades. .En gué aflo nacic Lope de Yega??

El afo #n que nacid Miguel de Cervantes (siglo XVI),
esti repressntado por un ndmero de cuatro cifras cuya
suma @8 17 v la cifra de las unidades de ese nGmero
axcede en 3 a la de las decenan. JEn qué aflo nacld
Cervantes?

Un triingulo tisne 3,0 m més de altura gus de base Vv
su drea es 20 m'. Halla su base y su altura.

Un recténgulo tiens 4,0 m mis de largo que de anchoj
si su édrea es de 16 n'. 2Cukl]l ws su perimsstro?

En un terreano rectangular, ol largo #5 el doble del
ancho. 51 el largo se aumenta en 40 m v w1l ancho en
6,0 m @l 4rea se duplica. Halla las dissnsionss dal
terreno.

Encuentra tres nadseros consscutivos, sabiendo que el
cocisnte que resulta al dividir su producto por su
sums s 5.

El cocisnte que resulta al dividir B4 por cierto ndme—
ro excede en 5 a sste ndmera. Halla #1 ndmero.
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37.

41.

42.

43.

Encusntra cinco nimeros consscutivos para los cuales
se cumple que la suma de los cuadrados de los tres pri

meros sea igual a la suma de los cuadrados de los res—
tantes.

La diferencia entre el valor numéricc del perimetro vy
¢l 4rea de un cuadrado es 35, siendo el &rea &l nGmero
sencr. Halla la longitud del lado del cuadrado.

Ee quiere construir un cilindro tal que =su diimetro
swa §dl la lltq.irn y tenga un wvolumsn de 15,7 dn’ .
JCudles son las dimensiones del cilindro?

Demusstra que la suma de las dos raices de la scuacidn

ln:+hu+:=ﬁ-l—%yluprndu:tq"%.

Halla wl &rea del trisngulo ABC rectingulo en C, cuyas
longitudes de sus catetos x & ¥y cumplen:
x=2  _ 2u=5 _ _ x=2 g X Byl y +3
xT+@x+7  xT-49 x"-ex-7 y=2 vy 42y vy -4y
En un edificio de apartamientos se necesitan hacer
unos arreglos. El1 costo promssedio es de $ 200 los ve-
cinos de B aptos no pusden colaborar. Prescindisndo de
escs 8, &l coato s de ¥ 250 por cada uno - JCuintos

apartasientos hay?, Jocuknto cussta la obra?

El denominador de una fraccidén es 5 unidades sayor que
=l numerador. Si =l denominador se sumenta ®n 7 unida-
des, w1l valor de la fraccidn es ;. 2Cudl en la frac-
cién original?

En los Jusgos Panamsricanos celebrados en 1987, un
atleta recorriéd 72 km sn un cierto tiempo. B8i hubiera
ido a 3km/h mis, hublera tardado 2 horas menos - 2Cudl
fus su velocidad?

Un depésito se pusde llenar en H-a- sinutos por dos 1lla
ves abiertas simsultineasente. Si una de las llaves,
trabajando sola, tarda 15 minutos mis gque la otra an
llenar =l depdsito, jcuinto tiempo tardari cada una de
las llaves, por ssparado, sn llenar =l depdsito?
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44.

a45.

4&.

.‘I

Halla dos numeros Ccuya suma sea &40 de tal manera gue
el producto de uno de ellos por el cuadrado del otro

cS@a mAXimo.
’

D.::nmpﬂn un Pumera positivo dado (%) en dos suman-

dos de tal forma gque su producto sea 21 mayor posible.

Se desea construir una caja abierta en forma de ortoe-
dro de base cuadrada y con una capacidad de 108 L
Jlusiles deben ser sus dimensiones para gque tenga una

superficie minima?

Siztemaz de ecuaciones

Los sistemas de ecuaciones gque has estudiado son linea-

les o cuadridticos.

® Los sistemas lineales (de 2 & 3 ecuaciones iineales)

se resuelven transformindolos en una ecuacidén lineal
en una sola variable, eliminando una de las variables
¥ utilizando, por lo general, el método de sustitu-
cién o el de adicién y sustraccidon (reduccidn).

El significado geométrico de resolver un sistema de
dos (tres) ecuaciones lineales es el de buscar los
puntos de interseccidn, i existen, de las rectas
{planos) representadas por sus ecuaciones. Cuando el
sistema no tiene soluciédn, no existen puntos de inter
seccidn.

@ Los sistemas cuadriticos en dos variables ss resusl-

van transformandolos en una ecuacidén cuadrdtica en
una sola variable, sliminando una de ellas. Se utili-
zZa, por lo general, el método de sustitucidn.

El significado geométrico de resolver un sistema cua-
draiatico es el de buscar los puntos de interseccidn,
si existen, de las curvas repressntadas por sus escua-

ciones. Cuando el sistema no tiene solucidn, no exis-—
ten puntos de interseccidn.
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| Ejempln 1 I
Eezsuslve analitica ¥y griaficamente los siguientezx =zictemas
de ecuaciones:

EX = ¥y m 4 =8x = By
e { x -2y = =1 = 2x + 3y

C |
2
) ¥ 4+ 2y m =5
3Ix + By = =15
Resolucidn
Son sistemas de dos ecuaciones lineales en dos varia-
bles.

a) A modo de ejemplo resolvamos este inciso por ambos mé~
todos de resolucion.

& Aplicando =] método de reduccidén.
2% - y = 4 (1}

- 2y m =1 {2)
=f4x + 2y = -8 multiplicande (1) por -2 para cancelar
= 2y = =] la variable y
—3K = -9
=3
Sustituyendo x = 3 en (2):
3 - 2y = -1
=2y = -4
y = 2

La solucidén ess x = 35 y = 2,
e hAplicandb @l método de sustitucién.

2x —y =4 (1)
=2y = =1 (2)
despejando x en (2) tenemos: x = 2y = 1 (3}
sustituyendo (3) en (1) s tiene:
2012y = 1) -y = §
Qy = 2 =y = §
3y = &
y =2
sustituyendo v = 2 en (3) tenemon:
K = 2+3 = | = 3
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b

la solucidén es: x = 33 y = 2.
Grificamente tendremos (fig. 3):

Fig. 3

Las rectas se intersscan sn =l punto (3;2) puss la soly
cién del sistema s dnica.
Dbserva que las pendientes son diferentes, adesis, los
cocientes de los cosficientes de las variables corres-
pondientes son desiguales.

Para controlar tu trabajo pusdes comprobar la wmolucidén
hallada en ambas ecuacionas.

-&x Py 3
2x + Iy = 2 (2)

-2n - Xy 1 dividiende (L) por 8 pare eliminar
2n + Iy 2 La variable =

O = 3 Esta igualdad equivele o Oy = B8 ¥ no
axisle ningln nOmero real que la salis-
faga.

Este sistema no tiens solucidén, lusgo, no existen pun-
tos de interseccidén entre las rectas corrsspondisntes.
Grificamente tenemos (fig. 4):
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Fig. 4
Las rectas son paralelas, no hay puntos de interseccidn.
Observa que las psndientes de sastas rectas son iguales,
ademis, los cocientes de los coeficientes de las varia-
bless correspondisntes son iguales y desigual al de los
térainos independisntes.
o) { X+ 2y = =5 (1)
Jn + &y = =183 (D)
=3x = &y = 15 multiplicando (1) por -3 para sliminar
3% + &y = =15 La wvariable x

0 = 0 Esta igualdad significa Oy = O gqus s
salisfoce para lodo y & R

Lusgo, =]l sistema tiene infinitas soluciones.

Brificamente tenemos (fig. S):

Fig. 5
Las rectas son coincidentes, hay infinitos puntos cosu-
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Observa gue las pendientes son iguales, ademis, los co-
cientes de los coeficientes de las variables correspon-
dientes y de los términos independientes son iguales. g
En el ejemplo 1 puedes cbservar que existe una rela-
cién entre los coeficientes de las ecuaciones del sistema
v su soluciédn. En este caso se cumple que dado el sistema:
ax * hty =c
llk + b!y =

2
entonces sii

a b
T’ = T‘ el sistema tiene solucién dnica
z z {rectas gque se cortan).
.'I. h!. cl
e el sistema no tiene solucidn
z 2 2 (rectas paralelas).
& b
—L = --E-i e el sistema tiene infinitas solucio-
* z L2 nes {(rectas coincidentes).

Al intersecarse tres planos en el espacio, #1 sistema
que =e forma e8 lineal de tres ecuaciones con tres incag—
nitas, el cual se resuelve reduciéndolo a un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas aplicando el
mi+todo de reduccién o el método de sustitucidn.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

Sx — 2y + z = 24 ®x + Sy + 2z = 3
a) 2x + S5y - 2z = =14 b 3Ix = 2y = 3z = =1
x - 4y + 3z = 26 3y - z = =83

Resolucian

Son sistemas de tres ecuaciones lineales en tres varia-
bles. Se reduce primero a4 uno de dos con dos v despudés a
una escuacion lineal en una sola variable. Puedes utilizar,

segun te sea min camodo, el método de sustitucidn o el de
reduccidn.

En este ejemplo se utilizari este dltimo método.

2 + Sy = 21 = =14 (2)
¥ = 4y + 37 = 2§ {3}

De las scuaciones (1) y (2) eliminescs la variable =i

Sx - 2y, + z = 24 (1)
al
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10 — &y + 2 = 48 mulliplicands Lla escussi®hn oy por 2
2x + Sy - 2z = =14

12 + y = 34 (4)
De las ecuaciones (1) ¥ (3) eliminemos =

=15x + &y = 3z = =72 prultiplicands ) por =3
- fdy + Iz = 24

-18x + 2y = =45
T =y = 25 (5) dividiendo Lo scuacidn por -2

Formemos con las ecuaciones (4) y (3) un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas y resolvimoslo.

12 + y = 34
T — y = 2%

19x = 57
x =3
Sustituyendo x = 3 en (4):
36 + y = 34
y = =2
Sustituyenda = = 3 3 y = -2 an (1):
15 + 4 + z = 24
19 + z = 24
zZ =03
La solucidn et ¥ = 3 v = =25 z = 5§,

Ixk = 2y = 3z = =1 (2)
Iy - z = -4 (3

Simultansando las ecuaciones (1} v (2) tenemoa:

{ X+ Sy +# 2z =3 (1)

=3x = 15 y = &2 = =9 multiplicando ad por =B
I = 2y =3z = -1

=17y = 9z = =10
17y + 9z = 10 (4) multiplicands por =i

Formemos con las ecuaciones (3) v (4) un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:
{ Iy — z = -4 (X

17y + 9z = 10 (4)

27y = Tz = =34 muliiplicande por @

17y + 9z = 10

a4y = —44

y = =1

Sustituyendo v = =1 en (3):

47



=3 =z m =4
z =3
Ei:uti.tu'.-lndnv--l jz =3 en (1)2
=S+ b&6=3
x =2
La solucién es: x = 2} y = =13 z = 3, "

[Ejeapio 3}

Resueslve analitica y grificamente lox sigulientezs sistesas
de ecuacionesi

{u-ts)'+y'-i u'-acy+::
.}{ X =y +3 =0 L 2 -y -3 =0

=

o= 4y
t}{zy'-u
Resolucidn

Son sistemas cuadriticos por lo Que e conveniente
utilizar =1 método de sustitucidn.

{x + 31‘ + V: - g {1) souacidn de una circunferenclia
a) tpunte 27 del Mamento)d.
¥ =y +*+3 =0 (2) scuaciddn de una recta

(punto E7 del Memento).

Despeiemos la variable y en la ecuacidén (2):
y = 5 + 3 (3)
Sustituyendo la scuacidn (3) en (1)1
x + 3N + (x+ HN* =
2tx + ¥ =
2x%+ 12x + 18 =
2x%+ 12¢ + 9 =

y w1227 144 - 72 —:zi#?z_ 12t ef2
]

o € 49 2

1.2 4 =

x, =3tz 72

iR

ll--fS*;"z ==3+1,5¢* 1,4 = =3 + 2,1 =-0,9
“.- -3“'"'2"‘. -_s-'l



Sustituyendo xl- =0.,9 en (3) se tisne:

Y -0,9 + 3 = 2.1
Sustituyendo x:- =S5,1 an (3) se tiene:

yo. =S,1 + 3 = =3,1
Las soluciones son: (0,93 2,1) y (-5,1; -2,1).
Grificamente tenemosi: (Fig. &)

Fig. &
x! = 2(y + 1) (1) scuacidn de una parkbola
b) tpunto 27 del Memsntia)
28 =y -3 =0 (2)

Despejemos la variable y en la ecuacién (2):
y = 2% - % (3)
Sustituyendo (3) en. (1)3
x* = 2(2x - 3 + 1)
K- = 2(2x = 2)
K = &y — &
x%- 4x + 4 = O
x -2% =0
X = 32
Bustituyendo % = 2 en (3)
y= 2+ 7 =3Im]
La solucisn ss1 (231)
Grificasente tensmos (fig. 7):
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Fig. 7
a1 { u: = 4y (1)
2y = x 2
Como en la ecuacién (2) la variable = estd despejada,
sustituyamos (2) en (1):
(2yH)* = 4y
4y‘ = &y
y'-y=0
yiy® 1) =0
Y m (4] y' -1 =0
Y- 1
Sustituyendo Y- 0 en (2) se tiene: H‘- (o]
Sustituyendo Yo 1 en (2) se tisne: - Phes 2
Luego, las soluciones soni1 (03 O) yv (23 1)
Graficamente tenemos (fig. B):1

i

Fig. 8 L



Ejercicios {epigrafe 4)

II

Determina el par ordenado (x;
guientes sistemas de ecuaciones:
3K + fy = 10

al

c)

a)

gl

i)

k)

m)

1]

p}

rl

tr

W)

{

dx +

y =9

20y = 33
15y = 21

- y =0
+ 0,4y = 12,4

y = =1&
-.—.ﬁ,--mvI

2y + X)) = O
J(x + y) = =11

MG e e

oy =

2 - J) -y = 10

Six — 3) = 4 — 2y + J)

1 M
5=3+3
3 = 2y o

mally
Y - E

20 + y) = Fin - y) = 10

" =
Sl R
& 11
o S
1 1
X ; Y : Y 2
H+Y+“-y-7

S51

¥yl

b)

d}

)

h)

i

1)

n

al

q)

&)

u)

que satisface los si-

x + 2y = 13
3x + y = 14

= 19

oy
Sy = 22

0,2%x + 0,3y = 8
0,5 - O,8y = =3

2¢ = Sy = &
I = 20 = -y

é K o+ % y = § .25

Eeg-s

=y =4

§ey=10

; + y = 50

E_i_! = x = 4

“plex-ve}
»® 1
ol AL

2(x *+ y) = Jy = 7



2. Resuelve los siguientes sistemas:

nno
- |
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* 1 1
X X X

al
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+ 4 %
3
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4
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cl
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* 1+

uhﬂ
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u + By =
2% * Oy = Tz =
In = 2y *

.|
.|

y =z + 5

3n — 4y = &z - 14
Iy + 2(z - 1) = »

oy -
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x* = 12y
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2
F
L
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=
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3.

b.

*&’_l 3{:—21 *"

M 9 al
v-ﬁx-ﬂ y-‘&-!n
wE= ?:-. u®= vl.“
pl ql
®x +y=5b -y =2
¥ = 2y =5 Eﬂ"xf"'ﬂ
rl . = s} ”
N+ y = Dy o+ y Iy = Bx = 59

Deteraina, si existen, los puntos de interseccién de
las siguientes curvas dadas por sus scuaciones. Identi-
fica en cada caso dichas curvas {(punto 27 del Hessnto).

a) 2w = B = y + 2 hlu-ltv-u
= 2y + B 2% -y = 2
€) - B+ ty - )%= 16 o) 16x"+ 25y"= 400
=2y =-5=0 y=x — 95
@) ¥+ y* -2y -3 =0 £) 4x + 3y = 7
2y =y - 2 In -4 = 10 - x - 3y
@) ty - 20%= x - 2 hy 4tx - 312+ 9ty - 20%= 38

(y - 2% x o ¢+ Jy =am e

Calcula los wvértices del trisdngulo cuyos lados estin
dados por las scuacionss.

a) 4x — 3y + 12 = 0 | 3x + y - 4 = 0 } % + 4y + I =0
b)) x — 3y + 4 = 0§ I —y — 4 =0 jg nx +y=0

c) Sy = fu + 20 3§ vy = 4 = =Py § ¥y =0

d) 2% # Ty = 29 3 % — 4y + B = 0 3 4 + y =2

®) vy = 2 =0 53 3x + By + 20 =0 j x = &

) vy = bx 3 % +y =T 3 % — by =0

Detersina la relacidn de posicién entre las rectas da-
das por sus scuacionss sin resclver =l sistesa.

a) 2a +* Sy = J 3 Ix - Ty - 4 = O

B) 12w = 9y — &6 = 0 § =4x + Iy — & = 0O

c) éx — Iy = 4 3 18x — Gy = 12

d) 0,5x + 0,3y = 2 § 0,13 + 0,00y = §

@) l4x — By = & § Zn + Ty = 3

) =4y + Sy - 3 = 0 3 Bx — 10y = =&

) Ix + 7y -~ 21 =03 x+y~-T7 =0
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10

il.

12.

13.

14,

135.

h) 2% + Sy = 9 3 =4x = 10y + 3 = 0
i) % +y + 4 =0 ;3 0,5 + 0,5y = -2
Verifica si se cortan o no en un mismo punto lags tras
rectas en cada caso:
a) 2x + 3y = 1m0 § dx - Sy + 5 =03 3Ixu ~y + 2T =0
b) 3x —y + 3 =0 § Sx + 3y =T =0 § x -2y - 4 =0
c) 2% =~y + 1 =0 3 %+ 2y = 17 =0 j x % 2y-35=0
Determina para qué valores de a y b las dos rectas
1) ax = 2y = 1 = 0 § &% = @y — b = Q
2) ax + By + b =0 3 2x + ay - 1 = O
a) tisnen un punto comdn
b} son paralelas
c) son .coincidentes
.Cusl es la funcién del tipo f(x) = ax" bx + b para
la cual fi(l) =4 y fi-1}) = b,
Halla la funcién /fix) = ax’+ bx + c definida en el in-
tervalo [(-1;3), si conoces que sn los extremos del in-
tervalo toma #1 valor miximo B8, y f(l) = 4 ax su valor
minimo.
El pmrimetro de un rectingulo ez 28 em. S5i el duplo
del lado mayor s igual al lado menor aumentado en 10,
halla la longitud de los lados.
Ew desea conocer las dimensiones de wun rectingulo,
sabiendo que si aumenta el lado mayor en 4 m y &1 me-
nor disminuye en 2 m, =] adrea del rectingulo aumeanta
an B n’. mientras que si @] lado msayor aumantara en
Z2my a2l menor disminuyera en 4 m, ®l Area del rectip
gulo disminuiria =n 48 m.
Si al numerador de¢ una fraccién se resta 1 , el valor
de la fraccidn == §| y =i al denominador se ressta 2,

@l valor de la fraccidn es é « Halla la fraccidn.

Dos bolsas tienen 200 bolas. Si de la bolsa gque tisne
mis bolas se sacan 15 y s® schan en la otra, ambas teq
drin la misma cantidad de bolas. ,Cuintas tiene cada
bolua?.

Cierto nimero de personas alquilé un Smnibus para una



1&.

l?i

19.

20.

21.

23.

excursion. Si hubieran ido 10 personas mas, cada una
habri{a pagado 5 pesos menos, ¥y i hubieran ido & per-
SONAS MENOS, cada una habria pagado 3 pesos mas. Cuan
tas personas iban en la excursidn y cuAnto pag® cada
una?.

Un ndmero esti compuesto por tres cifras cuya suma es
el doble de la cifra de las decenas. La cifra de las
centenas es é de la de las unidades, y cuandoc se in-
vierte el orden de sucesidén de las cifras el namero
aumenta en 198. ,De qué ndmero se trata?

Tres cooperativas, A, B y C, estan situadas formando
triidngulo. Para ir de A a B, pasando por C, se reco-
rren 27 km §j &l recorrido de B a C, pasando por A, es
de 29 km, y el de C a A, pasando por B, es de 32 km .
JBué¢ distancia hay entre cada dos cooperativas?

De un triangulo se conoce que la suma del mayor de sus
angulos con =1 mediano es 135° v la suma del mediano y
el menor es 110°. Halla la amplitud de los &ngulos del
tridangulo.

La suma de los valores absclblitos de las tres cifras de
un numero es 14, La cifra de las decenas es igual a la
suma de las cifras de las centenas y las unidades. Si
del numeroc se resta 99 se cbtiene otro numerc gque se
compone de las mismas cifras perc en orden inverso,
scudl es el ndmeroc original?

Si del triplo de un ndmero se resta el doble de otro,
el resultado as S5; peroc si se suma el duplo del segun-—
do ndmeroc al cuddruplo del primeroc, la suma es 9. .Cui
les son los ndmeros?

La suma de los cuadrados de las cifras de un ndmero de
dos cifras es igual a 10. Si del ndmerc buscado sus-
traemos 18, cbtenemos un ndmero escrito con esas mis-
mas cifras pero de orden inverso. Halla el ndmero.

Un rectingulo tiene 18 m de perimetro y 20 n de SUpeC
ficie, Determina las dimensiones del mismo.

Determina los coeficientes a, b v c de modo que el tri
nomio ax®+ bx + ¢ se anule al hacer x =3 y x = 2, y
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24.

2‘& -

27.

tome valor 12 para x = 0.

Si dividimos un nidmero de dos cifras por la susa de
estas, en el cociente obtenemos 7 ¥y en el resto 4. §5i
ese mismo numero de dos cifras se divide por el pro—
ducto de sus cifras, sn el cociente cbtendremos I y el
resto es un niomero igual a la suma de sus cifras. Ha-
1la el namero.

La suma de dos nimerocs de dos cifras, escritos con ci-
fras iguales peroc de orden inversoc es igual a 77. Ha-
1la dichos ndmeros si la suma de los cuadrados de sus

cifras es 29.

JBué valores deban tomar los cosficientes a y c an la
ecuacién y = ax™+ ¢ que representa una funcién de se—
gundo grado, para que la grifica de dicha funcidn pass
por los puntos M(-1;-3) y PI{Zj0)7.

La diferencia de dos nimeros 3 4 U producto coso
1t 24 v la suna de sstos niaesros @5 4 #u diferencia
como 5 35 1 Halla sstos ndmeros.

La suma de dos nimeros de tres cifras, escritos con
cifras iguales psro sn orden inverso, s igual a 1232,
Halla dichos nomeros si la susa de sus cifras ss igual

a l4% v la susa de los cuadrados de sllas ss 84,

Resolucidén de inscuacionss

A las desigualdades con variables sn grados anteriorss

las hesos denoainado inecuaciones.

Las inecuaciones del tipo ax + b <0 & ax + b £ 0 con

a # 0 se denominan linsales en una variable y se resuslven

de
en

forma andloga a las scuaciones lineales, pero teniendo
cuenta que cuando se sultiplica o divide en ambos alen—

bros por un ntmero negativo, el signo de la desigualdad se
invierte.



"[Ejemplo 1 ]
Resuslve las siguientes inecuaciones y representa grafica-
mente las solucionest

-:m-az% B> -5 -3x> 4

c) (2x + B(x = 1) S 2wlx - 8 + 10

Resolucién
a) 3x - 2 = é La solucidn grafica es: (fig. )
Sk = é + 2
sk = 3 = TR e
x z 5 Fig. ¢
B) — 5 —3x >4 La solucién gréfica es: (fig. 10)
- >4+ x M
e }; B e 0
S e et . FiS: 10

gualdad pues -840

c} (2x + S)ix - 1) = 2uix - &) + 10
2x"+ 3x - 5 < 24" 12x + 10
19x = 15
%1
La solucidn grifica es: (fig. 11}

=3 2 = [+] 4 £
Fig. 11 -

Las inecuacionss del tipo

ax®+ bx +c2 0 6 ax*+bx +c 50

con a ® 0 s denominan cuadriticas y se resuelven descompg
niendo en factores el trinomioc ax’+ bx + ¢ {que == equi-
valente a buscar sus ceros reales resolviendo la scuacion
I‘lt+ bx + ¢ = 0) ¥y analizando =] signo de ese trinoaioc sn
los intervalos determinados por los ceros.

Para determinar las soluciones debes tensr en cusnta
que si L A tulc uli son ceros, sntonces:
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- Si a >0, para los valores de x comprendidas entre los
ceros el signo del trinomio es negativo y para los gue
estin fuera de ese intervalo, el signo del Etrinomio es

positivo (fig. 12}
+ +

* s

Fig. 12

- 51 a < 0, el comportamiento es inverso al del caso ante-

rior. (fig. 13)
A + i
X, Il 2

Fig. 13
Nota: En casos como este, podemos reducirlo al primero mul
tiplicando la inecuacidn por —l.

En ambos casos si Ko {el discriminante del trinomio
es cerc’) el signo del trinomio es mayor o igual gque cero
si a > O y menor o igual que cero si a ¢ 0.

Si el trinomioc no tiene descomposicidén en factores rea
les (el discriminante es menor que ceroc) su signo es
constante e igual al signo de a vy la solucién es, todos
los * @« R si la desigualdad dada coincide con 2] signo del

trinomioc o el conjunto vaclo si es el contrario.

[Eiempio 2}

Resuslve las sigulentes inecuaciones y representa grafica-

mente la solucidn:
a) xCx + 3 = 5Sx + 3 b) 4Cx"+ 3D - 8x < 10x
c) xCx = 0 + 10 > 1 dy 3Ixnlx - 2y - (x = B < 23%Ax = 3D
@) wlx + 2 » = €7 + »)
Resolucidn
En todos los casos al transformar se obtiene una ecua-
cidon cuadratica.
a) ki + 3) = Su + 3
®T + 3k =S¢ + 3
x= Z%=- 3 =z 0 Es ura inscuacudn cuadrdituea.
{x = Tifx + 1) 2 O
Los ceros del trinomio son:



¥ = X = 0 ¥ + 1 =0
xl- 3 H== =1
Los signos del trinomio v la representacidn grafica de

las soluciones se representan en la figura 14,

zZA - ez
1 3 4 5
+

£

+
Fig. 14

luego la solucidn es: x & (—mj—11 U [(Fj+m )}
b)) 4(x*+ 3) - Bx < 10x
4x*+ 12 - 1Bx < ©
ax®~ 18x + 12 < ©
2x"- 9x + 6 < ©
Para hallar los ceros del trinomio 2x°— 9% + & aplique-—

mos la farmul a:z

9 = v 81 - 48 g + 4 33 - 7 2 5,74
a

xl.l- [} 4
H‘- %i‘l&.’ = 3‘1q

Kl- L‘?-ll'.‘_.. L 0,615

Los signos del trinomio y la representacién grifica de
las soluciones se repressntan en la figura 135

-+ =+
0,815 3,49

Fig. 13
luego, la solucidén es 0,815 < x { 3,19
c) mix — &)+ 10 > 1
- tx + 9 >0
x - > 0
Este trinomioc es positivo para todo x « R \ {3}
d) Jxix - 2) = (x = &) £ 23{x - 3
Ix"- 6x - x + & < 23x - &9
3x"- 30x + 7S < ©
wi- 10x + 25 ¢ 0O
x -m* <o
Este trinomioc es no negativo para todo x e R ; luego la

=9



inecuacidén no tiene solucidn.
el i +-2) > = ({7 + w)
xT+ 2% > =T = x

x'-l- In + 7 >0

Es imposible descomponsr en factores pugpsto que el dis-
criminante D = =19 ¢ 0, lusgo como =l signo de a (comfi-
ciente de x7) es positivo, el trinomic lo es tambidén y ade
mizs la desigualdad dada coincide con sste signoe (> 0), en-
tonces la solucién es x a R, "

Dabes tener en cusnta que la afirmacién anterior =sélo
es vilida para polincmios de grado par.

Las i{necuscisnss froccisnanias son aquellas en las que
la incégnita aparece en algdin denominador.

Para resolver sstas inecuaciones debs tensrss sn cusnta
lo siguiente:
® Transformar la inecuacién algebraicamsnte hasta que re—

sulte un cocisnte comparado con cero [Fm—ﬁt:} 0 & Pm—fﬁo‘:} ]

# Descomponer en factores tanto el numerador como el deno—
minador del cociente y simplificar, sl es posible.
En los ceros de cada uno de los factores cbtenidos, =i
ss0s factores no aparscen eslevados a un sxponsnte par,
es donde cambia de signo el cociente.

® Reflexionar mediante las reglas de los signos en el pro-
ducto, cémo debe ser sl signo de los factorss para qus
el cociente sea mayor (menor) que cero. Cuando son msu-
chos factores es conveniente repressntar ordenadamsnte,
en un eje numérico los ceros del numerador y los del de—
nominador v analizar el signo del cociente en cada uno
de los intervalos determinados por los ceros.
Esto dltimo hay que hacerlo tenisndo en cusnta gque hay
factores con signo constante o que s simplifican.

® Tener sn cusnta, para la respussta, =l dominioc de defini
cidén del término (cuando ss simplifican factorss hay gue
excluir del dominio y, por tanto, de la respussta los

ceros de esos factores que se simplifican) y si la desi-
gualdad es estricta o no.



[[Ejemplo = )

Resuelve laz sigulentes desigualdades:

2
® o+ 3 X+ 2x - 8
a) ﬁ- =0 b> % & < 0O
] z : ] z
L ’TM—*“ >0 & “t*“—'ﬂﬂ <0
o= 3u = 10 X+ Tx #+ 10
&) % = 10 £ — _gEE_:_EEE_
o o= 3 = 10
Resolucidn
a) X+ 3 z 0 caros del ceros del
¥ = 1 numerador denominador
¥+ X =0 ¥ — 1 = 0

¥ = =3 o= 1
analicemos el signo de la fraccidén (fig. 1&)

o - & i
+ -5 _— ? -+
Fig. 1&
Respusstar * = =3 & x > 1
z =
X.=-
(x + &) i(x = 2) <0 descomponiende en faclores
x + 1 el numsradeor
ceros del ceros del
numerador denominador
X + & m O =2 =0 ¥ + 1 =0
X = —4 ¥ = 2 X = =1

Andlisis del signo de la fraccidn (fig. 17)
- T

Fig. 17

Respussta: (—oj-4)ui-132)

- &+ I

€} = 0
x*- 3x - 10
wix = &x + 9 z 0 descomponiendo en faciores sl
T — Bhin + 27 numerader ¥ ol demnominador

[}



Fi
wix — 3} -
ix — 51 ix + 27 o

cerocs del I ceros del

numer ador ] denominador

¥ = 0 3§ En x = 3 no hay cam- |l x-s5=0 X+ 2 =20
bio de signo por as- ! =5 X = =2
tar x - 3 slevado al E
cuadrado. i

Anilisis del signo de la fraccion (fig. 18)

I S,
5

Fespuesta: -2 < x = 0 & X > 5

2
) X + 4x — Su <0

x*+ Tx + 10

wix®+ 4x - =)

x5 m+s2 - °
ki + S)yi{x — 1)
= e <0
i — 1) <0
K-l'!
ceros del ceros del
numerador numerador
¥ =0 XK =-1=0 X + 2 =0
X = ] N = =3

Andlisis del migno de la fraccién (fig. 19)

+ +

Fig. 1%

Como hubo simplificacidn hay que sliminar de la res-
pussta sl cero correspondiente al factor que se simplificé
(-5}, luego la respuesta es:

HE=-2 , x®"-5 & 0<x <1

&2



I&x - 180

%~ 3x - 10

x - 10 + _géz_:_lﬂE_ 50
X — 3x - 10

(x = 10) (x*= 3x = 10) + 3bx - 180
x*- 3Ix - 10

el x = 10 = -

| 0

w?= 13x%+ 20 + 100 + 3&x - 180 S
x¥- 3x - 10
H‘— 13H=+ Sax = BO < 0 as lfactorizdd ol numsradoer
x‘- T - 10 aplicande Rulffimnu,
(x - &) (x - % 2
n - 50 (x + 2)
(x - 4)*
— =0
cercs del ; ceros del
numer ador E denominador
En x = 4 no hay cam- E * + 2 =0
bio de signo. i w = =2
i

Anadlisis del signo de la fraccidn (fig. 20)

e = = + i B +
-2 [+] 4
Fig. 20
Respuesta: (-o3 -2) -

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Resuelve las inecuaciones siguientes:
a) 3,2x - &4 > 2 = 0,8x b) %Hi{x = 3) + 5 £ wix = 5) + 3
c) 7 - 35—2 #(3 = x) d) 2x — 4 + 2(x+3) > I + 2(x+3)
&) 21 - T(2x=9) > 3Iu £) S(3 - %) = Jix = 4) € 1éx
g) = + §1u - %) £ -x + 10

h 3u’+2x<2x[%u—1]+4

zu - ?
i) + 1 = _E € 4x +

R G

K} (x — 4)(x + 7) — (x — 0,5) = x°+ 10(x — 0,1)
1 1 1

&3



2. Halla los valores de » €« R que satisfacen las siguien-
tes inecuaciones:

a) x*- 4x - 21 >0 b) 3x®- 11x + 6 5 0O
c) (Zx + 1)(2=-x) = O dl) HI— 4 2 O
o) i — x> 0 ) Ax%+ ax > - 17

g) 4+ 4x + 1 £ 0
h) x + S)ix — 3) = (3x - 127 9x*- 15

z 2

1 1
i) [z N u] - [! = n] >3
3 X e+ 2 Ix-2) 2 x -D2F
k) (x + 45— (x = 5%+ (x - 3T > 17x + 24
1) (4x — 10(x = 2) = (2x — 1){2x + 1) £ S

z 1 17
m) x + Eu - JJ < E: + 1]
n 0,1 + % 0,1 - )% - x

In =1 (2% + Dix - B 1

8] z - = 5 > =%
o) ax*+ afn - ;] > 2

z

p) wimw = 1) — & » xS - u) x > O

Q) 7 K< Stx + 8
3. Determina ®#1 conjunto solucidn (8 ¢ R) de las inscua—

ciones siguisntes:
z

s Eogc<o by BEX-3 ¢y
2 s, 2
.;psL!TaE:_zya d}“‘":“—*"‘;g
9u - 29
S 2_
i1, £ XA 22859
- gy - 5
s 2 z
W Mo+ BuT+ Tx H - Ax + &
ﬁi—‘ z 0 h,—ll > 0
- Bu + 9 ® ix = &)
1 2 3 2 1
o e e e S L, o ¢
Ky 12 + 25 . _ . 1) 2 =2 < 2x — 4
x*- = 3x + 2 w"- 4"+ 8 - 2
a) kv IR e 12
e 2

4, JCubles son los valores de x « R que cusplen la condi-

&8



7

cidn:

a) (3x - 2)(2x = 3) = (2x + 1Iix + 2) + &x > (2x - BH?
B) (4x = 3)(x + 2) > x + 2

€) 2(x = 1) = 3(2x - 3) > & - Jix + %)

d) 4(3x - 4)%s 144

® 32 +28) - 0,1tk + 1) > 2% - 0,3¢2 - )

£) w" 2%+ x > 0
g) (2x + 3)iuw = 7) = (23x = 11) < 2(x + B¥ix = 2)

moye s*-2/2 x-¥3 x+25o0

S =1 3= 10, x:— 1 1
i) A e s

NP eZOxtx-1) + 4

K)'xix = 3) = 2 < 3x = (x°+ 2)7

iBera {-23 1)} subconjunto del conjunto de todas las so—
luciones de las siguientes desigualdades?

a) Tu = JI(2u + J) > 2(x — 4)

h}f—;—"{g-l-gﬂ ) x*- 4x + 3 >0

d) xix — 1) — & > Sx - »*

® xix - 3) - 2 < 3x - (x"+ 2)

£) 3x*- 2" - 2« -8 > 0
=t -

2x"+ 3Ix - 2

Dadas las funcicnes f(x) = 10 + 3x - x5, glx) = %

y pin)= ], determina los valores de x tales gque:

a) Ffixd > O b) gind € O c) gix) = pixd

fnaliza los intervalos de sonotonia y los sxtresos lo-

cales si sxisten de las siguientes funciones:

a) fix) = é w- B) gix) = 2x% 7x*- 9

2

%0 R =5 =3

gl

S

1 4 4 » 1
c) hix) = F i + g-u + 5 'y
d) kix) = (3n + 1)(x — 20
@ filx) = (x + $Hi2x - 1) - 2x°

) i) = 3xts [u — ;]tu + 1)



i0.

11.

12.

2% ke 3

g} mix) = i h) jfix) = i
z z
=X — 8 o+ Ix — 4§
il ﬂ(ﬂ’ X j) mix) = e
iCual es el dominio de las siguientes funciones?
z
a) £00 = 2 b) gix} = =

1 Y x + 1

X +
c) fix) = l—; d) pix) = xv 2 -

1
-:Ha:-l,oq.[a-.;] £ g =[x+t o+ 21
gl mix) = ¥ x + ¥ 4-x h) rix) = ¥ u'- 2%

~ 1
&lx"— 1) - Su
1) g -f/f <
i x = 12 + 34
&x * Tx = E
x*- 2%

i hix) = log [

K fo) = dog [(x -3 - 2]

Determina todos los valores reales negativos que cum-
plen la condicidn:

al x = é > Q b) x + é > 0

LBué valores de x « R tales que X« [-151] cumplen la
condicién x™- 2x =2 0 7

Para qué valores de x €« R se cumple:

a) 2 b) log (3x + 1) S O
=
) log (x™- 2x - 3) > 0 L i, ettt et O |

E 2
® log (2x"- Sx + S) 23 ) 2" O ciex Ei

Dadas las siguientes expresiones
| - RSN T WO
x z K+ b
¥ = In - 54 w+ u - 30
CmX e+ 6, xP-1 x'+ 6x + 9
K =1 z ’ s =
Ho+ 2w
determina los valores de x €« E tales gue:
a) A1 Blx =2 O b)) T DS O



TRIGONOMETRI A

&, Identidades y ecuscionezs trigonométiricas

Una ecuacién de la forma fix) = gi(x) 5 wna identidad
a4l se satisface para cada x del dominia. Los numeras rea-
les gque no pertenecen al dominio se llaman valores inadmi-
sibles. Las identidades mis conocidas por ti son las iden=
tidades trigonométricas.

Para demostrar que una cierta igualdad es una identidad
trigonométrica no existen reglas de validezr general que lo
permitan, no obstante te recordamos gque debes tener en
cusnta: ;

1. Iniciar la demostracicn por el miembro que ofrece
mayor posibilidad para transformar en el otro. Si no
pusdes decidirte aplica el procedimiento de trabajar
en ambos miembros.

2. S5i es posible, utiliza la descomposiciédn en factores
y la simplificacién,

3. 8i no encuentras un camino propicio para empezar las
transformaciones, reduce todas las funciones trigong
métricas a SEenos y COSEN0S.

4, Ten en cuenta gue todas las transformaciones efec=

tuadas sean viAlidas en el dominio de la identidad.

Te serid Gtil recordar algunas identidades trigonométrj
cas que estudiaste en grados anteriores y que s& conside-
ran basicas para &1 trabajo con otras identidades y ecua-

ciones trigonométricas, las que resumimos a continuacidn:

z 2 aen
™ * - o ———

SEN X COs X = | tan = = T

CO%

. tan x cot = = | « COt x = e
. S@8n 2% = 2 !:n ] cn:zx e A l:
. CO8 2% = COS x = Sen = coO8 X
. sen (a * fi) = sen o cos [ £ cos a sen ¥
. cos (a £ 1) = cos & cos 7 5 sen o sen [T

&7



EJ la 1

SI-I'IIHI% Y ESuim calcula: cos x, tan %, men &x
Resoclucidn

o w1 = aant ;I':-[i]’l -t /1 - TE
Al

cm:u-ut!I:mtm:ii:ulu<¢pwtmtn:mu--£

3
.tmuu.’."“- al -_.E-...-_sﬁ
cCoOR X _1{1;& ﬁ _f_"'

-lmh-zmucnsn-z-%-[—q]---zf— .

[Eiempio 7 |

Demuezira laz siguientes identidades para los valores ad-
mizibles de la variable:

a) Csen o + cos ad'+ Csen a - cos ad’'m 2
b? senx (1 + cot¥) = 1

seon 26
) tano S reces 2

d) cos 7 + cos [a—;—ﬁ‘] + cos [z—;\*.ﬂ]l#
Resolucidn
a) (sen a + cos arls (sen & ~ com a)’=s 2

(sen a + cos al®+ (sen o - cos a)®

X z b 4
= gEn a + ZeeN 4G CO8 a + COR O + B8N X - ZE8N & COB a +

+ cos'a
=1 +1=32
b) sen®™ (1 + cot®™) = 1
sen"x (1 + cot®™) = sens + sen x* cot’x
= sen’x + sen’x - @
san X
= 'II'I'IIN +* l:ﬂ‘llh'.

. sen 28
€) tan 6 ® < —cos 28

&8



sen 289 2 sen & cos &8 - _2 5en & cos &

SO R e Py cos’e + cos’e
- 2 mEn ﬂlcni 6 . 5mn0 _.uno
2 cos @ cos &

d) cas 7 + cos F—E—ﬁ]*tﬂl [%*ﬂ]*l}

cos 1 + cos [Z"S—ﬁ] + COSs [?'3+ﬂ]

= cos /T + cos EE cos [T + sen 25 sen 7 + cos EE cos (7 =

-ilnggrl-nﬂ

= cos (7 + 2 cos g; cos ¥
-l:ﬂ'lﬂ[l-i-:ﬂﬂigﬂs]

= cos f8 [1 =i 31_;]

= cos 7 (1 — 1) = O n

En @] epigrafe I trabajaste ecuaciones trigonométricas

sencillas. Ahora, resoclveris ecuaciones trigonométricas
donde e&s necesario aplicar identidades.

FPara resolver estas scuaciones debes tener en cusnta

los siguientes pasos:

1. Expresar todas las funciones trigonométricas que a-
parecen en la scuacién con sl mismo dnguleo aplicandeo
identidades.

2. Expresar todas las funciones trigonométricas en tér-
mino de una sola funcidn.

3. Resolver la scuacidn haciendo transformaciones, con-
siderando como incédgnita la funcidén trigonométrica
en gue quedd expresada la ecuacién (factorizando o
de cualquier otra forma).

4. Determinar los valores de % que satisfacen las ecua-
ciones transformadas.

EJ 1o 5
Determina ol conjunto solucién de lax sigulentes ecuacio-
nes!

&9



8) cos 2x 4+ cas %X + 1 = 0 b) 5 cos"x = @ - 9 sen x
c) sen x + cos x = ¥ 2 dy 3 cattu - l! - 1
Sen X

Resolucidn

a)

-}

COs 2% + cos x + 1 =0
costy - sen®x + cos x = O Expresands las (uncrones
trig. con ol mieme Angule
L .
cnmxx el & S :nn:x] +cos x +1 =0 Eypramonde; Lo e

an Lérmunge de wuna
sola funcidn

cos’x - 1 + cos'x +cos x + 1 =0

Resclviende la ec.

z
2 cosx + cos x =0
por factorizacidn

cos x (2 cos % + 1) = O
cos ®x = 0
soluciones principales: 5=
2cos x + 1 =20

e In
Byt
Utilvzando Las (SGrmulas de reduccion

COoS x = = chiLenemos Loe solucrones #n ol vnler-
)
valea fTundamental {(valor auxiliar -8}

T

i m_ Zn

soluciones principales: REmR - =
J n 4n

N‘ m + 3- = _-E

S = { (26 + 1); ] zg + 2km j E% + 2kn ; ke Z }

Nota: Se ha denaominado solucién principal a las que
pertenecen al intervalo fundamental O = x = 2n
5 coslx =9 - 9 awn X Como las funcicones LFrigeo-=
H'ﬂl‘!“tl‘i{-dl Liveanen fl. LA B0

dngule. La expresamos en
términe de una ssla funcidn

S(1 - sen'®x) = 9 - 9 sen x
S -5 sen’x = 9 - 9 sen x
S sen'x - T sen x + 4 = 0
(S sen x - 4)(sen x = 1) = O
Ssen ¥ - § =0

sen x = ; = 0,8 las solucioness principales sont

x = 53, 1° X = 126,9°

gen X — 1 =

o]

sen x = 1 la solucion principal es: x = 90°

70



S = {53.1°+ 360°%k ;3 126,9%+ 360%k ; 90°+ 360°%k ; kK e 2 }

c)

d)

s8en % + cos x = 2

sBN X = 2 - COB X

Elevames al cuadrade am-
bos miembros para utilis=
zar Las idenlidades, sstia
slevacidn pusdes inbtrodu=
cir ralces sxtraflas.

z
lln'x = [ 2 = cos u]

1 - cos®x = 2 - 24’5- cos % + cos'x

2 ll:nll: - 29 2 cos x + 1 =0 Trinomlo cuadrads

2 perfeclo
[f 2 cos x - 1] = 0
Y2 comx ~-1=20

COE X = -ig:

Las soluciones principales son:
n

n n
e ) AR RS
Comprobacion

para ﬂ‘w ;

ﬂ::-m}+=u-§-i§j+-ﬁ;-¥z MD: ¥ 2
HMI = HMD

i
para x = —

Miz im12+:n-1§#—:|n§+cn-;-—!§:+§-u

MD: ¥ 2 MI = HMD
5-{;1»'2&#;1:-1}

= 1

3 cot®™ — =
asn X 2
Multiplicando por saen x para oli-
3 :ul'n 1 minar denominadoress (ssta olLimi-
z I 1 nacién de denominadorss pusds Ln-

4
g T " troduclir ralces sxtraflas?

E:m’x-l*m'n

3Enlln-l-l'cﬂ'l:lk

4 cos™x = 2
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:ﬂ.‘ﬂ - ;

cos x = % !g:

Las soluciones principales son:

Jer i o o e

i
o e

Como los valorss de X sncontrados no anulan el factor
por 8l que hemos multiplicado la scuacidén tl.n'ui, an—
tonces todos estos valorss son solucidn.

In Sn
E= {; + 2km j | + 2k 3§ =X * 2k §

Observa que sn los incisos c y d del

Ejercicios (epigrafe &)
1. Calcula sen 2x, cos 2x y tan 2x =i

al
c)

e)

2. Desusstra las siguisntes identidades para los

sEn N = % ] 0S5 x s ; b) cos

tan x = 2 3 m<{ % € E; d) ssn

COB X = — ; } tan x > O ) tan

admisibles de la variable.

&)
b)
c)

d)
o)

£
g
h)

i)

S )

(sen o - cos al™ 1 - sen 2a
cot®x = cos’x + (cot x com x»*

n

+ 2k ka Z
R Foraz)

ejsmplo anterior
al glevar al cuadrado o sliminar denoainadorss sa pusden
introducir raices extraffas, por lo que debes de
de alguna forma las soluciones.

o= 1,3 3

= LN

comprobar

sen x < 0

cos % < 0O
L A |
valores

san'x + :n:’u = (gan X + com x){(1 — s@n % COE M)

1 +cos 2x _ .2,
cos 21 = cum‘ﬁ - irﬁﬂﬂ
o . cos a — ¥s sen a
cos (607+ a) 7
sen (x + 4%°) = 380 X * COB X

T

1 - cos 2a _
—-—--!“— tan o

cos.2y + sen y

1 z 5 :ntlr
- cos ¥

:u-zim‘m-:m[za«r;]

T2



k) ; sen 24 cot X - IIH"H'. = o8 2%

sen 2« 2
1) ———— 4+ cot u =
2 - 2 sen’x - -k

anlZr.nl.'g—:nlu*-il.-nﬂ+co|alt-2+llrn2a

n]:ﬂtg-ﬁ:nty-w

s8N X sen y

cos a cos a 2
w 1+ma‘1---nu':n|a
1
—_— % tan x
a) cu'“l = COoS X
I—Ivlﬂﬂ
) tan'x + 1 oo 1
2 cos (-x) — =mn [;-q cos'x

Esan las funciones f v ¢g. Desusstra gue para todo valor
admismible de la variable, ss verifica que Fix) = gix).

- —2 cos in - %) - 2 cos"x

a) fiwd amn 2x § gixd

TLEE]
i- sen 2x - sanx
b) Fix) = = 3} ¢gix) = cos 2x
1 - cos x
= 2 2 cos'x
e) Ffix)d - i tan H gix) = =8N

d} fhn-mhcn:x*!sm'x;glul-ifl—:nl:u

1 - tan®x
1 + tan®x

- BEn 2x
) Fix) = cot x 3 gix) ) = cton 5
@) fix) = smn 3x § g(x) = 4 sen x sen(60°+x) sen (&0°-x)
o 2 sen’x
ki ft“) = 2 tan x amn 2x (] f‘“" -—ciw
1) fix) = tan 3Ix 3 gix) = tan x tan (&0°+x) tan (40°-x)

Prusba gque:
a) sen (x + y) sen (x - y) = men’x — sen’y
£ o &
b) Zaen x cos (2n :lll Mlﬁﬂlﬂ.tmln “F_Is_;’
sen 2Zx cos x

#) fix) = cos 2¢x § gix) =

Zsen [}
cos

c)

]
—ﬁz"ﬂ—‘g + l:n-l'ﬂ = luln'ﬂ‘ = gen 27 + cos 27
(x = {2k+ll;l
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gl Ffix) = 1 —

i giu) =3 tan’x

h) fix) = sen x gin) = cot x

z
¥

i} fix) = tan x § gix) = cos ¥
i
¥

i) FG).= sen x gixl = cos X
k) fix) = sen x gix) = cos =
17 fix) = S sen x — 2 ;3 gix) = cos 2x + 3§ sen’x - cos®x

m) fix) = cos 2x + sen 2x; gix) = cn-?x - -lﬂll - EEen X

nl fix) = tan'x + tiniut gix) = 3 + JF tan .

Halla los ceros de las siguientes funciones:

a) fix) = 3 cos®x % cos x — 12

&
b) gix) = tan®x - ; tan x = 1
+*

c) gix) = 2 cos®x

sen x - 2
d}) pix) = 4 sen x - sen 2x
e) (x) = cos 2% + S c .
il 73
z =
) fix) = msen % + cos 2% — =5 €os x

g} gix) = :nn‘u - & mEn x + 5 IIHI X

h) pix}) = & cos 2x + 3 cos x - |
i) gix) = men x — —l— cCOos X
"
i) fix) = cos 2x + 2(3 cos’x + cos x)
k) pix) = gen 2x + 3 cos X
1) fix) = 2 sen"x - cos 2x - smen x

Demusstra que si fix) = sen’x ] gix) = cos x ]

hix) = tan x (punto 17 del MHemento).
al fix) + g ix) =0

b) F'ix) — g ix) = 2 sen 2x

€) h ix)+f(x) = tan’x

d) Frx)eg (x) + 4 sen'x = 4 sen®x

®) h'(x) - gtx) = h¥ix) + fFix)
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CALCULO Y DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS

7+ Repaso de propledades geométiricas elementales

Faresz de ingulos

# En dos rectas que se
cortan we forman pa-
res de Angulos advyva-
centes y pares de An
gulos ocpuestos por el
wvértice (fig. 2Z1).

Los &ngulos adyacen-—

tes suman 180° y los

ocpusstos por el wvér- Fig. 21

tice son iguales. Por ejemplo, en la figura 21
a y .1 son adyacentes y a y » opuestos por el vér-—

tice.
# En dos rectas parale-
las cortadas por una r 1/

sacante se forman pa-—

res de dnguloms correg

pondientes, alternos

y conjugados (fig.22). \

Los correspondientes r 2

y los alternos son ;fi
-]

iguales. Los conjuga-

dos suman 180°.

For sjemplo en la fi-

gura 22 el £ 1 es Flg- 22
corrsspondisnte con el £ 2, alterno con el £ 4 y
conjugado con el £ 3.

En general puede concluirse que si dos rectas paralelas
soh cortadas por una secante se cunﬁl-:

@ Bi la secante es perpendicular a las paralelas to—
dos los Angulos gque se forman son iguales.

® S5i la secante no es perpendicular a las paralelas

= todos los angulos agudos (ocbtusos) gque se for-—
man son iguales.

- los pares de angulos formados por uno agudo vy
uno obtuso suman 1807
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| Eiemplo 1 |
Si AB || CD Cfig. 230 2 _* ¢ |
£ 1 = 40° [

BEln bisectriz del = ABC.
Halla: £ x ]

Fig.23
Resolucian

Una via para resolver este ejercicio es:

£ 1 + £ 2 = 180° por ssr conjgados sntre AR Il co ¥
BS ascanls

<2 =180 £ 1
<2 = 180°- 40° = 140"

£ ABC = £ 2 = 1480° por opusstos por eb viriice.

£ ABD = £—;E = 70° por ser BD bissciriz del £ ABC,

tpunto T4 del Memenio)

£ I m 2 ABD = ?ﬂ“ por sar cor respondisniss snlrs
AR |l o v ®D secante.
o
£ 3 + £ w = 180 por advacenies.

<x = 180°- < 3
£ % = 180°- 70° = 110°
Otra via seria:z

£ =m g BCD + £ DBC (1) por dnguls sxtsrior al
ARCD

Calculemos los Angulos BCD v DBC
< BCD = < 1 = 40° por dngulos opuessios por el viértice

£ 1 4+ 22 = 180° por ser conpugados enire CD 0 AR ¥
CR ascanls

£2 = 180°- «£ 1
£ 2 = 180°- 40° = 140°
& ABC = £ 2 = 140° por opusstos por sl wvértice

£ DBC = ‘—;-BE = 70° por ser BD bissciriz del £ ADC.

Sustituyendo £ DBC v £ BCD en (1) se tiene:
< x = 70° 40° = 110° g
Observa que en ol ejemplo anterior se ha utilizado una
propiedad de los &ngulos en el triingulo, la de los &ngu-

los exteriores, que se incluye en el resumen que aparece a
continuacién.
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TRIANGULOS
® En todo tridngulo se cumple que cada lado es menor que
la suma de los otros dos vy menor que su diferencia
(desigualdad triangular) y a lados (4ngulos) iguales
se oponen dngulos (lados) iguales.
® En un tridngulo hay &ngulos

interiores y exteriores. Los ¥
interiores suman 180° y cada A 1
exterior es adyacente con un A >

interior ¢ igual a la suma de -
X+ P+ V=180 (inTERIORES)
los dos interiores no adya- §= x+¥ (EXTERIOR)

centes a ¢1 (fig. 24) Fig. 24
® Los triingulos segdn sus sngulos se clasifican en:

- acuthnguls: tiene todos sus angulos agudos,

= sdtuobngulsr tiene un ingulo obtuso,

= agcidnguls: tiene un dngulo recto,

también se clasifican segun sus lados en @

= eccalens: sus tres lados son desiguales,

= {odocelest dos lados son iguales (en consecuencia
los ingulos que se cponen a esos lados
son iguales),

= eguifdiers1 sus tres lados son iguales (en conse-
cuencia sus tres ingulos son iguales y
con una de amplitud de &0°),

® En todo triingulo se pueden trazar las ascios nslables

siguentes (fig. 25):
c r

AN AN

Z0 ATURA SoBRE ¢ MEDIATRIZ DE 2D : MEDIINA S0bRL Gp’m’z" Pe
iB

5 %
20 Lip r L3 ip - B i
I = op Fig. 25
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#® En los tridngulos isdsceles, la altura scbre la bass
coincide con la bisectriz,; la mediana v la mediatriz.
Si es equilitero, la altura scbre cada lade coincids
con las restantes rectas notables.

® En todo tridngulo se cumple (fig. 2&):

» Loy de leo ceneo « Loy de leo ceoeneo
[ e e L S I
e sen '“r-m a=b+ c—- Zbc cos a
donde R #s 1l radio de la b= a*+ c*~ 2ac cos n
circunferencia circunscrita c*= a®+ b®- 2ab cos ¥

al triangulo.
En particular el tridngulo es rectingulo =i y soclo =i

a’= b¥+ € (Ferrema de Pusperas) (Fig. 27)
c
b a
A < B
Fig. 2& Fig.27
|_Ejemplo 2 | P
En la figura 28 se Liene: e
AC bisectriz del £ DAB "
< DEB = 110° 5
£ ADE = 70°
< CBA = 80° A E 3
halla < ACE Fig. 28
Resoclucion

“n wl A ADE se tiene:

« DEB = £ EDA + £« DAE For dngulo exierior de un iridn-
gule.

£ DAE = £ DER - £ EDA
< DAE = 110°- 70 = 40°

£ CAb = "—!—- = 20° por ser AC busscinig del £ DAD

luego en el A ABC tenemos que:

< ACB = 180°- (2 CBA + < CAB} por suma ds Arngulos in=
o leriores de un tridngule
< ACP = 1807- (&0%+ 20%) = 100 [}

B0



[(Ejemplo 3]
En 1l A ABC iszsdzceles de base AB
(fig. 282 ze tiene:
AC = 10 cm
B = 4,0 cm
£ ACB = 28,8°
Halla €0 vy < CcDB A
Resolucidn
En ®1 A ABC isdsceles de base AB se tienw:
BE = AC = 10cm v a=f
2@ + < ACB = 180° por suma de Angulos interiores
w mo‘-z; ACB _ 131:-“—225.9“ - 75,6°
En w1"A BCD se tiene:
EE.- B0+ BC"- 2BC+BD cos il lay ds lLoa cosence
EP= a4*+ 10®- 2:4:10 cos 75,6°
Ch'= 16 + 100 - 80:0,249
o= 116 - 19,9
%= 94,1
Ef = 9,8 cm
Aplicando ley de los senos se tiener

Be )
S0 < TDB ~ San g lueee

BC sen 3 10 sen 75,6° _ 10 + 0,949

(1]
= 0,5888
entonces < CDB = 81,4°% 81°
[Essslc 7 ) "
En el 4 ABC rectingulo en B
Cfig. 30> =me tiene: o
A BCD iszdsceles de base BC
£ ACB = 40°,
" Prusba que: BD ez mediana so- L
bre el lado AC. Fig. 30
Resolucidén

Hay que probar que A0 = BC
En =1 A4 ABC rectingulo sn B tensmos:

a1



£ BAC + £ ACB = 90% por Angulos agudss de un trulingule

= z rect dngule
£ BAC + 40 ™= 90 por dalos

«< BAC = 50°
£ ABD + £ DBC = £ ABC por suma de Angulos
Como el A BCD es isésceles de base BC entonces:
< DBC = <« ACB = 40°

ahora « ABD + & DBC = 90°  por ser el A ABG rectdngu=-
Lo an B

£ ABD + 40°= 90°
£ ABD = =0°
luego en el 4 ABD se tiene que:

AD = i]:) por ser lLados que se oponen a Angulos
iguales en un tridingulo. As
COoOmo DB = DC por ser el A BCD isdecelss de boss BC

por tanto AD = BC como se queria. g

CUADRILATEROS

Al igual que en los trisangulos los cuadriliateros con-
vexos también tienen su clasificacidn, pero, sn este caso
atendiendo al paralelismo de sus lados.

Estos cuadriliteros se clasifican en: paraleloprames
uanecleo ¥ fanepeides
@ Los paralelogramos (fig. 31) cumplen:

s c = sus lados opuestos son para-

lelos e iguales,
- sus iangulos opuestos son i-
o guales vy los consecutivos

suman lﬂﬁﬁ.

= las diagonales se cortan en
Fig.31 su punto medio.
Dentro de los paralelogramos existen casos especiales
que son: A 3
& Rectingulo (fig. 32)
- sus cuatro &ngulos son
rectos,

- sus diagonales son

iguales. e <
Fig. 32



® Rombo (fig. 33 A

= sus cuatro lados son

iguales,
= sus diagonales son per-
pendiculares y bisecan - o A
los angulos de donde
parten.
C Fig. 33

El cuadiads @8 un paralelogramo que ®5 a la ver rectin-
gulo y¥ rombo.
e Los trapecios (fig. 34) P
son los cuadriliteros con- cris
vexos que tiensn al menos AB1CP

un par de lados paralelos

que se denominan bases. A

Fig. 34
& Los trapezoides (fig. 330 &
son los cuadriliteros con- -]
vaxos que no tiensn nin—-
gén par de lados paraleslos

Fig. 33

Ssa ABCD (fig. 38) un parale-
logramo. DE es bisectriz del
£ ADC ¥y E punte medic de AR.
Frusba gque:

CE os bisectriz del < DCB

Fig. 3&
Resolucidn
Para prcbar que CE es bisectriz del <« DCE basta con
probar que a = 7 (fig. 3&)

£ 1 = ¢ 2 por allernos anitrs Al || a0 y DE secantis.
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£ 1 = 23  por ser DE bissctriz del £ ADG.
lusge £ 2 = 2 X
por lo que A ADE es isdsceles de base DE entonces
AD = AE
pero Ab = BC por lados opusatos de un paralslograms.
aE = BE por ser E punto medic de AN,
luego EC = EE
por lo que A BCE es isdsceles de base EC de agqui que:
=z 4
pero a = £ 4 pﬂrdlcrmaﬂﬂjillmyﬂlm.

por lo tanto « = ¥ como se queria. o
[[Ejemplo & )

En la figura 37 ABCD ez un recténgulo y ANCH ez un rombo.
Si £ NCB = 30° y NE = 6,0 cm

P A
ad Calcula las amplitudes de '
los dngulos interiores del
rombo.
b) Calcula =l perisstro de
'y H [

ANCH ¥ @l area de ABCD.

Fig. 37
Resol ucidn
El A BCN es rectingulo en B por ser el £ BCN un 4ngulo
del rectingulo ABCD luego:

al < BNC + < NCB = 90°  por suma de los &ngulc agudos de
un tridngulte rectéingule.
£ BNC + 30°= 90°

£ BNC = 80°

£ ANC + < BNC = 180° por &ngulos adyacenies.
£ ANC + &0° = 180°
£ ANC = 120°

luego £ AMC = £ ANC = 120° per Angulos opussios de un
rombo.

£ MAN + < ANC = 180° por ser dngulos conescutivos de
& - un rombo.
£ MAN + 120™= 180

£ MAN = &0°

luego < MCN = « MAN = &0° por dngulos cpussics de un

rembeo



b) Para hallar ] perimetro del rombo AMCH basta con ha-
llar uno de sus lados y multiplicar por cuatro (punto
24 del Memento).
En 21 A BCN tenemos:

m'%m‘mémn*ﬁ' 12

luego p, = 4-CN = 4-12 = 4B ; P ucu™ 48 cm
Para hallar el 4rea del rectiangulo ABCD debemos hallar
la longitud de dos lados consecutivos (punto 25 del Me-

manto),
BB = AN + NB por suma de SegmenLos.
= 12 + & = 18 cm

CB = v CN"- NB* por tecerma de Pildgoras.
= v 12%°- &* = 144 - 35 = ¥ 108 = 10, 39
F 4

- 1,9+10%
luego A _ = AB-CB = 18-10,39 = 187,02 ; A L ::

AMGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA

El 4ngulo que tiene su vértice en el centro de la cir-
cunferencia se llama dngulr central (fFig. 38) y el Angulo
que tisn® su vértice en la circunferencia v los lados la
intersecan en otros dos puntos se llama dnguls dInocrite en
la circunferencia.
® La amplitud de todo angulo inscrito es igual a la mitad

del a4ngulo central {(arco) que le corresponde (fig. 3%}
% :

e A




® Todo &ngulo central o inscrito en una circunferencia de-—
termina un arco y.por tanto, una cuerda, luego si dos an
gulos centrales o inscritos son iguales las cuerdas
correspondientes también lo son y viceversa (fig.39 y 40)

® Si un 4ngulo estd inscrito en un diametro (la mayor de
todas las cuerdas) este angulo mide 90° (fig. 41).

{J
B
*'-iﬂh«lm A
b= €6 AP : DIAMETRO
AB =Zb ﬁ"-#
Fig. 40 Fig. 41
[Ejemplic 7 | B
En la figura 42 laz cuerdas
A
H’E‘,E“ iguales, AB = 98° .
Calcula AC s
(#
Fig. 42
Rl-lulucmn
Bﬂ-ﬂ!-?ﬂ‘ por ser las cuerdas AN y BG igucles .
) - Fa)

AB + BC + AC = 340° porque estos arcos suman una oir-

98° = cunferencia completas
+ 98%+ nc T&0

AC = 360°- 196°

= o

AC = 144 [



[Ejemplo B ]

En la figura 43 el =« ACB
esti inscrito en la cir=-
cunferencia de centro O

< ACB = 35°
OB 1L AC
calcula £ OAD
Fig. 43
Resolucidn
£ ACB = f'*ggg- por relacidn enire Angule cenlral

inmcrule,

L A0DB = 2«4 ACE
£ ROB = 2+35°
£ A0B = 70°

Como OB o AC el 4 DAD es rectingulo en D, luegeo

Z ADB + 2 DAD = %0° por suma de Angulos agudos de
" . ] un tridngule recténgule.
707 + £ OAD = 90

o
£ 0AD = 20 ]

(Eemsls 7]

En la figura 44 las rectasz AQ y BQ zon tangentes I la cir-
cunferencia de centro 0 en los puntes A ¥ B. Si lﬂ CB.
prueba que: AG = BQ

A

Fig. 44

Resolucidn

05 L A porque toda tangenies es perpendicular al radleo
06 . BG an &l punlis de Langencia,
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luego los triingulos ORQA y ORE son rectingulos en A y B
'Fllpl:t1VIﬂlﬂtl.

por sasr Angulos centrales que Lisnen arcos
iguales.

entonces AQd = 0OW sen a {punto 28 del Memento}

BO = O0 sen 7
pero como a = [ entonces sen a = sen (7, por tanto, AW = BO
como se queria. -

a =

Otra via para resclver el ejemplo anterior es utilizan-
do la igualdad de triangulos que trataremos en el siguien-
te epigrafe.

Ejercicios (epigrafe 7)

1. S5i £ ADC = <« BOD (fig. 435). Prueba que: a = /3

Fig. 45
2. En un par de angulos adyacentes, uno tiene cinco veces
la amplitud del otro. Indica cuinto mide cada uno.

3. Calcula la amplitud de los
angulos de la figura 446 sa-

Ay 2x
biendo que DO es origen co-
min de las tres semirrec- 3R
tas dadas.
F’-ﬂll &5
4. En la figura 47, wmin
=1
¥ o n= E-E-E- « caleula
o a, }y ¥ v 8
Fig.47



5. Demuestra que si dos angulos son adyacentes, sus bisec-
trices son perpendiculares. : !

&. En la figura 48, determina
todos los pares de 4ngulos
adyacentes, opuestos por el allb
vértice, correspondientes,
alternos y conjugados que
hay y calcula sus amplitudes

b
miz £ 3 = 50°

Fig. 48
7. Dada la amplitud del ingulo doblemente marcado en 1la
figura 49, donde AB || CD ¥ MN secante. Calcula las am—

plitudes de los restantes angulos seffal ados.

Fig. 4%
8. En la figura S0, AB IIDE, CBIIFGB v < B = 45°. Calcula:

ay [Ty ¥y 8@
n

A
@D
/-

Fig. 50
9, 51 AB |] CD figura S5l1, AE: bisectriz del « EBAD y
£ ADC = 40°. Halla a



1o,

11.

12.

13.

Si a = a’, AD || BC, BE || AC (fig.52).
Frueba que: /4 = 37
F
oL
B
A
E
c u\
&
8i los 4ngulos py vy &
(Fig. 53) miden 104° y 75°
respectivamente, qué puedes B &
decir de las rectas r y =s.
Justifica tu respussta.
r 5
Fig.5=
8i < AOP = £ OBC (fig. 54) , DO y BE son sus bisec—
trices respectivas. Demuestra gque: DO || BE.
Si £ T+ 2% =180°y £ 2 =4« B (fig.55). Prueba que:

aB llco v EB | FB.

Fig. 34 Fig.S5

14. Determina si es posible construir un trisgngule con

tres asgmentos que miden respectivamente:
a) 5, 12 vy 4 cm b) 23, 3& y S50 cm
€} 21,8 By13 v 17 m d) 4, 8 v 13 cm

F0



15.

1&.

17.

18.

19.

21.
22.

23.

En la figura 5S4, D es un
punto cualquiera interior
al AABC, 1, m v n sus
distancias a los wvértices.
Prusba que:

a+b+c < 2(0 + m + n)

Fig.S&
Los angulos interiores de un triingulo miden respecti-

vamente x, 2x ,; 3Ix. Calcula i1as amplitudes de los mic-—
MmO .

jCusntos Angulose rectos puede tener un  triangulo?
<Cudntos ocbtusos? sFPor qué?

En un triingulo rectingulo, uno de los &ngulos agudos
es el doble del otro. sCuinto miden los idngulos agudos
de dicho tri&ngulo?

S1 los dngulos agudos de un tridngulo rectingulo miden
respectivamente 2x + 30 y 3x + 15°, calcula el wvalor
de dichos angulos.

La amplitud del angulo principal de un tridngulo isds-—
celes s la mitad de la amplitud de los Angulos bases.
Calcula la amplitud de estos angulos.

En la figura 57, Prueba que a” + 3 = 180° + g3

La suma de las amplitudes de dos 4ngulos extericores de
un triangulo es de 258°. Cual es la amplitud del aingu-
le interior que no es adyvacente a ninguno de estos dos
angulos exteriores.

En la figura S8 AB || CD, AH 11 DG, < A = 35°, 2 B = 45°
Calcula a vy 7

E A [
c O ; 1HM“HEHR,ff/f
p ﬁc:\\ﬂ‘
E;QKT : F s
Fig. S7 Fig. S8

f1



24. Sean h y r dos rectas paralelas (fig. 39). Calcula la

amplitud de los dangulos a y 3

25. En la figura &0, AD || EF, & = &0°, AB = 5 cm ,

BC = 4 cm . Calcula la longitud del AC y

del £ ACB.

la amplitud

~F
/

E
Fig.5%9 Fig.40
246. En la figura 61,
r
ris, r’ .=
C
o = 42° g
CB = 4,0 cm r
Calcula: AC y AB. A
Fig. &1

27. Sea AB || EF (£ig.62), sa-

2 ADC = 30°
£ EHC = 100°
Calcula la longitud del

Bt v DOB.

&

| -]
biendo que DC es una me-
diana del A ABD,
AE = 8,0 cm
: /'/c
E H

Fig. &2
28. En la figura &3, AB ||/’ cD, EF una mediana del 4 AEB,
AE = 8,0 cm3 £ FBE = 30 vy EP bisectriz del « FED.

Calcula la longitud de AE y EB.
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29.

31.

32.

33.

37 .

Calcula BB, AC v £ A (fig.568) sit BC : bisectriz del
< FBE, AB bisectriz de 2 FBD, < C = 40° y BC = 5,2 cm

A F [
A Ff/f ®

3] B E

Fig. &3 Fig. &4
Halla la amplitud de los 4ngulos interiores de un
triangulo rectangulo, si la altura sobre la hipotenusa
divide a ésta en segmentos gque estin en la razén 1:3
Dado un paralelogramo de 5 v B cm de lado, si uno de
sus dngulos mide ﬁﬂ“. calcula la longitud de los la-
dos del paralelogramo que se forma al unir los puntos
medios de sus lados.
Si en un cuadrildtero ABCD, « A = 3x, < B = 13% |
cc=3%y cp= 2%, halla 1a amplitud de dichos
dngulos.
En un paralelogramo , ,qué relacién existe entre dos
Angulos consecutivos?, .y entre dos Angulos opuestos?
Ay B son dos Angulos consecutivos de un paralelogra-
mo. Si LA = 4y y ¥ B = Sx. JCudnto miden los 4angulos
de dicho paralelogramo?
Dos &ngulos opusstos de un paralelogramo wmiden
2x + 10° y 3x - 15°. ,Cusnto miden sus angulos?
81 ®n un trapecio isdsceles uno de sus &ngulos mide
?l.&“. Halla los restantes.
En w1 A ABC, AE y BD E < aQ

medianas (fig. &%), o E
EF = 280 v A = 28E

Prueba que:

ABGC y ABCF mon pa- A B
ralelogramos. Fig. &5
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38.

39.

40.

41.

42,

En una circunferencia de radio r = 4,0 cm se tiene una
cuerda de 2,0 cm . Halla la longitud del segmento que
se obtiene al unir uno de los extremos de la cuerda
con &l punto medio del arco que esta cuerda determina.
En &#l1 paralelogramo ABCD o

(fig. &&) ABE = 4,0 cm 5
AD = 3,0 cm , E punto me- s
dio de AD. Si el < A es la
mitad del <« D. Calcula la
longitud de EC y EE. A B
Fig. &&
A E =] El cuadrado ABCD tiene 3,0 cm
de lado (fig.&7), AF = = AB
F = ; OC, E: punto medic de
= Ab.
Prueba que: AFBG es isdsceles
B (#]
Fig. &7
El rombo MNPR tiene &,0cm M
de lade, (fig. &8)
£z P = &0°
E: punto medio de NP N q
Calcula: ME, WP y < EMP
E
P
Fig.&B

En la figura &9 RT es tangente

- a la circunferencia de ridio
OA. 8i :
P a) AT = 12 cm , < A = 35°
Halla RR, A v 2 R
b) OF = 5,0 cm , RY = 8,0 cm
T R HMalla: £ A, RAy £ R
Fig. &%
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43. Si OT es tangente a 1la
circunferencia de centro
0 (fig. 70). BYT: didmetro,
0 = 4,0 cm, OF = 9,0 cm
y BT = &,0 cm. B o
Halla @7, €T, BC.

C\
Fig. 70

8. Igualdad y semejanza de triingulos

Para demostrar la igualdad {(congruencia) de triangulos

nos apoyamos en los siguientes criterios de i1gualdad.

Dos triingulos son iguales si tienen respec-—

tivamente iguales:

= un lado y los ingulos adyacentes a ese lado
(a.l.a.), O

- dos lados y ] dngulo comprendido (l.a.l.},0

- sus tres lados (1.1.1.)

EJ 1o 1
51 ABCD ez un paralelogramo
Cfig. 712 y EC || AF,
Prueba quer 4 ABF = A CDE .,

Fig. 71

Resolucién

Al = OC por lados opusstos del paralelogramo ABCD
£ 1 = £ 2 por alternos enire am || c0 ¥y DB seconts
xS wm y 4§ por alternos enitre BC || AF ¥ DB secante

£33 = £ 6 por terceros Angulos ds wn trilingule

gor Lener un lade ¥y los dngulos
per tanto & ABF = 4 CDE adyacenites a #se lLade respecii-

wvamentis Lguales. =



Ej lo 2

E D
Demussira quet A ADE = A BCF
Cfig. 72 si sabes qua ABCD es

C
un recténgule, ED || BF ¥
A E - m-
B
Resolucidn

AD = BC por ser lados opusstos ds un recthingule

Ll = 22 POr Ser lhgu‘o- agudos que Lisnen sus Lados
respasctivamentis paraleslos

ED = BF por datos

luego A ADE = A BCF por Lener respecltivaments iLgucles

dos lLados y el &ngulo comprendide. ™
[[Ejemplo = |
&l A ABC izédsceles de base C

Cfig. T3) se tienes que:
AD = BE

Frueba gquet

A AEC = A BCD

En
AB

Fl.g; T3
Resolucidn

AC = BEC por ssr ol AARO isdecelss de base AR

AD + BE = BE + ETC (1) por suma ds ssgmenios
Al = BE {(2)  por datos

de (1) y (2) tenemom: OC = EE

£ BCD = ¢£ ACE por Angulo comln

por tanto AAEC = ABCD poer tener respeciivamenies Lgua-
Las dos lLados y #l hngulo com-

prendido =
Al igual que en la igualdad de triingulos para la seme—
janza mxisten criterios que nos persiten demostrar esta.
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Dos triiangulos son semejantes si tienen res—

pectivamente:

- iguales dos angulos, o

- proporcionales dos lados e igual el dngulo
comprendido, o

- proporcionales los tres lados.

Para la aplicacién de estos criterios s muy importan—
te #l teorema de las transversales y su reciproco.

Bi allb, r vy r’ transver—

o

sales que se cortan en 0O
(fig. 74) entonces:

Y

JEELE

El reciproco del tecrema
también se cumple.

[[Eijemplo & |
c [ ]

En la figura 75, BC || W,
A, C, Hy N puntos de la
circunfersncia. M E N
a) Prueba que: ACME _ AABC G
b) Establece la proporciona-

lidad entre los lados ho-

m&logos.

Fig. 78

Resolucidén

a) En los tridngulos CME y ABC tensmos:
£ BCA = ¢« CEM por alternce entre 8C || BN y BA secante
£ CHN = 2 CAN por eslar irmcritos en ol mismo arce

por Lensr respsciivamentis igua-

por tanto ACME . AABC Les dos Angulos

97



(TTasgle ) c

En ol AABC (fig. 78D =i

E - ﬂ Y E D
BG = 2GE
Prusba gque: @
AABG = ADEG A B
Fig. 76
Resolucisén
AG = 28D por dalos BG = ZEE. por dalos
ﬂ - P (1) E - 2 (2)
GE
de (1) v (2) tenesmos ] = -E
(c14] BE
£ EBD = £« AGH por opussios por el viTlice

DE por Lener respecitivamenie propor-
por tanta AABG ., 9 clionales dos Lados & igual sl &n-

gule comprendido. (]
[(EJemplc & )
< Si D, EyF son loz puntos
medios de losx lados BC, CA ¥
E P AB del AABC (fig. 77).
Frusba quet
ADEF _AABC
A F ]
Fig. 77

Resoclucidn

81 los puntos D, E v F son los puntos asdios de los la-
dos BC, TA y AP del AABC entonces ED, IF v FE wmon parale-
las medias #n ®1 AABC (punto 22 del Hesento), lusgo s
cumples

ED =
OF =
EF =

Wis e M=
&

de donde .




or Lsner respectivaments pro-
por tanto ADEF _ aABC F ; P P
porcionales sus tres Lados .

Ejercicios (epigrafe 8)
i, En la figura 78, A6 y FAD medianas, FB = EC , FB || ET,
A1 = GD. Prueba gque:s AAGF = ACDH y AAGB = ADEH

2. 81 ABCD vy AFCE son paralelogramos (fig. 79), prusba
que: AABF = ACDE

-
™
Q

B c

Fig. 78 Fig. 79

3. En la figura B0, ABCD
trapecio {isdsceles,
Ab || T, 7 <
E punto medio de AB.
Prueba guet
Los triangulos AED;

EBC; ECD son iguales A 3 B
e isdsceles,
Fig. 80
D [
4. ABCD e= un cuadrado
{fig. 81), E punto
medio de AB.
Prusba gues:
ADEC ws isdmceles.
A [ B
Fig. 81



S

7.

8.

En la figura 82, ABCD s un
cuadrado.
E: punto medio de AB
F: puntoc medio de OC
G1 punto medic de AF y BE G
H: punto medioc de EC y FB
Prusba que:
a) ARBE = ADGF = AFHB = AMCF,
b) AAGD = ABCH, Fig. 82
c) todos los tridngulos anteriorss son isdsceles.
En la figura 83, ABCD y ABXY
son paralelogramsos tales que
los puntos D, C, ¥, X estin
en una recta.
Prusba que:

AADY = ABCX

v < Y 4

p <

Fl‘! 83
8i ABCD es un trapecio
iséscales de bases AB y OC

o
{fig. B4),
Prusba que:
a) AABC = AABD A ]
b) AADC = ADBC Fig. B4
c) AROB y ADOC isdsceles d) AAROD = ABOC

En la figura 85, ABCD y AEFG son cuadrados. Prusba que:r
AARBE = AADE
81 AAEB, AACD isduceles de bases BE y D respectivamen-
te (fig. B&) vy a = (3. Prusba qum bﬂﬂ‘.;- ARED

P 'c
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10. En la figura 87, AD es un diametro, BH = AC, OF y ON

distancias de 0 a AC y AP respectivasents. Prusba que:
EN = W

11. 81 AB = &0 (4ig.88) AD y EF diametros. Prusba que
ON = OH.

o 53

>

F
Fig.87 Fig.B88
L) L o
12. Si AP = CD = B0 (#ig.B8F) B

ONM: distancia de O a AP

OF: distancia de 0 a CD

Prusba guei

a) AAND = ADHMC

b} Calcula =1 valor del
£ MOC

Fig. 8%
~ o~
13. Si OF pasa por O (fig. 903, AD + OE y BM = MC. Prueba
que: AB = BC, si A v D son puntos de la circunferencia

A

Fig. 90
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14.

15.

16.

17.

18.

A, By Cy v D son puntos de
la circunfersencia de cen-
tro O (fig. 91), BD y AC
cusrdas que se cortan en E
DE = AE.

Prusba gque:

AABE = ACDE qu.lllllllrl?
Fig. 91
En la circunferencia de centro 0 (fig. 92},
Ch:1 dismetro c
AB: cuerda B
€O . AF
AC = BB
Prusba que: 1o
a) AADE = ABDE
b} AACE = ABCE
c) ADCA = ADCB )
Fig. 92
Damusstra que en todo triéngulo isdsceles las alturas
correspondientes a los lados iguales, son iguales.
En la figura 93, ABCD s un
P € rectangulo y AEDF un cuadra-
do.
F a) Prusba que: AAREB = ADEC
- b) 81 CE = 4,0 cm , scull es
A la longitud del ssgmento
BE? Justifica tu resspuss-
Fig. 93 ta.
81 los trisngulos AED
y BCD mon squiliteros E
(fig. 94). C, D y E
puntos alinsados. 4
Prusba gume: c
a) AADC = ABRDE A
b) BE = AC
Fig. 94
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19.

21.

23.

ABCDE: pentagono regular

(fFig. 95) p

EMCD: rombo

< AEHM = <« MCB

Frueba que: E c
a) AAME = AMBC

b) AABH es isdsceles

A
c Fig. 95
Ei ABC es un triidngulo egqui-
latero (fig. F&) ¥
@ CH = BN = AG
Prueba gque:
AMNG es equilAtero.

Fig. 96
E
En la figura 97,
E: punto medio de FD y AC
D: punto medio de BC A
Frueba que:
a) AAEF = AEDC
b) AAEF . AABC v

Fig. 97

Dos 4ngulos de un tridéngulo miden 43° y 77°. Si dos de

los 4ngulos de otro triangule miden &0° s 43“, prusba

que estos triingulos son semejantes.

Si el inqulﬁ desigual de un triinguleo isésceles mide

50° y un angulo exterior de la base de otro triangulo

isdsceles mide 115°, di si estos tridngulos son seme—
jantes.
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24. En el rectingulo ABCD

(fig.98), CE . BD, AB = 12 ¢ -
v AD = ¢
a) Prusba que:
AABD . ADCE E
b} Calcula la longitud de
la poligonal ADEC. A e
Fig. T8
23.
A
En la figura 99, AE es la
bisectriz del 4 BAC, AC = 10
. A = 9 y AD = 30, ademis,
A\ £ AMC = < AED
a) Prueba que: ARED . AAMC

F b) Calcula ME

|

B

Fig. 99
26. En los tridngulos ABC vy
DEB (fig. 1001, il AB,

AB = 3 OE, BC = 3 BO.

Demusstra que:
AABC . ABED

Fig. 100
27. <
En la figura 101
£« CAB = & CEB
C0: bisectriz del 2 ACB
A B Demusstra gque:
a) AACD . ADBE
b) AADC . ACBE

Fig. 101
28. Los lados de un triidngulo miden 15, 30 y 18 cm respec-
tivamente; =i los lados de otro triingule son de 20,
40 y 24 cm respectivamente, di si los mismos son seme-
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31.

Jantes. Justifica tu respussta.
P

En =1 paralelogramo ;
ABCD (fig. 102)
E: punto medioc de BC s
D, E ¥ F puntos ali-
neados. Prusba gue: e F
ADEC . ABPEF . AAFD Fig. 102

P 3 [ En =l rectingulo ABCD

- ($19.103), CE L BD y FB o BT

Frusba que:
ACED . ACEB ., ABCD ., ABCF vy
establece la proporcionalidad

A F sntre sus lados.
Fig. 103 B
En el AABC (fig. 104) e
£A=4cD=90"
Frusba gque:
AABC , ADEP y establece
la proporcionalidad en- c A
tre sus lados. Fig. 104
A -]

W em—

En la figura 103 para probar que:

a) ,0ué trisngulos ha-
bria gque ssleccionar
para desostrar qQue
son sessjantea?

b) Desusstra la sessjan—
za de los sismos.

c) JCubkles son los la—
dos hosdlogon?

d) Prusba que: 0A-0F = OD-0C Fig. 105
€61 en el AABC (fig. 108&),
Y e BE || AB ;
y EFIIAC
Prusba guea:
A rigf 106 : C5-FB = EF-IE
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34. En el paralelogramo ABCD
t§ig. 107), F e« DE,

1] & c
E ¥ G: puntos de los la-
dos del paralelograma, F
EF . BD, B6 . DC
a) Demuestra que:
AEFB . ABDG A =B e
b) Si EB = 8,0 em ; Fig. 107

BB = 10 cm ; EF = 6,0 cm . Calcula la longtud de B

8. Calculo de ireas y vollUmenes

En grados anteriores has estudiado férmulas para calcu-
lar el 4rea de figuras planas y el volumen de cuerpos (pup
tos 25 v 26 del Memento), ademis, aplicando el cilculo intg
gral hiciste una generalizacidén para el cédlculo de sreas.

Teniendo en cuenta esto analicemos los siguientes mjem-

plos.
[Eiemplo 1) 0 I
En la figura 108, ABCD ez un
rectingulec, AB = 4,0 cm }

BC = 8,0 cm ;
E y F puntos medios de AD y BC £ = ¥
respectivamesnts,

G: punto de DC. H

Con centro en O se traza EHF.
Halla ol irea de la superficie A B
rayada. Fig. 108

Resolucidn

El &resa sombreada ez la diferencia sntre el 4dresa del
rectangulo ABCD y de la figura GEHF compussta por un triip
gulo y un samicirculo.

Cialculo del Area del rectingule ABCD m‘J
a
n‘- ABBC = 46 = 24 ﬂ;: 24 cm

Calculo del &rea del trisngulo BGEF m'J
En wl ABEF, EF: base y CF: altura.
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Como los puntos E v F son los puntos medios de los la—

dos AD = BC del rectiangulo respectivamente entonces:
EF = 8B = 4,0 em
¥ E'i;E'S.O:m luego

-.L ] =1, - Ch = ] &
ﬁ::EFCF : 4 cm- 3 6,0 em

Cilcula del &rea del semicircule EHF A
El a4rea del circulo es Hﬂ- rlr". pero EHF &8 un semi-
circulo, lusgo n’u ; ﬁc.
Como O s @l punto medic de EF tenemos que:
r-m-;ﬂ-i.ﬂcnl
entonces, A= ; A= ; nri= % - 3,14 - 4 con = 6,28 ca®
por tanto ﬁ.- H:t- tﬁx'l' ﬂ.I = 24 - (6 + 6,28) = 11,72

A= 12 e g E
[(Elempic 2 )
La secclén transversal de una p P
pieza tiens la forma que se
mmestra en la figura 109 don=
de AG . AB, BE . AB,
AG = BC = 5,0 cm, AB = 10 cm
Fb=06,0cm, FB|ISE y FED G -
un semicirculo de centro en
el punto medic de FD.
51 la altura de la pileza es
de 18 cm , calcula el irea de A B
esta secclidn. Fig. 109

Resolucidn
Para hallar el drea de la seccién transversal de la
pieza podemcs descomponerla sn tres figuras planas conoci-
das, sagdn los datos estas son:
ABCB: ractingulo
GCDF1 trapecio
FED: semicirculo

Calculo del irea de ABCH m‘! =
ﬂ‘- FEBC =5 « 10 = 50 I A‘-'!'D cm
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Calculo del area de FED l‘.ﬂzb

Como tiene su centro en &l punto medio de FD entonces

FD

ro= e 3 cEm por tanto

1 z_ 1 3
fom = Ar-m = Syl s P = 18,1 7 A =141 cm

Cilculo del area de GCDF {n.l
FPara calcular el irea de este trapecio conocemos las
longitudes de las bases y debemos calcular su altura (h).
Como la pieza tiene una altura total de 15 cm vy conoce-
mos que BC = 5,0 cm v el radio del semicirculo es 3,0 cm
entonces:
h =15 - (5+ 3 = 15-8=7

- D + B & + 10
luego ﬁ;“‘!_' h-1—

per tanto A_r- n1+ ﬁz+ ﬁ‘ﬂ SO + 56 + 14,1 = 120,1

A= 12:10 cm
[(EJemplc 3 ]
Calcula &l drea de la regidn
sombreada, =i ABCDE ez un
pentigono regular de 5,8 cm
de lado (fig. 110}

. ? : ﬁ,-.sﬁ c.a

C

Fig. 110 »
Resolucidn

Para calcular el &rea sombreada (ABCE) una via posible
es conocer dos lados y el angulo comprendido entre estos
lados; conocemos el lado BE (lado del pentigonol, podemos
buscar CE y < BCE.

Calculo de &€
En el ACDE, aplicando la ley de los cosenos tenemos que
CE'= TD"+ DE'- 2 CD-DE cos < CDE (1)
Eﬁ’E'S.E:H por ser lados del pentdgono
luego (1) se reduce a:z
CE*= 200" (1 - cos < CDE)  (2)

Como £ CDE es un angulo interior del pentigono v la su-

ma de los 4ngulos interiores de un poligono regular es
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180%tn - 2) entonces:

zcm-s[tm“m42}1-;-1@‘-3:3&‘-3:10&“

luego sustituyendo en (2) tenemos:

%= 2.(5,6)%(1 - cos 108°)
2(31,4) (1 + cos 72%)
62,8(1 + 0,039)
42,841,309
82,2052
82,21
CE = 9,07

Cilculo del = BCE
Como el ACDE es isdsceles de base CE entonces por suma
de ingulos interiores tenemos:
2 < ECD + ¢ CDE = 180°
L=
< ECD = lEE_E_F CDE

o =
4&9-%

£ ECD = 3&°
ademis, £ BCE + £ ECD = 108°
« BCE = 108°- « ECD
£ BCE = 108°- 3&°
£ BCE = 72°

Cilculo del &rea del ABCE
A= % BC-CE sen <« BCE
= 0,5 + 5,6 + 7,07 sen 72° :
= 25.394-0,951
A= 24 ca® o
Observa en el ejemplo anterior gque otra via posible
para calcular dicha &rea es calcular el Area del pentigono
(gemiperimetro por apotema) y restarle el 4rea de los
triangulos.
[Ejsaplc 4 ]
Calcula el irea sombreada de acuerdo con los datos de la
figura 111.
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qir=dx-x2

Fig. 111
a) El 4rea a calcular se encuentra en el intervalo [x ;x 1
ifig. 111). En el intervalo :“n;:l] la curva s encuen-
tra bajo el eje %, luego para calcular &l area de asa
porcién del planoc se plantea el mddulo de la integral
definida en ese intervalo, ¥ en tn‘;xt] la curva se en—

cuentra por encima de dicho eje, por tanto:
o

j;‘ fix) dx
(-]

Cialculo de los limites de intagracién

A=

El

o
+ L‘: fix) dx (1)

uﬂ- Q por dalos
X ¥y % son los ceros de la funcidn, luego:
fix) =0
-~ x*+ 4x -3 =0
%- 4x + 3 =0
ix — 3)ix = 1) = ©Q
x = i ¥ x= 3
Calculo del Area.
Bustituyendo en (1) tensmost

i [ ]
A= _[nfhﬂ d: +I‘f1uldu

a
= I (- x'+ 4x - 3) dx - I’ (- x"+ ax - 3) dx
L] £

= -;-:wm'- xw]:_l . [-§:+2n'- n]:

---i#?-SI—?l;“lﬂ"g-t“é“z-x‘
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-|-§ -v+1a-1-[—;

4 & 8 =
- :-p!-:u

b) Cileule de los limites de integracidn (puntos de inter-

seccidén de los griaficos de la funciones)
gix) = Fix)
-
12« - 3x"= x*- 9
- 12¢x -9 =0

A = x

w123 7144 + 148 12+ Y288 _ 12 ¢ 17
1,2 ] [:] -}

12 + 17 29

Hl-—ﬂ_-—ﬁ-:im-sl'ﬁ

u.-_lz_i...lln_g.-_u‘yz;._g.ﬁ

Cilculo del drea

5, a
J ooy lgtxd = f00)) dul

A AR

[ CRPPRSE. -y
30w 2t - 50 )0

L]
3(3,6)42(3,8) - !.E.g.sﬂ. 12X [;;oiﬁ,*zm‘“:_ u-o:,m‘ll

10,8 + 25,92 - 20,736 - (-1,8 + 0,72 + u.mml

15,984 - ¢-0.93n|

15,984 + n.lreml = 16,968 u'= 17 u* 5

(Eissple ¥ )

Un

prisma recto tiene por base un triinguleo rectingulo,

uno de cuyos catetos mide 0,0 cm ¥ ¢l otro 8,0 cm - Sabe=

nos
vol

que @l irea de la cara mayor es de 200 cn® . Halla el
umen del prizsma.



Resolucidén
El volumen del prisma se calcula a través de la férmula
V= ﬁ.h (1)
Como la bass &8 un triinguleo rectingulo su 4rea s
igual al semiproducto de sus catetos, lusgo:
n.-éa b+ 8 =24 ! n..-_z;c-’ (z)
Cilculo de la altura del prisma
El 4rea de la cara mayor del prisma esti detlrainada
por la altura de este y por &l lado mayor del triingulo
rectingulo base (la hipotenusa a) (fig. 112),; lusgo:r
& AL are™ ®°h
A

o e - iy
E- 13

En w1l AABC rectingulo en A
calculemos a:z

1
|
|

= ,f z 2 Teorama de
: h n ot rithgores
l =y 35 + b4

Lgf'ﬁgﬁt“m -ﬁ-lo: a=10 cm
B a '] lusgo sustituyendo sn (3) ob-
tanemos
Fig. 112 h = _20'1_2_ = 20 4)

SBustituyende (2) y (4) en (1) ss tiens gue:
Vm24+20m=480 ; V= 4,8 + 10° ca’

[(Ewsplc &)

Se quiere conocer el volumen

de una pieza cilindrica con ! |\
husco cénico como muwestra la L3
figura 113, sabiendo que la | A
altura es de 10,0 cm y el [ th \
ingulc que forma la gerera- / | 11
triz con la baze del conc es

de 80° [

Fig. 113



Resolucisdn
El volumen de la pieza se obtiene restindole al wvolu-
man del cilindro el del cono, &s decir,
vP- Uﬂl_ Uﬁﬂ
En este casc el radic y la altura del cilindro coinciden
con la del cono, luego

Vo= ﬂrlh — % nr'h

Vo= ; ar’h (1)

La altura de la pieza es conocida, debemos calcular prg
viamente a]l radio.
tan 80°= 2

h 10

r= - =- 1,763
tan B0° el1 *

luego y= <. 3,142 (1,763)F 10

AR AN

+ 3,142 « 3,108 + 10
Vo= 65,1 ca’ a
Ejericiclos {(epigrafe 7)

1. La altura de un rectinguleo os @l triplo de su base. 8i
su drea es de 108 cm’, scuiles son sus disensiones?

2. Un rectingulo tiena 700 co® de srea y 110 cea de perimse—
tro. Halla sus dimensionas.

3. Un rectangulo tienw 414 mde Area. S5i su base es & m
mayor gque su altura, scuiles son sus dimsnsiones?

4. La diagonal de un rectingulo mide 235 cm y su base 20 cm
Halla su &rea.

%5. B8i ss triplican las dimensionss de un recténgulo =l
4rea de este nuevo recténgulo es squivalente a la de un

cuadrado de 26,9 m de lado. Halla la altura del rectén-
gulo primitivo sablendo que su bass mide 10 = .

6. Halla ol 4rea de un rectingulo cuya base ¥y altura son
respectivamente iguales al lado del tridngulo equilite—
ro ¥y al exidgono regular, inscrito an una circunfersncia
de 20'm de diimstro.
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7.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

16.

En =1 paralelogramo ABCD

(Fig. 114) v £ 5
E: punto cualquiera de AC H F
&1 y HF pasan por E

BT IIAD y FF II AB

Frusba que: A 1 []
Fig. 114

ﬁl III‘. “lﬂb“

En @1 paralelogramoc ABCD

P [
(fig. 115},
1 A = a5 m , AD = 15 m v
: £ A= 70°
| Halla A__
A -

Fig. 115 2 <

En #1 paralelogramo ABCD

(Fig. 114&);

£4A=45  AC =43 @ vy
h = 15 m-
Halla A Fig. 114

A

ARCD
La altura de un trifingulo squilitero mide 4,92 m . Ha-

lla su area.

Demusstra que ol Adrea de un trisngulo equilitero en
funcién de su altura h estd dada por la férmula:z

A miihve

Un &angulo agudo de un tridngulo rectingulo mide 30° vy
su Area 13, B4 -t . Calcula la longitud de sus catetos,
La diagonal mayor de un rombo mide 40 @ ¥ uno de sus
lados 25 m . Halla la otra diagonal y su drea.

Un &ngulc de un rombo mide 111,1° y la diagonal ocpues-
ta a dicho &ngulo B,2456 m . Halla wl lado del rombo ¥y
su Area.

S5i las bases de un trapecio miden 44 v S6 m respecti-
vamante® v su altura es de 20 m . ¢Cuil es su Ar@a?

La base n.nnr de un trapecioc =s los : de la mayor vy la
altura lcs E de :: diferencia de las bases. Si su drea
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es de 372 m" , calcula las bases y la altura.

17. La base menor de un trapecio rectingulo mide 12 cm .
®l lado no perpendicular a las bases 14,1 cm Yy este
forma con la base mayor un anguloc de 45°., Calcula el
drea del trapecio.

i8. En un trapecioc isdsceles sus bases miden 45 vy 7S cm vy
cada lado 47,4 cm . Halla la medida de sus diagonales
y 2l Area.

19. En el trapecio ABCD

(fig. 117y, BE . AC,
BF . AC
FPrueba que:

Apmen™ _ng [EE 3 EF] A s
]

Fig. 117
Haciendo centro en cada uno
de los puntos medios de los
lados del cuadrado ABCD
(fig. 11B) s® han trazado sa-
micircunferencias tangsntes a
las diagonales, unidéndoses los
extremos de sus diimetros por
segmentos para formar la cruz
A 8 de la figura. 8i ABE = 20 ca
Fig. 118 halla:x
a) el drea de la figura no rayada,

b} el drea de la figura rayada,
21. Tomango como didmetro =l

lado de un octdgono regy

lar se han trazado semi-

circunferencias, formin-

dose &l drea rayada des

la figura 119. Si =l ra- Fig .11%9

dio del octégono mide 10 m , halla el 4drea de la figu-

ra rayada.
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22.

23.

24.

26.

27.

ABCD: trapecioc de base AF
P c (fig. 1200, BC . AB,
E: punto medio de AB
lo 0: punto medio de CB
BE = 6,0 cm 3 AB = 10 cm ;
€h = 4,0 cm .
Halla el drea sombreada-

A E B
Fig. 120

El siguiente cuerpo (fig. 121)
formado por un cilindro circu-
lar recte, wun cono circular
recto ¥ una semiesfera. S5i
r= 3,00 em vy la altura del cji
lindro es 10,0 em . Calcula el
volumen sombreado.

Fig. 121
Calcula el volumen del cuerpo
representado en la figura 122
siz
a=60,0°; r=3,00 cm ¥
la altura del cono &s 1,50 cm

Fig. 122

El 4rea de la base de un ortoedro rectangular es de
48,0 " y la de una cara lateral 42,0 - y la de un
plano diagonal determinado por dos aristas laterales
70,0 m" . Calcula el irea lateral de dicho cuerpo.

La altura de un prisma recto mide 46,0 m , Su base a8
un rectinguleo en el gue uno de sus lados es el doble
del otro y 1 area total del cuerpo es de 144 at.
Calcula la longitud de una de las diagonales del pris-
ma.

La base de una pirdmide es un triinguleo rectangulo
isdsceles de hipotenusa igual a 2,82 m . La arista la-
teral que contiene al wvértice del dngulo recto de di-

11&



3.

32.

cho triangulo es perpendicular a4 la base € igual a
3,00 m . Calcula el area total de la piramide y el vo-
lumen.

Halla #1 volumen de un cubo sabiendo que la suma de
todas sus aristas, de las diagonales del cuerpo vy de
las diagonales de las caras es igual a 32 m .

La generatriz de un cono es igual a la longitud de 1la
circunferencia base y su irea lateral 9,0 m . Deter-
mina la altura y el volumen del cono.

Calcula el volumen de wuna esfera, sabiendo que wun
circulo menor de d4rea igual a 12,56 m® dista del cen-
tro de ella 1,5 m .

Conservando la base de un cono de 5,0 cm de radio vy
30 cm de altura, se obtuvo otro cono desperdiciando
471 cm® de su material. 2En cudntos centimetros dismi-
nuyd la altura del primer cono?

En un cubo de arista 2,0 cm se hace pasar un planoc por
los puntos medios de tres aristas concurrentes en un
vértice. Halla ol drea de la seccién vy el volumen del
cuerpo que resulta si al cubo se le quita la esquina
asi determinada.

Calcula el idrea de la regién comprendida entre la cur-
va yv ol eje x.

a) fix) = &x = x° b) fix) = x®+ S5x + &

) fix) = x" x®- &x  d) fix) =men x ; O = x £ 2n
e) fix) = 1 + com % § =-nm S x Slﬂ

£) fin) = {f:ﬁ -1 3 0=x=2

Halla w]l srea comprendida entre las curvas:
a) fix) =x +3 § gtx) = x*= 3
b) fix) = 2x™+ Sx § gix) = 2 - x
c) Fiu) = gon ¥ § gix) = ®'= mx

A fx) = ¥ n g qtll-%:
@ fix) = x"=2x ; @) =

#) fix) = cos x , 05 x £ drn , ¢@ix) =1
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RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS

Epigrafe 1

1] & 27,37 b) 24,47 c) 16,34 d) 0,19152
e) 53,4 £) 53,75 @) 6,25:10°° h) 6,3
1) 43,1 i 0,01 k) 35 1) 1,4
m) 3,3944  n) w5 n & o) 2,618

=] L s
a5 b} — 0,3 e) 2,5 d 3 2 e 6 -
47 19 7 3
5 7 616

k) 5 1) 1 m) 0,25 nl r 7o) m T
o) 57,5 p) —3.} q) %g r) 4

[3] a) —0,64 b} 37 ) 299 ) l; CHI
6 18 @ 13,75 h) -4 0 -5 1 384
k) 729 D3z Wi -z W 227
o) - 2% p) 1 q) 43,86 r) -1,145 =) 3/f
t) 66,3 u) -4,24 v) 52,5 w 9,8 %) 1,4
y) 31% z) -Hlm

[*] a» =608 b)) - 0,187% ) 2,35  d) 2,61 e 1
$) -5 @ -1 h) -19,24 1) 0,18  j) 13,1
. &
k) -0,78 1) - 94,72 m 4/ 10 n) 24,75 M 3
o) - 8,5 p) - 0,5 q) =&

[B] &y 84 b)) Bi ) 8 d)Bi @ No §) Si

[Z) a 6,24 ) 72t © 82,08 o -1,88

7] a 2 b) N.8. €) 15,75 d) 25 ) -0,19
£) 24,4 g 0,73 h) &4 1) 6,5 1 &
k) 0,8195 1) 0,9542 m) 0,425

8] = 11 mHF o-88 @-2 o1
£) W Q) 0,38 h) 3,73 i) 0,18 i 4

%) a» 12 1) -0,45% ) 18,2

() @ a=2 B a=g ea=-F da=4s

0 « 1 b) -3 ) -0,445 d) 0,8892 e) -0,351

118



€) 0,342 g) = h) -0,144 i) -2,8 i) =7
k) 10 1) 1 my L n) 2,83
3 & 17 80 =2 20 & -2 @ 3 6 1,47 g -3,87
[i5] 4 meses 8 praoblemas
E Hayor: #1000 , Segundo: %400 , Tercero: #2900
(i8] 1a No.2 (i8] s39,72 [20] 398,5 kg [Z1] ss,20
[22Z] 30 min [23]) 1 350 L [23] 3 004,%4 cab
(28] 977 [28]) 7e,5% [27] 408 ha [28] %350
) 150,06 m [) 200L  [30 5
[32) Cerca: 35,1 m ; Area: 74,7 o [33] 9 nt
%) se47,8 E3 s () 98 ca®
E 2,2-10" cn’ 3,2-10%galones [37] 1,6 dm®
[30) a) 98 ca® b) 5,3:10" e’ [31) 8,5 ¢em
Epi.grll‘t 2
[1] a) 10a + 18b + 16c 5 V.N: 15 b) a +b - ¢c j V.N: 3
€) Sb - 10x + 3y V.N: -44F d) -4x - 2y § V.N: -1,7
®) 2b + 2c + 2xy — yz'; V.N:1,5 ) 2a -b -d ; V.N:v%
u::-a-u;u.m% h) 2a = 2% § V.N1 O
i) x¥= Sur.-ﬁ 23 V.Mi -'E
[Z] a a*-b* b) x*+ ax - 21
) Ix"+ ™« - & d) 9y*+ 12xy + 4x°
e m' +n' ) ~x* + 11x - 30
@) Sx*- 1,5« - 0,5 hy 8p®- ap*+ 2 p - =
1) =2x%= 9yt+ Oxy + 4x - &y i) 25y'- 3
k) Bm"- 12% 1) a"b+3a**c*+3abec*+e”
ﬂ’ nl\ft+ 3““"*‘ thll._ “ﬂ"ﬂ
[3]) a) 9a®+ 13a + 3 v,m!% "b) 4a%+ 4a + 2 ; V.Ni4,48
cr T = 2x 3 V.N:z & dy 9a- Qb’ ] VaN:z1
@) 4ab ; V.N:B3,08 £) x4 x + 5 ; VN
g) 2m°— 2m ; V.N:4 h) -7p*+ 3p - 17 ; V.N:i-— 2%

4

119



bl

d)
£)
h)
i
1}
nl
al
ql
s)

ul

c)
el
gl

i)

k)
m)
nl
m
al
nl
nl
rl
s)
t)
u)
v

7]

c)

a y 10 _ s Ly
h#t-xn-l.-—.b - 1

2 z z z t:lit z
b+u+2hu*3x-—3;'?b-‘x‘bkl3"'“ + 2b

x + 1

Sy (y + 2) b) 2Sp(p - Sq) ) x2ixt+ 2)
an (n®- 2m e) extix - 2y + ax®)
11a%(36% + abic®- &d) g) Spalp - 2q + pqQ)

L a%@a’- i) ty + 22(3x = 7

(x = 2)(2x - 3y) k) =2¢m + 2)

(3 +x + ylta™+ 2) m (% - y){3m -1)

-S(b + 3)(b + 1) M) (¢ + 2)(x + 1)(x - 1)
(x + 2Vt = 2)ix - 3) p) (x - 2y)(a*- ax + x7)
cos'x(cos x + 1) r x"x™— 1)

x"ixts t) Stan x(tan x + 2)

2e” (e*"+ 2)

{5 y + sa{} vy - 5 b) (0,6b%+ 3) (0,465 3)

(2% — 1) (4x"+ 2% + 1) d) (x + %) (x*- 3x + 9

Syly + 1)(y = 1) ) 16(2 - b (2 + bH
('z‘ = bﬁ(; + b%) h) 2{y - 1)etyds v + 1)

G-DE+I+D ) S+ DO - 15T 25D

(a - xa"+ ax™+ x) 1) (a%+ 20% (a*- 2a%p*+ ")
(a’- 0,7b) (a®+ 0,7b)

(x"+ 0,8y) (x°= 0,8yx"+ 0,16y%)

h‘v:l_‘_ .&v.r'} u:,fi_’ &x?-.t* uvﬁl

ain + a)in"- an + n'}

fa +h + 0,1)¢a + b - 0,1)

Grx+yX;r-x-v

(6 +m + n)ime + n°+ 2mn - bm —- &n + 36)
sen xisen X + 1)(sen x — 1)

(1 + 501 - &9

e (e"+ &) (e"- &)

(gen X + cos ) (sen ¥ — cos X)

b + 100* b) b - B
(y"+ 11* d) (2a"- 9n)*®
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(%)

el
-1
i)
k)

m)
")

a)
c)
e)
Ql
il
k)
m)
et}
p?
q)

a)
c)
e)
gl
il
k)
1)
ni
(= }]
g!

al

c)

e).

Q)

e

ty - ax")ty — 9x™»
(1 - ox5H?®

(5 = x)ix + 3)

(4x - 1)(3x + 2)

=2(2n
(sen

+ 3)dn - 2)
¥ = SB)lsen x — 4)

)

h)
i)
1)

nl

a)

(2 tan % + S)( tan x - 2}

(b + &b - 2)

(x™+ 7)ix + 1) (x - 1)
(3x = 2)ix + 2)
(3xT= 1) (2x"+ S

(cos x — l}t

te"~ 4) (e”+ 1)

x + y)(2 - a)

{a - 3¥la + 3 + 2b)

x - 2)¢x - 1°

(x + 2)(x + B?

(x + &) (x - &) (x - 2)
(x + $)ix - °

(x - 22%x + 1(x - 1

) ix + DT o) xix + 2)ix + 3)ilx + 5

(x — 1)i{x + 2)i{x + J)ix + 4)

4:v{:v:- 2Zny + 3)
sa’ta + 26%) a - 26©)
{-:’- + v')(i—‘ - v

(Im + n) (2m - 3n)

(x + ylix + a) b)
3 - 111 - 2ab) d)
(3b = 2c)(3b + 2c + 1) )
(x + 2Y{x = Bl + 7) h)
(k + 3)ix + 2)(x = 1) §)
ix — 2)ix — 3ix + 5 1)
tx + & ix - B n)
(x + 2)¥i{x =

(x - 2%k + 2) (x%+ 2¢ + )
(y = 20ty = 3ty + 3y + 2y + &)
(x -~ 22%(x + 1) s)

(x*= by) (x*+ &y b}
(1 - 7% d)
afa = b)(2a + 3h) 3
(x + Tylin = Jyd h}
(x - Dix + 223 + 3 3)

fa - 3 - Sx)ia — 3b + Sx)

(xy = 30z) (xy + 22)
202 = x)(4 + 2% + x)
yi = 2)ix = J)ix + 2)
lens x + &) {cos x — 3)
—E; j a=0
Ia

!% F ¥y =0

4 e
g ke 2

xI+ 4
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m)
M)
p)
ri

a + 12(1 - mna®)

(a + 2)(16 - 4z + 25)
Zqpi3p - 1iip + 2)
Zsen x

2(3tanx + 1) (tanx - 1)

hIFE—E;b-—EI
d) = IFE—E 1 a=-b

¥+ Ix + 9

X +

] x = =3

} wsti definido para todo x €« R



ERE

R
il
1)

al

al

bl

dd

el

h)

Ji

k)

1)

a)

cl

d)
)
h)

a)
d?
gl
ir

m)

al

__S'l;z"';.-h.() 1!3——1—:15;::--1
- 3 e esti definido
R < R 2 para todo x € R

£ ; S ; estd definido para todo x & R

9 b) 4,3 c) © d} -0,5 e} -1& £ -9,5

7ab - 3a’- B’

&0ab L e
."__“;nttl Ei%; y = =35
l-lll ¥ Y y = =2
0 ; estd definido para todo x & R

z z

A | 3 v o= o2l ”l?u*‘lﬁﬁ"-ﬁ**-n

v+ DDiv - 12 1%%

O ; estd definido para todo x € R
z
1}'«-‘5—:—&;— ] ¥ =m F y

HESFib=2

x =y
e
&
Y il

-ax_+ 21 g A
R 3B T RV TR A T R

&u_: j x = £ 23 % = 3
= ) (-7

1
W= 2x
3 = &« BA(232,5)

B} & R\ b) 3 % & R\(0}2)

uz- k4
22%- 9% + 10

z
Y~ ¥ ; x e R\G-2) @ 2 x @ R\C-1)

.:llaiﬂ' gl 0 xalR
2x .
leg e A w € 0 ¥ >3
a € Buv{xl} b} a & ﬂ\{'ﬂl—i]-ZI—E} :}_ a & Bhv{z1)
% & RN{-2} e) a & RA{-5;12 £ x & Bn{x3;-12
¥ & BA\{0;-3) h) n « R i) = lﬂ*
2y, y € R k) x @ R 1) x e« "
x &« B" n:n-m{:f:} M z%+ a* = 0
p = —q plliﬂ* g} ¥ = -a
xy yaR" )b, caeR" t) a e RS - 12
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@Jr-fg-{:l;f—3q-4u'~ﬁx'-1&u-3‘z|flg--—l

3
~h=+p= - é"<+:'--:I'r'ii~-—ltl1r:;:r-—[;: j|]

]

xlf X - 2

fooh=x" x"- ax + 4

o 2x"- 18 2(x - 3
@ll hix) l_ b) p{u‘- g
¥ o= 1
) q{ul-“" ox’-20x -3 tm:-%
tx - ¥+ 02
Epigrafe 3
Oa3s B2 -2 &3 e 1,1 $ 2 g NS
z i i
M1 -2 HIT K-321 1w NS
n) 59 K8 oi-% p) 10 g) 0,04 r) N.S
s) 1
[Z] a» -4; -3 b)) 5; -1 :1_%;-5 d}—;—;-E
.::f—:- f)t2T1 @ 51 -2 h) 0; 3
Y ek 2 k) ~63 =1 1) 4,34; -1,09
m) 03 1,5 n) =13 S N) 1,73 + 0,443
i za id
Sl a4 B)3Z 4 252 3 e = #53
g) 0,8 h) N.S 1!-%110' i) 0,5; 3
k) 73 1,33 1) 0,55 1 m xaR \ {1; O
E}-!r-s—:—p b!r-t_/-s—g- :I:-hﬁ—_'_u
1 2(e - v_t) Al
d]t“"—"-r‘_ ®) a= t' fIH-:—E
z
q}x-L!—s Mu=3-(2p -3 1) t=1n s
ark ] L]
i) x = 10 E}C-i---f I’P-m—nr
[3] @ éa b Sem* © -(x +a) o 2 @ Y2a-10
[E] &) |k| =6 3 kS0, k=—-9 b) |k| <&} k>0
[7] a) complejas b) Reales e iguales
8 = a b) & c) =23 7 a 11 - 9 §) &
Q) 9 h) 4 ir 1 i) 16 k) 7 1) 13 4
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m) ninguno n) X M) ninguno al &
p) ninguno q) 2 r} ninguno s} O3 i
t) 8 u) 11 vi 1 w) & x) 3 v} 10
z) 03 £ 4
[(Fla-3 il 20S d1ly3I eSS £ 4
(i8] a) Dom f3 % =2 -2,5 ; x = -1 , Dom gt x & R\(-1} b} 1
A1) a=- ; [(Z2) ae®; ber”
O3] a T e 2km 3 28 v 2k 3 28 4 2kn 5 2 4 2kn 3 kK @ Z
s N s ]
i d - 1.4
B) =+ 2kn 3 — + 2Zkn ;3 ke Z
::E-rzkn;%a-znm;qu
d) 33,7°+ 180 ; 111,8%+ 180% ; Kk € Z
el Z% + 2kn 3 iiﬁ + Zkn 3 k € Z
*H%-h!’kn;%d-?kn;k-!
n zn &M sn
Q) - + 2kn 3 w;-+ Zkn 3 = + 2km T + 2k 3
n sn 7n 11m
= 2k § ~—Lh 2kr 3 e 2kn e ¥ 2kr s ka2
h) 26,6+ 180% ; k @ 2 n§+un;u.z
i) km j E +2kn ; ke Z
g a3 b) 2,5 c) —E d) 2 e) -‘-;'. £ 1
@) N.S. h) =23 % 12032 i1 K) N.S. 1) % 2
m NS.nm) 2z M NS. o -5520pF Q5
1

[iS) a) ceros: 0; £ 1 polo: 3 b) cerox 1 polo: -1
*2; kn, k €« Z polos: no tiene

c) ceros:

d) ceros:

O ; 4 polos: no tiene

@) ceros: no tiene polo: O

g) ceros:

h) ceros:

3} ceros:

k) cero: 1

-2; 3,5 polos: -3; -4
03 -1 -2 polos: 13 3

12k+1i§ +» k € # polos:

polos: =13 2; 3

124

) cero: ; polo: O

i) cero:r 3 polo: %

krr 3 (0,26 + 2¥)m
(0,74 + 2kK)n



G

BEEEEEEERBEE @ @

¥

Y

1) cero: =1 polos: No tiene
ay {0 = 13 by {-1; Z; I cY N.S. dy €0}

@) (0 43 (-2; 53 @) {(3; 43 h) :i;-} i) (8
J) 1:80%; 24,2%+ 380%k; 155,8%+ 3&80°%k; k € 2)
k) 27,5+ 180%%; 117,4°%+ 180°%k; k e 2

a) max: =3; amin: =1 by max: &; minmz O3 12

c) min: -1 dY max: O

@) maxi E ) no tiene cxtremos

cobre: 240 millones de t, masganeso: 4000 millones de t
cobalto: 40 millones de t

1% &7° v 82° [Ev] 7,0 dm

largo: 15 m ancho: 13 m @ *2146 @ 27 km

de $5: 4 | de %101 18 ; de $70: & [25] 17%; 34°; 39°
0 (Z7; 3oL [28) amc 1582 [Z25] atio 1347
baset 5,0 m altura:r 8,0 m @ 20 m

ancho: 30 m largos &0 m

I; 4y S & =5 -4 y =2 (F3} -12e6 7

103 113 123 13 v 14 & =23 -1z D; | y 2

Su 41 u E} altura: 3,56 dm dismetro:r 2,37 dm
2,5 [¥0] apartamientos: 40 costo: $8000
g F2] % km/k (3%} menor: Qi mayors Eli
40 y 20 5 [R&] h = 3,00 ; a = 6,00

grafe 4

a) (231) b) (3;5) €) (=33  d) (3,5;1,8)
®) (20360  €) (10320) @ Gi- D h) (632

1) {%1-4} i1 (& K) (365300 1) (1036)
m) (-6§20) n) (45;35) M) (6;-4) o) (332)

P53 Q) (3-1) ) (53 s) (g
3d &P
£ (234) w3 vi (32 -2
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[(Z) & 353 b) (-1;-23&) c) (13233 d) (-234;3;1)

el (1;2;3) £1 (354:5) g} (23=-235) h) (25331}
s L
1) (6312318) 3) (Gigs)

a) {i0;0);5(6;33)) b} {i131)} c) {{1;3);5(=1;-3}}
d) {(0;-1)3(4;3)} @) {(435)}
£) {i131);(=2;-2);(1,562;-0,62)3 (0,52;1,62)}

g) {(1;00; (2321} h) {(S5;4); (-4;-5)} 1) {(2;3)}
) {(03-1)3(2;00} k) {(0,95;1,9)5 (-0,95;-1,9)}
T4 193

1) {(03=303( b M {(25105 (3500}

n) {€4,913;2,73); (=0,91;-1,93)} M) {(0;-9); (10;0)}
o) {(4,88;0,786); (-4,48;5,24)}

2 z
p) {[!_;EE_ ; E‘!E!]} Q) {(S;3); (-33-5)}

r) {{1,741 5 2,5 + 0,87i); (1,741 3 2,5 - 0,87i}}
8) {(2;-5)3(=433);(4,4535,58); (=2,8565-3,5635)}

a) (43-2) ; rectas

b) (&;10), (232) ; paribola y recta

c) (5;0), (B8,251,46) ; circunferencia y recta
d) (530), (1,1;=-3,9) ; elipse y recta

e) (1,63-0,2), (03-1) 3 circunferencia y recta
f) Mo existen j rectas paralelas

g} No existen j; pardbolas

h) (3300, (032) 3 elipse vy recta

a) (034), (=330), (13-1) b)) (232), (13-1), (-131)
cy (0;4), (230}, (=5;0) d) 433, (032), (—-335)
e) (4;2), (4;-%), (=7,232) £) (0;0), (13&), (631)

a) se cortan b) paralelas c) coincidentes
d) paralelas e) se cortan f) coincidentes
g) se cortan h) paralelas i} coincidentes

I

11
b) No se cortan en &l mismo punto

€) Mo se cortan en &l mismo punto

a) Se cortan en el punto (— T%;
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g

SERNEREEEM

1z a) a =3, beR 2: a) a= * 4, balkR

b a= 3, b= 2 b) a=%* 4, b %2

c) a=3, b =2 c) a= 2 4, b=zt 2
fix) = —ax"+ ax + & (8] rix) = x™~ 2¢x + 5

mayor: 8,0 cm menor: &,0 cm

mayor: 16 m menor: 12 m @ é E 115 v 85
personas: 30 costo: $20 [1&) 2&4

de A a B: 17 km j de B a C: 15 km § de A a C: 12 km
45° . &8°  70° 9] a7s [25] z2vo0,5 [21) 31
4,0myS,0m [2%) a=2,b=-10, c = 12

83 M) s2y2s [FEa=2yc=-2
12y 8 @ 428 y B24

Epigrafe S

8

¥

a) x > 2 b) x < -1 ) x 2 10 d) x > 3,5
@) x < %5 £) x > E g) X 5 5 h) x € 1
i) x>-2% 9 x>Z k) x € =-3,31 1) x > 446
A x<-3 &6 x>7 B TSxsS3 e -7=xs2
d) 2SS x52 e - % < x < % £) Para todo x e« R
Q) X = — ; h) % S =7,47 & x 2 -1,47
i) x > ; i) x € -%5.,47 & x = 1,47

=

k) x <« =3 & x > 8 1) = =

m) O £ n € 1 n) ¥x £ -0,4 & x =0
M) —0,&825 ¢ x < &,63 0) FPara todo x « R
p) x > 3,79 q) =-3,B < x < 15,8

a) {x « R: -5 < x < 1)
b) {x e B: x < -2 & O < ux € 2}

c) (n aR t x < % 41 ¢ x<2,%

d) (x«R 1t — ; < xS0 & x> % 3
e) (xR @ =1 < ¥ € 5)
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f£) e R 1 2<xn <4 & x 2 61
q!{MEEE:—*?Exi-lﬁﬂix(l.Sﬁdx)&.&E}
h) x eR 1 x < =2 & x > 2)

i) tx e R &t =% £ x < =2 & =1 € % < 1)

i1 x e R 2 -1,26 < x < -1 & 1 < x < 1,59

k) {x e R 1 =2 € n € 2}

1) tx e B 1 x =3 3 = 2 3 x = 1)

m) {x e B : x € =2)

[[3] a) ninguno b} x >1 & x < -2 ¢} x < 1é
dl—:—ixii e) x < 4,22 £) x >0
@ x = h) 0,707 < % S 1,15 u:::-%
J) ninguno k) 0 S x =3

[S]a) No b) Si ) No d) No e} No #) No g) Mo h) No

[E] a) 2<% <S h};-<s-c<1 ) x >1 & xS0
[7] &) M.Coz x > 5 B) MCut x < =2 &6 x >0
M.D.: % < 5 n-n.:-:-'cuca
€) M.C.z -3 < x £ 26 x > 1 dIH.E.tH)E
M.D.t X € -3 & -2 < x <1 n.n.:x<§
&) M.C.: Para todo x €« R ) M.C.: x > = T%

M.D.t X € - —
iz
9) M.D.: Para todo x -numgl
h) M.C.® % < =1 & x >1 i) M.C.2 % € =8 & & >» =2

MuDoz =1 €< x € 1, x = O MD: -4 < x £ =2 = = -3
i) M.C.: x > 4,45 & x < -0,45
MuDoz -0,45 < x < 4,45 5 x = 2

[B] a) x e R b) x > -1 € x >0 & |x| = /7
@) x < 8 nuz_i @) 05 x =4
h) —/T £ x €06 x 2 V7 nus"-‘auz-:-iu-a

D -Tcx<t ok >5 K 2<x< 4 6 x>b

LA L

[F] a» 0<x <1 6 x>1 b) No existen [10]-1 5 x =0
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O & x2%F b —2<x20 ) x<-1,24 & x > 3,24
3

d) x £
f) =3 £ x££ =2 &4 un 2 -1

%) a) x 0 & x 25 b) -2 {x -1 & O0¢x =
Epigrafe 8

E}u!!nh--’-:—; hlten?x#-g c) sen 2x =

:u!Exﬂ-% Cue.?u-—i cos 2x =

tan 2x = -34% tan 2x = 4% tan 2x =

d) sen 2x --f--f e) sen 2% -*—:- £) sen 2% =

cos 2% = COE 2K = - cos 2x = —

M=

tan 2x = - % tan 2x = - == tan 2x = —
m an
[5] a) {kn3 St 2kny; — ¢+ 2Kn; k @ 2}
b) {106,3% 3&0%k; 253,7%+ 350°%k; ke 2}

c) ¢%+zkn;%+2kn;k-z}

d) {E + 2kmg 1’;" + 2kn; k € 2}

&) {%+2kmg+2kn:k¢2}

£) {284.4% 380%; 295,87+ 360°%; k e 2}

@) {(Zk + 1)n ; (4k + 11;-; kK e 2}

3 Edis 414

h) {E + 2kn; S 2kn; S 2kn; + 2kn; k « &}

i) £+ Sk kez)
i) {5 + 2km %+2kn: (ak + ﬂ';; k « Z}

k) {2k + DT 22 4+ 2kn; 25+ 2kn; k@ 2)

1) {kn; ke 2} m) {krm; ke &} n} {krn; ke &}

) {36,597+ 360%k; 143,1%+ 360°%k; 216,9°+ 3860°%k;
323,1%+ 360%; k e 2}

o) {2k + n".—'l k a 2}

p) {17,8%+ 180%k; 1462,4%+ 180%k; ke T}

q) {30°+ 3&60%k; 150°+ 360%k; 192,8°%+ 360%k;

347,2°+ 360°k; keZ} ) 4
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L&)
d}
gl
il
k)

m)
i

al
p?

7] a

B

€
d?
e)
1
hi
il

) )
J -4

k)
1}

m)
nl

[:E} al

c)

d)
)

gl
h)

i)

m ar TR iin n 40 Iﬂ_
St et e R e 95
n - 113 n n anm
n, sn R, 2R ) a
i o i
T m an T 141
= ) e e

b n
125,8%; 143,2% 270°%; &30° i) 1:—;! -“—,,

Lo an n =314

=t —iii=g = 1y O3 n3 2n
B 3R LA EN n) 135%; 315°%; 63,4%; 243,4°
& L 3 & 'y
33,7%; 213,7%; 135%; 315°
650°; 300°; 115,9%; 244,1°

45°%; 225°:; 139,.8°;319,8° q' N.S

Lol an i Tn 141
= + 2kn; ) + 2Zkng s 2kng — + 2kmy ke

E * lemg 3% + kng keZ

22,5%+ 180°k; 112,5°+ 180%k; keZ
41,8%+ k 360°%; 138,2°+ Kk 360°%; ka2
E+ 2kns 5_: + 2kn; % + 2kn; ka2
No existen g) kn; ke

51,7+ 360%k; 308,3%+ 3&60%k; keZ
38,3%+ 360%k; 141,7°+ 360°%k; keZ
=+ 2kn3 2T+ 2knj keZ

a + 4km; 3m + 4kny E + 4knmj ‘1;5 + 4kn; kad

n sn
= 2kn; i 2kn; ke

kaj 1% + 2kn; !E + 2kn; ke

an n zn

— km; = ks e’ kn; keZ

2kn; keZ b) 63,4+ k180%; 153,4%+ K180°; keZ
kmj % + Zkng EE + 2kn; ke

kny keZ e) % + 2kn; 22 +2kny ke

(2K + n;la g + 2kni % + 2kn; keZ

E + 2kng 35 + 2km; ke

(2k + 1) 180%; 51,3%+ k3I&0%; 308,7°+ k3460%; ke2Z

n sn 7n 1im
- e Lois ——
= Zkny - + Zkng = + 2knj = + 2kn3y kel

130



i) 75,5% 380%k; 284,5%+ 380%k; 120%+ 360%k;
240%+ 350%k) ke2.

n anm i m
k) (2k + DTy ke, 1) 20+ 2kny T 4+ k 3 ke2
Epigrafe 7
[Z) 30°y 1%0° [I) 80°; 120°; 1&0°

[ a=r =40°% e == 140°
(&) adyacentes: 1 v 25 2 v 33 3y 4; Sy &; by 75 7y 8y
Sy 8
opuestos por el vértice: 1 yv 33 2 v 43 Sy 73 &y B
correspondientas: 1 y 53 4 y 85 2 v &5 3 v 7.
conjugados: 1 v By 4 ¥y 5 2 v 73 3 ¥ &.
lltlrnn-l:.dlvz_?:xz?xﬂg.‘:Syq:!q Z 4y £ b
41 = 23m 5= 27 =80°
£2= 4A4=xb=48=120°
[T «1=c2=78% «£3=150°% <«4=4s5=30°
£b=c9m=122% <7=4c8m=58°

(Bl a=p=y =435 8 = 135° [F] a=160°

[AT]) r 1 s por ocupar los &ngulos suplementarios y y & po-
sicidén de conjugados.

[[3] a) No b) 8i ) 81 d) No (5] 30°% &0° y 90°
8] 30° y &0° [IF] 42° y ae® [Z;) 72°%) 72° y 36°
==z] 76° [Z2] a=35° 3 o= a0

[ZA) a = &67° o= 78° [ZJ] < ABC = 120°) AC = 7,8 cm
@E-ﬁ.ﬂ:n j AD = 4.% cm

[27] BC = 6,1 cm 3 BB = 6,7 cm
[28) AE = 4,0 cm § EF = 6,7 cm

[27) «A =50 AB = 4,4 cm § AC = 4,8 cm

30%; &0° y 90° [31] 3,5 cm y 5,7 cm

[3Z) «Am a5’ «B=63% 4C=15° y 2D =91°
[3A] ¢Aa=¢C=80° £B = 4D = 100°

60° y 120° [35] 71,5° y 108,5° [38] 1,0 cm
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[39) BB = 3,5 cn 3 EC = 4,9 cm
[A@1) AP = 10,4 cm ; AE = 7,7 cm y < EMP = 10,9°

Eﬂ.]ﬁﬂﬂ,ﬁ:l;ﬁ-ZI:nriﬂiﬂn
b) «A=38,7"; <R =51,3 y il = 13 ca

ﬂf-&,?:n;ﬂ-i.ﬁ:-vﬂ-s.ﬂci
Epigrafe 8

[@Z) b) < HoC = 40° [I7] b) BE = 4,0 cm por elemento ho-
mélogo con el lado CF

[Z3] si [Z4] b) poligonal ADEC: 25,8 cm [25] b) RE = 18
Si, por tener los tres lados proporcionales {(razdén %l
E BE = 4,8 cn.

Epigrafe 8

base: & cm , altura: 18 cm [2Z] 20 cm y 35 ca

base: 28 m § altura: 22 m [%] 30 « 10 ca"

altura: 8,0 @ [&] 173 " [ 655 &'

3,8 - 10* of %) 27,7 =* (%) 6,9 m y 4,0 m.
diagonal: 30 m; Arear 400 ot

lado: 5,019 m § Area: 23,40 m'

1000 m" [AZ] vases: 19,9 m y 29,7 m j altura: 15 &
168 ca® (18] diagonales: 7S m 3 A = 2,7 + 10" ca®
a) 3,3+ 10" cm" Bb) 71 cm’ [Z] 1,9 - 10* &*
16 ca® [2%] 160 ca" =] 141 ca"

196 &' 28] 90 m [27 A= 12,4 o g v=1,98a"
0,71m" [T h=4a,18mj Ve=1,9am [30] 65 ="
18 ca [3Z) A=~ 0,67 ca® j V = 7,8 ca®
& 3u By oG el e oe,28 "

§) 0,55 u*
a) 20,86 B) 6,350 o) 7,7 B 1,33 40
® 3,7 uf f) 6,28 u*

ERERECRCRCREIERERERERER R RS
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TABLA DE CUADRADOS

x [ 1 2 3 4 5 T s B
Lo 1,000 1020 1,040 1,061 1,082 1003 1,134 1045 1,166 1,188
LI | 1210 1232 1254 1277 1300 1323 1346 1360 1392 1416
L1 | 1440 1464 1438 1513 1538 1563 1588 1613 1638 1664 |
13 (160 1716 L1742 1760 179 L) 1850 1877 1904 19N
14 | 1560 1988 2016 2045 2074 2100 2132 2161 219 210
LS 225 2280 2310 2341 2372 2400 2434 2465 249 251
1.6 | 2560 2592 260 2657 2369 2TH 178 LT 1R 1LR56
H 3240 3276 Hﬁ ;‘% ;,ﬁg ;ﬁ 3.460 1% ;Eg 3R
19 | 3610 3548 3886 TS 3764 3803 3842 3881 3920 3960
2.0 | 4000 4040 4080 4121 4162 4200 4244 4285 432 4368
Z1 | 4410 4452 4494 4537 4580 4620 4666 4709 4752 4796
22 | 4840 4834 4928 4973 5018 5063 5108 5153 5198 5244
13 | 5290 5336 5382 5439 5476 5513 5510 5617 5664 5712
24 | 5760 5808 5356 5905 5954 6003 6052 6101 6150 6200
35 | 6250 6300 6350 6401 6452 6500 6554 6,605 6,65 6,708
26 |6760 6312 6864 6917 6970 2023 707 712 7182 1236
LT 7290 7344 7398 7450 7508 7560 7618 1673 178 1784
28 | 7840 7896 7952 5009 2066 8123 8130 8237 829 8352
29 | 8410 8468 8526 8585 8644 8703 8762 8821 9880 2940
30 |9000 9060 9120 9181 9,242 9300 9364 9425 9486 9,548
31 |9610 9672 973 9797 9860 9923 9986 1005 1011 10,i8
32 | 1024 1030 1037 1043 1050 1056 1063 1069 1076 1082
33 1108 0% 0@ 1009 116 102 1M 1L 114 1149
34 156 & 1070 1176 1183 1190 1197 1204 1201 1218
35 1225 1232 1239 1246 1253 1260 1267 1274 1282 1289
36 (129 B3 1310 1318 1325 1332 1340 1347 1354 1362
37 | 1360 1376 1384 1391 1399 1406 1414 1421 1429 1436
38 [ 1a 14352 1499 1467 1475 1482 1490 1498 1505 1513
39 | 1521 1529 1537 1544 1552 1560 1568 1576 1584 1592
40 | 1600 1608 1616 1624 1632 1640 1648 1636 1665 1673
41 | 1681 1689 1697 17,06 1704 1722 1731 1739 1747 1156
41 |76 1772 1781 1189 1798 1806 1815 1823 1832 1840
43 | 1849 1858 1866 1875 B4 1892 1901 1900 198 1927
44 | 1936 1945 19,54 1962 1971 1980 1989 1958 2007 20,16
45 ] 2025 2034 2043 2052 2061 2070 2079 2098 21,07
46 | 2106 2135 2134 2044 2153 216 272 2081 2090 2200
47 WI 228 )T 24T 1256 166 2275 1S 1294
as | B B BN BB D BN N BN N N9
69 | 2601 2001 2421 13D 2440 M350 ME0 2470 2480 2490
S| 2500 2510 2520 2530 2540 2550 2560 2570 2581 2591
51| 2601 2601 2621 2632 2642 2651 663 2673 W4 2694
1|4 T4 MAS M35 1746 2156 161 T 1148 1198
s3| 109 2820 2830 2841 2852 2862 2873 2884 2894 2905
sal W6 B BB NE 959 2970 BI N W0 014

i3s3




SENO

138

Grades 0 1 2 3 4 S5 & O & & OM

45 | 07071 7083 70% 7108 7120 TI33 TI4S 7157 TI6R TIEL NI | M
46 | 0719 7206 TR TII0 TI TS 766 7278 TIS0 THOX M4 | 4
a1 | o7na 1335 737 7349 1360 M73 THE5 706 7408 T20 431 | 42
48 | 07431 7443 7455 T466 T4TE TR0 7500 7513 7524 TRMe 7547 | 4
49 | 07547 7559 7570 TSEI 7593 Te04 THI5 7627 7638 7649 Tee0 | 40
S0 | 07660 T6TT TERY 7694 7705 TTI6 7721 I TM4Y M0 T | B
£ | 07771 778F 7791 7804 RIS 7B26 7837 R4S 7B59 7869 JEE0 | 38
52 | 078R0 TES1 70T 7RI 7923 79N 944 7955 TS 976 T9E6 | I
s3 | 07986 7997 B007 B0IE 3023 B039 BO49 BOSY BOTO SOB0 S80S0 | M
£4 | 02000 8100 E111 121 $131 8141 151 £161 K171 BIE1 RIS | 35
45 | 08192 8202 8211 §221 8231 8241 251 B161 8271 E2E RMO | M
£ | 08290 BMO EMO0 B30 3329 2119 2348 g368 3377 87 [ 33
57 | 08387 R196 %406 2415 8425 8434 B44Y B45) 8462 8471 RdE0 | N
58 | 08480 B490 8499 B508 517 8526 8536 8543 8554 B5e) 852 | M
9 | 05572 RSBl B590 8599 2607 8616 BE2S 8634 RO BAS2 8660 | 30
60 | 08660 8669 B678 686 2695 8704 ETIZ 8721 &719 BTIE &M46 | 19
61 | 0ET46 BI55 #7613 8771 8730 £788 E796 8805 4EI3 8821 8829 | 18
62 | 02819 8838 9846 B854 H8A7 EET0 BE7E AENe EEM4 2902 8910 | I7
63 | 05910 VI8 5926 £934 E042 B040 2957 EDAS E97) ROBD B%ER | 26
64 | OF9ER EG96 9003 9011 SOIE 9026 S033 9041 S48 9056 9063 | 15
65 | 09063 90T0 907R 9085 9092 9100 9107 9114 $121 9128 135 | M
66 | 09135 9143 9150 9157 9164 9171 9178 9184 9191 9198 9205 | 13
&1 | 09205 9212 9219 9225 9231 9239 9M5 9251 9259 9M65 911 | 12
68 | 09272 9378 9185 9291 9298 GMM 9311 97 9313 9330 95 | 11
& | 09336 9342 9348 9354 9361 9367 9373 9379 GBS 939 9347 | 10
T0 ¢ 05397 9403 G409 9415 421 9426 9432 WIE G444 440 485 | 19
71 | 09455 9460 9466 9471 $4TE 9483 489 w404 G500 9505 9511 | 18
72 | 09511 9516 9521 9527 9532 9537 9542 9ME 9551 9558 9563 | 17
73 | 09563 9568 9573 9578 9581 9588 9593 959K 9603 9608 9613 | 16
T4 | 09613 9617 982 S627 9632 9636 9541 Sedb 9650 9855 9ete | 18
75 | 09650 9654 9668 96TI 9577 9681 9590 694 9699 9703 | 14
J6 | 09703 9707 9711 9715 9720 9724 9728 9732 4736 GM40 9744 | 13
77 | 09744 9748 9751 9755 9159 9763 9767 9IN0 974 978 97E | 12
78 | 0978! 9185 9789 9792 9794 9799 9I03 GE06 9EI0 9313 9Els | 10
T | 09816 9820 9813 9826 SRIY 9B 93356 GBID 9842 9345 9B42 | 10
B0 | 09848 9851 9854 GRST YRG0 9E6) 9866 9EES 971 9ET4 9ET7 ]
Bl | 09577 9880 9882 9BES OREE 9890 9803 90805 989R UMD 9903 8
82 | 09903 9905 9907 9910 9911 9914 91T 999 9921 ¥ 9915 7
81 | 09925 9928 9930 9932 9934 9936 9938 9940 942 943 9945 [
B 09945 9947 9949 9951 9952 9954 9955 9957 9950 O9e0 9942 5
85 | 09962 9963 965 9966 G96E 9969 TIT1 4RI 9973 994 WTH 4
B | 09976 9977 9978 9979 99RO 9951 9982 99B1 904 9985 99EL 1
87 | 05986 9987 O0RE 9989 9000 G000 9991 92 4003 9991 90 2
BE | 09994 9995 9595 999 906 9997 9991 99T G99E w9 908 1
B9 | 09998 9999 9999 9999 9999 1,000 1.000 1000 1,000 1.000 1,000 ]

(0.0 y» A 3 & S5 A . T A 0 Grades}
COSENO



TANGENTE

] s 4 & ) 4
0 0035 0052 0070 0105 0122 0140 89
1 0209 0227 0244 0179 027 0314 B
2 0354 0402 0410 0454 0472 0489 87
3 0559 0517 0594 0629 0647 D664 B
4 0734 0752 0769 0B05 0822 0840 85
5 0910 0928 (945 0981 0998 1016 B
[ 1086 1104 1122 1157 175 1192 8
7 1263 1281 1299 1334 1352 1370 1
] 1441 1459 1477 1512 1530 1548 81
9 1620 1638 1655 1691 1709 1727 ]
10 1799 1817 1835 1871 1890 1908 ¥
11 1950 1998 016 2053 2071 289 78
12 2162 2180 2199 ¥ N M bl
13 245 2364 1382 419 ME M5 76
14 2530 21549 1568 2605 2623 o2 15
15 2T T 1T 2792 2811 2830 4
16 905 194 I3 2981 00 3019 73
17 096 3NIS 314 un M 1 n
18 3288 3307 M 1365 3385 44 71
% 52 3502 2 3561 3581 da00 70
il 679 3699 3719 7% UM N 59
1] JaTe  3E%9 309 3950 3979 40040 68
1l 4081 41001 4122 4163 4183 4204 &7
n 4286 4307 4327 4369 4390 4411 &5
4 4404 4515 4516 4578 4599 4621 65
FL dT06 4727  4T4R 4791 4813 484 64
6 4001 4942 4964 SDOE 5020 3050 63
7 5139 5161 3184 5218 5230 mIm2 6l
18 5362 53B4 5407 5452 5475 5408 6l
% 5589 5612 R3S 681 5004 5117 &0
» 5820 5844 5867 5914 5918 5961 59
i} | 6056 6020 6104 E152 &ITE &0 58
i 6297 6321 6346 6395 6420 6d4d 57
n 6544 6569 6594 G644 G669 6694 56
M 6796 6822 6347 GEOD &9 6950 &5
35 7054 7080 TI07 7159 7186 212 5
3 739 TME TITA T42T  T454 7481 53
n 7590 7618 3 Ml MW ns £
» TES? TE9E 7926 T9E} EDIZ  B040 51
» 8156 BI85 B4 8173 8302 &332 50
40 84501 2481 35N B5T1 E&D1  BAI2 49
41 8754 8785 3816 8878 &910 &%) 45
42 067 99 9131 Q195 9228 920 41
43 9191 424 MR 9523 9558 9490 46
4 925 9759 9193 QB61 9896 910 45
b0 8 A 4

COTANGENTE
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spage ressg 3333 FIS23 SEARS POSST UBARY LBLIY $BARE

065
o7 091 095 0% 103 107 11
126 130 13 138 42 14 190
167 71175 179 183 1kR 192

m 11 m 1 W 05
283 287 M2 W6 271 215 20
%9 M3 8 33 MY m

&
2
#
s
=
3

L]
413
540
5 516 2 588 594 600
$ 632 638 645 651 658 oM
1 8 T TII T8 75 T2
160. 76T Eg T8 189 ™ M
834 M2 857 865 E73 BBl
91} a1 19 997 M 954 963
kil 006*  Ol4® 023* 032* 041  OS0
687 097 106 116 125 135 145
4 1 X4 215 125 16 M6
189 00 3 an m M4 3
402 414 a2 438 450 #3475
526 59 552 565 LY/ ] M2 605
B0 675 68% 100 718 733 T47
808 8M B0 856 872 BERE 94
7 98%  00G*  024* 042 Q60 078"
152 112 191 21 3™ I’
354 W 3 4N 442 4565 457
582 606 630 655 681 T T
239 £47 0] 952 481 ol
134 165 198 0 4 N7 33
474 5 S48 586 625 &85 05
82 915 959  o00s* 050 097 145% |11
M) 196 &5 503 558 6l4 671 II@
5912 5976 6041 6107 6174 6243 6314 | ¥
6612 6691 6772 6855 6,940 7016 T.115 | &
7495 7159% T.T00 7806 7916 3018 BlM | T
64 8777 B9IS 5058 9205 9357 9514 | &
1020 10,9 1058 10,78 1099 1L,20 114 5
1243 1271 13,00 1330 1362 1395 1430 | 4
1589 1635 1683 1734 1789 18456 19508 | 3
7202 1290 18 2 2603 127, me | 2
580 RIS #0952 H0T 4174 S208 S1.M9 |1
9549 1146 1432 1910 2885 5130 = ]

* ] A 4 2 E

COTANGENTE
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L ] 1 1 F ] 4 5 ] 7 L] §

10| 0000 0043 OOB5 QL2 OITO 0212 0253 0294 0O34 03
i1 0414 453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0355
12| 0792 0828 o864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
131 139 1173 1206 1239 1271 1M 1335 1347 1399 1430
14 1451 1452 1523 1553 1584 1514 1644 1673 k] 1752
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1947 2004
1§ 2041 2068 2055 112 2148 21Ts 2201 nn 1253 21
17 | 2304 2330 2355 2380 05 430 M55 M4BO 2504 15N
13 1553 2577 2601 2625 2648 2672 2595 718 a2 2765
1] s 2810 813 i L) Fi 10 ] 900 »n Fay 47 989
Fil (1] 3032 3054 075 3096 3 e &l sz 320
21 222 3243 3263 1284 3304 1M 1345 J3ps 33ms 344
i1 b I Japd 483 3502 35 1541 3560 s 3598
Fi] 61T J6ME XSS T4 M2 371 ITH YT Mes AT
k] 3802 kv Jns 1856 =N kLo 1908 917 945 1962
5 1w k0 4014 N 4065 4082 A0 4186 4133
16 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4243 4281 48
7 4114 4330 4346 4362 4378 4393 440 4425 4440 4450
i | 72 4487 4502 4518 4533 4548 45064 4379 45N L]
i 4524 4439 4554 4559 4533 44598 4712 47K 4742 4757
k] 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 481 4HEL AN
k) | 4714 4928 442 4955 4969 49B) 4997 s0u 024 TR
n 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 S14% S5 5172
3 S185 5198 211 5124 5237 5250 5263 5376 5289 5302
M 5315 5318 5340 5353 5366 53m 5391 5401 5406 5428
35 5441 5453 5478 4% 5502 5514 3527 iy a8
k3 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 hik LTAT
n 5682 5694 ST0S 517 LYFs 5740 5152 5763 LF 5i8b
k. 5198 809 L #] | 5832 SB43 5855 SBAE 5877 838 MR
» msn 92 5933 5944 5955 5966 5917 5988 959 s010
40 G021 5031 G042 6053 S0dA G075 6085 -1 6107 G117
41 6128 6138 G149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
41 6232 6143 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 $I25
43 | B335 6345 6355 6MS  6IT5 GIBS 6395 G405 e4I5 BalS
“ S5 G4 G454 [212] A4 ot 493 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 £599 a0 6618
EL] 6628 6637 L ] 6656 H665 G575 6684 o593 6702 6712
47 6721 6730 613 6749 6754 6767 6776 6785 6794 6800
48 6812 6821 6330 5819 68438 £857 &858 68T ERR4 a9
| 502 &1 6520 698 6917 6946 6955 &% 6917 69K
50 | 6990 6998 T007 7006 Y024 TOX1 7042 080 M59 047
1] 7076 1084 093 Tl 7110 7118 7126 135 T4} Ti42
St | Tie0 T6R  TITT OIS I TMR TR0 1M8 Tive 1S
1] T3 T251 5 T267 25 T84 1292 7300 1308 136
" ] 34 712 T340 1348 T35 T34 1un TR0 T8y 7194

141




LOGARITMOS

L) 1 2 3 4 5 ] 7 ] ;]
S5 7404 7412 THI9 T4IT THIS  TH43 451 7459 TaBE TAT4
g | 7482 7490  TH9T 7305 7513 1510 7528 7536 1543 7551
g7 | 7559 7566 TST4 7581 7589 MO Te4 MWI2 1619 62T
s3] 7604 TB42  TE49 7657 Te64  TET2  T619  TEB6  Tedd  TTOL
w779 TNE T T N8 TS TS TIGD TI6T TTM
@72 e 7T TR0} TR0 TRIE  TERS 7RIl T8I 7B
61 | 7853 7RSO  TBER 7875 TERX  TMEY  TES6 T M0 M7
62| 924 T TR TS TS T95H  THEE MY TR0 WD
€3 | 7991 800D 3007  BOI4  B021 8028 8035 BOMl  BOME  BOSS
64 | 3062 8069 8075 @082  BOBY 8096 8102 BIOP  BLI6  8IM
65| B129  BI36  E142 8149 BI36 8162 8169  B1T6 212 8189
66 | 8195 8200 8209 8215 I 8 BMS  BMI B8 MM
67| 8261 8267 8274 IR0 BT 8293 B9 836 12 R
68 | 8325 8331 8338 s34 8351 8357 &3 830 837 A
69 | 5388 8395 8401 B407 B4l B0 B426 8432 BAJD BMS
T0 | 8451 B4ST  B4B3  BATD  B4T6 8481 8488 8494 BS00  BSO06
70| 8513 8519 AS2S  BS3l BS37 8543 83549 8555 RS61  ASGD
71| 8573 EST9 BSES  BS91  BS97  AG03 BG09 8615 BA2l  BEXT
73 | 863} 8439 BA4S 3651 BAST  BAS)  BGGY  B6TS  BEBl  B6RS
T4 | B692 8458 A704 3TI0 8716 T2 8727 8733 739 AM4S
75 | 8751 8756 8782  E7T6E T4 BRI B78S 191 &797  RM2
76 | 8808  BRl4  BB20  BS2S  E831 8837 8342 i3 S 8159
7| 8865 8871  BET6 8582  BEST  BB93  EE99 MM 910  E9IS
78 | E921  B927  £931 8938 8943 B9 8954 ERGD  B965  B97I
Te | 3976 9B R9ET 8993 E99E  S0OM 9009 WIS 9020 9025
B0 | 9031 9036 9042 9047 9053 9058 H063 906 T4 WM
81 | 9085 90% 909 9101 916 9112 9L17 9122 128 911
B2 | 9138 9143 9% 9154 915% 9165 170 9175 9180 9I%6
3] 9191 9% 01 906 922 92T I 97 Y 91
84 | 9243 98 9253 W88 9269 914 9179 9284 9189
B5 ) 9294 9299 934 9305 935 930 9325 9030 9335 90
8 | 9345 9350 9355 9360 95 9370 9375 9380 9385 930
87 | 9395 5400 405 S410 SIS 9410 %425 9430 9435 G40
B8 | G445 G450 G455 G460  S4BS G469 W74 TP B4 M9
89| W94 9499 9304 9509 9513 9518 9523 9538 9S33 8538
90| 9542 947 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9531 9586
81| 9590 9595 9600 9505 9609 9614 9619 9614 9618 96)
92 | 9638 9643 9647 9652 9657 9661  9G66 9671 9615 968D
93 | 9685 9689 9694 9659 9M3  9ME 9713 M7 YTk 91N
o] TIL 9736 STl TS TS0 9754 9759 9163 9T68 9T
95| 9TT?  9TEZ  9TRE  9T91  9T95  9BDOD  9BOS 9RO  9El4  9EIB
9 | 9823 9827 9832 9BM6 B4l 9845 9850 9834 9B59 9863
97 | 9858 9872 9877  9AR1 9886 ORO0  9R94 9899 9901  9NQ
s | 9912 91T %511 9926 990 99N 9939 941 MB 9952
o | 9956 9961 9965 9BE9 9914 99T 9983 9947 9991 MM
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IMEMENTO SISTEMATIZACION
llITltﬁTIcn Y ALGEBRA

Hdmeros realaes

1] subconjuntos de R

[R"= ®\C0? ;3 R={xeRix20 3 R, =R\ (0
Cajb]l = {x @a R1 a = x < b} {ajb) = {x « R: a < x < b}
(agh] = {x a B2 & < ¥ = b} Cajb) = (¥ « 1 .a = x < b}
(~wja) = (v @ B x < a} (—oja) = {x @ R1 x £ a}
(aj+w) = {x @« Rt x > a) Caj+m) = {x @« B1 x = a}

[Z] Potencias
Para todo nimerc real positivo (a » 1) y todo namerg
real c, sxixte un dnico nimerc real b > 0 tal que: a“= b

y reciprocamente a° es la potencia de base a y exponente c
Las potencias tienen las propisdades siguientes:
8if a >0, b >0y s, ralR.

1. a+ a"= a"™* 4. a"1 b= (a:b)"
2. a'* b"= (a'm)f 5. (a) %= a"™
3. a"t a"= """ & aTe 1
.r
[3] Logaritmos

Dados dos ndmeros reales a vy b (a > 0, a® 1 v b > 0}
ise llama logaritmo en base a de b y sa denota lnuﬁb al nd-

o % que satisface la scuacisén a"= b,
La logaritmacidn cumple las propismdades siguientes:
8i b >0, e >0y a>0¢tal que a1, cx 1 entonces

cumple
i, lﬂ'ﬂil = ] S. lnq.th::} - lnq.b - ln-q.c
2. log,1 = O ' 1oq_h“- x log.b
Leg b
T. a “mp 7. log,c + log b = log.b

4. log (bee) = logb + log,c 8. log b = & logb (xx0)
a

[#] Motacién cientifica

Un ndmero sstié sxpresado sn notacién cientifica si se
scribe: a = a ¢ 10* con 1Sa <10y kaZ
Ejemplo: 1 364 = 1,364 + 10 § 0,098 = 9,8 + 10"
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a ,siazo0
[5] Médulo de un nimerc real | a | =
-a , 81 a<©

[£] Reglas de redondec

Si el orden al cual se va a redondear (seffalado con una
flecha en los ejemplos) estd seguido de O 1; 2;-3; 43 se
|redondea por defecto. Eijiemplo:

2 €39 = 2 600 4 781 = 4 780
Si esti seguido de 53 &3 7; 83 93 se redondea por exce-
so. Ejemplo:

7451 27500 388023900 1 980 x 2 000

[7] valores aproximados

En un valor aproximado se llaman cifras significativas,
todas las que se encuentran a4 partir de la primera cifra
|diferente de ceroj si un ndmeroc estd en notacidn cientifi-
ca, los ceros de la potencia de 10 no son cifras signifi-
icativas. Ejemplot
1 200 tiene 4 cifras significativas

0,024 O tiene 3 cifras significativas

0,010 34 tiene 4 cifras significativas
0,000 001 tiene 1 cifra significativa

1,2:10° tiene 2 cifras significativas
Un valor aproximado que se obtiene de uno exacto apli-
|cando las reglas de redondec, tiene todas sus cifras signi
ficativas correctas. Ejemplo:
1 es un valor aproximado de ¥T con una cifra correcta

0,333 es un valor aproximado de } con 3 cifras correctas

:I....4"1IIJIt &s un valor aproximado de ¥ 20 000 con 2 cifras
correctas.

[B] Regla fundamental del cilculo aproximado

Cuando se calcula con valores aproximados el resultado
ebe darse con tantas cifras significativas como el dato
ue tenga menocr numero de cifras significativas. Los calcy

los intermedios s& realizan con una cifra significativa
s gque las que debe tener la respusstaj; en caso que esto
a demasiado engorroso, se calcula con tantas cifras como
e tener la respuestaj nuNca con MENos.

E ‘Proporciones 8i E - 5 s entonces ad = bc

([I0] Tanto por ciento
a es el xX de b si se cumple que: a = T%E * b

Fara calcular otro de los slementos gque intervienen en
ta relacidn, se pusde utilizar cualquiera de los procedj
ientos siguientes:

® despejoc en la férmula,

& razonamiento scbre proporcionalidad,
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® razonamiento sobre fracciones (reduccidén a la unidad)

Expresiones algebralilcas

[EE] Polinomio: es una suma algebraica de monomios, se re—

presenta Pix) = a » "+ a x™"'+ ... + a s a = 0 ;
(] f=i o ™

grado: n

Fraccidn algebralcat es un cociente de polinomios.

® Si se multiplican o dividen el numerador y el denomi-
nador de la fraccion por un mismao factor (diferente
de cero} la fraccidn no cambia. 5i se divide la frac-
cion se simplifica; es conveniente operar con fraccig
nes lo mas simplificadas posibles. Ejemplo:

- & z — =
(x=2) " (x+1)" _ (x=2) (x+1) : se simplifice k=232

(x=2) * (x-5) tx=5}
[I2Z] Operaciones con coclentes
Adicisn , sustraccién: E + 5 = !E—EEEE b, d = 0
Mul tiplicacién: E . 5 =g b, d # 0

Divisidn: E H 5 = E . g b, €, d = O

[I3] Descomposicién factorial
Factor comin: ax + bx = (a + b) x

|Diferencia de cuadrados: a®*- b*= (a + b)(a - b)
Trinomios 2 iy -
Cuadrado perfecto: a™t Z2ab + b'= (a = b}

xi+ px + g : X+ px + g = (x + a)i(x + b) ;3 con

- - p=a+b; q=ab
mx + px + q i mx + px + g = (ax + b)lcx + d) ;3
con m = ac ; p = ad + bc ;} g = bd

jemplo: 25— 3x - 2 = (2% + 1) (x - 2)
2 1
1::"‘:-:'2

1 - 4 = =X
uffini:

™+ nu"4+ ses + &= (x — &a)x
i n

=1

1 ‘: nt SRR R T SR Y

a lhz e oW ww .h“-‘

‘ 1 l+l‘- b' a_+ ihl' h. e I“+Ib“ o Q

‘ -
Ejemplor x® 2x2 - 4 + 3 = (x - 3T+ % - 1)

1 -2 -4 3
3 3 3 -3

| 1 1 -1 0
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[EE} Radicales

Radicales semejanteés son los gue tienen el mismo indice vy
la misma expresidn subradical; se reducen como los térmi-
nos semejantes. Ejemplo: Si azo0

o a-S v afanzSa-ala sa/a =n6-a {a
Racionalizar es eliminar los radicales del denominador.
Sl £ 7 e Y e
s Vs ) 8
L e Y L Ya - % 2005 - /o)

Aot Yo+ Yo—% T
con a,b »0 3 a=©b

Ejiemplo:

Funecl ones

[I5] Funcién: Una funcién f, es una correspondencia que a

cada elemento de un conjunto A, le hace corresponder exac-
tamente un elemento de otro conjunto B. El conjunte A es
el dominio de la funcidn y se denota Dom f.

El elemento de B que corresponde a un elemento x € Domf
se llama imagen de x y se denota fi(x); el conjunto de to-
das las imigenes &5 la imagen de la funcidén y se denota
Im f.
® Fara hallar la imagen de una funcidén en un punto se eva-—

lda la funciédn en ese punto.

Ejemplo: fix) = X+ Ix +1 § x =%

FOE) = (VD) %+ 3Y7T + 1 22 + 31,41 + 1 = 7,23
@ Ceros de una funcidén: Es el wvalor X, & Dom f para el

cual se cumple gque f{xﬁ} = 0

& FPolo de una funcidn racional:
xp es un polo de una funcién racional si y solo si en la

expresisn simplificada v = E (X} up anula al denomina-—
dor, es decir, ﬂtxpl = 0,

® Monotoni a:
Si f es una funcidén derivable en el intervalo (ajb) ¥’
para cada ¥ con a < ¥ < b se cumple F (x) >0 (f " (x)<0)
entonces f es estrictamente creciente (decreciente) en
el intervalo dado.

@® Limite de una funcién racional.
El calculo del limite de una funcién racional se reduce
a la evaluacién de funciones, es decir,

£ix )
\ £l o

LA L SR B B S oy ey 7=y
K“'xo X 4+ K &

iiugi = 0

® Extremos locales de una funcion.
Para que una funcidén derivable en ® tenga wn extremo

14&



local en x es
E-

X es un punto des

miximo local
minimo local

necesario que j'tuui = 0,

g8i f"(x) pasa de positiva a negativa
si f'(x) pasa de negativa a positiva.

[1&] orary cas de

Funcidn Lineal (fig. M1)
b J yr mxX+n
ms ﬁ'fl
Y ¥y
—~-n 0O %
m ﬂ'ﬂm:ﬂ ‘I‘m:ﬂ.
Fig. M1

funciones conocidas

Funcién cuadritica (fig. M2)

Y 1=ax’+hﬁ+c
A p=b-4ac
b F-htﬁ
A
i . £ * Pom: R
& 3
"-*_n - Im' Y}_H
Fig. M2

Funcidén de proporcionalidad
inversa (fig. M3}

Funcidn radical (fig. M4)

y v|
1= %
jev®
L) o
\ vam,m! . -
Tm: Ri Dam:ﬁ?;.. rhﬁ.‘.
Fig. M3 Fig. M&
Funcidn logaritmica (fig.MS) | Funcién exponencial (fig.H&)
vy ”
= &
v} {
(a>o;a#i)
= lﬁﬂp\‘. @
(a>o ; agi;%>0) ____,./'
sl o
q X 2 . m X
Pom: .
Dﬂ!ﬂ:ﬂ Im: R*,
| Im: R
Fig ms Fig M&

147




Funcidén seno {(fig. M7) Funcidn coseno (fig. M8)

Q
i
=
Y
-
I'Nl=|
1
M
5
.

_____ o L
1! ‘R; Tm. [-1; 1] porrt R; Im [-4;4]

3

Fig M7 Fig M8
Funcidn tangente (fig. MT) Funcién cotangente (fig. M10)

[ I - %
y=Ta % | | Y | Y=cor %
I ] I |
! | | |
1 I : pall
- X - g 1
4 ' £ |
I I | !
i I h
pom: R \{:212401} ,-luz} m~g\{ﬂ“}liz}
Fig M9 Fig M10

[:E] Derivacién

& Reglas de derivacidn
S1 f v ¢ son funciones derivables, se cumple:

(f £ g = f'% g° . (frg)= frg s f g
Fin) o fTinlgin) = Fix) g’ ix)
- f{'ﬂ.: F u‘
[#{x! ] CG{’”}. ( }
N 1 '- = f'(ul
[_?TET] GTE AL L

o ferfind)) = gcof’ {nd {c constanta)

« (Flgix)))" = f'(gixd) g’ (x)

® Derivada de algunas funciones.

(cy" = 0 {c constante) « (x)" =}

- (xY'=n el . ()= 1 . (sen x)'= cos x

1
cos'x

« lcos %)= — ggn X . (tanm x) " =

. Anw =1
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@ Integracisn
b

& Integral definida:z J Fix) de = Fib) = Fila)
a

donde fix) es una funcién continua en un intervale I

(a, b e 1)

F &8s una primitiva cualquiera de f (F ix) = fFix))
avyvhb limites de integracidn.

& Reglas de integracidn.

8i f v g son funciones continuas en un intervalo I,
a, b & I se cumple:

cfix) dx = :I: Fix) du {c constante}

[;n:: + gtxl]d: = _[: Fix) du + J: gin) dx

b
flex + d) dx -%F(:u + r.ll]. donde F i(x) = fix)

00 dx = = [8 f£ex) dx ;
fax) dx = fS fox) dx + s ax ta<e < b

VESENE s U T

& Integral de algunas funciones.
-, I k du = kx + ¢ (k constante)

n 1 el af
-j.l‘l dﬂt._.—_'_'-rﬂ + C n = 1)
Iu"du-‘r%du-ln x| + €

.Jﬂn:dukrcni:*c .Itmndu-smﬂx+:

s [ dx =" + ¢

Geometria y Trigonometria

E.Imquln: complementarios: Son aguellos cuya suma es F0°
M:_g_ulo: suplementarios: Son aguellos cuya suma es 180°

[38] Los angulos’que tienen sus lados repectivamente para-

lelos o perpendiculares son iguales si ambos mon agudos o
ambos son obtusos. Son suplementarios si uno es agudo y el
otro obtuso

[217] Bisectriz de un adngulo: es la semirrecta que tiene su

origen en el wvértice del &ngulo y divide a este en dos an-
igulos iguales.

[22] Paralela media de un trisngulo

[E]l segeento que une los puntos medios de dos lados de un
trisdngulo es paralelo al tercerc & igual a su mitad.
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@ Cireunferencia

La circunferencia s un conjunto de puntos que wequidistan
de uno llamado centro. La distancia de cualguier punto al
centro es el radio.

El segmento determinado por dos puntos ®n una circunfe—
rencia s una cuerda, si sl centro sstd n la cusrda s un
didmstro.

81 una recta corta a la circunfersncia sn dos puntos es
secante a la circunferencia y tangente si la toca en un =g
lo punto. Las tangentes trazadas desde un punto a la cir-
cunferencia (son dos) son iguales y cada tangente ss per-
pendicular al radio en =l punto de contacto.

Por tres puntos no alineados pasa una circunferencia vy
solo unaj; su centro &3 &1 punto de interssccién (circun-
centro) de las madiatrices del trisingulo gus detesrminan.

Areas, Perimetros vy Voltmenes

E} FPerimetros

Triangulor a + b + ¢ Paraleslogramo: 2{a + b)
Longitud de la circunferencia: 2Znr

!'I!!"d.'nl

180°
{ﬂr madida en radianes)

Longitud del arco de amplitud a’t 1 = =r ar

=5 Areas

® Tridngulo:r A = i— bh =

LI L

ab men ¥

= Ypip-aip-blip-e)
donde p &8 =]l ssmiperimetro
(§ig. MI11)

Fig. Mi1
& Rectingulo: A = ab e Cuadrador A = a°
® Rombor A = ; ab (a y b longitudes de las diagonales)

e Trapecio: A = [-—":‘-;-'-’-L]h (b y b° bases)

e Circunferenciai A = nr-
z
& o r (a )
A - Ot 28 . ' {urt medida en radianes)
asctor mﬁ 2

L 3 air.. por integracidén
. Area bajo una curva

A= ﬁ Fix) dx , (F(x) 2 0)  (fig.M12) )
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A = ]: [£¢)] dx , (fig.M13)
. Area entre dos curvas
A= J'I: |f¢ul = thl| drx (fig.M14)

(%
Y fex) y L4 1 T
- foo y
|
X
e |
7 & = 1
e :
a b x /8 b X
Fig.Mi12 Fig.Mi3 Fig.Hi4
|'!_'E,‘ Yol umen
® Prisma: V = ﬂ.h m'; Area de la base)
® Pirimides V = 5 Ah e Cilindro: V=nr® h
® Esfera: V = % n r' ¢ Cono: V = % n rl h

Geometria analitica

E} Ecuacién de la recta: Ax + By + C = 0

Ecuaciones de las curvas de segundo grado:
& Con centro en el punto (hjk)

. Circunferenciar (x - h)%+ {y = kit= %

z e
. Elipsss X ’h} + Ly !H
a b

tx - m* iy -,
at b*
@ Con vértice en el punto (hjk)
. Parsbola: (x - h)*= a4p(y - k)

o |

« Hipérbola:z

Trigonometria

[28] Razones trigonométricas en el trisgngulo rectangulo

suna-% t-nq-E .
fig. M1S o

cCOoSs & c cot o = A 5 C

Fig. M1S
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[27] Signos de las razones trigonométricas

Cuadrantes
Razsn I 2 i1 I11 v
0ca<ilfcadn|n<ac 2 Cacan
e ——r— 1 1wy
=ano + * - -
coseno + - - .
tangente * - * -
cotangents * - + -
[30] Férmulas de reduccién
I n-a nm+d - a l
san I s==n a -sen a | -sen a
cos | -cos a =-cos o cos a
tan | ~tan a tan a | ~tan a
.cot | -cot a cot a | ~cot a
{".!l'jl Valores notables y axiales
o] n/b& n/& n/3 | n/2 n 3n/2 2n
0° | 30° | a5® | 60° | 90° | 180°| 270°|340°
0 1/2 | ¥z/2| Vasa| 1 o -1 o
1 Yosz| YEra| 172 o =] o 1
o | fase]| 1 | - o - o
- | #] 1 | An] o - 0 -
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