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En esta sesidn quisiera mostrar algunos modelos de entrenamiento utilizados en varias de las sesiones
de trabajo del autor con estudiantes de preuniversitario que se preparan para participar en los diferentes
concursos y olimpiadas que se realizan en Cuba.

El entrenamiento es la forma fundamental de trabajo con estos estudiantes y como clase tiene como
objetivos fundamentales que los alumnos consoliden, profundicen, amplien, integren y generalicen, sobre
la base de la resolucién de problemas matemadticos, determinados métodos de trabajo de la matemética que
le permitan desarrollar habilidades y capacidades para utilizar y aplicar de modo independiente en la solu-
cion de diferentes problemas matemaéticos.

La resolucién de problemas es la via fundamental que se utilizard en los entrenamientos con los estudian-
tes y en ellos hay que considerar que el grado de dificultad siempre es més alto con este tipo de estudiante que,
por lo general, tiene una gran motivacién por el estudio y la profundizacién de la asignatura.

Los entrenamientos deben tener una gran carga de resolucién de problemas como una forma de desa-
rrollar las habilidades y capacidades de estos estudiantes, es decir, que el aprendizaje mediante la resolu-
cién de problemas tiene que cumplir con las funciones: instructivas, educativas y de desarrollo al igual que
en la resolucién de ejercicios de matemadtica.

No se puede perder de vista que en la resolucion de problemas, segin han planteado diferentes estudio-
sos del tema, es posible distinguir varias acciones en su proceso y que aproximadamente comprenden
cuatro fases o etapas que deben mantenerse:

1) Hay que comprender el problema.

2) Hay que concebir un plan para resolverlo.
3) Hay que ejecutar el plan concebido.

4) Hay que examinar la solucién obtenida.

Tenemos que lograr que los estudiantes se enfrenten a dificultades durante esta etapa y puedan ir
venciéndolas de acuerdo con las potencialidades que cada uno tenga. Cuando se organiza adecuadamente
el trabajo de los estudiantes durante las clases y durante las tareas para la casa se posibilita su desarrollo.

ENTRENAMIENTO 1
Sobre polinomios

Podemos comenzar recordando los conceptos de polinomio, grado del polinomio, coeficientes, formas
de representarlo, polinomio completo, polinomio ménico y los métodos de factorizacién de un polinomio.
Poner algunos ejemplos donde se puedan comprobar los conocimientos que los estudiantes tienen de esto.

Por medio de un ejemplo como el siguiente podemos comprobar el dominio que tienen los estudiantes
sobre algunas operaciones con polinomios.



Ejemplo 1.
1. Completa los espacios en blanco para que las igualdades siguientes sean ciertas:

a) (X =5 +0x=5-OX-53x+[)=0O0x*-7+Ox +9x-13

3 1
b) (3X° + §x3 OO +5=-%X - §x7 +[Ox + X + Ox

Solucidn:

a) (TX =58 +6X=5) -2 =5 =3Xx+8) =Tx —=TX* =5 + 9x - 13

3 1 1
b) 3% + §x3 - 6X)(— §x4 +5=-xX - §x7 + 17% + 3% + —30%

Puede proponerse como €emplo 2 una divisién de polinomios donde quede un resto diferente de O,
escribir la divisién realizada y generalizar que si P(X), Q(X), R(X) y S(X) son polinomios en variable X y se
divide P(X) por Q(X) y obtenemos P(X) = Q(X)R(X) + SX), entonces el grado de R es menor o igual que el de
P y el grado de Ses menor que el de Q. Si en la division S= 0, entonces la division es exacta y P es divisible
por Q.

En el libro Problemas de matematica para los entrenamientos |1 del propio autor en las paginas 8 y 9
aparecen las cuestiones siguientes que se pueden comentar: el teorema del resto, el teorema de Bezout,
las raices de un polinomio, el teorema de Viete y el teorema de Descartes los cuales se muestran a
continuacién:

— Sea P(X) un polinomio de grado n, si lo dividimos por un binomio de la forma (X — &), entonces
P(x) = (x — @8)Q(X) + R donde R es un nimero real.
Si Res 0, entonces el polinomio es divisible por el binomio (X — @) y se cumple que a es un divisor del
término independiente de P; si R es diferente de cero, entonces P no es divisible por el binomio (X — a).

Teorema de Bezout: El resto R de la divisién de un polinomio P(X) por un binomio de la forma (X — @) es
igual al valor del polinomio P(X) para X = a, es decir, R = P(a).

— El polinomio P(X) es divisible por el binomio (X — @) si y solo si el valor del polinomio para X = a es igual
a cero, es decir, P(a) = 0.

— El polinomio P(X) = X" — a" siempre es divisible por el binomio (X — @) para n natural.

— El polinomio P(X) = X" — a" es divisible por el binomio (X + &) cuando n es un nimero par.

— El polinomio P(X) = X" + a@" es divisible por el binomio (X + &) cuando n es un nimero impar.

— Consideremos que P(X) es un polinomio con coeficientes reales; sean a y b nimeros reales con a < b
tales que P(a) - P(b) < 0, entonces existe al menos C con a < ¢ < b tal que P(c) = 0.

Raices de un polinomio: Un nimero X, se denomina raiz del polinomio P(X) siempre que P(X) = 0.

Un nimero X, es la raiz del polinomio P(X) si y solo si el polinomio P(X) es divisible por el binomio X — X

— Pueden ser raices enteras de un polinomio con coeficientes enteros solo los divisores del término inde-
pendiente del polinomio.

— Si un polinomio P(X) = X"+ aX"~' + ... + & _ X + a, cuyos coeficientes son enteros y el mayor de estos
equivale a la unidad tiene raiz racional, esta raiz serd un nimero entero.

— Si todos los coeficientes de un polinomio son nimeros enteros y el coeficiente del monomio de mayor
grado es igual a la unidad, entonces todas las raices racionales de dicho polinomio son nimeros
enteros.

— Todo polinomio de coeficientes reales se descompone de modo dnico (salvo el orden de los factores) en

forma de un producto de su coeficiente superior y de unos cuantos polinomios de coeficientes reales,

algunos de los cuales son lineales de la forma (X — &) correspondientes a sus raices reales, y otros son
cuadriticos de la forma ax* + bx + ¢, que corresponden a los pares de sus raices imaginarias conjugadas.
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Teorema de Descartes: El nimero de raices positivas de un polinomio P(X) contadas cada una tantas veces
como indique su orden de multiplicidad, es igual al nimero de variaciones de signo que presenta el sistema
de coeficientes de este polinomio (los coeficientes iguales a cero no se cuentan) 0 €s menor que este
nimero en un ndmero par.

— Si un polinomio P(X) no tiene coeficientes iguales a cero, el nimero de sus raices negativas (contadas
con su orden de multiplicidad) es igual al nimero de permanencias de signo que presenta el sistema de
coeficientes 0 es menor que este en un nimero par.

— Si ¢ > 0, entonces el nimero de variaciones de signo que presenta el sistema de coeficientes del polinomio
P(X), es menor en un nimero impar de variaciones de signo que presenta el sistema de los coeficientes
del producto (X — C)P(X).

— Si todas las raices del polinomio P(X) son reales y el término independiente es diferente de cero, el
nimero K, de raices positivas de este polinomio es igual al nimero S, de variaciones de signo que
presenta el sistema de coeficientes, y el nimero K, de raices negativas es igual al nimero S, de variacio-
nes de signo que presenta el sistema de coeficientes del polinomio P(-X).

Teorema de Miéte: Sea el polinomio X" + aXx"~' + ax'"*+ ...+ a _ X+ a con raices

o, 0, ..., 0, 0, entonces se cumplird que:

o+ 0, + ... +0  +o=-3
oo, + oo, + ..+ 0 0 =a
oL0L0L, + OLoLoL, + ..+ 0 0L 0L = -,
o,o0,...0 = (=",
— Si X, y X, son las raices del polinomio X* + pX + g, entonces:
LX+pX+g=(X-X)X=X).
IL X +X,=-pyX X =( (formula de Viete para la ecuacién de segundo grado).
Ejemplo 3.
Puede utilizarse el ejercicio 5 de los problemas de entrenamiento.
Sean P(X) =ax"+a X'"'+..+aXx+ayQXx)=bx"+b x"'+.+bx+Db,
P(X) = Q(X) si y solo si n=my, ademds, a = bm; a_ = bm_l; aa = bl; a, = bO.
Ejemplo 4.

Obtén un binomio de primer grado que elevado al cuadrado y sumado con X* + 24X + 1 dé como
resultado 17x* + 10.

Soluciodn:

Sea ax + b el polinomio buscado, debe cumplirse que
(X + b)> + X + 24x + 1 = 17¥ + 10 calculando obtenemos
@+ )X+ Rab + 24)x + b> + 1 = 17X + 10 de aqui se tiene que

a+1=17
2ab+24=0=ab+12=0
b»’+1=10

Para resolver el sistema utilizamos dos de las ecuaciones y los resultados los comprobamos en la
tercera, por ejemplo, @8> + 1 = 16 > a=+x4y b*+ 1 =10 = b = £ 3, que comprobando en la tercera
ecuacion, llegamos a la conclusién que hay dos polinomios que cumplen con estas condiciones: 4X — 3
0o —4x + 3.



A continuacién se puede remitir a la pagina 9 del libro mencionado con anterioridad y comentar acerca
del método de los coeficientes indeterminados.

Método de coeficientes indeterminados; Este método, llamado también de los coeficientes determinables,
es debido a Descartes y se aplica cuando se quieren hallar los coeficientes de uno o varios polinomios
enteros de una variable, que sometidos a determinadas operaciones deben dar un resultado conocido.

Consiste en designar los coeficientes desconocidos por letras y ejecutar con los polinomios las opera-
ciones de que se trate, se llegard asi a un resultado que deberd ser equivalente a uno conocido, y como los
polinomios serdn idénticos, podremos igualar los coeficientes de las mismas potencias de la variable, obte-
niendo un sistema de ecuaciones cuyas incdgnitas son los coeficientes que se deben calcular, los cuales
podrin obtenerse si el sistema tiene solucidn.

Los problemas que se utilizardn en la ejercitacion durante la clase y para la tarea pueden ser selecciona-
dos de los propuestos en este libro del 1 al 25.

ENTRENAMIENTO 2
Sobre congruencia aritmética

Consideremos la expresion D = dc + r, se puede pedir a los estudiantes que la asocien a las expresiones
conocidas por ellos hasta concluir que es la forma que se utiliza para destacar la divisiéon euclidiana, donde
D es el dividendo, d es el divisor, C es el cociente y r es el resto (0 < r < d).

Ahora, pasemos a analizar algunas divisiones entre nimeros naturales tales como: 174 = 17 - 10 + 4;
242 = 17 - 14 + 4, observa que los nimeros 174 y 274, ambos dejan el mismo resto en la divisién por
17 y que, ademads, 242 — 174 = 68 = 17 - 4, es decir, es un miultiplo de 17. Veamos otros casos
considerando la divisién en el conjunto de los nimeros enteros: 87 = 12 - 7 + 3 = 12 - 8 — 9, ademas,
147=12-12+3 =12 - 13 - 9, pero se cumple que 147 — 87 = 60 = 12 - 5 que es un multiplo de 12, esto
nos lleva a tratar de probar que esta propiedad se cumple para todos los nimeros enteros.

Sean ay btales que m=bc+ryn=bd+r, entonces m—n=Db(c-d) on-m=b(d- c) y ambos son
multiplos de b. Veamos la definicién (libro citado anteriormente péagina 33).

Definicion: Sean a, b € Z, m e IN*, se dice que a es congruente con b médulo my se escribe a = b (médulo m)
si ay b dejan el mismo resto al ser divididos por m.

En esta definicion hay que destacar el dominio numérico al cual se hace referencia, asi como la nota-
cién que se utilizard para sefialar la relacién definida.

Puede pedirse a los estudiantes que den algunos ejemplos en que dos nimeros sean (no sean) con-
gruentes con respecto a un cierto médulo y poner algunos casos en que puedan mostrar el haber entendido
la definicidn.

Hay que alertar lo interesante que resulta analizar relaciones de este tipo cuando el médulo es un
nimero natural diferente de 1.

Puede destacarse el uso de esta relacién en: las 24 horas del dia, los 7 dias de la semana, los 28, 30 o 31
dias del mes, por ejemplo:

» Si son las 15:18 h, ;qué hora serd cuando hayan pasado 16 h?
» Si hoy es martes 28 de enero de 2010, ;qué dia de la semana sera el pr6ximo 28 de enero?

También en el hecho de la cifra en que termina alguna potencia de un nimero entero cualquiera,
teniendo en cuenta que depende de la cifra en que este termine; veamos que cualquier nimero terminado
en 0, 1, 5 o 6 su udltima cifra siempre va a ser la misma, pero los nimeros terminados en 4 o en 9 dependen
de la paridad del exponente: ...4°", n € IN termina siempre en 6, ...4*"*!termina siempre en 4, lo mismo
sucede con el 9 que puede terminar en 9 o en 1 seglin el exponente sea impar o par.
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Sin embargo el resto de los niimeros (los que terminan en 2, 3, 7, 8) tienen 4 posibilidades de termina-
cion segln sean los exponentes de la forma 4k, 4k + 1, 4k + 2 0 4k + 3 con k € Z. Pedir a los estudiantes que
lo comprueben.

Veamos ahora algunas propiedades que esta relacién cumple, para eso pueden tomarse del libro
referenciado anteriormente en la pdgina 33 y concluir con las relaciones que aparecen aqui. Se pueden
hacer las demostraciones de algunas de ellas.

Propiedades de la congruencia
I. Sean a, be Z, me IN*; a= b (médulo m) si y solo si a — b es divisible por m.
II. Sean a, b, ¢, d, ke IN* ne IN; si a=b (médulo m) y ¢ =d (médulo m), entonces:

e a+c=b+d(médulo m)
a-c=b-d(médulo m)
c=b-d (médulo m)
-a= k- b (médulo m)
a=k

- b (médulo k - m)

*a:k=b:k(@médulo m) si med(km) =1y a=Kkc, b=kd.

III. La relacién a = b (médulo m) define una relacién de equivalencia, o sea, una relacién que cumple las
propiedades idéntica, simétrica y transitiva.
Idéntica: a = a (mdédulo m).
Simétrica: Si a = b (m6dulo m), entonces b = a (médulo m).
Transitiva: Si a = b (médulo m) y b = ¢ (médulo m), entonces a = ¢ (médulo m).

IV. Si dos niimeros son congruentes respecto a varios modulos, son congruentes con respecto al mcm de
estos.
Es decir, si @a = b (médulo m)), a =b (médulo m), ..., a = b (médulo m), entonces a = b (médulo M)
siendo M el mecm(m, m,, ..., m).

V. En toda congruencia, el mcd de un miembro y el médulo, es el mismo que el del otro miembro y el

moédulo.
Es decir, si a = b (m6dulo m), entonces mcd(a,m) = mcd(b,m).

VI. Sea a=b (médulo m),cond/a, d/byd/m, entoncesa:d=b:d@médulo m: d),
VIL. Sea pun primo, &, be N:a=ap‘+a_p“'+..+ap+a;
b=bp+b_p'+..+bp+b donde0<a,b <psonnimeros naturales para todoi=0, 1,2, ..., K

e B €

— Se tiene que ax = ay (m6d m) si y solo si X= y(méd—).
mcd(a, m)
— Si ax = ay (méd m) y mecd(a,m) = 1, entonces X =y (méd m).
— Se tiene que X =Yy (méd m) para i =1, 2, ..., r si y solo si X=y (méd mecd[m, m,, ..., m]).
— Si X =Yy (méd m), entonces mcd(X,m) = mcd(y,m).
— Sean a 'y m dos nimeros primos entre si. Sea r, r, ..., _un sistema completo de restos médulo m.
Entonces ar , ar,, ..., ar un sistema completo de restos médulo m.

— Un sistema reducido de restos médulo m es un conjunto de enteros r,, tales que med(r,m) = 1,
r=r, (Ipod m) si | # | y tales que todo X primo es congruente médulo m para algin miembro r,
del conjunto.



Veamos algunos ejemplos para aplicar lo estudiado con este tema.

Ejemplo 1.
Halla el resto de la division de 3** por 16.
Solucién:

Se tiene 3* =81y 81 =1 (mé6d 16) definicién de congruencia
819 = 1 (méd 16) propiedad II
320 =1 (m6d 16) propiedad de potencia
328 =27 (méd 16) propiedad II
3?8 =11 (mé6d 16) definicion de congruencia.

*. el resto es 11.

Ejemplo 2.

Prueba que 13" - 22" — 1 es divisible por 17 para todo n € IN.
Solucién:

13- 22— 1=13"-4"-1=52"-1 propiedades de potencia

52 =1 (méd 17) definicién de congruencia
52" =1 (méd 17) propiedad II
52" - 1=0 (mdd 17) propiedad 11

13" 22" — 1 es divisible por 17.

Los problemas que se deben utilizar en la ejercitacién durante la clase y para la tarea pueden ser selec-
cionados de los que aparecen propuestos en este libro y de los siguientes.

1. Dadas las congruencias 9 815 = 575 (méd m) y 442 = 142 (m6éd m). Halla todos los valores posibles
de m.

2. Sabiendo que 4"= 9 (méd 13), determina un valor de X en 4"*! = X (mdd 13).
3. Determina todos los valores posibles de X que cumplen que 10"*! = X (méd 7) sabiendo que 10" = 6
(méd 7).

4. Se sabe que 53 = 41 (m6d m) y 41 = 65 (méd m). Determina todos los valores de m para los cuales esto
sea posible.

. (Con qué cifra termina el nimero 24'3*?

. (Con qué cifra termina el nimero 118*?

. Halla la dltima cifra del nimero 4%,

. (Cudl es el digito de las unidades del nimero 2 1377%3?

. Determina el resto de la divisién de 3! por 8.

10. Halla el resto al dividir 37" por 17.

11. Halla el resto de la divisién de 7'°*° + 3 por 10.

12. Calcula el resto de la divisién de 22% + 55% por 7.

13. Prueba que 5% — 1 es divisible por 96.

14. Demuestra que el nimero 1 986' ** — 1 es divisible por 7.

15. Demuestra que 19' %2 + 23! %! eg divisible por 3.

16. Prueba que 9 518** — 4 es miiltiplo de 5.

17. Prueba que 5"+* - 7" — 34 es divisible por 17 para todo n natural.

18. Demuestra que para cualquier valor natural de n, el nimero 8" *' + 7"*2 es divisible por 57.

19. Demuestra que 3" — 2% es miltiplo de 35 para todo n € IN.

20. Demuestra que 32" + 7 es miiltiplo de 8.
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ENTRENAMIENTO 3
Sobre los teoremas de Menelao y de Ceva

Vamos a ver algunos teoremas que permiten garantizar la colinealidad de tres puntos, para eso comen-
zaremos proponiendo los problemas siguientes.

1. Demuestra que los seis segmentos determinados por una transversal sobre los lados de un tridngulo son
tales que el producto de tres segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres.

Soluciodn:

Para comenzar haremos una figura de anélisis (fig. 1).

Sean ABC un tridngulo cualquiera, I una recta tal que corta a los
lados AB, BC y AC en los puntos L, M y N respectivamente.

Debemos probar que AL - BM - CN = LB - MC - AN.

Construccién auxiliar.

Tracemos AQ L r, BP L r y CR_L r, entonces AQ | | BP | | CR

Aplicando el teorema de las transversales se cumple que:

AL_AQ BM _PB CN _CR

LB PB MC CR AN AQ’

- ) AL BM CN
Multiplicando ordenadamente, se tiene que —— ' — - =1

LB MC AN
por lo que AL - BM - CN = LB - MC - AN como se queria probar.
Destacar que este resultado es el teorema de Menelao, pedir que Fig. 1 N

enuncien el reciproco y que analicen si se cumple o no.

Teorema de Menelao: Los seis segmentos determinados por una transversal sobre los lados de un tridngulo
son tales que el producto de tres segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres.

Reciproco del teorema de Menelao: Si tres puntos tomados en los tres lados de un tridngulo determinan en
esos lados seis segmentos tales que el producto de los tres segmentos no consecutivos es igual al de los
otros tres, entonces los tres puntos son colineales.

2. Prueba que las rectas que unen los vértices de un tridngulo dado a un punto dado, determinan en los
lados del tridngulo seis segmentos tales que el producto de tres de esos segmentos que no tengan punto
comun es igual al producto de los tres segmentos restantes.

Solucioén:

Destacar que el segmento determinado por un vértice del tridngulo y
un punto del lado opuesto se llama ceviana y que las alturas, las bisectrices
y las medianas son casos particulares.

Para comenzar haremos una figura de andlisis (fig. 2).

Sea ABC un tridngulo cualquiera con AL, BM y CN tres cevianas que
se cortan en el punto S

Debemos probar que BL - MC - AN = CL - MA - BN.

Construccién auxiliar.

Prolonguemos BM y CN a partir de M y N respectivamente, tracemos
CE || AL y BD | | AL siendo E un punto de la prolongaciéon de BM y D un
punto de la prolongacion de BN.
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En los tridngulos CBD y CLS tenemos:

ZCBD = ZCLS por correspondientes

BD BC
Z/BCD = ZLCS comin luego ACBD ~ ACLSy E:a por lo que BD - CL =LS- BC (1)

En los tridngulos BLS y BCE tenemos:
ZCBE = ZLBS comiin

CE BC
ZBCE = ZBLS por correspondientes luego ABLS ~ ABCE y s = L POr lo que

CE-BL=BC-LS (2)

De (1 2 ti BD-CL=LS-BC=CE-BL 1 ﬂ_@ 3
e (1) y (2) se tiene . = . = . por lo que L CE 3)

Con el mismo razonamiento de acuerdo con la semejanza de los tridngulos MCE con MAS y NAS con

MC EC NA §4 BL MC NA
NBD se tiene: IY7| =A_S y NB ZE (4), luego de (3) y (4) se obtiene que L Y7 WZl , por lo tanto,

BL - MC - AN = CL - MA - BN como se queria probar.

Destacar que este resultado es el teorema de Ceva, pedir que enuncien el reciproco y que analicen si se
cumple o no.

Teorema de Ceva: Las rectas que unen los vértices de un tridngulo dado a un punto dado, determinan en los
lados del tridngulo seis segmentos tales que el producto de tres de esos segmentos que no tengan punto
comun es igual al producto de los tres segmentos restantes.

Reciproco del teorema de Ceva: Si tres cevianas en un tridngulo determinan en los lados del tridngulo seis
segmentos tales que el producto de tres de esos segmentos que no tengan punto comun es igual al producto
de los otros tres segmentos, entonces esas cevianas se cortan en un punto.

Los problemas que se deben utilizar en la ejercitacion durante la clase y para la tarea pueden ser selec-
cionados de los que aparecen propuestos en este libro y de los siguientes.

1. Prueba que si el vértice A del tridngulo ABC se une a un punto L de la recta BC, entonces

BL _ AB -senZBAL
CL AC-senZCAL
2. Prueba que la condicidn necesaria y suficiente para que sean concurrentes tres cevianas AD, BE y CF de
un tridngulo cualquiera ABC es que
senZBAD _ senZCBE . senZACF |

sen/CAD sen/ABE sen/BCF
3. Prueba que las cevianas que van desde los vértices de un tridngulo al punto de contacto del incirculo
con los tres lados, son concurrentes.

ENTRENAMIENTO 4
Sobre principio de las casillas

En este entrenamiento vamos a ver el principio de las casillas o el principio del palomar, el cual estd basado
en la distribucién de n + 1 objetos en n casillas, habrd al menos una casilla que recibe mds de un objeto.
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Esta idea es esencial que los estudiantes la entiendan porque en ella radica la esencia de este principio.

Principio de las casillas: Si se dispone de n casillas para colocar m objetos y m > n, entonces en alguna
casilla deberan colocarse por lo menos dos objetos.

Es decir, tenemos una funcién cuyo dominio e imagen es el conjunto de los nimeros naturales por lo
que:

f:{1,2,...,n} > {1,2,...,k} conn>Kk, existen i, j con i # | | f(i) # f(j). Vamos a ver algunos ejemplos
utilizando este principio.

Ejemplo 1.

De un periddico escrito en el idioma espafiol se escogen al azar 30 palabras. Demuestra que al menos
dos de las palabras seleccionadas comienzan con la misma letra.

Soluciodn:

El abecedario (alfabeto espafiol) tiene 28 letras. Si se escogen al azar 30 palabras, solo 28 de estas
pueden comenzar con letras diferentes, por lo que las otras dos palabras necesariamente comienzan con al
menos una de las letras ya utilizadas, por lo que al menos dos de las palabras seleccionadas comienzan con
la misma letra.

Ejemplo 2.

En una gaveta hay 10 pares de guantes blancos y 10 pares de guantes negros. ;Cudl es la cantidad
minima de guantes que se debe extraer de la gaveta, sin mirar, para poder asegurar que al menos un par de
guantes son del mismo color?

Solucidn:
Es necesario extraer 21 guantes, ya que hay 20 guantes de cada color.
Ejemplo 3.

Considera 6 puntos que se unen entre si con lineas rojas o azules. Demuestra que no importa como se
dibujen, siempre habrd un tridngulo con sus tres lados del mismo color.

Solucioén:

Supongamos que del punto A salen tres lineas rojas a saber AB, AC, AD (fig. 3).

Si se pinta alguno de los segmentos BC, CD o BD con rojo habrd un p F
tridngulo rojo; si se pintan con azul, el tridngulo BCD sera azul. E
Por lo tanto, siempre habrd un tridngulo con sus tres lados del mismo
color.
Los problemas que se deben utilizar en la ejercitacién durante la clase y D

para la tarea pueden ser seleccionados de los que aparecen propuestos en
este libro y de los siguientes.

1. Se escogen tres nimeros al azar. Demuestra que existen al menos dos de
estos cuya semisuma es un nimero entero. B

2. Demuestra que en un conjunto cualquiera de 5 nimeros naturales siempre
existen tres cuya suma es divisible por 3.

3. Dados 9 puntos latices (puntos de coordenadas enteras) en el espacio euclidiano tridimensional, de-
muestra que existe un punto litice en el interior de uno de los segmentos que unen a dos de esos
puntos.

4. En el interior de un rectdngulo de 3 cm de largo por 2 cm de ancho se sitian al azar 7 puntos, demuestra
que existen al menos dos puntos que estdn separados a una distancia no mayor que 1,5 cm.

Fig. 3

9



. En el interior de un tridngulo de 18 cm? de 4drea se sitdan 13 puntos al azar de modo que ningin trio de
puntos esté alineado. Demuestra que existen al menos tres de esos puntos que determinan un tridngulo
cuya drea es menor o igual que 3 cm?.
. Demuestra que si se tienen 7 nimeros naturales que son cuadrados perfectos, entonces existen al menos
dos cuya diferencia es divisible por 10.

Se seleccionan 9 puntos al azar en el interior de un cuadrado de lado 1 u. Demuestra que 3 de esos

. > . 1
puntos son los vértices de un tridngulo cuya édrea es a lo sumo — y?,
8

. Dado un conjunto de 10 nimeros naturales menores que 100. Prueba que hay dos subconjuntos con
iguales sumas de sus elementos.
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10.

1.

12.

13.

14.

PROBUEMAS DE ENTREN)

—

10

El polinomio -2X* + 2Xy* — 7X*2 — 9Xyz + 2y*Z + 2XZ* + 77 puede escribirse como el producto de tres
polinomios no constantes con coeficientes enteros. Determina estos tres polinomios.

Sean X, y€ Rcon X* + Xy + y* =4, X' + X'y* + y* = 8.
Halla el valor de x® + X3y* + V5.

Determina los valores de los pardmetros a y b para que los polinomios:
P(x) = a> + b + ax + 2ab y Q(X) = ax® + bx + 4 dejen resto 5 al ser divididos por X — 1.

Determina los valores de A y B de tal modo que el trinomio Ax* + BXx® + 1 sea divisible por (x — 1)

Un polinomio ménico de tercer grado, es divisible por X — 2 y por X + 1, y al dividirlo por X — 3 deja resto
20. {Qué resto dejara al dividir dicho polinomio por X + 3?

Encuentra todos los polinomios de grado menor o igual que dos que satisfacen la relacion P(X) - P(—X) = P(®).

. Los restos de la divisiéon de un polinomio en variable X, por los binomios X + 1, X — 1, X — 2 son, respecti-

vamente 5, —1, —1. Halla el resto de la divisién de dicho polinomio por el producto (3 — 1)(X — 2).

Dado el polinomio p(X) = X2 + 2m+ 1)X + n? — 1 con mreal. ;Para qué valores de m se cumple que p(x) = 0?

25 25 25 25 25

Halla el valor de Ssi S = + + + +...+ .
89 9-10 10-11 11-12 99.11

Demuestra que para cualquier valor de b, el polinomio x> — bx?2 — 5x + 5b tiene dos raices opuestas.

Sea p(X) = ax? + bx + ¢, determina los valores de a, b y C para que

p(x) =x/x4 +6x° +7x* —6x+1.
Determina m, n'y p para que el polinomio P = X° — 2x* — 6X¢ + mX + nX + p sea divisible por X® — 32 — X + 3.

Sea P(X) = X + bx + ¢, donde b y C son enteros. Si P(X) es un factor de X + 6X2 + 15 y de 3x* + 4X2 + 28X + 5.
Halla P(1).

Dados los polinomios p(X) = X — 2X2 — X+ py q(X) = X*— 4X2 + 5X + Q.
a) Determina los valores de p y ( para que los polinomios p y ( tengan dos raices comunes.
b) Halla las raices de dichos polinomios.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Halla el resto de la divisién del polinomio X + X3 + X° + X*7 + X3! + x*% por:

a) X — 1.
b) X2 - 1.

Sea P(X) un polinomio de cuarto grado cuyo primer coeficiente es la unidad y que cumple P(1 — X) = P(X),
PWO)=0y P(-1) =6.

a) Halla el valor de P(1) y de P(2).

b) Determina el polinomio P(X).

Dado el polinomio 4x3 — 32x2 — 11X + m, determina m de modo que dicho polinomio dividido por X + 2
deje resto 225 y, resuelve la ecuacién que resulta de igualar a cero dicho polinomio.

Halla la suma de los coeficientes del polinomio obtenido después de efectuar el producto (1 — 3X +
3X)73(1 + 3x — 3x2)"™4.

Sea el polinomio P(X) = 40 + ax + a2)3 — 27a2(X + a)%
Resuelve la ecuacién P(X) = 0, sabiendo que P es divisible por (X — @)?> y que el cociente obtenido es un
cuadrado perfecto.

Descomp6n en factores (X + Y + 2> — ¢ — y* — Z.

Consideremos los polinomios

PX) =X -3 +Xx-3,QX) =X -2X-3yRX =X -5X+ o

a) Halla o para que X — 2 divida a R(X).

b) Prueba que —x2 + X + P(X) : Q(X) + 15 es el cuadrado de un polinomio.

Halla los valores de a y b para que el polinomio
2Xr =33+ (a+b)x2+ (b-3a+2)x+3bla-b-1) +20
sea divisible por X2 — X + b.

Las raices de un polinomio son —1, 3, 5 y —2. Determina el resto al ser dividido por (X — 4), si se sabe
que toma el valor 144 para X = 1.

Sea p(X) un polinomio con coeficientes enteros. Si conocemos que p(b) — p(@) = 1 con a y b enteros.
Prueba que a y b difieren en 1.

Descompén en un producto de tres factores el polinomio X3 + x* + 1.

Prueba que §/7 +52 +§/7 —54/2 es un nimero racional y calciilalo.

a b 2(b-a)
Sean a+ b =1y ab # 0. Prueba que b3—1_a3—1_a2b2+3'

Si \Ja+4+b+2 =+Ja—2 ++/2b, sabiendo que a> b, ae€ Ny b e IN, descompdn en radicales simples
Ja+b+2-Ja+6b.

12



29.

30.

31.

32.

33.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

2 2
a _4+\/ﬁ_ a4 _\2avd
o Aa

Demuestra la identidad: \/\/; +
a

Sean Xy = @, X2 = b, yz = C, con X, y, Z nimeros reales positivos. Demuestra que

2
X¥+y +Z+2@+b+0)= M.
abc

Si se sabe que log,125=C . Halla log,, 64.

El producto de dos pares ordenados (a;b) y (c;d) se define:
(a;b)(c;d) = (ac — bd;ad + bc + 2bd)

a) Prueba que este producto asi definido satisface la ley distributiva con respecto a la suma definida

por: (a;b) + (c;d) = (a+ ¢c; b + d).
b) Determina el elemento neutro de esta operacion.

+b 1
Si & + b? = 7ab, prueba que log a 3 :E(loga+logb).

Si log,a + log,b = 6, prueba que a + b > 16.
Prueba que (N + )(N+2)(N+3)..2n— 1)2n=2"-1-3 -5 .- (2n-3)2n -

3
a’ b e’

Prueba que si E = + +
(a=b)a—-c) ((Bb-a)b—-c) (c—a)c—-b)

Demuestra que para todo niimero real positivo se cumple:

100 201

(1+ p+p 4.+ pz‘)(’)—p I+ p+p>+..+p
1+ p+p°+..+p"?” (1+ p+ p2+...+p2°°)+ p'®”

1y

,entonces E=a+ b+ c.

Demuestra que si p, gy \/; +\/5 son nimeros racionales, \/; también lo es.

Sean b > 1, sen X > 0, cos X > 0 y log,sen X = & Demuestra que

1
log,tan X = a — Elogb (1 = b?).

Demuestra que si los nimeros log X, log X, log X forman una progresio

n2 — (kn)logl< m‘

Sean X, Yy, Z tres niimeros reales positivos diferentes de 1,

I+log, y

a) Demuestra que log Xy = I+log. 2 -

b) Aplica esta propiedad para calcular el valor de log 14 - log 21 - log, 28 - .

13

n aritmética, entonces

.. - log,,49.



42.

45.

46.

47.

49,

50.

51.

52.

53.

54,

xyz

Sin=9=13= 17"y =4 002 donde X, Yy, Z son nimeros reales positivos, prueba que n es

Xy +xz+yz

un cuadrado perfecto.

_ loga(2x2 +3xy +y2)
log,(x+y)

Sea M

—log, . (2X + Y). Prueba que 9'%M) —c2 _2c+1.

X+y

Si p es un ndmero real y las raices de X* + 2px? — px + 10 = 0 estdn en progresion aritmética, halla dichas
raices.

Tres obreros trabajando en conjunto pueden realizar una obra en una hora. Si el primer obrero trabaja
una hora y a continuacién lo sustituye el segundo, trabajando este cuatro horas, terminardn la obra.
(En cudntas horas puede realizar el trabajo cada obrero por separado si el tercero necesita una hora
menos que el primero?

1 1
Si a, by ¢ son las raices de la ecuacién X* — 4x* + 5X — 7 = 0, ;cudl es el valor de —+Z+—?
a c
Sea la ecuacién ax’ + bx + ¢ = 0 que tiene por raices a X, y X,. Forma una ecuacién que tenga raices
1 1
NW=—"YVa=—
Xy X2

La ecuacion x* — 4x* + ax* + bx + 1 = 0 tiene las cuatro raices positivas. Encuentra los valores de a'y de b.

/2
Resuelve la ecuacion siguiente 4/log, x* +4log, .|= =2.
X

Sean @, P, vy las raices del polinomio p(X) = 2X* + x> — 3X + 1.
Halla o + B° + ¥ + o®B + of? + B*y + By’ + Yo + yo> — ofpy.

(Qué valor corresponde a W, si los ceros de las funciones f(x) = 3x*> + W + 15 son nimeros enteros?

Resuelve la ecuacién (\/ 2+ ﬁ ) + (\/ 2-— \/g ) =4,

Dentro de tres afos (desde ahora), Esteban tendrd tres veces mds afios los afios que tenia hace tres
afios. Dentro de cuatro afios Esteban tendrd a veces mas afios que los que tenia hace cuatro afios.
Determina el valor de a.

Se sabe que el nimero de soluciones reales del sistema:
Y +0)X-D =y + 1), ¢+6)y-D=xy+1
es finito. Prueba que este sistema tiene un nimero par de soluciones reales.

Nota: Decimos que la solucion (X, Y,) es real cuando X, y Y, son nimeros reales.
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Halla la solucién general del sistema de ecuaciones:
x+ky=3
kx+4y =06

donde k es un nimero real dado. ;Para qué valores de k existe una solucion del sistema que satisface
las desigualdades X > 1, y > 0?

Resuelve en el conjunto de los nimeros reales el sistema:
Xy +xz=8-x
Xy +yz=12 -y
VZ+ ZX=—-4-2Z

Halla todas las soluciones reales del sistema:

2
X=X =X +1

W2
X3—X2—X2+l

2
%004 = %3003 ~ %2003 T 1

2
Xi = X008 — %004 T 1

En los concursos nacionales de matemadtica se consideran las hembras y los varones participantes. La
cantidad de varones es el 55 % del nimero total de participantes. La razén entre el nimero de varones de
Secundaria Bésica es igual a la razén entre la cantidad total de Secundaria Basica y la cantidad total de
Preuniversitario. Halla la razén entre la cantidad de varones de Secundaria Bésica y la de hembras
de Secundaria Basica.

Determina todos los nimeros reales r tales que hay precisamente un par (X;y) de nimeros reales que
satisfacen las condiciones.

Dy—-X=r

i) X +y +2x< 1.

Halla todos los valores enteros de @, b y ¢ que satisfacen las ecuaciones
ab+5=cbc+1=ayca+1=h.

Determina todas las cuddruplas ordenadas de cuatro niimeros reales con la propiedad que cada tres de

los cuatro nimeros pueden ser tomados, y la suma del producto de esos tres nimeros con el cuarto
nimero restante es la misma, independientemente de la seleccién de los tres nimeros.

sen8Xx

Dada la expresién A= . Halla el valor numérico de A para todo X diferente de

sen X-cos X- cos2X-cos4 X

1
Ekn, con k entero.

Determina la cantidad de nimeros reales X con 0 < x < 100, tales que |sen X| = 1.

Halla el valor de la expresién z = 2(sen®X + cos®X) — 3(sen*X + cos*X).
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77

78.

Prueba que para todo X € IR se cumple que:

a) cos (sen X) > sen (cos X).
b) cos (cos X) > 0.

Demuestra que 0 < cos (cos X) < 1 para todo X real.

Prueba que sen3o=4seno-sen (g + oc} sen (23_75 + o )

tan ol
tan 30

Determina los valores de todos los dngulos o, para los cuales ambos nimeros tan o y son

naturales.

e
Demuestra que para todo X real que cumple 0< X<Z se tiene que:

cot X — cot 4X > 2.
. V6 1
Si tanA4 = Y tan B = 3 prueba que cos? A = sen 4B.

2
. x"=5x+6
Prueba que si ———— < 0, entonces sen 2X < 0.

x> —=11x+30

Demuestra que si A, B'y C son los angulos interiores de un tridngulo se cumple que:

a)tan A+ tan B + tan C =tan A - tan B - tan C.
b)cot A-cotB+cotB:-cot C+cotC-cot A=1.

Prueba que si A, By C son los dngulos interiores de un tridngulo y tan A - tan C = 3, entonces tan A, tan B
y tan C estdn en progresion aritmética.

5 t ‘ 2sen’40° _sen 70°
emuestra que: sen 80° — 2sen 20°  cos 70°

a b
cosA cosB

Demuestra que si en un tridngulo ABC se verifica la relacion ; el tridngulo es isOsceles.

Demuestra que si dos dngulos de los dngulos interiores de un tridngulo verifican la relacién tan A : tan B =
= sen’ A : sen’ B, entonces el tridngulo es isdsceles o rectangulo.

21 8 27 14w 8 14w 3
Prueba que: cos—-cos— +CO0S— - COS—— 4+ COS— - COS—— = ——,
9 9 9 9 9 9 4

3
Prueba que si sen(2X + Yy) = 5sen Y, entonces tan(x+ y)= Etan X.
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79.

80.

81.

82.

83.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

T 3n m on
Halla el valor de y para y=sen’ —+sen” — +sen” — +sen” —.
20 20 20 20

Dado un tridngulo de lados a, b, ¢ y dngulos A, B, C, se consideran los dngulos agudos X, Yy, Z definidos

pOI': COSXx = a 5 COS)/ = ,COSZ = .
(b+0¢) (a+c) (a+b)

Halla el valor de tan’ %x +tan”’ ly +tan’ %z.

1
El 4rea de un tridngulo estd dada por la formula 4 = Z(Cl2 +b%) donde a y b son dos de sus lados.

Determina la amplitud de sus dngulos interiores.

Determina, sin usar tablas ni calculadoras, el valor del dngulo agudo X en la expresidn:

7 —~J21++/80
1+\/7+\/4_8—\/4—\/E

sen X =

3
Demuestra que para todo X real, x 2 lcos[ 1) [
X"+

En el tridngulo ABC cuyos dngulos interiores son o, B y 7, se cumple que:

i) cot (o0 — PB) + cot (o + B) + cot (o + 2B + y) + cot (ot +y) = 0.
ii) cot (a0 + ) = —cot B.

Clasifica dicho tridngulo segin las amplitudes de sus dngulos y las longitudes de sus lados.

Demuestra que para todo X, Yy € IR, se cumple: cos X2 + 2cos y? — cos Xy > 4.

1 1 1 1
Si m = asen’a + bcos?oi; N = bsen?p + acos’p y atan o = btan B. Prueba que: E+FZE+E'

Sia2+Pb2+c2=1yxX+y+ 2 =1. Demuestra que ax + by + cz< 1.
Demuestra que para todo a, b € R se cumple que 5a — 6ab + 5b? > 0.
1
Demuestra que si @, b, ¢ son nimeros reales, entonces Zaz +b% +c* > ab—ac + 2bc.
Demuestra que si los nimeros a 'y b cumplen la condicién & + b? = 1, entonces

|a+b|S\/§.

1
Demuestra que si a + b = 1, entonces a* + b* > 3
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92. Determina para qué valores de n € IN, n* se encuentra entre 2"y 2"+ 1,

93. Los niimeros reales positivos &, by c satisfacena>b>cya+b+c< 1.
Prueba que @ + 312 + 5¢2 < 1.

94. Halla los valores de a y b para los cuales se cumple que:

dJa +4Jb Za+4b+5.

95. Demuestra que para todo X, Yy reales, se cumple que:
2 2
2 x—2+y—2 X+ |+6>0.
yooox y X

2 2
96. Demuestra que 4(x—2+y—2J—8(£+Z)+6 >0 para X, y € R*.
X y X

<

2, 2 2
+ +
97. Prueba que para todo X, y > O se tiene que - 2y 2 (X 2 y) )

98. Sean &, b, ¢, d nimeros reales no negativos desiguales dos a dos. Demuestra que si al menos uno de los
nimeros C o d se encuentra entre a y b o si al menos uno de los niimeros a o b se encuentra entre C y d,

entonces +/(a+c)b+d) 2 \/E + M .

99. Prueba que &b + ab’ < a* + b*.

1
100. Si 2x + 4y = 1, demuestra que x° +y° ZE.

101. Sean a, b, c tres nimeros reales positivos. Demuestra que:
at+b ) b+c)c+a S8
c a b
102. Prueba que si @ + b = 1, con a, b nimeros positivos, entonces:
2 2
a+ 1 +| b+ 1 > E.
a b 2

103. Dados los numeros reales a, b tales que 0 < a < b. Prueba que existen infinitos nimeros reales

. a a*+bx
positivos X para los cuales se cumple que — <

b b*+ <l
ax

3 3 3
104. Demuestra que a +b > (a+b) .
2 2
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

2.

113.

114.

115.

116.

17.

118.

119.

120.

Demuestra que si @ + 2 =1y X + y?2 = 1, entonces |ax + by|£ 1.

Si a, b, ¢ son nimeros positivos, demuestra que:

a) (a+b+c)(l+l+l)29
a b ¢

a b c
b+c c+a a+b

3
=—.
b) )

. .. , 1
Sean X un nimero real positivo y N un nimero natural. Demuestra que: (1+x)" > En(n—l)xz.

13
Sean X, Y, Z niimeros reales que cumplen X + Y + Z=5; Xy + XZ + yz = 3. Demuestra que —1<z < 3

1
Sean a, b, X, y niimeros reales tales que ab > 7Y Xy = 0. Demuestra que:

@y — bx)* = (a - x)(y - b).
Prueba que para todo X € IR, el nimero X' %8 — 2x! %7 + 3x! %% —  — 1 988x + 1 989 es diferente de cero.
Demuestraque n">1-3-5-...-(2n-1).

Sean a, b, ¢ y d nimeros reales positivos cona<b<c<dya+b+c+d=>1.
Prueba que @ + 302 + 5¢2 + 7d? > 1.

B
—b

2
<

, entonces .
|a|

Prueba que si |b| < %a

Sean a, b, ¢ nimeros reales que cumplen las condiciones siguientes:

1 1

1
aZ_E’ bZ_E’ 02—5 ya+b+c=1.Pruebaque \20+1++/2b+1++2c+1<4.

Demuestra que b?c? + a2c? + a?b? > abc(a + b + ©).
Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos, prueba que a* + b* + ¢* > abc(a + b + ©).
Halla el primer nimero no primo de la sucesién de la forma (a) = (n* — 79n + 1 601).

El primer término de una cierta sucesién numérica es 1; y para todo n = 2 (n € IN), el producto de los
N primeros términos de la sucesién es N*. Calcula la suma de los términos tercero y quinto.

Una pelota se deja caer desde una altura de 10 m. Va saltando la mitad de la distancia en cada salto.
(Cual es la distancia total que recorre?

Prueba que si los nimeros log X, log X y log X con X # 1 estdn en progresion aritmética, entonces

¢’ =(a-c)" "
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121.

122.

123.

124.

125

126.

127.

128.

129.

130.

131

132.

133.

134.

135.

Si la suma de los diez primeros términos de una cierta progresion aritmética es 100, y la suma de los
cien primeros términos es 10. Calcula la suma de los 110 primeros términos de la progresion.

La suma de los tres nimeros que forman una progresion aritmética es igual a 15. Si 1, 4 y 19 se suman
respectivamente a estos, se obtendran tres nimeros que forman una progresién geométrica. Encuén-
tralos.

(,Qué condiciones debe satisfacer la razén de una sucesién geométrica de nimeros positivos para que
cualquier trio de términos consecutivos de esa sucesién pueda ser considerada como las longitudes
de los tres lados de un tridngulo?

Prueba que si a, b y ¢ son respectivamente los p-ésimos, g-ésimos y r-ésimos términos de una suce-
sidn aritmética, entonces se cumple:

-na+ (T —-pb+(p-agc=0.

En una sucesién geométrica de términos positivos a,, @, ..., &, ... s€ conocen los términos @ = A
ya. . =B. Hallaa,.

Sea la sucesion de términos 1, 9, 36, 100, 225, ...; halla la ecuacién explicita de dicha sucesion.

El primer término de una progresion aritmética de enteros consecutivos es K? + 1. Demuestra que la
suma de los 2K + 1 primeros términos de esta progresién es igual a K3 + (K + 1)

Determina todas las sucesiones geométricas de razén no nula para las cuales existen tres términos
consecutivos tales que el tercero es la media aritmética de los dos anteriores.

Se define la sucesion (X)) del modo siguiente: X, = 5, X, =X, +x—.

n

Demuestra que X 45.

1 000 >

X n—1

Sea (X ) una sucesién definida por recurrencia: X =1, X, =
n 0 " +1

. Halla x en forma explicita.

xn—l

Halla la suma de los términos de la sucesion bn si

b=1-2+2-3+3-4+..+nn+1).

Conocidos Ay A/ y A,,,=2A, .,

2

, — A, + 1. Halla A explicitamente.

En una sucesion aritmética a, a,, ... se tiene que Sp = Sq. Halla Sp+q donde S representa la suma
parcial hasta el término n-ésimo.

SeanSI:1+q+q2+...(|q|)<1;82=(|Q|)<1.
Calcula S=1+ qQ + g*Q* + ...

1
Sia,  -a=-—-—ya’+a’+a’+a’+a’ Halaa.

n+1 n \/ﬁ
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136. Prueba que los nimeros +/2,+/3 yﬁ no pueden ser elementos de una progresion aritmética.

137. Demuestra que si entre los infinitos términos de una progresion aritmética de nimeros enteros positi-
vos hay un cuadrado perfecto, entonces infinitos términos de la progresién son cuadrados perfectos.

138. Tres nimeros forman una progresion aritmética y otros tres, una progresion geométrica. Sumando los
términos correspondientes de las dos progresiones se obtiene 85, 76 y 84 respectivamente; sumando
los tres términos de la progresion aritmética se obtiene 126. Encuentra los términos de las dos
progresiones.

139. A cada nimero natural k, K > 2, se le hace corresponder un término de la sucesién a (k) de acuerdo
con la regla siguiente: @, = K, 8, = t(@), ..., a = t(@,_,), ... en donde t(a) es el nimero de divisores
de a. Halla todos los k para los cuales la sucesién a (K) no contiene a los cuadrados de niimeros
enteros.

140. En la sucesién no decreciente de enteros impares:
{a,a,a, ..} =1{1,3,33,5,5,5,5,5, ..}, cada entero positivo impar k aparece Kk veces. Es sabido

que hay enteros b, c, d tales que para todo entero positivo n, a, =b[Vn+C]+ d. Calcula el valor de
S=b+c+d

Nota: El simbolo [X] representa la parte entera de X.

141. Sean a un ndmero real y (@) una sucesion definida por su primer término @ = a 'y por la relacion
a ., =a(a’-3a + 3). Halla el valor de a para el cual a =a,.

n 1 989

142. Sean la funcién definida por f(x) = log X y C el conjunto de pares ordenados (X;y) para los cuales se
cumplen simultdneamente las condiciones siguientes:

i) X y Y son enteros,
i) 1 £x<1984,
i) 0 £y < f(x).

Determina cuantos elementos tiene el conjunto C. Fundamenta tu respuesta.

143. Sean la funcién definida por f(x) —4/x y M el conjunto de pares ordenados (X;y) para los cuales se

cumplen simultineamente las condiciones siguientes:

i) X y Y son enteros,
i) 1 £x<1984,
iii) 0 <y < f(x).

Determina cuantos elementos tiene el conjunto M. Fundamenta tu respuesta.

144. Sea f una funcién f: Z — IR que cumple las condiciones siguientes:

i) f(x +y) =f(x) - f(y),
ii) X = 0 es el dnico ndmero tal que f(x) = 1,
iii) f no tiene ceros.

1

Prueba que f(—x)= f(x)'
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145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

Si para todo par de nimeros reales diferentes X y Yy, una funcién cumple que:
i) f) - f(y) = f(x —y) + xy + 1.

i) f(1) = 1.

Demuestra que no hay ningiin nimero entero n que satisfaga f(n) = n.

3x* +x-2
Sea f(x) =2—2, halla todos los valores enteros de X para los cuales f(x) € Z.
X

Sea f una funcién definida en el conjunto de los nimeros enteros positivos para la cual se cumple que
f(f(n)) = 4n — 3 para cada entero n positivo y f(2¥) = 2k+! — 1 para cada entero k no negativo.
Determina f(1 985).

2 +1
Si f(n+1) =f(+) paran € IN y f(1) = 2, halla f(1 988).

(x+2)- f(x+1D
. .

Si f(x)=

x(x2— D con X # 0, prueba que f(x+2)=

, y X +X, Fotx
Consideremos la funcién f(n) = L2

“, donde n es un entero positivo y se tiene que X = (—1)¥
siendo K un entero positivo, determina los valores posibles para f(n).
Si f(x) = 2x. Demuestra que f2(X) + 2x2 = 3x - f(X).

Sea Sla funcién que a cada nimero natural le hace corresponder la suma de sus digitos, por ejemplo,
S1988)=1+9 + 8+ 8 =26. Calcula S10'*** — 1 988).

Sea f: IR — IR una funcién que cumple f(X + y) = f(X) + f(y) para todo X, y € R. Calcula f(0).
Sean f(X) = Xy g(X) = 42 + a. ;Para qué valores de a tienen puntos comunes las gréficas de fy g?

Sea f(X) una funcién cuadritica en variable X tal que para todo X : f(X) = f(—X), se sabe que f(2) =5 y
f(1) = —4. Calcula f(3).

Sif(l) =4y f(x+ 1) - f(X) = 3f(x), halla f(1 989).

Sean @, a, a,, &, nimeros reales, con a, # 0.
Halla todas las funciones del tipo P(X) = a,x® + a¥® + a X + @, que satisfacen la igualdad
X+ 2)P(X - 2) = (X — 4)P(X) para todo X real.

Dada la funcién f(x) que verifica f(0) = 4, f(1) = 2, f(2) = 0 y que tiene pendiente nula en X = 2; halla
f(X) del menor grado posible.

Una funcién f estd definida sobre los enteros positivos. Se sabe que f es no decreciente, f(2) =2 y
f(mn) = f(m) - f(n) para My n primos relativos.
Prueba que f(4) - f(13) = [f(7)]>.

Sean k un niimero real diferente de cero y f una funcidn real tal que f(x — k) = —f(x + k).
Demuestra que f es una funcién periédica de periodo 4k.
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161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

CcX
+3

La funcién f estd definida por f(x)= ,(x # —%) (Cudl es el valor de ¢ que hace que para todo

x e R, f(f(x)) = x?

ax+:,). Prueba que f es

Sean a, b, ¢, d # 0, nimeros naturales y f: IN — IN definida por f(x):(
cx +

a c
inyectiva si y solo si —# — .
y y b d

Sean a, b, c y d constantes reales tales que la curva representada por la funcion f(x) = ax® + bx2 + cx + d
tiene pendiente positiva en todos sus puntos, excepto en uno.

a) Demuestra que b =+3ac o b=—+3ac.

b) Si la curva, ademads, pasa por (0;0), ¢ = 3 y b < 0, muestra que el punto donde la pendiente no es
positiva estd en la interseccion de la curva y la recta y = X.

Halla la cantidad de puntos de intersecci6n entre los grificos de las funciones y = cos X, y = log, X.
Sea f(X) = senX - cosX - c0os2X - cosdX - cos8X - cos16X. Halla los extremos de f.
Sea f(X) = sen®X + cos®x. Halla los extremos de f.
Sea X un nimero real. Considera la funcién f que a cada nimero entero positivo n le hace correspon-
1 986
der el nimero f(n) :[—2] (parte entera).
n
a) ;Para qué valores de n se cumple que f(n) = 1? Fundamenta.
b) Determina el menor valor de n para el cual se cumple que f(n) = f(n + 1).
¢) (Cuantos valores diferentes de f(n) se obtienen cuando n recorre todo el conjunto de los nimeros

enteros positivos? Fundamenta.

La funcién f esta definida para todo X € R y satisface la relacién siguiente:

fx+ 1) - fX) + f(x + 1) + 1 = 0. Prueba que f no es continua.

6
(x+1) —(x6 +16)—2
Sea f(x)= a al

x+— |+ X'+
X X

valor minimo de f(X).

una funcién definida para todo nimero positivo X; calcula el

x

Dada la funcién J(X)=—75..
x—[x]

a) Determina el dominio de f.

b) Di si tiene ceros o no y jpor qué?

c) Analiza los puntos de discontinuidad. ;En cuédles es evitable la discontinuidad?
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2 2
171. Halla el valor minimo de la funcién f(X) :w para 0 < X < .

Xsenx

172. Halla la funcién f que satisface la condicién f(X + 1) = xX* — 3x + 2.

173. Resuelve la ecuacién f ( al

=x?, x £ -1.
x+1

1 1
174. Halla la funcién f que satisface la condicién: / (x +;)= x? +x_2 , X# 0.

1 ——s
175. Halla la funcién f que satisface la ecuacion f(;]:x"‘ 1+x° , X< 0.

176. Halla la funcién f que satisface las dos condiciones siguientes:

i) f(¥) = (f(X))Y para todo X, Y reales positivos.
ii) f(2) = 8.

177. Halla la ecuacion de la funcién f que satisface las condiciones:

1-x*

i) 1) =20/ () =—;

X

ii) f(X) < 1 para todo Xx.

178. Resuelve la ecuacién funcional f(X) — 2f(—x) = x.

1
179. Dada la ecuacién funcional /f(X)+2f (;)=3x no definida para X = 0. Halla f(X) y demuestra que la
ecuacion f(X) = f(—x) es vélida solo para dos nimeros reales.

180. Halla la funcién f que satisface las dos igualdades siguientes:
1
i) (x+1)- f(x)=1- f(;J para X # 0.
ii) f(0) = 1.

181. Halla todos los polinomios P(t) de una variable, que cumplen:

PO¢ - y’) = PX+y) - P(X-y)
para todos los nimeros reales X y V.

182. Sea f: R* — IR una funcién que verifica que para todo conjunto de siete puntos X, ..., X, que forman
los vértices de un heptdgono regular, f(x) + ... + f(x)) = 0. Encuentra f.

183. Halla la ecuacién de la funcién f(X) para la cual se cumple que:

5
f(X) + 3f(1 —x) = 2% + X — 5
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194,

Sea f una funcién de Z en Z tal que:
a) f(n + 1) > f(n) para todo n € Z.
b) f(n + f(m)) = f{(n) + m+ 1 para todo n, me Z.

Encuentra f(2 003).

(Cudles son las funciones cuadréticas f(X) = ax* + bx + ¢ (a # 0) para las que existe un intervalo (h;k),
tal que para todo X € (h;k) se cumple que:

fX) - fx+ 1) <0y f(x)-f(x-—1)<0

Un nadador para entrenar realiza sesiones de entrenamiento de 3, 5 y 7 km. Su entrenador le reco-
mienda practicar un total de 35 km. ;Podré realizarlos en 10 sesiones? Explica tu afirmacion.

Sean n un niimero natural y m el que resulta al escribir en orden inverso las cifras de n. Determina, si
existen, los nimeros de tres cifras que cumplen 2m + S = n, siendo Sla suma de las cifras de n.

Halla todos los nimeros de tres cifras abc tales que los nimeros de cuatro cifras abcl y 2abc

satisfagan la igualdad abcl =3-2abc.

Halla todos los nimeros de cuatro cifras que satisfacen las condiciones siguientes:

i) La suma de los cuadrados de los digitos de los extremos es igual a 13.

ii) La suma de los cuadrados de los digitos medios es igual a 85.

iii) Si del ntimero buscado se sustrae 1 089, resultard un nimero escrito con las mismas cifras que el
buscado, pero en orden inverso.

Se consideran todas las fracciones positivas menores que 1, cuyo denominador es 2 001 y cuyo nume-
rador es un nimero que no tiene divisores comunes con 2 001. Calcula la suma de estas fracciones.

(Cuantos factores 2 tiene el nimero k, sik=1-2-3 . ... -498 - 499 - 500?

Escrito el tridngulo aritmético:

0 1 2 3 4 1 991 1992 1993
1 3 5 T e 3983 3 985
4 8 12 e 7 968

donde cada nimero es la suma de los dos que tiene encima (cada fila tiene un nimero menos y en la
dltima solo hay un nimero). Prueba que el dltimo nimero es multiplo de 1 993.

Se escriben en la pizarra 14 nimeros enteros, no necesariamente distintos, que verifican la propiedad de
que al borrar cualquiera de estos se pueden agrupar los trece restantes en tres grupos de igual suma.
a) Demuestra que cada uno de los catorce es multiplo de 3.

b) (Es posible que alguno de los catorce que se han escrito no sea el 0?

El ndmero: M =20042004...2004

nveces 2 004

Se ha obtenido tomando 2 004 a continuacién de 2 004 como se indica.
a) Si n =2 005. ;Serd M divisible por 667

b) (Cudl serd el menor valor de n para que M sea divisible por 66?

c¢) (Cuantos divisores mds tiene 2 004 que 2 005?
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195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

Se tienen dos nimeros enteros: a =11...11'y 5 =100...005.

m m—1

Prueba que a - b + 1 es un cuadrado perfecto y determina las cifras de su raiz cuadrada.

a) Encuentra un subconjunto B del conjunto A = {1, 2, 3, ..., 40} de manera que B tenga 26 elementos
y que ningin producto de dos elementos de B sea un cuadrado perfecto.

b) Demuestra que no se puede obtener un subconjunto de A de 27 elementos con la caracteristica
mencionada en (a).

Considera la sucesion definida como a =3,y a =a + an2. Determina las dos ultimas cifras de a, .

Halla todos los nimeros naturales de 4 cifras, escritos en base 10, que sean iguales al cubo de la suma
de sus cifras.

a+l b+1 o .
+—— es entero. Demuestra que el maximo comun
a

Los nimeros naturales a y b son tales que

divisor de a 'y b no es mayor que va+b.

19 20 21 91
n+21 n+2 n+23" " n+93

Halla el menor entero positivo n tal que las 73 fracciones sean todas

irreducibles.

Prueba que el producto de dos enteros positivos consecutivos no puede ser igual al producto de dos
enteros positivos consecutivos pares.

Halla todos los nimeros enteros positivos m tales que m+ 2 001 - M) = 2m donde M) representa la
suma de los digitos de m.

.. mecd(m,n)( m
Sean My n enteros positivos, con m = n. Prueba que ———— es entero.
m n

La suma de los digitos de un entero positivo N escrito en el sistema decimal es igual a 100 y la suma
de los digitos del nimero 44n es igual a 800. Determina la suma de los digitos del nimero 3n.

Sea f(n), ne Z+ la menor cantidad de unos que pueden usarse al representar N utilizando nimeros
unos y cualquier cantidad de los simbolos +, - .

Por ejemplo, 80=(1+1+1+1+1)- 1 +1+1+1)- (1+1+1+1)ydeestaforma
f(80) < 13.

Prueba que 3log.n < f(n) < Slog,n, para todo n > 1.

Un nimero es equilibrado si una de sus cifras es el promedio de las otras dos, por ejemplo, el 258 es
equilibrado, pues 5 = (2 + 8) : 2. ;Cuantos nimeros equilibrados de tres cifras hay?

La poblacién de una ciudad era un cuadrado perfecto, es decir, un nimero entero al cuadrado. Con 100
personas mas, la nueva poblacion resulté ser un cuadrado perfecto mds uno. Ahora, con otro aumento

de 100 personas, la poblacién es nuevamente un cuadrado perfecto. ;Cudl era la poblacién original?
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208.

200.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

222.

Sea n un nimero de 6 cifras, cuadrado perfecto y cubo perfecto, si N — 6 es un nimero primo, halla el
valor de n.

Demuestra que no existen nimeros enteros positivos &, b, € tales que a* + b* = 8c + 6.

Los enteros positivos @, b y ¢ satisfacen la igualdad c(ac + 1)? = (5¢ + 2b)(2c + b).
a) Si C es un nimero impar, prueba que es un cuadrado perfecto.

b) (Es posible con las condiciones dadas que C sea un nimero par?

Once hembras y n varones fueron a buscar guayabas.
Ellos encontraron n?> + 9n — 2 en total, cada uno encontré la misma cantidad. ;Cuél es mayor, el
nimero de hembras o el nimero de varones?

Se tiene el conjunto formado por todos los nimeros de siete digitos diferentes que se pueden formar
con los digitos 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8. Prueba que no existen dos nimeros del conjunto tales que uno de
estos divida al otro.

n
Sean N un ndmero entero positivo menor que 2 001 y 5001 Una fraccion tal que mcd(n,2 001) = 1.

Calcula la suma de todas las fracciones que cumplan con ambas condiciones a la vez.
Se forman todos los subconjuntos de cuatro elementos del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Con los
elementos de cada subconjunto se escriben todos los nimeros de cuatro digitos diferentes y se suman.

Determina el maximo comun divisor de todas las sumas.

(Para qué nimeros naturales n hay exactamente cuatro multiplos de 20 en el conjunto
A={4n+1,4n+ 2, ..., 5n}.

Dados los nimeros naturales A, B, C tales que A’ es divisible por B, B? es divisible por C, C* es
divisible por A. Prueba que (A + B + C)!* es divisible por A- B - C.

Prueba que hay infinitos pares de nimeros naturales a y b tales que a* + 1 es divisible por by b?> + 1
es divisible por a.

Halla todas las parejas de enteros positivos (a;b) que satisfacen la ecuacién
a’—b*=1995.

Prueba que si las dos tltimas cifras de un niimero de tres cifras, son iguales y la suma de sus cifras es
divisible por 7, entonces el nimero es divisible por 7.

Determina el mayor ndmero natural n que satisface simultineamente las condiciones siguientes:

a)n< 2300 b) n = pfg, p y g son primos.
Halla todos los niimeros de seis cifras x1986y que son divisibles por 44.

Encuentra todos los nimeros naturales n tales que:

i) 1500 <n<1993. ii)n=a-h. iii)a>-b*=2b+ 1.
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223.

224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

Sea Sel conjunto de nimeros naturales que multiplicados por 28 dan como resultado niimeros cuyas
cifras son todas iguales a 4.

a) Halla el menor elemento de S
b) Halla el menor elemento de S que es menor que 103

Sea E un conjunto de n nimeros naturales diferentes que tiene la propiedad siguiente: cada uno de los
elementos de E divide a la suma de todos ellos.

a) Determina todos los conjuntos con la propiedad de E en los casos en que n =2, n = 3.
b) Muestra un conjunto con la propiedad de E que tenga 10 elementos.

Sean X, Yy enteros positivos tales que mcd(X,y) = 1 y 3 no divide a (X + y). Demuestra que X* — Xy + Yy*
y X + Y son primos relativos.

Se tiene un tablero de 4 X 4. Escribe en cada casilla del tablero un ndmero entero positivo menor que
100 de forma tal que el producto de los nimeros situados en cada fila, cada columna y en las dos
diagonales sea el mismo.

Sea s(n) la suma de los digitos de n. Determina si la afirmacién siguiente es verdadera o falsa, justifi-
cando convenientemente.

Existe n natural tal que s(n) = 2 005 y s(n?) = 4 020 025.

En una sucesion infinita {X } de enteros positivos, X | es la suma de X y un digito distinto de cero de
X para n 2 1. Prueba que X es par para algin n > 1.

Del conjunto {1, 2, 3, 4, ..., 360}. Demuestra que al escoger 8 niimeros compuestos, por lo menos 2
de los escogidos no son primos entre si.

Se escriben 3 000 digitos, uno después del otro, de modo que todo par de digitos consecutivos forme un
nimero de dos cifras que sea el producto de cuatro primos (no necesariamente distintos), es decir, que
el primer y segundo digitos formen un nimero de dos cifras que sea el producto de cuatro primos, el
segundo y tercer digitos formen un nimero de dos cifras que sea el producto de cuatro primos y asi,
sucesivamente. ;Qué digito ocupa la posicién 1 999?

Para a y b enteros positivos no miltiplos de 5, se construye una lista de nimeros como sigue: El
primer nimero es 5y, a partir del segundo nimero, cada niimero se obtiene multiplicando el nimero
que le precede (en la lista) por a y suméandole b.

(Por ejemplo, si a =2 y b = 4, entonces los primeros tres nimeros de la lista serian:

5,14, 32 (pues 14 =(5-2)+4y32=(14-2) + 4). ;Cudl es la madxima cantidad de primos que se
pueden obtener antes de obtener el primer nimero no primo?

(Para qué enteros n = 2 se pueden acomodar los nimeros del 1 al 16 en los cuadrados de una
cuadricula de 4 X 4 (un ntimero en cada cuadrado, sin repetir nimeros) de manera tal que las 8 sumas
de los nimeros que quedan en cada fila y en cada columna sean multiplos de n y que estos 8 multiplos

sean todos distintos entre si?

Halla el nimero natural n que es el producto de los primos p, q y I, si se sabe que
r-q=2pyrq+ p*=676.

Sea p un nimero primo. Determina todos los enteros K € Z tales que \Vk* —kp es natural.
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235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

243.

244,

245,

246.

247.

248.

Sean a y b enteros positivos primos entre si. Prueba que todo entero ¢ mayor o igual que el nimero
(@a— 1)(b - 1) puede ser escrito de la forma ¢ = ar — bscon r, s> 0 y que el menor nimero con esa
propiedad es (a — 1)(b — 1).

Prueba que para cualquier primo p distinto de 2 y 5 existe un miltiplo de p cuyas cifras son todas
nueve. Por ejemplo, si p = 13, 999 999 = 13 - 76 923.

Halla todos los trios de nimeros enteros que estén en progresion aritmética cuyo producto sea un
nimero primo.

Dado el conjunto de numeros 1, 2, 3, ..., 1 985, escoge el mayor subconjunto tal que la diferencia
entre cualesquiera dos nimeros en el subconjunto seleccionado no sea un nimero primo.

Sean p un numero primo, I el resto de la divisién de p por 210. Si sabemos que I es un nimero
compuesto y puede representarse como la suma de dos cuadrados perfectos, determina r.

Sean a, b, ¢ enteros positivos tales que (a + 1)(b + 1)(c + 1) = 3abc, siendo a un niimero primo menor
que 5yb+c>6.Hallaa’+b+c

Los primeros dos nimeros de una sucesién son 1 y 2 respectivamente. Cada término de la
subsucesion es el menor entero positivo el cual ain no ha aparecido en la sucesién y no es primo
relativo con el término anterior de la sucesion. Prueba que todos los enteros positivos aparecen en
esta sucesion.

Sea n un nimero obtenido al multiplicar cuatro nimeros primos &, b, c, d tales que:

i)a+c=d;
iil)a@+b+c+d=c(d-b);
iii) 1 + bc + d = bd.

Determina n.

Demuestra que para todo nimero primo p distinto de 2 y de 5, existen infinitos mdltiplos de p de la
forma 1111...1 (escrito solo con unos).

Un gran grupo de nifios estdn “jugando a la suma”. El juego consiste en sumar el nimero de su
posicién al nimero que dijo el nifio anterior. El primero dice 1, a partir de él, el segundo dice 3, el
tercero 6 y asi, sucesivamente.

(Podria alguno decir 595? ;Y 2% + 1?

Sea p un nimero primo. Prueba que si i es un entero tal que 2 < i < p — 2, entonces existe un entero |
con2<j<p-2talquei#jyquei-j=1(médp).

Demuestra que no existen 1 999 primos en progresién aritmética todos ellos menores que 12 345.

Encuentra todos los nimeros primos positivos p tales que 8p* — 3 003 también sea un primo positivo.
Los ntimeros enteros desde 1 hasta 9 se distribuyen en las casillas de un tablero de 3 x 3. Después
se suman seis nimeros de tres cifras: los tres que se leen en filas de izquierda a derecha y los tres

que se leen en columnas de arriba hacia abajo. ;Hay alguna distribucién para la cual el valor de esa
suma sea 2 001?
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249,

250.

251

252.

253.

254,

255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

263.

Sea A un niimero de seis digitos, tres de los cuales estdn dados y son iguales a 1, 2 y 4. Demuestra que
siempre es posible obtener un nimero que es multiplo de 7, efectuando una de las operaciones
siguientes, o suprimir los tres digitos determinados o escribir un digito de A en algin orden.

Sea n = 2 un ndmero entero. Prueba que Ny N + 2 son ambos primos si y solo si

4((n=D!'+D+n
nn+2)

es entero.

Un ndmero de diez cifras se dice interesante si todas sus cifras son diferentes y es un mdltiplo de 11 111.
(Cuantos nimeros interesantes hay?

Prueba que si tres términos consecutivos de una progresion aritmética son cuadrados perfectos, en-
tonces la diferencia comiin entre dos términos consecutivos de la progresion es divisible por 24.

Prueba que no existe un nimero entero N > 1 tal que n divida a 3" — 2"

27 -1
Determina todos los nimeros primos p para los cuales el nimero —p es el cuadrado de un entero.

Prueba que si p es un nimero primo de la forma 4K + 3, entonces 2p + 1 también es primo si y solo si
2p + 1 divide a 2P — 1.

Diremos que un nimero es descendente si cada uno de sus digitos es menor o igual que el digito
anterior, de izquierda a derecha. Por ejemplo, 4 221 y 751 son nimeros descendentes, pero 476 no lo
es. Determina si existen enteros positivos N para los cuales 16" es descendente.

Sean n un ndmero natural y m el que resulta al escribir en orden inverso las cifras de n. Determina, si
existen, los nimeros de tres cifras que cumplen 2m + S = n, siendo Sla suma de las cifras de n.

Sean X, Y, Z a, b, c, enteros positivos con X2 + y* = a% X*+ 22 = b?; y* + Z2 = % Prueba que el nimero
Xyz es divisible por 5.
Determina el mayor niimero natural N tal que existen enteros @, a,, ..., @ tales que para cualquiera b,

b,, ... b € {-1, 0, 1}, no todos nulos se verifica N’ no divide a Zbiai .

Los cuatro dltimos digitos de un cuadrado perfecto son iguales. Prueba que todos son ceros.

Sean p + 1 y 2p + 1 ndmeros primos, demuestra que X** — 1 es divisible por
8(p + D(2p + 1), si X es primo con 2(p + 1)(2p + 1).

p-1

Si p es primo, p > 2, n € IN*. Prueba que n 2 deja resto 1 o —1 al dividirse por p, si N no es divisible por p.

Sea p un nimero primo, p > 3, N € IN no divisible por p. Demuestra que existe un nimero k que
cumple una de las condiciones siguientes:

a) o bien N** — 1 es miiltiplo de p o ** + 1 lo es.
b) o bien N*-! — 1 es miiltiplo de po N~ + 1 lo es.
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264.

265.

266.

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

276.

Sea p un nimero primo mayor que 3. Prueba que 2(p — 3)! + 1 es divisible por p.
Si p es un nimero primo mayor que 2. Prueba que (p — 2)! — 1 es un miiltiplo de p.

Prueba que si pes primoy A=[(p—- D!FP + 1 + 3{[(p- D!]> + (p - 1)!}, entonces A es divisible por p

y pdi- deja resto 1 en la divisién por p.

Determina para qué niimeros primos p, se cumple que 2P + p? es primo.
Determina todos los nimeros naturales n para los cuales 1! + 2! + ... + n! es un cuadrado perfecto.

Observa el tridngulo siguiente:

(Cuantas veces aparece el nimero 1 988 y en qué filas?

Determina todos los enteros a y b tales que (19a + b)!* + (a + b)!*® + (19b + a)'® es un cuadrado
perfecto.

(Existe alguna potencia de 2 que al escribirla en el sistema decimal tenga todos sus digitos distintos
de cero y sea posible reordenarlos para formar con estos otra potencia de 2? Justifica la respuesta.

Si los nimeros ABC y CBA dejan el mismo resto al ser divididos por 7, y A > C, determina el valor
de Ay de C.

Sean a y b dos enteros positivos tales que a" + n divide a b" + n para cualquier entero positivo n.
Prueba que a = b.

Determina todos los enteros positivos N tales que 33 divide a los nimeros
(n+ D"+ 16ny (n+ D4 + 16N,

2005

Se define el nimero N como 2005*®° | donde el nimero 2 005 aparece 2 005 veces en la expresion

anterior. Sea M el producto de todos los nimeros primos relativos con 27 en el conjunto {1, 2, 3, ..., N}.
Determina el resto al dividir M por 27.

Considera el conjunto de ndmeros {1, 2, 3, 4, 5}, escoge dos de estos, digamos a y b, y forma un
nuevo conjunto sustituyendo los dos nimeros escogidos por su producto ab y su suma a + b. Si
esta operacion se repite indefinidamente, ;es posible llegar a formar el conjunto {21, 27, 64,
180, 540}?
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277.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

Prueba que existen cadenas tan grandes como uno quiera de ndmeros enteros consecutivos en las que
cada nimero es divisible por el cuadrado de un entero mayor que 1.

Prueba que 2n + 3m es divisible por 17 si y solo si 9n + 5mlo es.

Prueba que existe una sucesion de enteros positivos a,, &, ..., &, ... tal que la suma de sus cuadrados
es un cuadrado perfecto para todo entero positivo n.

I .,
Una sucesion z,, Z,, Z,, ... estd definida por z, =0y z. =2, +5(3 - sin=3-'3k+ 1) o

|
zZ,=2,, +5(3 —1) sin=3""! 3k + 2) con k, r enteros. Muestra que cada entero aparece exactamen-

te una sola vez en esta sucesion.

La funcién g se define sobre los nimeros naturales y satisface las condiciones:

D2 =1
i) g(2n) = g(n)
i) g2n + 1) = g2n) + 1

Sea n un nimero natural tal que 1 < n < 2 002. Calcula el valor maximo M de g(n). Calcula también
cuantos valores de n satisfacen g(n) = M.

Sea P(X) =1 + X+ X2 + ... + X™. Halla todos los m € IN para los cuales se cumplen las dos condiciones
siguientes:

1) Existe un nimero natural n tal que al elevar P(X) a la n-ésima potencia y reducir todos los términos
semejantes, se obtiene una expresiéon que consta de exactamente 1 981 sumandos.
ii) El nimero P(2) es divisible por 2"' — 1.

Sean a, b e R, n, ke IN; n > k Demuestra que:
a) a"+ b">ab" -k + bra-k
b) (a + b)" < 2™(@ + b,

(Cudantos de los primeros 100 nimeros enteros positivos pueden expresarse en la forma
bﬂ+@ﬂ+bﬂ+@ﬂ?

Prueba que no existe ninguna funcién f: IN — IN que verifique que f(f(n)) = n + 1.

Consideramos el conjunto IN = {1, 2, 3, ...} de los nimeros naturales y la aplicacién
f: N > IN que cumple las dos condiciones siguientes:

a) f(f(n)) = n para todo n € IN.

b) f(f(n) + 1) = {n— 1, si nes par y N + 3, si N es impar.

Determina el valor de f(n) para cada n € IN observando previamente que f es biyectiva y que, al no ser
nunca f(f(n) + 1) = 2, tiene que ser f(1) = 2.

Determina la funcién f: IN*— IN* que cumple, para cualesquiera S, n € IN*, las condiciones siguien-
tes: f(1) = f(2%) = 1 y si n < 25, entonces (25 + n) = f(n) + 1.

a) Calcula el valor maximo de f(n) cuando n < 2 001.
b) Halla el menor ndimero natural n tal que f(n) = 2 001.
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288.

2809.

290.

201

292.

293.

294,

295.

296.

Halla todas las funciones f : IN — IN estrictamente crecientes y tales que:
f(n + f(n)) = 2f(n).

(Existira una funcién f: IN* — IN* tal que se cumpla que f(n) = f(f(n — 1)) + f(f(n + 1)) para cada
nimero natural n > 1?

Una funcién f: IN — IN satisface las condiciones siguientes:

i) f(ab) = f(a)f(b) si el maximo comiin divisor entre ay b es 1.
ii) f(p + q) = f(p) + f(q) para todos p y q nimeros primos.
Muestra que f(2) = 2f(3) = 3 y f(1 999) = 1 999.

Sea o(n) la suma de todos los divisores positivos de h donde n es un entero positivo (por ejemplo, 6(6) = 12
y o(11) = 12).

Diremos que n es casi perfecto si se cumple que 6(n) = 2n — 1 (por ejemplo, 4 es casi perfecto porque

6(4) = 7). Sean n médulo K el resto de la divisiéon de n por Ky S(n) = Zn maéd Kk (por ejemplo,
k=1

0+0+0+2+1+0=3y
S1ID)=0+1+2+3+1+5+4+3+2+1+0=22).
Prueba que n es casi perfecto si y solo si Sn) = §n - 1).

Sea f una funcién definida en enteros positivos de la forma siguiente:

Dado n, escribimos n = 22 - (2b + 1), con a y b enteros y definimos f(n) = & + a + 1. Determina el
menor entero positivo n tal que f(1) + f(2) + ... + f(n) > 1 213 456.

Sea g una funcién definida para todo entero positivo N, que satisface:
o) =1

i)gin+1)=9gn)+ 1 og(n+ 1) =g(n) — 1 para todo n = 1.

iii) g(3n) = g(n) para todo n = 1.

iv) g(k) = 2 001 para algin entero positivo k.

Halla el menor valor posible de K entre todas las funciones g que cumplen las condiciones anteriores
y demuestra que es la menor.

Para cada nimero n, sea f(n) la cantidad de maneras en que se puede expresar N como la suma de
nimeros iguales a 1, 3 o 4.

Por ejemplo, f(4) = 4, pues todas las formas posibles son

4=1+1+1+1=1+3=3+1=4. Demuestra que si n es par, f(N) es un cuadrado perfecto.

A cada nimero natural n se le asigna un entero no negativo f(n) de tal manera que se satisfacen las
condiciones siguientes:

i) f(r - s) =f(r) + f(s), parar, se IN.

ii) f(n) = 0, cuando el digito de las unidades es igual a tres.
iii) f(4) = 0.

Halla f(1 998).

Una funcién f satisface la condicién f(1) + f(2) + ... + f(n) = n? - f(n) para cualquier entero positivo n.
Si f(1) = 1 001, halla f(2 002).
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297. Determina la cantidad de fracciones propias, cuyos denominador y numerador son respectivamente
1 983 y un nimero natural, que sean irreducibles.

298. Demuestra que la suma de todos los nimeros naturales menores que N € IN y primos relativos con él

1
—nN- n).
es > o(n)

299. Sea n un nimero compuesto, prueba que @(n)< n-+/n.

300. Halla los nimeros naturales n para los cuales @(n) no es divisible por 4.
301. Prueba que si p> 2y 2p + 1 son nimeros primos, entonces para N = 4p, se cumple que @(nN + 2) = e(N) + 2.

302. Prueba que para cualquier nimero natural m, existe un ndmero natural n tal que
oM -M-1D>myon —oen+1)>m

303. Halla todas las soluciones de la ecuacién @(n) = @(2n).

304. Prueba que [X + Y] = [X] + [Y].
X _[x
305. Prueba que " = para n € Z.

n

[x] - x

306. Halla todas las raices reales de la ecuacién 1 — |X -1 | = m

307. Halla todos los valores de n, enteros positivos, que satisfacen la ecuacién

Ri+32+33+..+¥n]=2n

[x]*
308. Resuelve la ecuacion T =2.

1

1 1 1
I+ —=+—=+—=+—.
V2 N3 V45

309. Halla la parte entera del nimero x =

1 1
310. Halla la parte entera del nimero y =14+ —=+—+ 1 + = +..

1
e —
V2 3 V4 A5 /1000 000

311. Prueba que cualquier potencia entera positiva del nimero /2 —1 puede ser expresada en la forma

\/ﬁ —+/n—1 donde n es un entero positivo.
Por ejemplo: (2 —1) =3-2v2 =9 —/8; (V2 -1)' =5v2 =7 =50 —49.
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312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

324.

Halla todas las soluciones enteras de la ecuacién 2x* — 3xy — 2y* = 7.

3n+4

(Para cudles ndimeros enteros n la fraccion es un ndmero entero?

a) Determina los cinco primeros valores naturales de n que cumplen la propiedad anterior.
Sea p un nidmero primo. Determina todos los enteros k € Z tales que ,/k* —kp es natural.

Encuentra todos los enteros positivos my n tales que n! + 1 = (m! — 1)%

(2n* +4n+18)(7—n)
—3n’ +18n+21

Halla los valores enteros positivos N tales que la expresion representa un ndme-

ro entero.

Determina todas las parejas de ntiimeros naturales (m;n) tales que la parte entera del nimero

1

1+2—m+3—m+---+—m es igual a m.
n

Determina si existe N € IN tal que n* = n + 2 003.

Resuelve la ecuacion: |2xy ~3x|+ |6 - 4y | = 6, hasta encontrar dos pares (X; y) de nliimeros enteros
que sean soluciones de dicha ecuacién.

En una olimpiada de Matematica los concursantes estin ocupando todos los asientos de un salén
rectangular donde estos estdn alineados en filas y columnas de tal manera que hay mds de dos filas y
en cada fila hay mas de dos asientos. Al inicio del examen un profesor les sugiere que se deseen
suerte dandose la mano; cada uno de los concursantes estrecha la mano de los concursantes que estan
junto a él (delante, atrds, a los lados y en diagonal) y solo a estos. Alguien observa que se dieron
1 020 apretones de manos. ;Cuantos concursantes hay?

Halla todos los pares de nimeros naturales X, ¥ (X < V) tales que la suma de todos los nimeros
naturales comprendidos estrictamente entre ambos es igual a 1 999.

Encuentra el mayor nimero entero N que cumpla las condiciones siguientes:

N| . : .

a) l:?:' tiene sus tres cifras iguales.
N

b) l:?:':l+2+3+...+(n—1)+n.

Sea p un nimero primo, halla todas las soluciones enteras de la ecuacién:

PX +y) = xy.

a) Halla todas las soluciones enteras de la ecuacion \/E +\/Z =\/Z .

b) Halla todas las soluciones enteras de la ecuacién % + 3\/3=% .
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325.

326.

327.

328.

320.

330.

331.

332.

333.

334.

335.

336.

337.

338.

330.

340.

Prueba que no existen enteros positivos X, Y, z t tales que X* + y* = 3(Z + t%).
Determina todos los enteros X, Yy que satisfacen la ecuacién X* + 9xy + 127 = y°.
Prueba que la ecuacién X* + y* + Z2 = 3xyz tiene infinitas soluciones enteras con X > 0, y > 0, z> 0.

Determina todos los nimeros primos P para los cuales el sistema:
p+1=2x%
P>+ 1 = 2y?

tiene una solucién en enteros X, Y.

Halla todos los nimeros reales m tales que la ecuacion:
O =-2mx —4(mf + 1) —4x-2mn? + 1)) =0

tiene exactamente tres raices reales diferentes.

Pedro y Luis suben caminando por una escalera mecdnica en movimiento. Cuando Pedro llega a
arriba ha subido 21 escalones, mientras que Luis, quien camina con una velocidad que es el doble de
la de Pedro, ha subido 28. ;Cuéntos escalones tiene la escalera en reposo?

Juan naci6 antes del afio 2000. EI 25 de agosto de 2001 cumple tantos afios como es la suma de los digitos
del afio de su nacimiento. Determina su fecha de nacimiento y justifica que es la tnica solucién posible.

. 1 9 ,
Encuentra todos los enteros que se escriben como —+—+...+— donde cada @ paral =1, 2, ..., 9
a  a Ay
son digitos diferentes de cero que pueden repetirse.
Halla todos los pares ordenados de enteros positivos (m;n) tales que los ndmeros M? — 4ny n? — 4m

sean cuadrados perfectos.

Sea la ecuacion (m— 7)(n + 8) = mn con M, N enteros positivos.

a) Determina el mayor valor de m: n.
b) Determina el valor minimo de my n tal que mn sea un cuadrado perfecto.

Sean a, b, ¢, d, e nimeros naturales (no necesariamente distintos) y la suma de todos los grupos de
cuatro de esos nimeros son 21, 25, 28, 30 (dos grupos repiten la suma). Determina dichos nimeros.

Halla todos los pares ordenados (X, y) de ndmeros enteros tales que X* — 3X — y* —y = 6.
Halla todos los nimeros naturales de 4 cifras, que sean iguales al cubo de la suma de sus cifras.

Sea n un entero positivo. Prueba que si 3n + 1 es un cuadrado perfecto, entonces N + 1 es la suma de tres
cuadrados perfectos (por ejemplo, n = 40, se tiene que 3n+ 1 =121 = 112y n+ 1 =41 = 62 + 2> + 12).

Halla los dos dltimos digitos de 3!°%.
En un aula hay n alumnos varones y 13 hembras. A cada uno de ellos se le ha entregado el mismo
ndmero de libretas. Si el nimero total de libretas repartidas fue de 2n* + 21n — 40, determina si en el

aula habia més varones que hembras.
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341.

342.

345.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

Halla todos los trios de nimeros enteros positivos (p,g,n), con P y g primos, que son soluciones de la
ecuaciéon: p(p + 3) 6+ (g + 3) = n(n + 3).

Sea b > 800 un entero positivo. Determina todas las 2 002-tiplas de enteros no negativos (a,, &, ..., &, ,,)
a; __ b
que satisfacen Zaj’ =2002-5".
. Encuentra todos los enteros positivos my n tales que n! + 1 = (m! — 1)

(Cuantas ternas ordenadas de nimeros naturales (&, b, C) distintos de la unidad hay tales que a - b - ¢ = 7%.

Considera 10 nimeros enteros positivos, no necesariamente distintos, que sumen 95. Encuentra el
menor valor posible de la suma de sus cuadrados.

Sea a un entero positivo impar mayor que 17 tal que 3a — 2 es un cuadrado perfecto. Demuestra que existen
enteros positivos diferentes b y C, tales que a+ b, a+ ¢, b+ cy a+ b + ¢ son cuatro cuadrados perfectos.

Halla todos los enteros positivos que son menores que 1 000 y cumplen con la condicién siguiente: el
cubo de la suma de sus digitos es igual al cuadrado de dicho entero.

Sea N un entero positivo. Hay exactamente 2 005 pares ordenados (X;y) de enteros positivos que

1
satisfacen la igualdad _+_:N' Prueba que N es un cuadrado perfecto.
Xy

Determina todas las ternas de enteros positivos (a, b, ) tales que abc + ab + ¢ = &.

Determina la cantidad de sucesiones infinitas a, @, ..., &, ... de enteros tal que
a+a ,=2a .a ,+2005, paratodon=1.

1 n+2-n+3

El nimero 695 se escribe con una base de numeracion factorial, es decir, 695 =a +a,- 2! + .. +a - n!
donde a, a,, ..., @ son enteros tales que 0 < a_ < K. Determina a,.

Mediante la notacién 1 989 donde n es un nimero natural no nulo se designa el nimero que resulta
de escribir 1 989 n veces seguidas formando un nimero de 4n cifras. Ejemplo, 1 989, = 198919891989.
Sea C el conjunto de los nimeros de la forma 1 989 con n = 1. Designemos por S al subconjunto de
C formado por los elementos de este que son divisibles por 891. Ademads, si kK es un elemento de S
designemos por d(k) el nimero de digitos de k. Demuestra el valor minimo de | 1 989 — d(k) |

Considera dos niimeros enteros positivos X y Y que satisfacen la relacién:

3X% + X = 4y* + Y. Prueba que los niimeros (X —Y), (3X + 3y + 1), (4x+ Yy + 1) son tres cuadrados perfectos.
En una sucesién de enteros positivos, cada término después del primero es la suma del término
precedente y el mayor digito de ese término. ;Cudl es el mayor nimero posible de los términos

impares sucesivos en esa sucesion?

Un estudiante estuvo leyendo un libro de Matemadtica por 37 dias de acuerdo con la regla siguiente:

i) Cada dia lefa al menos una hora.
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356.

357.

358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

ii) Cada dia lefa un ntimero entero de horas y al menos 12 h.
iii) En total él estuvo leyendo al menos 60 h.

Prueba que hay algunos dias consecutivos en los cuales el estudiante ley6 en total durante esos dias, 13 h.

Tenemos un conjunto de 221 ndmeros reales cuya suma es 110 721. Los disponemos formando un
rectangulo de modo que todas las filas y la primera y dltima columnas son progresiones aritméticas
de mds de un elemento. Prueba que la suma de los elementos de las cuatro esquinas vale 2 004

Dado un conjunto A de enteros positivos, construimos el conjunto A’ poniendo todos los elementos
de Ay todos los enteros positivos que se pueden obtener de la manera siguiente: Se escogen algunos
elementos de A, sin repetir, y a cada uno de esos nimeros se le pone el signo + o el signo —; luego se
suman esos nimeros con signo y el resultado se pone en A’.

Por ejemplo, si A= {2, 8, 13, 20}, entonces algunos elementos de A’ son 8 y 14 (pues 8 es elemento de
Ay 14 =20 + 2 — 8). A partir de A’ construimos A’’ de la misma manera que A’ se construye a partir
de A. Encuentra el minimo nimero de elementos que necesita tener A si queremos que A’ contenga a
todos los enteros del 1 al 40 (ambos inclusive).

Un ndmero es suertudo si al sumar los cuadrados de sus cifras y repetir esta operacion suficientes veces
obtenemos el ndmero 1. Por ejemplo, 1 900 es suertudo, ya que 1 900 — 82 — 68 — 100 — 1.
Encuentra una infinidad de parejas de enteros consecutivos, donde ambos nimeros sean suertudos.

(Cudntos nimeros, comprendidos entre 1 000 y 9 999, verifican que la suma de sus cuatro digitos es
mayor o igual que el producto de estos? ;Para cuintos de ellos se verifica la igualdad?

La suma de 17 enteros positivos distintos es igual a 1 000. Prueba que se pueden escoger 8 de esos
enteros de tal forma que su suma sea mayor o igual que 500.

Prueba la existencia de dos conjuntos infinitos A y B no necesariamente disjuntos de mimeros enteros no nega-
tivos tales que cada entero no negativo puede ser representado de forma tinica como a+ bconae Ay be B.

Dadas 9 personas, demuestra que existe un valor de n tal que con las personas se pueden formar n
grupos de 3, de modo que cada par de personas se encuentra en exactamente uno de dichos grupos,
y muestra una de las posibles conformaciones de los grupos.

(Existe algin conjunto finito de nimeros reales M que contenga al menos dos elementos distintos y
que cumpla la propiedad de que para dos nimeros a, b cualesquiera de M, el nimero 2a — b* sea
también un elemento de M?

Calcula \/(3 1)(30)(29)(28) +1.

Sean My n enteros positivos. Determina un polinomio ménico P, del mayor grado posible, que divida
simultdneamente a los polinomios X™ — 1 y X" — 1.

Sean p(X) un polinomio con coeficientes enteros tal que p(0) = p(1) = 1, y g un entero cualquiera, 8, , = p(@).
Demuestra que cualesquiera dos términos @ y a son primos relativos.

Dado un polinomio f(X) = X" + a,. IX"'1 + ... + aX + @, con coeficientes enteros a, a,, ..., @, _,
suponga que existen enteros distintos a, b, ¢, d tales que f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = 5. Muestra que

no existe k € Z tal que f(k) = 8.
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369.

370.

371

372.

373.

374.

375.

376.

377.

378.

379.

380.

Si @, by c son nimeros tales que 2a, a + b y C son enteros, prueba que para todo X entero se cumple
que ax + bx + ¢ es un entero.

Un polinomio en una variable tiene todos sus coeficientes enteros y para cuatro valores enteros
distintos de la variable toma el valor 1. Demuestra que este polinomio no puede tomar el valor 24
para ningtin valor entero de la variable.

Sea R(X) = mx + n el resto de la divisién de un polinomio P(X) por el polinomio
T(X) =X - (a+ b)x + ab en que a 'y b son constantes diferentes.

a) Determina R(X) en funcién de a, b, P(a) y P(b).
b) Determina my N para el caso particular en que P(X) = X*®, a=-1y b= 2.
c¢) Prueba que para el caso particular del inciso b, my n son ambos enteros.

Sean P (X) y P,(X) dos polinomios con coeficientes enteros. Los coeficientes del polinomio P (X) - P,(X)
son todos multiplos de 5. Demuestra que para al menos uno de estos polinomios todos sus coeficien-
tes son multiplos de 5.

Sea P(X) un polinomio con coeficientes enteros que cumple que:

i) P(0) es impar.
ii) P(P(0)) = 0.

Demuestra que la suma de los coeficientes de P(X) es par.
Halla las tangentes de los dngulos de un tridngulo si se sabe que son nimeros enteros positivos.

En el tridngulo ABC, D es un punto del lado AB, E es un punto del lado AC y F es el punto de
interseccion de las rectas que contienen a los segmentos DE y BC.
SiAD=1cm, DB=2cm, BC=4 cm, CE=2 cm y EA = 3 cm; determina la longitud de CF.

En el tridngulo ABC, AD es la mediana relativa al lado BC y BE es la bisectriz relativa al angulo B. Si
AB = 7,0 cm, BC = 18,0 cm y EA = ED; determina la longitud del lado AC.

Demuestra que si en un tridngulo la razén de las tangentes de dos dngulos es igual a la razén de los
cuadrados de los senos de estos dngulos, entonces el tridngulo es isdsceles o rectangulo.

Sean ABC un tridngulo y E y F puntos sobre los lados CA y AB. Sea D la intersecciéon de BE con CF
y supén que las areas de los tridngulos BDF, CDE y BCD son 3, 3 y 9 respectivamente. Encuentra el
area del cuadrilatero AFDE.

Se considera el tridngulo ABC y su circunferencia circunscrita. Si D y E son puntos sobre el lado BC
tales que AD y AE son, respectivamente, paralelas a las tangentes en C y en B a la circunferencia
circunscrita, demuestra que BE : CD = AB? : AC%.

En el tridngulo acutdngulo ABC, AH, AD y AM son, respectivamente, la altura, la bisectriz y la media-
na que parten desde A, estando H, D y M en el lado BC. Si las longitudes de AB, AC y MD son,
respectivamente 11, 8 y 1, calcula la longitud del segmento DH.

(Qué condicién han de cumplir las longitudes de los lados de un tridngulo cualquiera para que la

linea que une el baricentro (centro de gravedad del tridngulo o punto donde coinciden las medianas)
y el incentro (punto comin a las tres bisectrices) sea paralela a uno de los lados?
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382.

383.

384.

385.

386.

387.

388.

389.

390.

391

392.

En un tridngulo ABC, A’ es el pie de la altura relativa al vértice A y H el ortocentro.

)

HA

a) Dado un niimero real positivo K tal que =k, encuentra la relacién entre los dngulos B y C en

funcién de k.
b) Si By C son fijos, halla el lugar geométrico del vértice A para cada valor de k.

En el tridngulo ABC, la bisectriz trazada desde A divide al lado opuesto en dos segmentos, de los que
conocemos uno: BT = 572 m. Si dicha bisectriz corta a la mediana BM en los segmentos BD = 200 m
y DM = 350 m, calcula el lado a del tridngulo y plantea una ecuacién con incdégnita C para obtener el
lado ¢ (no hace falta que lo calcules explicitamente).

Dado un tridngulo ABC con lados de longitud a = BC, b = AC y ¢ = AB, llamemos D al punto de

2ab cosg

interseccién del lado AB con la bisectriz del dngulo C. Demuestra que CD = 5
a+

Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = BC y LZABC = 144°. Se consideran el punto K en AB, el punto
L en BCy el punto M en AC de modo que KL es paralelo a AC, KM es paralelo a BC y KL = KM. La
recta LM corta a la prolongacion del lado AB en P. Halla la amplitud del angulo BPL.

Las alturas del tridngulo ABC se cortan en el punto H. Se sabe que AB = CH. Determina el valor del
angulo BCA.

Sean ABC un tridngulo, D el punto medio de BC y E un punto sobre AC tal que CD : CA=1:n. Pes

PD 1
el punto de intersecciéon de AD y BE. Determina el menor valor de n para el que D < TR

Sea G el baricentro del tridngulo ABC. Si se verifica: AB + GC = AC + GB, demuestra que el triangulo es isdsceles.

Demuestra que la condicién necesaria y suficiente para que, en el tridngulo ABC, la mediana desde B

a b c

sea dividida en tres partes iguales por la circunferencia inscrita en el tridngulo, es 510 = 'ES

Sean a, b, c las longitudes de los lados de un tridngulo.

1 1 1
Sup6n que u=a* + b* + ¢y v=(a+ b + c)>. Prueba que 3 Suv< 5 Y que la fraccion 5 ho puede ser

reemplazada por un nimero menor.

(Es verdad que cualquier par de tridngulos que comparten un dngulo comdun, el inradio y el circunradio,
deben ser congruentes?

Sea ABC un tridngulo en el que ZB > 90° y en el que un punto H sobre AC tiene la propiedad de que
AH = BH, y BH es perpendicular a BC. Sean D y E los puntos medios de AB y BC, respectivamente.
Por H se traza una paralela a AB que corta a DE en F. Prueba que ZBCF = ZACD.

En el tridngulo ABC, la bisectriz del angulo A corta a BC en D. Demuestra que si la longitud de BD es
igual a la longitud del radio de la circunferencia circunscrita al triAngulo ABC, entonces se verifica que:
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395.

396.

1
a) Aypc = sz-

b) La medida del dngulo C es mayor estrictamente que 30° y menor estrictamente que 150°.

Sea D el pie de la bisectriz interior del dngulo A en el tridngulo ABC. La recta que une los centros de los
circulos inscritos en ABD y ACD corta a AB en M y a AC en N. Demuestra que BN y CM se cortan sobre la
bisectriz AD.

En el tridangulo ABC, Py Q son puntos del lado BC tales que las rectas AQ y AP forman dngulos iguales con los
lados AB y AC, respectivamente. Sean BT, y CT, las tangentes al circulo circunscrito a APQ trazadas desde By
C. Si M es el punto donde la bisectriz interior desde A (en el tridngulo ABC) corta al lado BC, demuestra que

BT, ) _AB MB
CT, AC MC’

En el tridngulo ABC, sean M € AB, N e AC; P=MN n BC, Q= CM n BN,
R = AQ n BC. Por ultimo, sea k = PB : BC. Demuestra que la condicién necesaria y suficiente para que

1 bari de ABC, G MN Q_M
el baricentro de , G, pertenezca a , €s que 5 0 kk+l)

En un tridngulo rectangulo isésceles con hipotenusa de longitud igual a 2 cm se ha inscrito un trian-
gulo equildtero del cual uno de sus vértices estd en el punto medio de la hipotenusa. Calcula el area
del tridngulo equilétero.

397. Halla todos los triangulos rectangulos de lados enteros cuyo perimetro es numéricamente igual al valor del area.

398.

399.

400.

401.

402.

Dados un triangulo cualquiera ABC y un punto P cualquiera interior al tridngulo; si se une P con los
tres vértices, prueba que p < AP + BP + CP donde p es el semiperimetro.

1 1 1
Si se conoce que las longitudes de las alturas de un tridngulo son Py cm, % cm 'y In cm, determina

el area del tridngulo.

2
El angulo A del tridngulo isésceles ABC mide 3 de 90°, y sus angulos B y C son iguales. La bisectriz

de su dngulo C corta al lado opuesto en el punto D. Calcula las medidas de los angulos del tridngulo
BCD. Expresa la medida a del lado BC en funcién de la medida b del lado AC, sin que en la expresion
aparezcan razones trigonométricas.

Considera el punto P interior al tridngulo ABC de manera que ZPAC = ZBCP. Encuentra la posicion
del punto P para el cual el AAPC tiene drea maxima.

Se tiene un tridngulo PQR cuyas longitudes de sus lados son p, g, r y o, B y v los dngulos opuestos a
P, gy r respectivamente. Se conocen g, I y B (g < r). Demuestra que

q :%\/ (pl - pz)2 + (p1 + pz)z tan’ B siendo P, ¥y P, las posibles longitudes del lado p.
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403. Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1, gira un dngulo a en torno a O. Halla el drea comtn a ambos

404. Un cuadrado de papel ABCD, de lado unidad, se dobla de modo que el

405.

406.

407.

408.

409.

410.

cuadrados.

A B

vértice A toque en un punto arbitrario E del lado CD. Asi, se obtienen tres
tridngulos rectos formados por una sola capa de papel (fig. 4). >
Determina la longitud de sus lados en funcién de X = DE y demuestra que

el perimetro del tridngulo mayor es la suma de los perimetros de los otros
dos, y vale la mitad que el perimetro del cuadrado (teorema de Haga).

D x E C
Fig. 4

(Cuadles son las posibles dreas de un hexdgono con todos los dngulos iguales y cuyos lados miden 1,
2,3,4,5y 6 en alglin orden?

ABCD es un cuadrildtero cualquiera (fig. 5), P y Q los puntos me-

dios de las diagonales BD y AC respectivamente.

Las paralelas por Py Q a la otra diagonal se cortan en O. Si unimos N
O con las cuatro puntos medios de los lados X, Y, Zy T se forman B
cuatro cuadrilateros, OXBY, OYCZ, OZDT y OTAX.

Prueba que los cuatro cuadrildteros tienen la misma 4rea.

Sean ABCD un rectangulo, E el punto medio de BC y F el punto
medio de CD. Sea G el punto de intersecciéon de DE con BF. Si
ZFAE = 20°, ;cuanto mide el ZEGB?

Fig. 5

El cuadrilatero ABCD esta inscrito en una circunferencia y sus diagonales se cortan en Q. El lado DA

prolongado a partir de A y el lado CB prolongado a partir de B se cortan en P. Si CD = CP = DQ,
calcula la amplitud del angulo CAD.

D C
Sea ABCD un cuadrado con lado 1 cm (fig. 6). Si M y N son los puntos medios
de los lados AB y BC, respectivamente, ;cudl es el drea de la zona sombreada?
N
A M B
Fig. 6

Considera el paralelogramo ABCD de la figura 7 en el que el lado DC lo hemos

acortado un 25 % y el lado AB lo hemos alargado un 50 % dando lugar al trapecio AB’C’D.
(En qué porcentaje ha aumentado el area del paralelogramo para
llegar a ser el area del trapecio?

D C C
A B B
Fig. 7
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412.

413.

414.

415.

416.

417.

418.

419.

420.

Sean ABCD un cuadrado, E el punto medio de BC, F un punto sobre DE tal que AF L DE. Demuestra
que ZCDE = ZBFE.

En el cuadrildtero ciclico ABCD, las diagonales AC y BD se cortan en P. Sean O el centro de la
circunferencia circunscrita a ABCD y E un punto de la prolongacién de OC por C. Por E se traza una
paralela a CD que corta a la prolongacién de OD por D en F. Sea Q un punto interior a ABCD, tal que
ZAFQ = ZBEQ y ZFAQ = ZEBQ. Prueba que PQ L CD.

Un poligono regular de 2 004 vértices A, A, ,AZ oos S€ supone dado. Demuestra que las rejctas AA s
AL Ao A 5P 54 SON concurrentes y caracteriza geométricamente el punto de interseccién.

Sea ABCD un paralelogramo. El lado AB se prolonga en BE = BC y el lado AD se prolonga en DF = DC.

a) Demuestra que los puntos E, C y F son colineales.

b) Demuestra que la perpendicular a la recta AE en el punto E, la perpendicular a la recta AF en el
punto F, la bisectriz del angulo EAF y la perpendicular a la diagonal BD por el vértice C son todas
concurrentes en un punto G.

Dibuja una semicircunferencia con centro en O y didmetro AB y, en su interior, otra, con didmetro OA.
Traza por un punto C del radio OA una recta perpendicular a este, que cortard a la semicircunferencia
pequeia en D y a la grande en E y, finalmente, la recta AD que cortard a la circunferencia grande en F.
Demuestra que la circunferencia circunscrita al tridngulo DEF es tangente a la cuerda AE en E.

Sean A, B, C y D circunferencias tales que A es tangente exteriormente a B en P, B es tangente
exteriormente a C en Q, C es tangente exteriormente a D en Ry D es tangente exteriormente a A en S
Supén que Ay C no se intersectan, ni tampoco B y D.

a) Prueba que los puntos P, Q, Ry Sestidn todos sobre una circunferencia.
b) Sup6n, ademas, que Ay C tienen radio 2, B y D tienen radio 3 y la distancia entre los centros de A
y C es 6. Determina el area del cuadrilatero PQRS

Sean C, de centro O, y radio r, y C, de centro O, y radio r, dos circunferencias que se cortan en A'y B.
La circunferencia que pasa por O, Ay O, corta nuevamente a C en M, y la circunferencia que pasa por

O,, By O, corta otra vez a C, en M,. Prueba que ZM,40, =2M,BO, siysolosir =r.
Dados una cuerda PQ de una circunferencia y M el punto medio de esta, sean AB y CD dos cuerdas
que pasan por M. Se trazan AC y BD hasta cortar a PQ en los puntos X y Y respectivamente. Demues-
tra que Xy Y equidistan de M. c

La circunferencia de centro O tiene 5 cm de radio (fig. 8). El tridngulo ABC
tiene 84 cm de perimetro y sus lados son tangentes a la circunferencia de >
centro O. Los arcos de circunferencia con centro en cada vértice del tridngulo = —
i = \B

tienen 4 cm de radio. ;Cudl es el area de la zona sombreada? Iy

Fig. 8
Sean ABCD un cuadrilatero inscrito en una circunferencia de radio Ry E el punto donde se cortan sus
diagonales.

a) Demuestra que si las diagonales son perpendiculares entre si, entonces se cumple que:
AE? + BE? + CE? + DE? = 4R

b) Si la relacién anterior se cumple, ;son las diagonales del cuadrildtero necesariamente perpendicu-
lares entre si?
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422,

423.

424,

425.

426.

427.

Sean ABC un tridngulo equildtero y P un punto sobre el arco CA del circuncirculo del tridngulo.

a) Muestra que PA - PB + PC = 0.
b) Considera ABCDE (en ese orden) un pentdgono regular y P un punto sobre el arco EA del circuncirculo
del pentdgono. Muestra que PA — PB + PC — PD + PE = 0.

Sean dos circunferencias C, y C, que se cortan en E y F. B es un punto en la prolongacién de EF por
F, BAes tangente a C, y no toca a C,, BC es tangente a C, y no toca a C,. B es tal que A, B, Cy E son
ciclicos, G=BA N CEy D =BC n AE. Prueba que FA- GC - DC = FC - GA - DA.

En una circunferencia de diametro AB; C y E son dos puntos de esta, de modo tal que en el cuadrilé-
tero ABCE, BC = 2AE =r, donde r es el radio de la circunferencia.

a) Determina la longitud de EC en funcién de r.
b) Si BA se prolonga a partir de A y CE, a partir de E, y si estas prolongaciones se cortan en el punto

S obtén la longitud de SC en funcién de r.

Se consideran las pardbolas y = x> + pX + ( que cortan a los ejes de coordenadas en tres puntos
distintos por los que se traza una circunferencia. Demuestra que todas las circunferencias trazadas al
variar Py q en IR pasan por un punto fijo que se determinara.

Determina las coordenadas de los vértices de todos los cuadrados que un vértice en el punto (25;0) y
uno de sus lados estén en la recta de ecuacion 3x — 4y = 0.

Demuestra que en un cuadrilatero convexo de area unidad, la suma de las longitudes de todos los

lados y diagonales no es menor que 2(2+\/5).

La figura 9 se compone de seis pentdgonos regulares de lado 1 m. Se dobla por las lineas de puntos
hasta que coincidan las aristas no punteadas que confluyen en cada vértice. ;Qué volumen de agua
cabe en el recipiente formado?

Fig. 9

428. Se consideran conjuntos A de cien nimeros naturales distintos, que tengan la propiedad de que si a,

b y ¢ son elementos cualesquiera de A (iguales o distintos), existe un tridngulo no obtusidngulo cuyos
lados miden a, b y ¢ unidades. Se denomina S(A) a la suma de los perimetros considerados en la
definicién de A. Calcula el valor minimo de SA).

429. Un cuadrado de lado 5 se divide en 25 cuadrados unidad por rectas paralelas a los lados. Sea A el

conjunto de los 16 puntos interiores, que son vértices de los cuadrados unidad, pero que no estidn en
los lados del cuadrado inicial.

(Cual es el mayor nimero de puntos de A que es posible elegir de manera que tres cualesquiera de
estos No sean vértices de un tridngulo rectangulo isdésceles?
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431.

432.

433.

434.

435.

436.

437.

438.

Dadas 9 personas, demuestra que existe un valor de n tal que con las personas se puede formar en
grupos de a 3, de modo que cada par de personas se encuentra en exactamente uno de dichos grupos
y muestre una correspondiente conformacién de estos grupos. Si el mismo ntimero de grupos debe
formarse, pero 6 personas cada uno y con la condicién de que cada par se encuentre en exactamente
k grupos. Determina si existe un valor de k que hace posible que el problema tenga solucién y, en
caso afirmativo, exhibe una conformacién correspondiente.

La suma de las edades de los 120 estudiantes que participaron el afio pasado en la fase final de la
Olimpiada Matemdtica fue de 2 002 afios. Demuestra que podrias haber elegido 3 de ellos tales que la
suma de sus edades no fuera menor que 51 afios.

Sea M un conjunto de once puntos que consisten en los cuatro vértices junto con siete puntos interio-
res de un cuadrado de érea igual a la unidad.

1

a) Prueba que hay tres de esos puntos que son vértices de un tridngulo cuya drea es al menos 16"

b) Da un ejemplo de un conjunto M para el cual no haya cuatro puntos interiores colineales y cada

tridngulo no degenerado formado por tres de estos tenga drea por lo menos 16"

Un ndmero se llama ascendente si cada uno de los digitos que lo componen es mayor que el digito
que estd a su izquierda. Por ejemplo, 2 478 es un numero ascendente. ;Cudntos niimeros ascendentes
hay entre 400 y 5 000?

Utilizando solo los digitos 0 y 1. Ivdn escribe una lista de 101 digitos, de acuerdo con las reglas
siguientes: elige los seis primeros con la tnica condicién de que no sean todos iguales a 0. A partir de
ahi, para agregar cada digito nuevo, calcula la suma de los dltimos seis digitos escritos. Si esta suma
es multiplo de 3, escribe 0, y si la suma no es miultiplo de 3, escribe 1. Determina cudl es el menor
valor posible de la suma de los 101 digitos que escribe Ivan.

Un plano en el espacio es equidistante de un conjunto de puntos si la distancia de cada punto al plano
es la misma. ;Cudl es el mayor nimero de planos equidistantes a 5 puntos de los cuales no hay 4 en
un mismo plano?

Dados 3 puntos no alineados en el espacio, al tinico plano que los contiene le llamamos plano deter-
minado por los puntos. ;Cudl es el minimo nimero de planos determinados por 6 puntos en el espa-
cio si no hay 3 alineados y no estan los 6 en un mismo plano?

Un automévil tiene que dar una vuelta a un circuito circular, en este hay n depdsitos con cierta
cantidad de gasolina. Entre todos los depdsitos contienen la cantidad exacta que el automdvil necesi-
ta para dar una vuelta. El coche comienza con el depdsito vacio. Demuestra que con independencia
del ndmero, posicién y cantidad de combustible de cada depdsito, siempre se puede elegir un punto
de comienzo que le permita completar la vuelta.

Nota: El consumo es uniforme y proporcional a la distancia recorrida. El tamafio del depdsito es
suficiente para albergar toda la gasolina necesaria para dar una vuelta.

Se dispone de pequeiias piezas de madera de tamafio 4 X 5 X 10. Decide si es posible o no apilarlas,

sin dejar huecos y apoyandolas siempre sobre cualquiera de sus caras, para formar un ortoedro de
dimensiones 22903 x 32003 x 52003,
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440.

441.

442,

443.

446.

447.

(Es posible colorear cada lado y cada diagonal de un dodecdgono regular usando 12 colores, de tal
manera que para cualesquiera 3 colores exista un tridngulo con vértices del poligono de lados pinta-
dos con los tres colores?

De un grupo de 10 nifios y 15 nifias se quiere formar una coleccion de 5 que tenga exactamente 2
nifias. ;Cudntas colecciones distintas se pueden formar?

En una reunién hay 201 personas de 5 nacionalidades diferentes, se sabe que, en cada grupo de 6, al
menos dos tienen la misma edad. Demuestra que hay al menos 5 personas del mismo pais, de la
misma edad y del mismo sexo.

Una cuadricula de 4 columnas por 7 filas se llena con los niimeros del 1 al 28 sin repetirlos y un
nimero en cada casilla. Sean P, P,, P,y P, el producto de todos los nimeros de la primera, segunda,
tercera y cuarta columnas respectivamente. Demuestra que al menos uno de estos productos es multiplo
de 128.

Nueve personas han celebrado cuatro reuniones diferentes sentadas alrededor de una mesa circular.
(Han podido hacerlo sin que existan dos de esas personas que se hayan sentado una junto a la otra en
mas de una reunién?

. Una caja contiene 900 tarjetas numeradas del 100 al 999. Se sacan al azar (sin reposicion) tarjetas de

la caja y se anota la suma de los digitos de cada tarjeta extraida. ;Cudl es la menor cantidad de tarjetas
que se deben sacar para garantizar que al menos tres de esas sumas sean iguales?

Se divide el plano en un nimero finito de regiones N mediante tres familias de rectas paralelas. No hay tres
rectas que pasen por un mismo punto. ;Cudl es el minimo nimero de rectas necesarias para que N > 1 999?

En una agencia hay 16 agentes secretos. Cada uno de ellos vigila a algunos de sus colegas. Se sabe
que si el agente A vigila al agente B, entonces B no vigila a A. Ademds, 10 agentes cualesquiera
pueden ser numerados de forma que el primero vigila al segundo, este vigila al tercero, ..., el dltimo
(décimo) vigila al primero.

Demuestra que también se pueden numerar de este modo 11 agentes cualesquiera.

Una oficina de turismo va a realizar una encuesta sobre el nimero de dias soleados y el nimero de dias
lluviosos que se dan en el afio. Para eso recurre a seis regiones que le transmiten los datos de la tabla 1.

Tabla 1
Regidén Soleados o luviosos Inclasificables
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

La persona encargada de la encuesta no es imparcial y tiene esos datos mas detallados. Se da cuenta
de que, prescindiendo de una de las regiones, la observacion da un nimero de dias lluviosos que es
la tercera parte del de dias soleados. Razona cudl es la regién de la que prescindira.
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456.

Tenemos 10 focos. Al tocar uno de estos todos cambian, el foco prendido se apaga y el apagado se
prende, excepto el foco que se toca, que permanece como estaba. Se empieza con todos los focos
encendidos. Explica qué tienes que hacer para lograr que se apaguen todos los focos.

En una circunferencia se dibujan los puntos A, B, C, D y F a igual distancia entre si. Se dibujan
poligonos convexos que tienen sus vértices en algunos o en todos los puntos marcados.

a) ;Cuantos poligonos distintos se pueden dibujar?
b) {Cuantos de esos poligonos son regulares?

Un poligono convexo de n lados se descompone en m tridngulos, con los interiores disjuntos, de
modo que cada lado de esos m tridngulos lo es también de otro tridngulo contiguo o del poligono
dado. Prueba que m + n es par. Conocidos n'y m halla el nimero de lados distintos que quedan en el
interior del poligono y el nimero de vértices distintos que quedan en ese interior.

En un poligono regular H de 6n + 1 lados (n entero positivo), I vértices se pintan de rojo y el resto de
azul. Demuestra que el nimero de tridngulos isdsceles que tienen sus tres vértices del mismo color no
depende del modo de distribuir los colores en los vértices de H.

Se consideran 2 002 segmentos en el plano tales que la suma de sus longitudes es la unidad. Prueba
que existe una recta I tal que la suma de las longitudes de las proyecciones de los 2 002 segmentos

2
dados sobre I es menor que 3

Se arrojan seis dados y se perfora cada uno de estos mediante un agujero que lo atraviesa desde el
centro de una cara hasta el centro de la cara opuesta. Luego se ensartan los seis dados con una aguja
de tejer formando una brocheta de dados. Si se apoya la brocheta de dados sobre la mesa puede verse
un ndmero de seis digitos, formado por los seis niimeros que estdn en las caras superiores de los seis
dados. Cada dado se puede rotar en forma independiente de los demds, con eje en la aguja. Demues-
tra que siempre es posible rotar los dados de manera tal que el nimero de seis digitos que se forma sea
multiplo de 7.

Se dibuja un rectangulo (el término no excluye el cuadrado). En papel cuadriculado y se sombrean
las casillas del contorno. En este caso, el nimero de cuadriculas sombreadas es inferior al de las que
permanecen en blanco, en el interior. ;Serd posible dibujar un rectingulo de proporciones tales que el
borde, de una casilla de anchura, contenga igual nimero de cuadrados que el rectangulo blanco
interior? De ser asi, halla todas las soluciones.

En una ruleta circular se colocan al azar los nimeros del 1 al 36. Demuestra que necesariamente debe
haber 3 niimeros consecutivos cuya suma es al menos 55.

Se tiene un tablero de n x n pintado como tablero de ajedrez. Estd permitido efectuar la opera-
cion siguiente en el tablero: Escoger un rectdngulo en la cuadricula tal que las longitudes de
sus lados sean ambas pares o ambas impares, pero que no sean las dos iguales a 1 al mismo
tiempo, e invertir los colores de los cuadraditos de ese rectdngulo que eran negros (es decir,
los cuadraditos del rectidngulo que eran negros se convierten en blancos y los que eran blan-
cos, se convierten en negros). Encuentra para cudles n es posible lograr que todos los cuadraditos
queden de un mismo color después de haber efectuado la operaciéon el nimero de veces que
sea necesario.

Nota: Las dimensiones de los rectingulos que se escogen pueden ir cambiando.
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En una cuadricula de 8 X 8 se han escogido arbitrariamente 10 cuadraditos y se han marcado los
centros de estos. El lado de cada cuadradito mide 1. Demuestra que existen al menos dos puntos

marcados que estdn separados por una distancia menor o igual que V2 , 0 que existe al menos un

1
punto marcado que se encuentra a una distancia de 5 de una orilla de la cuadricula.

En una cuadricula de 4 X 4 se van a colocar los nimeros enteros del 1 al 16 (uno en cada cuadradito).

a) Prueba que es posible colocarlos de tal manera que los nimeros que aparezcan en cuadraditos que
comparten un lado tengan diferencia menor o igual que 4.

b) Prueba que no es posible colocarlos de tal manera que los niimeros que aparezcan en cuadraditos
que comparten un lado tengan diferencia menor o igual que 3.

Bordeando una mesa circular hay dibujadas 64 casillas y en cada una hay una ficha. Las fichas
y las casillas estdn numeradas del 1 al 64 en orden sucesivo (cada ficha estd en la casilla que
lleva el mismo nimero). En la parte central de la mesa hay 1 996 focos apagados. Cada minuto
todas las fichas se desplazan simultineamente, en forma circular (en el mismo sentido de la
numeracion), como sigue: la ficha no. 1 se desplaza una casilla, la ficha no. 2 se desplaza dos
casillas, la ficha no. 3 se desplaza tres casillas, etc, pudiendo varias fichas ocupar la misma
posiciéon. Cada vez que una ficha comparte el lugar en una casilla con la ficha no. 1, se prende
uno de los focos (se prenden tantos focos como fichas estén compartiendo la posicién con la
ficha no. 1 en ese momento). ;En donde estard la ficha no. 1 en el primer momento en que ya
todos los focos estén prendidos?

Cada cuadrado de un tablero de 8 X 8 contiene un 0 o un 1. Para cada cuadrado A que contiene un 0,
la suma de los nimeros en la misma fila de A y los nimeros en la misma columna de A es mayor o
igual que 8. Prueba que la suma de todos los numeros del tablero es mayor o igual que 32.

En una cuadricula de n X n se escriben los nimeros del 1 al n* en el orden habitual (de izquierda a
derecha y de arriba a abajo, como se ilustra en la figura 10 para el caso n = 3).

Llamamos camino en la cuadricula, a una sucesién de pasos de un cuadrado
a otro, desde el cuadrado que tiene el nimero 1 hasta el que tiene el nimero 1 o) 3
n%, de tal manera que en cada paso el movimiento sea hacia la derecha o
hacia abajo. Si C es un camino, denotamos por L(C) a la suma de los nimeros
por los que pasa el camino C.

Sea M la mayor L(C) que se puede obtener de entre todos los caminos C en
una cuadricula fija de tamafio N X Ny sea M la menor L(C) también de entre 7 8 9
todos los caminos C en una cuadricula fija de tamafio n x n.

a) Prueba que M — m es un cubo perfecto. Fig. 10
b) Prueba que en ninguna cuadricula hay un camino c tal que L(C) = 1 996.

Sobre un tablero en forma de triAngulo como se indica en la figura 11, se juega un solitario.

Sobre cada casilla se coloca una ficha. Cada ficha es blanca por un lado, y negra por el otro. Inicial-
mente, solo una ficha, que esta situada en un vértice, tiene la cara negra hacia arriba; el resto de las
fichas tiene la cara blanca hacia arriba. En cada movimiento se retira solamente una ficha negra del
tablero y se da la vuelta a cada una de las fichas que ocupan una casilla vecina.

Casillas vecinas son las que estdn unidas por un segmento.

Después de varios movimientos /serd posible quitar todas las fichas del tablero?
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Fig. 11

463. Determina los valores de n para los que es posible construir un cuadrado de n X n
ensamblando piezas del tipo de la figura 12:

Fig. 12

464. Con 21 fichas de damas, unas blancas y otras negras, se forma un rectangulo de 3 X 7. Demuestra que
siempre hay cuatro fichas del mismo color situadas en los vértices de un rectangulo.

465. En un tablero de m X n se escriben un nimero (no necesariamente entero) en cada casilla de tal
manera que la suma de los nimeros en cada fila y en cada columna es 1. Demuestra que m = n.

466. En el cuadrado magico multiplicativo de la figura 13, los productos de

los elementos de cada fila, columna y diagonal son iguales a k. Si todos a b c

los elementos son nimeros enteros, demuestra que K es un cubo per-

fecto.

d e f

467. En un tablero rectangular de m filas y n columnas se coloca en cada

una de las m x n casillas un 1 o un 0, de modo que los nimeros de cada g h i

fila sumen la misma cantidad y y los de cada columna, la misma canti-

dad c. :

a Fig. 13

Para un tablero con m = 15, n = 10 y para y = 4, determina el valor de C
que hace posible esta asignacién y muestra una manera de cémo poder
realizarla.

468. Un nifio tiene fichas redondas que pondrd dentro de los cuadrados blancos de una cuadricula colo-
reada como el tablero de ajedrez. Seguira los pasos siguientes: En el primer paso colocard una ficha
en un cuadrado blanco. En el segundo paso pondra fichas en todas las casillas blancas que rodean la
ficha colocada en el primer paso. En cada uno de los pasos siguientes colocara fichas sobre todos los
cuadrados blancos que rodean las fichas puestas en el anterior. Si el nifio dispone de 5 000 fichas (y

la cuadricula es tan grande como sea necesario), /para cudntos pasos completos le alcanzaran sus
fichas?
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469. Una bolsa esta llena con 71 dulces de los sabores siguientes: limén, naranja, uva y fresa. Hay el doble
de dulces de limén que de fresa. Los dulces de naranja son uno menos que los de fresa. Hay seis
dulces menos de uva que de limén.

a) (Cuadl es el minimo nimero de dulces que tienes que sacar para estar seguros de tener por lo
menos dos dulces del mismo sabor?

b) (Cudl es el nimero minimo de dulces que tienes que sacar para tener dulces de por lo menos dos
sabores?

470. Se dan 16 puntos formando una cuadricula como en la figura 14:

O O O e°
O 00O
O 0 0 O
@ O O O
Fig. 14

De estos se han destacado A y D. Se pide fijar de todos los modos posibles otros dos puntos B y C con
la condicién de que las seis distancias determinadas por los cuatro puntos sean distintas. En ese
conjunto de cuaternas, estudia:

a) Cudntas figuras de 4 puntos existen con las condiciones del enunciado.

b) Cuantas de estas son geométricamente distintas, es decir, no deducibles unas de otras por transfor-
maciones de igualdad.

¢) Si cada punto se designa por un par de enteros (X, Y), prueba que la suma:

X — XJ| +Y - Y]| extendida a los seis pares AB, AC, AD, BC, BD, CD es constante.

471. Sean ny K enteros positivos. Sobre cada carta de una baraja se escribe uno de los nimeros 1, 2, ..., n.
La suma de los nimeros sobre todas las cartas es k - (n!). Prueba que la baraja puede dividirse en k
grupos tales que la suma de los nimeros de las cartas de cada grupo es n!

472. Encuentra el menor nimero a tal que exista un cuadrado de lado a que pueda contener completamen-
te 5 circulos de radio 1 de forma que no haya dos circulos con puntos interiores comunes.

473. Sobre una mesa hay 1 999 fichas que son rojas de un lado y negras del otro (no se especifica cudl de
sus lados estd hacia arriba). Dos personas juegan alternadamente. Cada persona en su turno hace una
de las cosas siguientes:

— Retira un nimero cualquiera de fichas, con la condicién de que todas las fichas retiradas tengan el
mismo color hacia arriba.

— Voltea un nimero cualquiera de fichas, con la condicién de que todas las fichas tengan el mismo
color hacia arriba.

Gana el que toma la ultima ficha. ;Cudl jugador puedes asegurar que ganard, el primero en jugar o el
segundo?

474. Mario y Elena juegan al juego del 100. Se empieza diciendo el nimero 3. En cada jugada se debe

decir un nimero mayor que el tltimo que se haya dicho, pero menor que su doble. Gana quien diga
el 100. Encuentra una estrategia ganadora.

50



475.

476.

477.

478.

479.

480.

481.

482.

483.

484.

Tres jugadores A, B y C participan en un juego: Hay tres tarjetas, cada una de las cuales tiene escrito
un nimero natural. Estos tres nimeros p, q y I cumplen la condicién: 0 < p < g < r. Las tres tarjetas se
revuelven y se reparten (una a cada jugador). A continuacion, cada uno de ellos recibe un nimero de
piedrecitas equivalente al nimero que aparece indicado en la tarjeta que le tocé y que deben conser-
var por el resto del juego. Después las tarjetas se revuelven otra vez. El proceso anterior se efectia
completo al menos tres veces. Cuando los jugadores se cansan y deciden terminar el juego, el jugador
A se queda en total con 20 piedrecitas, B con 10 y C con 9. Ademads, sabemos que en la ultima
reparticién a B le toco la tarjeta con el nimero r.

(Quién recibid la tarjeta con el nimero ( en la primera reparticion? Explica tu respuesta.

Ensartamos 2n bolas blancas y 2n bolas negras formando una cadena abierta. Demuestra que, se
haga en el orden que se haga, siempre es posible cortar un segmento de cadena exactamente con n
bolas blancas y n bolas negras.

Colocamos, formando una circunferencia, 2 004 fichas bicolores: blancas por una cara y negras por
la otra. Un movimiento consiste en elegir una ficha negra, y dar la vuelta a tres fichas: la elegida, la de
su derecha y la de su izquierda. Supongamos que inicialmente hay una sola ficha con la cara negra
hacia arriba. ;Serd posible, repitiendo el movimiento descrito, conseguir que todas las fichas tengan
la cara blanca hacia arriba? ;Y si tuviéramos 2 003 fichas, entre las cuales exactamente una tiene al
comienzo la cara negra hacia arriba?

Un poligono se dice que es ortogonal si todos sus lados tienen longitudes enteras y cada dos lados
consecutivos son perpendiculares. Demuestra que si un poligono ortogonal puede cubrirse con rec-
tdngulos de 2 X 1 (sin que estos se traslapen), entonces al menos uno de sus lados tiene longitud par.

Demuestra que no es posible cubrir una cuadricula de 6 X 6 con 18 rectingulos de 2 x 1, de tal manera
que cada una de las rectas de longitud 6 que forman la cuadricula y que estin en el interior de esta
pase por el centro de por lo menos uno de los rectangulos. Demuestra también que si es posible cubrir
una cuadricula de 6 X 5 con 15 rectangulos de 2 X 1, de forma que cada una de las rectas de longitu-
des 5 o0 6 que forman la cuadricula y que estan en el interior de esta pase por el centro de por lo menos
uno de los rectdngulos.

Cada uno de los lados y las diagonales de un octégono regular se pintan de rojo o de negro. Demues-
tra que hay al menos siete tridngulos cuyos vértices son vértices del octégono y sus tres lados son del
mismo color.

Consideramos los 27 puntos de un cubo siguientes: el centro (1), los centros de las caras (6), los
vértices (8) y los centros de las aristas (12). Coloreamos cada uno de esos puntos de azul o de rojo.

(Puede hacerse de modo que no haya tres puntos del mismo color alineados? Demuéstralo.

Considera 7 puntos arbitrarios del plano y los 21 segmentos que los conectan entre si. Demuestra que
al menos 3 de estos 21 segmentos son de distinta longitud.

(Cuadl es el nimero maximo de vértices de un poligono regular de 21 lados que podemos elegir para
que, al trazar los segmentos que los unen entre si, no haya dos con la misma longitud?

Cada punto del plano es coloreado con uno de los 2 000 colores diferentes. Prueba que existe un
rectangulo cuyos vértices tienen el mismo color.
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SOLUCIONES

. Si el polinomio puede factorizarse como el producto de tres polinomios, entonces

=2X% + 2Xy? — TX’Z — 9Xyz + 2y’ + 2XZ + 727 = (ax + by + c2)(dx + fz)(gx + hy + iz) multiplicando,
reduciendo términos semejantes y utilizando el método de los coeficientes indeterminados correc-
tamente, se obtienen todos los polinomios del tipo que aparecen como factores, uno de estos es

(2X + 2y — TD)(X + (X + Y — 2).

. Se tiene que X' + X3y + y* = (¢ + Xy + V)X — Xy + V), de aqui que X* — Xy + y* = 2, ahora
+xy+Y)+ (¢ -xy+y)=06porloquex +y=3yxy=1.
Entonces X6 + Xy + Yo = (R + V)X — X2 + V) + Xy =

=3¢+ XY+ Yy =23y + 13

=38-2-1)+1=19.

. Setienen P(l)=a*+ b +a+2ab=5yQ(l)=a+b+4=5dondeb=1-a
Z+(l-a)+a+2a(l-a=5=a=4,b=-3.

. Aplicando dos veces el algoritmo de Ruffini considerando 1 como una raiz doble, queda el sistema
A+ B=-1y4A + 3B = 0 cuyas soluciones son A= 3, B =-4.

. Sea P(x) = X* + ax* + bx + ¢ el polinomio buscado, aplicando el algoritmo de Ruffini para X = 2, X = -1,
X = 3 se llega al sistema de ecuaciones:

a-b+c=1,4a+2b+c=-8y9a+ 3b+ c=-7 cuyas soluciones son
a=1,b=c=-4, teniendo P(X) = X} + X* — 4x — 4, que al dividirlo por X + 3 deja resto 10.
. Sean P(x) = ax® + bx + ¢ la forma de los polinomios buscados, P(—x) = ax? — bx + ¢,

P(x?) = (ax® + bx + ¢)?, entonces como P(X) - P(-X) = P(X?) se tiene:

(@ + bx + c)(ax — bx + ¢) = (ax + bx + ¢)? que utilizando el método de los coeficientes indeterminados,
se obtiene b = 0. Luego son de la forma P(X) = ax* + C.

. El resto serd un polinomio de segundo grado (por ser el divisor de grado 3). Sea Q(X) el polinomio dado,
QX = -DX-2)RX) +PX) = -1DX-2)RX) +ax* + bx+ ¢
Q-l=a-b+c=50Q1)=a+b+c=-1, QQ2) =4a+ 2b+ c =-1 que se satisface para los valores:

a=1,b=-3yc=1 porlo que el resto de la divisién del polinomio por el producto (x> — 1)(X — 2) es el
polinomio X* — 3X + 1.

. X+ (2m+ )X+ ¥ — 1 = 0, hallando el discriminante y considerando que este tiene que ser mayor o igual

que 0, se obtiene que para mreal y m=> —% se cumple que p(x) = 0.

52



9. Observemos que

10.

12.

13.

14.

15.

16.

1 n+l-n 1 1

n-(n+1) n-(n+1) n n+l°

S=25 l_l + l_i + ..+ L_L =25 l_L :2_
8 9 9 10 99 100 8 100 8

x> — bx? — 5x + 5b = 0, factorizando se tiene (X — b)(}* — 5) = 0 cuyas raices son

entonces:

X = b, x:i\/g que son dos niimeros opuestos.

. \/ x* +6x° +7x* —6x+1 = ax* + bx+c, elevando al cuadrado y utilizando el método de los coeficien-

tes indeterminados, los polinomios pueden ser:

X 4+3x—10-xX2-3x+1.

X¥-3¢-X+3=X-3)X+DX-1y
P=XX-3)XX+DX-D@+bx+¢c)=xX-2x* -6+ mZ + nx+p
utilizando el método de los coeficientes indeterminados, se tiecnea=b=1,c=-2, m=8, n=5y p=-6.

X+ 66X + 25 =X+ 102 + 25 — 42 = (X + 2X + 5)(0¢ — 2X + 5) utilizando el algoritmo de la divisién de
polinomios entre los polinomios 3x* + 4% + 28X + 5 y X + 2X + 5, queda como cociente 3X* — 6X + 1 y
como resto X* + 58X + 5 el mismo algoritmo para la divisién entre los polinomios 3x* + 4X* + 28X + 5 y
X2 — 2X + 5, queda como cociente 3X* + 6X + 1 y como resto 0, luego P(X) = X2 —2x + 5y P(1) = 4.

Sean a y b las raices comunes a ambos polinomios, sean C y d las otras raices, entonces:
()a+b+c=2,(2)ab+ ac+ bc=-1, (3) abc = —p, también (4) a+ b+ d=4,
(5)ab+ad+ bd =35, (6) abd = —q.

De (4) — (1) tenemos d — ¢ = 2, de (5) — (2) tenemos a + b =3, luego c = -1 en (1), d =1 en (4), como
b=3-a de (2) se tiene ab — a — b = -1 que al sustituir se llega a la ecuacién de segundo grado

a> — 3a+ 2 = 0 cuyas soluciones son a =1 0 a = 2, para el primer caso b = 1 y para el segundo, b = 2,
de (3) se tiene p = 2, de (6) g = 2.
Las raices de la primera ecuacién son 1, 2 y —1 y de la segunda 1, 2 y 1.

AP =1*+1"+17+1°+13+1=6.
b)P1)=x-1)-QX)+A+B,P-) =X+ 1)x-1)-RX)-A+B
de aqui se tiene que A+ B=6y-A+ B=-6porloque A= 6, B=0y el resto buscado es 6X.

Sea P(X) = x* + ax + bx® + cx + d,

Pl-x=0-xX*+a(l=xX*+b(l =x*+c(l-%X)+d=
=x*-d+ax+O6G+3a+bx-4+3a+2b+c)x+ (1 +a+b+c+d), como P0) =0 entonces
d=0,P1)=1-a+b-c=6,b-a-c=35, utilizando el método de los coeficientes indeterminados,
tenemos
(4+a)=a=>a=-2,b+3a+6=b=a=-2,de-(4+3a+2b+c)=cquedac=1-bdeb+2-c=5,
del sistema queda

b=2,c=-1porloque PX)=x'-2x+2x-x, P(1) =0y PQ2) = 6.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

P(X) = 4% — 32x* — 11x + m, P(-2) = -138 + m = 225, de aqui m = 363.
P(X) = 4x* — 32x* — 11X + 363.
Utilizando el algoritmo de la divisién sintética, se obtiene que para X = -3 hay un cero y el polinomio

11
tiene dos raices reales X= 5 que es una raiz doble y X = 3.

(1 =3x+ 31 +3x=3x)" =A + AX+ AX + .. +AX" (1) donde A, ..., A, son los coeficientes
cuya suma vamos a hallar. El grado de este polinomio es n = 2 974, en (1) tenemos para X = 1 que
' 1" =A +A + ...+ A por lo que la suma de los coeficientes del polinomio es 1.

P(X) = 4(¢ + ax + &) — 27a%(X + a)?
= 4[x¢ + 3x(ax + @) + 3x}(ax + &) + (ax + a?)’] — 27aX(X + 2ax + &)

=4x° + 12a¢ — 3aix — 26a° — 3a'x* + 12a’x + 4a’ = 0 que tiene una raiz doble para X = a. Aplicando
el algoritmo de Ruffini para la divisién de polinomios, la ecuacién se transforma en:

(X — @)*(X + 2a)*(2x + a)*> = 0 cuyas raices todas son dobles.

". el cociente obtenido es un cuadrado perfecto.

Variante 1:

Sea f(x;y;2) = X+y+2° -X -y - Z.

Como f(-y;y;2) = f(x;~z2) = f(-zy;2) = 0, entonces

f(xy;2 = X + Y)Y + 2(z + X)c. Evaluando en (1;1;0), obtenemos C = 3.
Por tanto, f(X;y;2) = 3(X + Y)(Y + 2)(Z + X).

Variante 2:

X+y+2P-X-y-2Z=

=X+ +Z+ 3y +3X + 3y’ 2+ 6XyZ+ 3XZ + 3yZ2 - X -y - 2

= 3%y + 3Xy? + 3y?Z + 6XyZ + 3XZ + 3yZ = 3(X + Y)Y + 2)(Z + X).

a) Utilizando el algoritmo de Ruffini, se obtiene @ — 6 =0y o = 6.

b) X+1+X-3C+X-3):(-2X-3)+15=-xX+ X+ X —X+ 1 + 15 =16 = 4% que es el cuadrado
de un polinomio.

Aplicando el algoritmo de la divisién de polinomios, se obtiene 2X>* — X + (a — b — 1) como cociente y
(-2a+ b + I)x + 2ab — 2b*> — 2b + 20 como resto, luego debe cumplirse que 2a+ b+ 1 =0y

5
2ab — 2b? — 2b + 20 = 0 que es un sistema cuya solucién es a:E, b=4oa=-2yb=-5.

Sea P(X) el polinomio buscado, entonces P(-1) = P(3) = P(5) = P(-2) = 0 y P(1) = 144, luego
PX)=(XX+ DX-3)X-5X+2)x%+a),a>0

P(X) =X — 5% + (a—=7)x* + (29 — 5a)x* + 30 — 7a)x* + 29ax + 30a

P(l)=48a+48 =144 = a=2y P(X) = X* — 5% = 5x* + 19 + 16X% + 58X + 60

P(4) = 540 por lo que el resto es 540.

Seapx)=Cx"+C _x"'+..+Cx+C,conC,C .. C,C enteros.
Entonces p(b) - p@ =C(b"-a)+C _ (b"'-aH+..+C((b-a)=(b-a)l=1con
|l e Zcomoa, be Z entoncesb-a=1:1porloquel =101l =-1entonces ay b difieren en 1.
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2 X+ +1=xX+2+1-X=X+X+ DX =-xX+1)=
=XF4+2+ DX =X+ D) =X =X+ D= +X+ D -x+ )X —x* + 1) que es el producto de
tres factores.

26. Sean x:§/7+5\/5,y:§/7—5\/5 y I = X + Y, entonces

r’ =14 + 3xy(X + y) = 14 — 3r de donde se tiene la ecuacion r* + 3r — 14 =0 y r = 2 es una raiz por lo
que la suma es un nimero racional.

27. Como &’ -1 = (a- 1)@ + a+ 1) tenemos b =— ! , de forma similar
a-1 a’+a+l
a 1
=— . De aqui:
b’-1  b*+b+1 1
a b b*+b-a’-a (b—a)b+a+1)

-1 a'—1 (a®+a+D(b’>+b+1) a’b’+a’b+b’a+a’+b’+ab+a+b+l
y considerando &> + @b+ PPa+ a2+ b*+ab+a+b+ 1=

=ab’+ab(a+b)+((a+b?-2ab)+ab+a+b+1=2ab’+ 3 porlo que

a b 2(b-a)
b’-1 a*-1 a’b’>+3

28. \Ja+4/b+2 =Ja-2+ \/2 .b elevando al cuadrado ambos miembros.

a+4-vb+2=a-2+2-ya-2-v2-b+2-b
4.4b+2=2-4/2-b-(a-2)+2-b-2 / :2 igualando las partes racionales y las irracionales.
2-4b+2=42-b-(a-2)+b-1

b-1=0porloqueb=1, como 2yb+2=,2b(a-2)
4(b + 2) = 2b(a - 2) como b =1y, ademas, 12 = 2(a — 2), entonces a = 8

\/a+b+2-,/a+6-b :\/9+2-\/ﬁ :\/7+2\/7-2+2 =7 +42.

2 2
29. Sean m=q[ya+ |2 : 2 n=Wa—, 2 . ty

2 2
X=m+n=\/\/g+ a -4 + \/\/E— a -4 al elevar al cuadrado ambos miembros y hacer los
a

2a+4 V2a+4

célculos pertinentes se llega a (m+n)* = y X= de esta forma se obtiene la identidad

/a fa

pedida.



30. xy = &, xz= b, yz= c entonces X’yz = ab, xy?z = ac, xyZ = bc de aqui se tiene que

31

32.

33.

35.

X’ :@, y? :f, va :E, x2 @, y? :ﬂ, z :E; ahora, sustituyendo los valores obtenidos
yz Xz Xy C b a

en el miembro izquierdo de la igualdad dada y haciendo los célculos necesarios se llega a la igualdad

pedida.

Transformando el log,125 = C, tenemos:

log, 125=C = log, 5° :C:>3log45:C:>log45:%:>%log25=E

) 2
por dltimo, log, 5= EC. Por otra parte, transformando

6 6 6 6 18
log,,2 log,2+log,5 +§ 3+42C 3+2C°
3 3

log,, 64 = log,, 2° =6log,, 2 =

1

a) Sean (&b), (c;d) y (&) tres pares ordenados cualesquiera, entonces
(&b)[(c;d) + ()] = (a;b)(c + € d + f) = (ac + ae — bd — bf;ad + af + bc + be + 2bd + 2bf)
= [(ac — bd) + (ae — bf); (ad + bc + 2bd) + (af + be + 2bf)]

= (ac - bd; ad + bc + 2bd) + (ae - bf;af + be + 2bf) = (a;b)(c;d) + (a;b)(ef) y la ley distributiva se
cumple.

b) Sea (X;y) el elemento neutro, entonces (a;b)(x;y) = (a;b)
(ax — by;ay + bx + 2by) = (a;b) tenemos entonces que ax —by =ay ay + bx + 2by=b
multiplicando la primera igualdad por b y la segunda por —b, se tiene

a’y + b’y + 2aby = 0, es decir, (a+ b’y =0porloquey=00a+b=0;siy=0,x=1ysia+b=0,
entonces se tiene que (@ + b)y + bx+y)=b;x+y=1loy=1-x

Luego si a + b # 0 hay un solo par ordenado que cumple, el par (1;0), pero si a + b =0, o sea, el par
es de la forma (&;—a), entonces hay infinitos pares de la forma (X;1 — X).

2
a+b*=7aby a>+ 2ab + b* = 9ab entonces (a + b)> =9ab y abz(%b)

b\ a+b
10gab:10g(%) : loga+10gb=210g(T] y log(%blzé(loga+logb).

* 64
Siloga+logh>6=a be R,,logab > 6, entonces ab > 64 y aZF

(b-8>0;b>-16b+64>0; > +64>16by b+6_S216 pero a26—;L de donde se tiene que a+ b > 16.

Designemos por A el miembro izquierdo y B el miembro derecho de la igualdad dada, entonces:

nNA=1-2-3-...-n-A=2n;nB=2"-n[1-3-5-..-2n-1D]=2-4-6-..-2m[1 -3 -5 ...-(2n-1)] =(2n)!
s A=B.
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B a’ ~ b’ N c’ _a’b-a’c-b’a+b’c+c’(a-b)
~(a-ba-c¢ (a-byb-c) (a-cyb-c) (a-b)a-c)b-0)
_ab@* -b*)-c@ -b*)+c’(a-b)
B (a-bya-c)b-c)

haciendo los célculos correspondientes, se llega a probar que E=a + b + c.

p201_1 pzoo—l
7. 1+p+pP+..+pP= l+p+P+ .. +p¥= ;
p-1 p-1
pzoz_1

l+p+pP+..+p°=

; luego se tiene

1+ p+ p2+.”+ p200 _ p100 B p201 _ p101 + plOO _1_ p101 +1
1+p+p° +..+p" p® -1 p'® +1

M

desarrollando el miembro derecho, se llega a la misma expresién (1) por lo que la igualdad se cumple.

38. Supongamos que \/B es irracional, entonces \/a —\/B también es irracional porque

Jo-Las Jo)-(a- ] oo (a-yolasyo)=a-n

)
Racional Irracional

que seria un nimero irracional lo que es falso porque p y Q son racionales.

.. 4/ P también es racional.

a

ll_bZa

1
=log, b® —log, V1-b** = a—Elogb(l -b*®).

39. Silogsenx = a = sen X = b% cosx=+/1-b** y tanx=

ba
V1-b%*

40. Sean a, = logx; &, = log X = log X + d; &, = log X = log X + 2d, como &, + &, = 2a, entonces
) _L
y log, m log,k log,n

log,, tan X = log,

2log X = log X + log, y

_log, m N log, m

= = log, m+log, m
log, k log,n S &n

log, n? =log, N"&™ +]og, m=log, (N&™.m) ¥ n* =n"™. m=nPsm. o5 = (kn)'osm,

log,, ¥

1+
41, a) 1+10gxy= log,, X zlogxzxy_

1+log, z 14+ log,,z log,, Xz
log,, X
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b) log,14 - log 21 - ... - log, 49 =log, 7-2-log, ,7-3-... -log, [7-7

_l+log,;2 I+1log,3 I+log,7 1+log,7
l+log,1 1+log,2 =~ l+log,6 1+log,1

42. Si n=9" = x=log, n=;;
log, 9
n=13" = y=1log n—;
. log, 13 ;
z 1 . . .
n=17"= z=log; n= oo 17 sustituyendo la expresién dada por los valores obtenidos, se llega a
0gn
L
log,17-13-9 = 1002 entonces 17-13-9=n*"%; n=1 989*%2 = (1 98922 por lo que N es un cuadra-

do perfecto.

2 2
43. M = 10ga(2X” + 3%y +y) —log,,,(2X+Yy)= loga(2X+ Y)(X+Y) —log,,,(2X+Y)
log,(X+Y) log, (X+Y)
log,(2X+Y)
= +1- logx+y(2x +Yy) = logx+y(2x+ y)+1- logx+y(2x+ y)=1

log,(X+Y)

_ og;(c-1) _1)?
glos(eM) _ (32 JPsCD _glom(e )’ _(c_1)2 =2 _0c41.

44, Sean a, a+c y C dichas raices. Asi pues, x> +2pX2 - pX+10=(X—a)(X—¥)(X—C) , de donde,
2

2

identificando coeficientes, llegamos a: (a + C)% =-2p (1); (GH'—C) +ac=-p (2
2

(a+ c)% =10 (3.

4
De (1) y (3) sigue que ?:i y como a+C=—Tp, llevando estos valores de a + cy ac a (2)
p

podemos concluir que 16p* + 18p? + 270 = 0, es decir, 8p* + 9p?> + 135 = 0. Una raiz real de este
polinomio es p = -3 y como 8p* + 9p* + 135 = (p + 3)(8p* — 15p + 45), sigue que p = -3 es la tnica raiz
real del polinomio.

Esto nos lleva a ac = -5, a+ c =4, de donde ay c son 5 y —1 y las raices que se piden son —1, 2 y 5.

45. El primero en 3 h, el segundo en 6 h y el tercero en 2 h.

. 1 1 1 bc+ac+ab
46. Se tiene que —+—+—=————,
a b ¢ abc

1. 1,15

Por las férmulas de Viéte se tiene que a+ b+ c=4; ab + bc+ ca= 5y abc = 7, entonces 5+B+E = 7
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47. De acuerdo con el teorema de Viéte se tiene Y1t Y, =—+—=——""=—

I 1 X +X b
X X X X, c

y

a ., .
= —, entonces la ecuacién buscada serd x> + bx + a = 0.

Yi¥ =
X Xy

48. Sean X, X,, X;, X, las soluciones de la ecuacion, de acuerdo con el teorema de Viete se tiene
X + X + X, + X, =4; XxXXX, = 1; de acuerdo con la desigualdad entre la media aritmética y la media

- . X+ X + X5 + X
geométrica se tiene NTNTX 23X XXX, =1.
4 1 374

Entonces X + X+ X+ X, 2 4.

La igualdad se cumple si X, = X, =X, =X, = L.
Por tanto, X! —4x* + a + bx + I(x - 1)*=x* -4 + a + bx + 1. De aqui a= 6, b = - 4.

49. Aplicando propiedades de los logaritmos, tenemos 2log X + log,2 — log X = 2

2log X+ 1 —log,x =2 por lo que logx =1y X=2.

50. Si a, B, v son las raices de p(x)=2x" + x> —=3x+1= 2(Xx—o)(X—P)(X—7) =0 y por el teorema de
Viete para polinomios de tercer grado, tenemos:

1 3 1 .
UBY=—§;GB+0‘Y+BY:—E§0°+B+Y:_E- Agrupando en la expresion:
o +B° +y’ + PP+ o’ + By +BY +y o+ ot —afy

=0’ (a+B+P+P7(@+B+Y)+7 (0 +B+7y)—ofy
= (a+B+7)la® +B> +72)- Py
= (0+ B+ Pl +B+7)? — 2B + oy + By) |- 0By

Sustituyendo

18 R e R

51. Se tiene que 3X* = —(W + 15) para que las soluciones sean enteras debe cumplirse que W = 3t con t entero
y t < —4; la ecuacion queda x> = — (t + 5) y los valores de t son t = -5 o t = -5n — 1 con n entero positivo.
s W=-150w=-15n - 3 con n entero positivo.

s2. (Voo | +(J2 = | -({2+ 5 Tﬁf

2X X
( 2.,.\/5) _4(1124.\/?) +1=0; Discriminante = 12 luego

(2+

ey

JX=412J§=2iv§

2
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Si (V2+\/§JX=2+\/§:>(2+\/§)X:(2+\/§)2:x:z

1 (V5 | 2243264 )" = 0 33) b4 )" = xm

53. Edad actual: X
Edad dentro de tres afos: X + 3
3Xx=3)=x+3
X=06
Dentro de 4 afos tendra 10 afios.
Hace 4 afios tenia 2 anos.
.. dentro de 4 afios tendrd 5 veces la edad que tenfa hace 4 afios.

54. Si observamos la simetria del sistema, es decir, que podemos cambiar X por Y, llegamos a que si (X,y,)
es solucion, también lo es (y,, X)). Asi pues, el nimero de soluciones que es finito serd la suma del
ndmero de soluciones (a, b) con a # b mas el nimero de soluciones de la forma (a, a).

Acabamos de ver que el nimero de soluciones de la forma (&, b) con a # b es par, luego lo tnico que
nos queda probar es que si ponemos X en lugar de Yy, obtenemos un nimero par de soluciones.
Veamos: (¢ + 6) (X + 1) = X (& — 1). Esta ecuacion es equivalente a -* + 6X— 6 =X, 0 sea, ¢ —5X+ 6 =0
cuyas soluciones son 2 y 3, de donde las soluciones de la forma (a, &) son (2, 2) y (3, 3), es decir, un nimero
par como queriamos demostrar.

k+2° k+2’
No tiene solucidn, si k = -2.

55. X sik#+2.

Si X > 1, entonces >1 y se cumple para -2 < k < 4.

k+2

Si y > 0, entonces >0 y se cumple para k > 2.

k+2
.. tiene las soluciones que se piden para -2 < K < 4.

56. Sumando, obtenemos (X + Y + 2)*> = 16.

Reordenando cada ecuacién, podemos factorizarla como X + Yy + Z por un factor de grado uno,
obteniéndose (2,3,-1) y (-2,-3,1).

57. Sumando todas las igualdades y pasdndolo todo al miembro derecho, obtenemos
0=X —2X +1+% —2X, +1+...+ X3 00, — 2%, 004 +1, de aqui que

0=(x —1F +(x, —1) +...+(x2004—1)Z SX =X == Xy = 1.

58. Sean X, la cantidad de hembras de preuniversitario; Y la cantidad de hembras de secundaria bdasica; z
la cantidad de varones de preuniversitario; W la cantidad de varones de secundaria béasica. Entonces
tenemos las ecuaciones Z+ W= 0,55(X+ Y+ Z+ W); W: Z= (Y + W)(X + 2) y se busca la razén w : y.

Z XxX+z Z+W X+ Y+Z4+W
—= entonces =
wWoy+w w y+w
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) w Z+wW 55 11 y+w _ 20 ., .
teniendo que = =——=—, de esta forma =-— de aqui se tiene que
y+w X+y+z+w 100 20 w 11
y_9 w_ 11
w 11 'y 9

BO. y=X+ryxX +y +2x=xX+ (X+ )+ 2x < 1, es decir, 2X* + 2(r + 1)x + r> — 1 £ 0. Consideremos la
ecuacion 2X2 + 2(r + 1)x + r> — 1 = 0 donde su discriminante
D=-4r2+8r + 12.
SiD=0=(-3)(r+1)=0porloquer=3o0r=-1.
Sir=3y=x+3yxX+xX+6Xx+9+2x<1dedonde X*+4x+4 <0y (X+2)*<0 solo para X = -2,
y = 1 teniendo el par (-2;1) que es una solucién.
Sir=-1,y=x-1yxX+x-2x+ 1+ 2x< 1 de aqui 2x* < 0 solo para X = 0, y = -1 teniendo el par (0; —1)
. hay dos valores reales de r que son 3 y —1.

60. Sustituyendo la segunda ecuacién en la tercera, tenemos
b=cbc+)+1<b=bc2+c+1
obl-c)=1l+cebll+c)(l-c)=1+cdeestaformal +c=00b(l-c)=1.
Sib(l1-c)=1,b=bc+1=a Tambiénb=1-c==%1.Sib=1-c=1, tenemos
b= 1c + 1, lo cual es una contradiccién. Sib=-1,c=2y c=ab+ 5 =4, lo cual es una contradiccion.
Sil+c=0,a=bc+1=1-byc=-1ahora-1=ab+5=(-Db)b+ 5. Simplificando se llega a
b’—b-6=0de donde b=-2ya=30b=3ya=-2. Comprobando las soluciones, se tiene que
(&b;0) = (3;-2;-1) o (-2;3;-1).

61. Este problema se reduce a determinar todas las soluciones (a, b, ¢, d) del sistema de ecuaciones
abc+d=abd+c=acd+ b=bcd + a
Este sistema es simétrico en todas las variables y toda permutacién de una solucién es también solu-
cioén. Podemos diferenciar algunos casos:
Las 4 son iguales: a=b=c=d.
3 son iguales:a=b=c #d.
2 pares iguales: a=b #c=d.
1 parigual: a=b #c #d.
Ninguna igual: no hay dos que sean iguales.
Notemos que en la primera ecuacion
abc+d=abd+c < abc-abd-c+d=0 < (c-dy(@-1)=0
y en el sistema de ecuaciones también se verifica de forma anéloga que:
(@a-bycd-1)=0
@-c)bd-1)=0
@a-dybc-1)=0
(b-cad-1)=0
(b-dyac-1)=0
Analicemos ahora los casos anteriores.

Caso 1: (las 4 iguales) si tenemos a = b = ¢ = d =r, tenemos solucién para todo valor real de r, todas las
expresiones son iguales a r* + r en ese caso. El conjunto de todas las soluciones es, por tanto,

S={rrn|reR}
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62.

63.

64.

65.

Caso 2: (3 iguales) como asumimos que b # d, se tiene por (b — c)(@ — 1) =0 que ad = 1 si y solo si

b= 3% verifica, como asumimos que a = b tenemos & = 1 si y solo si a=+ 1, tomando a=b=c= =l

y d =1 # @, todas las cuatro expresiones son iguales a = r = 1, tomando todas las permutaciones,
llegamos al conjunto solucién

S = {(x1, =1, =1, 1), (=1, £1, 1, £1), (1, 1, £1, £1), (r, £1, 1, £1) |r € R}.
Caso 3: (dos pares) como asumimos que b # ¢ se tiene por (b — ¢)(ad — 1) = 0 que ad = 1 si y solo si

1 . 1 . . 1 g
b= a se verifica. Tomando a=b=ry c=d z? todas las expresiones son iguales a r+?, también,

tomando todas las permutaciones, tenemos el conjunto de soluciones:

S, :{(r,r,l,l}(r,l,r,l}(r,l,l,r) | reRar ¢0}.
r'r r’r r'r

Caso 4: (un par) no existen soluciones en ese caso. Asumiendo que b # ¢ # d se tiene que 1 = ad = ab = ac,
y, por tanto, b = ¢ = d contrario al caso que estamos asumiendo.

Caso 5: (ninguno igual) el mismo argumento que el caso 4 demuestra que no pueden haber soluciones
en este caso.

La solucién del sistema de ecuaciones es el conjunto S=S U § U S,

A sen8x _ sen8X _ 2sen8x  4sen8X _
B ; - . "~ sen2Xx "~ sendXx "~ sen8X
sen X-cos X-cos2X-cos4x L cOS2X - cosdX . . cosAX .

por lo que A = 8.

100
|sen XI =1= X:§+ kr siendo © = 3,14 entonces [@} = [3 1,8]= 31 como el resto de la division [T]
T

es 0,8 > 0,5, entonces se le adiciona otro a 31 y hay en total 32 valores reales de X que satisfacen la
ecuacion.

sen®X + cos®X = (sen®X + cos?X)® — 3sen®xcos?X = 1 — 3sen?Xcos’X
sen*X + cos*X = (sen’X + cos’X)? — 2sen®xcos’X = 1 — 2sen®Xcos’X luego
z = 2(1 — 3sen*cos?X) — 3(1 — 2sen?xcos?X) = 2 — 6sen?xcos’X — 3 + 6sen*cos?X = —1 por lo que z = —1.

. T 5T T ST )
a) sen X > cos X si X€ Z’T y €cos X > sen X para X€ O;Z 0 Xe 7;275 entonces para el primer

caso se cumple que cos sen X > sen cos X y para el segundo caso se cumple que sen cos X < cos sen X.

b) -1 < cos < 1 luego cos cos X > 0 porque cos X > 0
T T

i Xe |-—;— -Llfc [——.

B e]zz[y[ ] ]22[
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T
66. -1 <cosx<1ly-1> —g, la funcién coseno es creciente en el intervalo [_E;O} luego

T T
O<cos(-1)<1; 1< R la funcién coseno es decreciente en el intervalo [0§5] luego se cumple que

T
0 <cos 1< 1 perocos(cos X) =1sicosXx=0, X= 2k + 1)5 por lo que se tiene 0 < cos(cos X) < 1.

67. 4seno- sen E+oc - sen %+oc =4seno. - ﬁcosowsena ﬁcosa—sena
3 3 2 2 2 2

1
= 4sen oc(%cos2 o.——sen? oc): senou(3(1— sen’ o) — sen’ o)=seno(3— 4sen’ o) =

= 3sen o0 — 4 sen®o. = sen 30

3

. tan” o0 —3tan o

68. Consideremos que tan o = m € IN, entonces tan3o = tan(20l + o) :ﬁ
tan” o —

2
tan ol :3'[21112 o—1 34 28 _34 28 ——
tan30t  tan“ -3 tan“ o —3 m -3

y

Luego m? — 3 es un divisor de 8 por lo que se tiene que cumplir que

m-3=1 o m-3=-1 0 m-3=2 o m-3=-20
m==+2 mg IN me IN m==+1
m=2 m=1

m-3=4 o nw-3=-4 0 nF-3=8 o -3 =-8

mg IN mg IN mg IN mg IN
tan o
Sim=2,entoncestan =2 € Ny =11e N,
tan 30t
. tan o
Sim=1,entoncestanoc=1€ Ny =-1¢ IN.
tan 3ot

.. la Unica solucidén es para tan o0 = 2 y o. € I cuadrante y todos sus coterminales.

cosX cos4X sendXcosX sen3Xx sen X(3 —4sen °X)
69. cotX- cotdX= - = = _

= = , como X es diferente de kr
senX sendX senXsen4X senXsen4dX sen Xsen4 X

se tiene:

1
3—4~5(1—C052X)_1+2CO52X_ 1 N 2c0s2X 1

= = + =cosec4 X+ cosec2X
sen4X sen4X sendX 2sen2Xcos2X sendX sen2X

pero cosec 4X > 1 y cosec 2X > 1 para todo X en el intervalo dado, por lo tanto,
cosec 4X + cosec 2X > 2 y cot X — cot 4X > 2.

63



70. tan Azﬁz sen A:£§cosA y sen? A:%tcos2 A llegando a la igualdad cos® Azi—: por otro lado
tanB:l:senB:%cosB y 3sen B = cos B, es decir, 9sen?B = cos’B llegando a la igualdad

senszL y sen*B=—
10 100

sen 4B = 2sen 2Bcos 2B = 4sen Bcos B(1 — 2sen’B), haciendo las sustituciones y los célculos pertinen-

tes, se obtiene sen 4B = 24 por lo que cos® A= sen4B:§—:.

x> =5x+6 <0 (X=3)(X—2)
x> —11x+30  (X—6)(X=5)
Si 5 < X< 6 como sen 2X = 2sen X cos X, entonces sen X < 0 y cos X > 0 luego

71.

<0 cuyas soluciones son: 2 < X<305<Xx<6.

2sen X cos X = sen 2X < 0.
Si2 < X<3comosenX>0ycos X< 0 luego 2sen X cos X = sen 2X < 0.

72. Como A, By C son los angulos interiores de un tridngulo se tiene que:

tan(A+B)+tanC
1-tan(A+ B)tanC

A+B+C=180°ytan(A+ B+ C)=0;

tan A+ tan B +tanC
1 —tan Atan B _ . tan A+tan B +tanC —tan Atan BtanC _ 0
- tan A+tan B tanC " 1—tan Atan B—tan Atan C —tan BtanC
1—tan Atan B

luegotan A+tan B+tanC—tan A-tanB-tanC=0y tan A+ tan B+ tan C=tan A - tan B - tan C.
b) Como tan A + tan B + tan C =tan A - tan B - tan C, entonces dividiendo por tan A - tan B - tan C se cumple
1 1 1

+ + =1 | B- - cot A A- B=1.
ue e C  an AanC | tan Atan B Porloque cot B-cot C+cot C- cot A+ cotA- cot

73. Como A, By C son los angulos interiores de un tridngulo, entonces A + B + C = 180° pero para este caso
se cumple que tan A + tan B + tan C = tan A - tan B - tan C y por datos se tiene que tan A - tan C = 3,
entonces tan A - tan B - tan C = 3tan By tan A + tan B + tan C = 3tan C

1
tan A+tan B=2tan Cy E(tan A+ tan B) = tan C, Es decir, tan A, tan B y tan C est4n en progresion aritmética.

sen70° cos20° +/1+cos40°  send0° 2sen”40° _ 2sen’40°

cos70° sen20° V1 —cos40° " 1—cos40° 2sen40°—sen80° 2sen40°—cosl0°

2sen? 40° 2sen?40° _ 2sen’40°

- 2sen40° —2sen30°cos10° - 2sen40° —sen40°—sen20° sen40°—sen20°

2sen’40° 2sen’40° 2sen’40° 2sen’40°

- 2sen40° +sen20°—2sen20° 2sen30°cos10°—2sen20° cos10°—2sen20° sen80°—2sen20°
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a b
75. Si = , entonces acosB = bcosA (1) AyB=0.

cosA cosB

En el AABC se tiene a _ b a= bsen A

= sustituyendo en (1), tenemos
sen A senB sen B

bsen%z bcos A; senAcosB = cosAsenB; senAcosB — cosAsenB = 0, es decir,
sen

sen(A — B) = 0 luego A — B = 0 por ser angulos interiores de un tridngulo, luego A = By el tridngulo ABC
es isosceles.

sen A
— 2
76. tan A _ cosA _sen AcosB _ senzA por o que cosB _sen A
tanB senB  cosAsenB sen’B cosA senB
cosB
senBcosB = senAcosA, es decir, sen 2B = sen 2A, de aqui se tiene que si 2B = 2A, entonces A= B y el
tridngulo es is6sceles pero si 2B = 180° — 2A, entonces
2A + 2B = 180° y A + B = 90°, entonces el tridngulo es rectangulo en C.
77. Observa que cosz—Tt = L y que cosﬁ+cos14—1t = ZCosg—n-cos@
3 2 9 9 9 9

8 27 8 14w
=—c0s— Juego cos— +cos— +cos— =0.
9 9 9 9

Elevando al cuadrado la expresién, vemos que lo que queremos calcular es

1 2 8 14 . . .
—E(cos2 ?Tt+cos2 §+ cos” Tn) Usando la identidad cos 2X = 2cos®>X — 1 esa expresion se transfor-

ma en _1 cosﬂ+cosl6—n+c0528—n+3 . Por otro lado
4 9 9 9
47 28m 161 127 l6m ) 2T 16w
cOS—+cos—— =2¢coS——-coS—— =2cos—-| 2cos” ——1 |=—cos—
9 9 9 9 3 9

. 1 4r 16T 281 3
de donde se tiene que ——| cos— +cos——+cos——+3 [=——.
4 9 9 9 4

78. sen(2X + y) = Ssen Y; sen2Xcosy + cos2xseny = 5sen Y

2senxcosXcosy + 2cos?Xseny — seny = Ssen Y 2(senXcosXcosy + cos’xseny) = 6sen Yy que al dividir por

1 .
Ecos Y,y como cos Y # 0, se tiene

senxcosX + cos’xtany = 3tan Y; senXcosX = 3tan y — cos’xtany = tan Y(3 — cos?X) = tan Y(3sen’X + 2cos’X)

sen X
senXcosX cos X _ tanX

3sen’X+2cos’ X 3sen’X+2cos’ X 3tan® X+2

entonces tany=

COS2 X
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, 3., 1
= 3tan°Xtany + 2tan y = tan X; Etan Xtan y+tany = Etanx;
3., 3
—tan Xtany+tany+tanX:EtanX

3 3 3 5 3
tanx+tany:EtanX—EtanX—Etan Xtany; tanX+tany=5tanx(1—tanxtany)

tan X+tany

3 3
— =~ 7 —"tanX entonces tan(X+Y)=—tanX
1 —tan Xtan y 2

79. y=sen2£+sen23—n+senzz+sen29—rE
20 20 20 20
:sen21+sen2—+co S cos’ T_om
2 12 20 2 20
=sen21+sen2—+coszl+cosz3—n=
20 20 20
sen2§
, X 7 l-cosx b+c-a , Y a+c-b ,Z a+b-c
80. tan”—= = = ;tan” —=———Yytan" —=——— luego
2 o2 X l4cosx a+b+c 2 a+b+c 2 a+b+c

5 X 2 Y »Z b+c-a a+c-b a+b-c
tan” —+tan” —+tan” — = =1.
2 2 2 a+b+c a+b+c a+b+c

a’+b* _(a-by?

81. A:i(a2 +b2):%absenC ysenC b senC —1 , como se cumple que sen C<1,a>0,b

>0y (a-b)’> >0 tenemos que

_b)? a-b)’
(@-b =senC_1§0.Deaqul’que( )

0< =senC—1=0, es decir, se cumple que sen C=1y a

=h.
.. los angulos interiores del tridngulo miden C = 90°, A = B = 45°.

82. Usando la férmula

[ a2 2
Ai\/gz\/A-l_ 2A—Bi\/A— 2A—B

se tiene que

4

sen X =

83. Como X > 1 entonces 5

1 3 . T
<— pero cosX>—— si 0<X<—, demostremos que
X“+1 2 2 6
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X

T . T, T . LN T . .
T <— de aqui X< EX +g llegando a la inecuacién EX - X+E >0 como es un trinomio de
X"+

2
s T T
segundo grado cuyo discriminante D=1- ) <0. Luego la desigualdad gXZ - X+g >0 se cumple

2 2 :

para todo X € IR, por lo tanto, cos
X +1

) V3
84. cot(o — B) + cot(a + B) + cot(o + 2B + ¥) + cot(at + y) =0
cot(o — B) + cot(a + B) + cot(ar + 2P + 180° — (0. — B)) + cot(ow + 180° — (o — P)) = 0

cotocotP+1 N cotocotf—1
cotf—cota  coto+cotf

+ cot(180° + B) + cot(180° — B) =0

2cotaicot’ B+2coto

=0 de aqui que 2cota(cot’ + 1) = 0 y cot’ — cot’a # 0, coto. = 0 y
(cot P — cot a)(cot B + cot o)

o = 90°; cot’ # 0 por ser ambos dngulos interiores de un tridngulo.
Luego B+ y=90°y
cot(90° — B) + cot(90° + B) + cot(90° + 2B + 90° — B) + cot(90° + 90° — B) =0

tan B — cot B + cot(180° + B) + cot(180° — B) = 0, tanP —ﬁ+ cotf—cotf =0 llegando a la ecuacién
an

2
(tan”p—1) BB_ D_ 0, (tan’ B—1) =0y tan B = =1 como B < 90° luego f =45°y 7 =45°
tan

~. el tridngulo ABC es rectangulo e isdsceles.

85. Se tiene que cos X* < 1; 2cos ¥ < 2; —cos Xy < 1, entonces sumando las tres desigualdades, se tiene
cos X* + 2cos y* — cos Xy < 4.
Supongamos que cos X + 2cos Y? — cos Xy = 4, entonces X> =2kt = X=+/2kn ;
y> =2k'n = y=+/2k’m; xy=2nvkk’ con k, k' € IN.

Pero como cos Xy = -1 si Xy = (2k”> + 1)z, K’ entero. Entonces debe cumplirse que:

1
2V kk’ = (2k+1)7, al elevar al cuadrado y simplificar queda kk’= (E(Zk”H)ZJ pero K, K’ son natura-

1
les y (E(ZK”+ 1)2} no es natural porque el numerador es impar y el denominador es par. Luego la

suposicion inicial es falsa.

. cos X2 + 2cos Y2 — cos Xy < 4.

86. asen’o. + bcos’ol = m(sen’ol + cos’0l) entonces asen’cl — msen’ol = mcos’o. — bcos’o

m-b
(a — m)sen’o, = (M — b)cos?o. entonces tan’ Oc:a—m

bsen’ + acos’P = n(sen’P + cos’P) entonces bsen’ — nsen’ = ncos’P — acos’P
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

(b — msen?B = (n — a)cos’p entonces tan’ P =

b-n
m-b n-a . .
luego atan o = btan P y atan’o. = b? tan’B y @’ o b* b haciendo las transformaciones nece-

sarias, se llega a la igualdad pedida.

@-x220; (b-y)?22=0; (c- 2?20, desarrollando los binomios, se tiene
aZ-2ax+xX+b2-2by+y2+c2-2cz2+220

@+ b2+ )+ (@ +y+ 2) 2 2(ax + by + c2) entonces
2>2(@x+by+czyax+by+cz<l.

5a2 — 6ab + 52 = 3a? + 2a2 — 6ab + 3b? + 2b2 = 3a2 — 6ab + 3b? + 2a? + 2b?
=3@-2ab+ ) +2@+b)=3@a-hb2+2a+h=>0.

(@a-2b+2c)220; a + 4b? + 4¢2 — 4ab + 4ac — 8bc > 0; & + 4b? + 4¢2

2
24ab—4ac+8bc%+b2 +c?>ab-ac+2bc.

2
b-L] 20:b* —b2+L20yb' —b*>—1:b?—b* <L yb21-b) <t
2 4 4 4 4
1
bVl -b* < E‘ (1), como az + b2 = 1 entonces a2 = 1 — b? sustituyendo en (1) se tiene

1 1
by a? 35‘; ab35;2abS1; l1+2ab<2y Ji+2ab <42 por lo que

val +2ab+b? <42; J(@+b)’ <2 y |a+b|<+2.

Utilizando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica, tenemos:

4 4
a erb Zazbz;%bzx/ab;«/ab es méaximo cuando v ab = a;b:% de donde se cumple que ab:i

1 at+b* _ 1 1
entonces a’b’ =— de donde se obtiene que >—vyat+b'>—.
16 2 16 8

3 729
2"< M < 2" ! entonces 1< ;—n <2.Para n=9 se cumple que 1<53< 2 vy, a partir de n =9 se cumple

que N3 < 2" luego el unico valor es para n = 9.

Se tiene que 1 > a+ b + c entonces 1 > (a + b + €)?, es decir,
1>a2+ b+ 2+ 2ab+ 2ac + 2bc;
1>2a2+b2+c2+2b2+2c2+2c2y 12> a2+ 32+ 5¢2.
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94. 4Ja+4\b>a+4b+50>a+4b+5-4a+4vb
0>a-4/a+4+4b-4vb+1;0>(/a-2)2(2Vb—-1)%, pero (v/a-2)2 >0y 2Jb-1)*> >0

luego, el tnico caso posible es que Ja-2=0 y 2+/b = 10 lo cual se cumple para a = 4

95.

—
< | x
+
X |<
~
I
|><
38}

+
[\®]

+
|~<
|><
o
+
|~<
Il
I
+
x |<

2
J — 2 entonces

2 2 2
2[X—2+y—2]—3(5+i)+6=2{(5+l _2}_3[&1}6
Yy X y X y X y X

2
= 2(§+X) —3[§+X)+2. Haciendo §+X]=a, se tiene que 282 — 3a + 2 es un trinomio de se-

y X y X y X
gundo grado cuyo discriminante es — 7 < 0 por lo que 2a? — 3a + 2 > 0 para todo a, por lo tanto,

2
2[ﬁ+i) _3(§+XJ+2>0 para todo X, y € IR*.
y X y X

2 2 2
%. (Lz_l] ZO;LLX] _2[1+1)+120;4(1+1} _8(z+z]+420;
y X y X y X y X y X

2 2
4[X—2+y—2]—8(5+1)+1220.
y* X y X
97. Como (X — y)? 2 0 para todo X, VY reales, luego X2 — 2xy + y? = 0;

2R -+ 22—V —2Xy 2 0; 2X + 2y2 2 X2 + 2Xy + V% 2@ + V2) = (X + Y)?

2 2 2 2 2 2
Xty 2(X+y) porloquexer > X+y .
2 4 2 2

98. (Vad —vbc ) > 0; ad +bc - 24/abed > 0; ad + be > 2+/abed
ad+bc+ab+cd=>2+vabcd +ab+cd;alb+d)+cb+d>ab+2+vabed + cd

@+0)b+d)> (Jab+ad ) y @+ cib+d)>+/ab+ed .

9. at—ab+b—ar¥=aka-b)-bP@-b)=(@-hb)yad-m) =(a-b2a+ab+ b
pero (a—b)2(a2 + ab + b?) > 0 luego a* — a*b + b* —ab® > 0y a* + b* > a3b + ab?
soa%h + ab? < at + bt
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100. Si 2x + 4y = 1, entonces X+2y:%:>X=%—2y, pero X2 + y? > 2Xxy sustituyendo se tiene que
2 1 2 2 2 1 1 2
4y —2y+Z+y 2y—-4y";9y —3y+ZZO por lo que 3y+5 >0.

. 1 1 ) 2 1Y1 2 5 1
El minimo valor es y=g,ent0nces X=g luego X" +y” 22 i XYy 2 —.

18
101 a+bYb+cYc+a a bYb cYc a ab b> bYc a
. =4+ =+ Z+= == =F1+—+= | Z+=
c a b c c)la alb b c a ac a)b b

b b? b} c al b ac a c b
=—-+1+—+—=|=-+=|=—+—+—+—+—+—+2 pero
C ac alb b b a c b

J a c

b a ¢c a ¢ b
E+322; E+EZ2;E+922 entonces —+—+—+—+—+—+228
a b a ¢ b c a b a c b c

a+bYb+c)c+a S8
Y1 ¢ a b

2 2 2 1 1
102. Se sabe que x+y 2(X+y) , haciendo X=a+g; y:b+6, se tiene que
2 2

2 2 P 2
l l 1 1 2 1 1 1+a+b
(a+ ) +(b+b) § a+—+b+— a+—+b+B ( b

a > a pero a =
2 2 2 4

2
1 1 a+b
:Z(“—%) como abg( hl
2 2
(a+1) +(b+tl)) 2
se tiene que a >l(1+ L ) .

2 4
2 2 2 2
ast | +fb+l| o1+ Ll y a+ | +[b+l] 22,
a b 2 ab) 2 2 a b 2

2 2
entonces ab < 1 ;abSl luego L24 y1+L25 de donde
2 4 ab ab

<x<a+h.

. ab
103. Como a,be R, entonces ot

a’ +bx

5 <1.
b° +ax

Six<a+b=(b-ax<@+bb-ag=obx-ax<kPP-aZ=sa22+bx<+ax=
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Si X> b = (@+bx>ab= (-a)x>ab(b-a) = bbx + a) >alax + b?) =

a2+bx>a1 a<a2+bx
- 1uego
bP+ax b b b yax

<l1.

= b(a? + bx) > a(b? + ax) =

104. (a—b)? > 0; &> — 2ab + 2 = 0; 3a2 — 6ab + 312 = 0;

1
de?— e —4ab—2ab+ 4P~ 2 0; 4@ -ab+ ) 2@+ b @-ab+ P> @+ b)* multiplicando

1 a>+b® _(a+b)
or —(a+b) se llega a > )
p B 4 ) )

105. a + b2 = 1 también X2 + y2 = 1, multiplicando ambas igualdades, se tiene
axe + b2y + a2y? + 22 = 1 entonces (a2 + b2y2 + 2abxy) + (822 + b2 — 2abxy) = 1
(ax + by)? + (ay — bx)?2 = 1 luego (ax + by) < 1;

ax + by| < 1.

106. a) Desarrollando el miembro izquierdo, tenemos:

(a+b+c)(l+l+l)=3+(E+EJ+(E+E)+(E+E]23+2+2+2=9
a a

b c b cC a c b
b

. . a
(en la dltima desigualdad se usa que —+ a 22),

b

b) Esta desigualdad se puede demostrar apoyidndonos en la demostrada anteriormente de la forma

siguiente:
a | b c _a+b+c a+b+c+a+b+c B
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

=(a+b+c LIRS S N NP
b+c c+a a+b

:%{(a+b)+(b+c)+(c+a)}( Lt 1 J—32§—3=%

b+c c+a a+b

107. Aplica el teorema del binomio.

108. Tenemos X +y+2z2=5 (1);Xy+xz+yz=3 (2). Despejando en (1), obtenemos X+Yy=5-2 (3)
y reemplazando (3) en (2), se tiene

(5-2z+xy=3dedonde xy=3-52+2 (4)

Luego Xy Y son raices de la ecuacion cuadratica t* — (5 — 2t + 3 — 52 + Z2 = 0. Para que las raices sean
reales debe cumplirse que (5 — 22 4(3 - 52+ Z) = 0, es decir,

13
(13 -32(1 + 2 = 0 por lo que —ISZS?.
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109. Consideremos primero el caso en que uno de los nimeros X o Y es 0, supongamos, por ejemplo, que
X = 0 (lo mismo ocurre para y = 0).

La desigualdad se transforma en (ay)’* > a(y — b), que puede escribirse como

2 1
ay_l + ab—l >0, que es verdadera, ya que ab>—.
2 4 4

b y
Pasemos al caso Xy > 0. Si reemplazamos (a,b,x,y) por (7“1 X,XX, x) con A # 0, la desigualdad no

cambia. Si elegimos A =\/z #0, podemos suponer que X = Y. (Notemos que Xy > 0 implica que
X

y : X > 0, de modo que A estd bien definido). Por lo tanto, basta probar que si abzi. Entonces

(a - b2 > (a — x)(x — b) para todo X real.

Esta dltima desigualdad es equivalente a [(a — b)> + 1]¥* — (a + b)x + ab > 0. El miembro izquierdo es
una funcién cuadritica con discriminante

D = (a+ b)> — 4ab[(a - b)* + 1] = (a + b)* — 4ab - 4ab(a — b)* = (a — b)*(1 — 4ab).
La condicién ab 2% implica que D < 0, de donde f(X) > 0 para todo X real. Con lo cual se completa

la solucién.

110. Se tiene que X' %% — 2x! 987 4 3x! %6 — 4+ 1 987x* — 1 988x + 1 989
= (X198 4 2x!198 4 3x1982 ¢+ . 4+ 993%% + 994)(X — 1)> + 995 > 995 > 0.

M. 2n-1D<m32n-3) < 52n-5)<m..dedonde[l-3-5-...-@n-DP<r"y1-3-5.-...-@n-D<n"
lvegon">1-3-5-...-2n-1).

112. Setienequea+b+c+d>1;(@a+b+c+d2>1
a2+ b2+ 2+ d?+ 2ab+ 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd > 1
2+++d+202+2c2+2d2+2d2>1; a2 + 32 + 5¢2 + Td2 > 1.

la‘;|a—b|>
2

114. De acuerdo con la desigualdad de Bernoulli se cumple que (1 + )" =21+ nouconne IN, oo = -1y

a#0luego (1 +a2=>21+2a (1+b2>21+2by (1 +c2>1+2c, entonces 1 + a=> 2a+1;

2

1 1 1
o fle-tofe [

a

1

113. |p|< y ﬁ‘ <é.

1+b>42b+1;1+c> +2c+1; sumando las tres desigualdades, tenemos

3+a+b+c> Da+1 ++2b+1 +2c+1 y 2a+1 + V2b+1 + +2c+1 <4.

115. (ab — ac)? + (ab — bc)?2 + (ac — bc)?2 = 0 desarrollando los binomios, tenemos
a2h? — 2a2bc + a2c? + a2b? — 2ab?c + b?c? + a2 — 2abc? + ¢z > 0
2a2? + 2a2¢? + 2b?c? > 2a?bc + 2ab?c + 2abc? entonces
a?h? + a2c? + b2z > abc(a + b + ©).
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116.

17.

118.

119.

120.

121.

(ab - bc)? + (bc — ac)? + (ab — ac)? = 0;
2a2k? + 2a2c? + 2b?c? - 2ak?c — 2abc? - 2a2bc > 0 luego
a?h? + a2c2 + h?’c2 > abc(a+ b + ©)

pero (82 — b2)2 + (a2 — ¢2)?2 + (b2 — )2 > 0; 2a* + 2b* + 2¢* > 2azb? + 2a2c? + 2b2c?, entonces
at+ b+ ¢t > a2 + a2 + b’ luego a* + b* + ¢* > abc(a + b + ©).

a=m-79n+1601 =n-80n+1600+n+1=(n-40)0+({N+1)
=(N=41+1+M+D=MN+1P2-2(n+ D41 +41>+n+ 1

n+1)(n-80
=N+ 1D+ 1-82+1+412=(n+ 1)(n—80) + 41> = 41[%+41]
entonces para N = 81 se tiene el primer nimero no primo, ya que (82)(1) + 41* es divisible por 41.
Si a denota el término Nn-é€simo de la sucesion, entonces

o aay .. a, n’

_al - PR B _(n—l)

n 5> paran =2, los 5 primeros términos de la sucesion son

14916 25 1 +a—2+§—ﬂ
, ,Z,?,Eysecumpequea3 5= 2t 6 16
La distancia sera
1
104229510 j0420[ L1ty )e10420—2— =30,
2 4 2 4 1_1
2

Recorrera una distancia de 30 m.

Por ser tres nimeros en progresion aritmetica 2log, x=1log, X+ log, X

1 1 1 1 1
2 ogX_ ng+ ogX y como logx#0—2= ogb+ ogh

logh loga logc loga logc

=log,b+log.b.

Uniformando la base log, ¢* = log, ¢'**® +log b = log, (b- clogaP )

Por tanto: ¢ =b-c'P = g'%P . cl%b = (3.¢)*%" como querfamos probar.

100

S, =%n[2a1 +(n-1d]; S, = 100; %10(2&1 +9d) =100 entonces 2a, + 9d = 20; S, = 10;

1
%IOO(Za1 +99d) =10 y 2a, + 99d = _ resolviendo el sistema se llega a que a, :@ y S, =-110.

5 100

122. Observa que el segundo término de la progresion aritmética es 5. Stiimale a cada término de la progre-

sion aritmética los nimeros 1, 4 y 19 y utiliza que el cuadrado del segundo término es el producto del
primer y tercer término. Se obtiene una ecuacién de segundo grado, en términos de la diferencia
comun, cuyas raices son —21 y 3. Las progresiones son: 2, 5, 8 y 26, 5, —16.
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123. Sean a, aq y ag’ tres nimeros positivos que son términos consecutivos de una sucesion geométrica.
Si g > 1, para que sean tres lados de un tridngulo debe cumplirse que ag*< aq + a, es decir, que

1+\/§_

2

P<q+lyg-gq-1<0,entonces 1 <q<

2

Siq=1, entonces a < 2ay 1 < 2. Siempre puede construirse porque serfan tridngulos equiléteros. El
caso g < 0 no es posible porque a y ag son positivos.

Si0<qg<l,entoncesa>aq>ay g +q-1>0,esdecir, 0 <q<

o , . V5-1
. la razén tiene que ser un nimero comprendido en | O; 5 ) 2

1-”*@}.

124. Sean a, el primer término de la sucesion aritmética dada y d el nimero tal que para cualquier & y a_
términos de la sucesién @ —a =d, entonces a=a + (p - 1)d;

b=a +(-1dic=a +(r-1)d
(g-na+r-pb+(p-gc=ga-ra+rb-pb+pc-qgc=

=p(c-b)y+qg(a-c)+rb-a)

=pla +(r-1d-a -(g-1d]+qa +((pE-Hd-a - -Ddl +rla +(q-DHd-(p- Dd]
=p(rd-d-qd+d)+qg@ +pd-d-a -rd+d)+r(@ +qd-d-a —pd+d)

= p(rd - qd) + g(pd — rd) + r(qd — pd) = prd — pad + pgd — grd + grd — prd = 0.

1

125.a =a -q"',A=a =a - -q"""',B=a _=a -q" "' entonces
A. B:alz(qzm-2)=a12(qm-l)2=al . qm-l)zzam2yam= i /AB =a] . qm-l

126. a = l;a,=9=a +8=a +25a=36=a +3 =a +2°+3%
a,=100=a, +4°=a +2°+ 3’ + 4’ en general

2
@)=a _,+P=>1+2+3+..+n)= [%(n)(n+l)] .

127. Sean a, el primer término de la progresién; &, ., el término de orden 2K + 1 y n el nimero de
términos de la progresion.

Se tiene S:%(al +a, )N peroa,  =a + 2K+ 1-1)1=K?+2K + 1 luego

Szé(K2 +1+K? +2K +1)(2K +1) y haciendo los cilculos pertinentes se llega a la igualdad pedida.

1
128. a,a,,a, ;a8 ,=ad = —(a+a,, ) comoa #0, 207 — q— 1 =0 cuyas soluciones son =10 q=—5.

1
2

1
. las sucesiones geométricas con razén 1 o razén ) cumplen esa condicidn.
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129. Tenemos que por la relacién entre la media aritmética y la media geométrica, todos los términos de la

1 1
sucesion son mayores que 2 X, = X, +X— >2 (se descarta la igualdad, ya que X, # x Si efectua-

n n
1 1 000
mos X1=X0+X—. Como X+ X, = X, + oo = Xygg > 2
0
X, = X +1
2 T M _
X

1 1
X =% +X_ sumando las igualdades obtenidas, se tiene X, =X, +2X—
2 K

n-1
Si hacemos n = 1 000 y aplicamos de nuevo la relacién entre la media geométrica y la media aritmé-
tica, se obtiene:

999
ZLZIOOOIO(’{/I:K;peroK>SOOyK>40,P>2'°°°
k=0 Xk p
9991 9991
Entonces — >40/ + X_se tiene X + — >45y X > 45.
gaxk X, X, ngk Y X, 0
1
1 1 1 l n+1 1 1
130. X = =, X. = =, X, = —, .., X)= — y X = = X)) =—-.
1T XT3N T e )= T Y X L, 2 Y=
n+1

131. (1) Sea1-2+4+2-3+...4+n(n+1)=A+Bn+ Cn? + ... cambiando n por n + 1, obtenemos:
MD1:2+2-3+...+(n+DH(N+2)=A+Bn+ 1) +C(n+ 1>+ ...
Restando (1) de (2), obtenemos

M+ DIN+2)=B+C2n+ 1)+ DABN*+3n+ )+ E4r +6n* +4n+ 1) + ...
siendo (N+ D(n+2)=n*+3n+ 2.

Como no aparecen potencias de N mayores que 2 en el miembro izquierdo, entonces a partir de E
todos los coeficientes son 0 y quedaria el sistema 3D = 1 luego

D ;2C+3D=3,0sea, C=1;

1

3
2 2 _

B+C+D:2yB:gdedondel~2+2-3+...+n(n+1):A+ §n+n2+n3;comoesta1gualdad

es valida para todo N, en particular se cumple para n =1y se tiene 2 = A + 2 luego A = 0.

2 1 1 n
.'.1-2+2-3+...+n(n+1):§n+n2+ §n3:§n(n2+3n+2): g(n+1)(n+2).

Otra via puede ser buscando el polinomio caracteristico.
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132. A =2A A+ ;A =2A —A +1=202A -A +1)—A +1;A =3A —2A +3 ..

1 1
A =nA -(n- DA + E(n)(n - A, =+ DA -nA + E(n + 1)(n);
A.,=(+2)A -(n+ DA +5 (n+ 2)(n + 1). Comprobemos si esta ecuacion satisface la ecuacién dada.

1
Sustituyendo y evaluando se puede probar que se cumple, luego A = nA - (n - DA + E(n)(n - 1.

1 1 1
133. §=pa, + Z(P-Dpd; §=qga, + @-Dpdiy § =P+ ®Pa + 5 (P+0d-DP+qd;

p+q

1
como Sp = Sq igualando las dos ecuaciones se tiene (p — Q) E(2a1 +(pP+9g-1d) =0, como p#(q

p+q

1
entonces 28, + (p+q-1Nd=0y S _=(p+ q)E(Zal +(P+9g-1d=0.

134. S=1+qg+¢+ ...y S =1+Q+ Q como los médulos de gy Q son menores que 1 entonces

1 1 -1 -1
Sl:EySz:—porloque q:—S yQ:SZ—y

1-Q S S
qQ:Slsz—s?szsﬁlyquz:[slsz—;S:SﬁlJ luego
I __SS

S=1+0Q+qQ +...= 1-gQ S +S -1

135. (@ +a + a, +a, + 35)2 =1+2@a + aa +aa +aa +aa +aa +aa +aa +aa + a4a5) pero

1 2 3 4
a,a=a + —;a,=a +——;a, =a, +—;a =——— entonces
N TR N T RN TR T
) , 40 35 e
(58, +410)" =1+2]10g,” + —a4, +B llegando a la ecuacién 5a% + 2v10 @, + 2 = 0 cuya solu-

Jio

cién es a, :—T; al hacer la comprobacién se demuestra que el resultado obtenido es correcto.
10

136. Supongamos que V2,43 y /5 son términos de una progresion aritmética, entonces existen a,, k, my

V3-42  m-k
= = 5 = = =r
n tales que V2 a, + kd, NE) a +mdy J5 a, + ndy, por lo tanto, -3 n-m

siendo I un nimero racional. Elevando al cuadrado y ordenando el resultado, tenemos que

5 . , .
J15r2 =6 = 4r? —3 =S que también es un nimero racional. Elevando nuevamente al cuadrado y
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15r* —s* +6
6r’
un ndmero irracional y el miembro derecho es un nimero racional.

despejando, queda que v10 = que es una contradiccion porque el miembro izquierdo es

137. Bastara probar que a partir de un cuadrado perfecto podemos construir otro. Sea la progresion: &, a* + d,
& +2d, ...,a+kd ..
Como (a+d)* =& +2ad + & = & + (2a+ d)d, basta tomar K = 2a + d para obtener otro cuadrado en la progresion.

138. Sean a, by c tres nimeros tales que b=a+ d, c=a+ 2d y sean m, n'y p tres nimeros tales que N = mq,
p=mg%; a+ b+ c= 126, es decir, 3a + 3d = 126;
a+d=42=byd=42-a, c=126 - (a+ b) por otra parte a + m= 85, b + n = 76,
42 +n=76yn=34;
c+p=84,a+2d+p=8yd+p=42;a+m=85=>m=85-a mq=34

342
85—a)
a> - 85a+ 1 156 = 0 cuyas soluciones son: a=68,d=-26,p=68, =2, m=17, n=34, b =42,

42 —a+ mg? = 42; 42—a+( =42 llegando a la ecuacién de segundo grado en la variable &;

1
c=160a=17,d=25p=17, qZE’ m = 68, n =34, b =42, ¢c = 67 por lo que hay dos parejas de

progresiones diferentes que son:

I. Progresion aritmética: 68, 42, 16. Progresiéon geométrica: 17, 34, 68.
II. Progresion aritmética: 17, 42, 67. Progresién geométrica: 68, 34, 17.

139. Para todo niimero K, k > 2 la sucesién a (K) es primero estrictamente decreciente y para cierto nimero

n, el resto de los términos son iguales a 2: a = a =.=2.
no no + 1

El nimero &, — 1 es un ndmero impar. De aqui el nimero @ — 2 puede ser un cuadrado perfecto. Los
nimeros M que son cuadrados perfectos tienen un niimero par de factores, es decir, todos los diviso-

m
res estan distribuidos por pares (dQE}

Entonces los nimeros primos y solamente los nimeros primos satisfacen las condiciones del problema.

140. Seana = 1,a,=3,a,=3,a,=3,a,=3, a =b[1+c|+d; aQ:b[\/2+c]+d; a3=b[\/3+c]+d;
a4=b[\/4+c]+d; aszb[\/5+c]+d;entonces 1=b[\/1+c]+d; 3=b[\/2+c]+d; 3=b[\/3+c]+d;
3:b[\/4+c]+d; 5=b[\/5+c]+d; restando las dos primeras igualdades, obtenemos

2=b([v27c]-[Vi+c]) porlo que b =1y [V2rc]-[Virc]=2 o b=2y ([V27c]-[Vitc] )=1.

para el primer caso no hay solucién y para el segundo caso si por lo que b = 2.

De igual forma se obtiene para 1 con 3 y 4, luego restando 1 de 5, tenemos que 4 =2([\/5+c]—[\/1+c] ),

es decir, [5+c]-[v1+c]=2 de donde 1+[1+c]=[v2+c]=[v3+c]=[Va+c]|=[5+c]-1.

Luego para algtin entero my algtin entero K, se tiene 2 + =k y 5 + ¢ = n? por lo que n¥ — k* = 3 solo
puede ocurrir sim=+2yk==l;c=kK -2=-1,entoncesd=1ysetiene S=b+c+d=2-1+1=2.
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141. Seaa ,, =a(@’ - 3an3+ 3y=a; —%32an2 +3ay 9an+l -1=a’-3a’+ 38, -1=(@, - 1)’ a su vez
a . ,-1=@,  -D =I[@a -1 =(a, - 1). De manera general realizando el mismo proceso
andlogamente se llega al término k-ésimo que se expresard en funcién del término (K — 1)-ésimo y este
en funcién del (k — 2)-ésimo y asi sucesivamente hasta obtener el término a; tendriamos:

a-1=@_,-D’=[@ ,-DP=..= (a, —1)3k7l por lo que para k= 1989, tenemos & ., — 1 = (g, _1)3“””‘ )
Si suponemos &, ,,, = & = a, entonces

a-1=(a-1) ;-1 -@-1D=0 (a—l)[(a1 Y —1]:0 luego

a=1o (al_lflgg‘l_lzo; (al—l)%lm_l =1 como 3'*® — 1 es par, entoncesa—l=1ya=2o0a-1=-1
y a= 0. Por lo que los valores de ason 0, 1 o 2.

142. Para 1 <x<9,y=0; para 10 <x<99,y=10y=0; para 100 <x<999,y=20
y=20y=1loy=0;paral 000<Xx<1984,y=30y=20y=10y=0.
En el primer caso hay 9 pares, en el segundo hay 180, en el tercero hay 2 700 y en el dltimo hay 3 940.
. hay 6 829 elementos en el conjunto C.

143. Se sigue la misma idea que para el ejercicio anterior teniendo en cuenta las cuartas potencias de los

nimeros naturales, para X =0,y =0; para 1 < X< 15,y=0o0 Yy =1y asi, sucesivamente, al sumar hay
en total 11 464 elementos en el conjunto M.

144. Sea y = —X, entonces f(x — X) = f(X) - f(—x) por lo que 1 = f(x) - f(—X) cumpliéndose que f(-x) = L

fF(x)
145. Sean x=n,y = 1,
fn-f(H=fh-1)+n+1L;fnN+1=fn-1)+n+1yf(n="f(n-1)+ n, entonces f(n — 1) = 0.
Pero, esto no se puede determinar de forma tnica, por ejemplo, si n
contradice ii). Luego no hay ninglin nimero entero n, que satisfaga f(n)

1, entonces f(1) = 1 que
n.

146. f(x) = 3 +

X+4 5
T, € Z,pero X+ 4 =2 X* — 2 para -2 < X < 3.
X —
.. los valores de X que satisfacen las condiciones pedidas son: -2, -1, 0, 1, 2, 3.
147. 4n -3 =2(2n - 1) — 1 tenemos que 1 985 =2 - 993 — 1 pero 993 = 2 - 497 -1,
497=2-249-1,249=2-125-1,125=2-63-1,63=2-32 - 1.

Tenemos f(32) = f(2°) = 2° — 1 = 63, luego f(63) = f(f(32)) =4 - 32 — 3 = 125,
f(125) = f(f(63)) = 249 y f(993) = 1 985 por lo que f(1 985) = f(f(993)) = 4 - 993 — 3 = 3 969.

148. f(n+1)= f(n)+%, f(2)= f(l)+%:§, de igual forma f(3) = 3, f(4)=% y f(5) = 4.

1+3 2+3 n+3
Luego f()=——; f(2)=——, ...; entonces f(N)=——-.
2 2 2
1988+3
.. f(1 988) = 9T =9955.

Otra via: f(1) = 2; f(2)= f(1)+%; f(3)= f(2)+%;...; f(1988) = f(1 987)+%:2+%(1 987) = 995,5.

78



149.

150.

151.

152.

153.

154,

155.

156.

157.

158.

(X+1)X_

foen =0 ’f(x+2):(x+2)(x+1):x+2.x(x+1):(x+2)-f(x+1)‘

2 X 2 X

Hay que considerar dos posibilidades:

1 2 3 k
1) Para K impar, x, = 1 y f(m= DD +<k—1) Fot(Df ﬁ |

D'+ (D (D o (D
k

0.

IT) Para K par, X =1ly f(n)=

1
Luego f(n) = 0 si nes par y " si N es impar.

f2(X) + 2% = (2X)? + 2X2 = 6X* = 3X - 2x = 3x - f(X).

10198 — 1 988 = 100 ... 0 — 1 988 = 99...998012
1 988 ceros 1 984 nueves
S(10'%8 — 1 988) = §99...998012) = 1984 -9 +8 + 1 +2 =17 867

1 984 nueves.

f(x +y) = f(X) + f(y). Sea x = y = 0, entonces f(0 + 0) = f(0) + f(0) = 2f(0) por lo que f(0) = 0.
f(X) = X2, g(X) = 4x% + a entonces f(X) = g(X) si ¥ = 4X2 + a, es decir, para x> = —g, luego a < 0.

Sean f(X) = ¢ + bx + c y f(-X) = a¢ — ax + ¢, como f(X) = f(—X) es una funcién par entonces f(X) = ax + C;
f2)=4a+5=5yf(l) =a+ c=-4, resolviendo el sistema, se tiene que a=3y c=-7

s f) =3x -7y f(3) = 20.

f(1) =4, f(x+ 1) =4 -f(x), f(2) =4 -4=4=16,13) =4 ... f(n) = 4"
- f(1 989) = 419,

P0) = a; P2) = 8a, + 4a, + 2a, + a; y P(-2) = 8a, — 4a, + 2a - a; 4P(0) = -2 - P(2) entonces
P(2) = -2P(0) = -2a, de igual forma se obtiene P(-2) = -2a, luego

8a, + 4a, + 2a + 33, =0y 8a, — 4a, + 2a - 33, = 0 sumando ambas ecuaciones, se tiene a, = —4a,
Pl)=a,+a +a +a yP-1)=-a +a —a + a, pero P(-1) = -P(1) entonces
a+a+a+a=-a+a-a+aya =-3a llegando a que P(0) = a = 0; P(1) = -3a,; P(-1) = 3a,
P(2) = P(-2) = -2a, = 0; P(4) = -12a, = 48a,; P(4) = -153, — 12a, = -3(5a, + 4a,)

6P(2) =0-P4),P2)=0;a,=0y a =0 por lo que P(X) = aX —4aXcon a, € R*.

fX) = (X = 2)* - P(x), f(0) =4 - P(x) = P(0) = 1 de igual forma P(1) = 2 luego
PX)=x+1yf(X)=X-2)*x+1)=x-3% +4; f(0) =4, f(1) =2, f(2) = 0;
f'(X) = 3% — 6X con f'(2) = 0.
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159.

160.

161.

162.

163.

164.

Como f es decreciente, f(78) > f(77) entonces f(13) - f(6) = f(7) - f(11) también
f(44) > 1(42)

f(4) - f(11) = 1(7) - (6) de aqui que f(13) - f(6) - f(11) - f(4) = f(7) - f(11) - f(7) - 1(6)
pero f(6) - f(11) = f(2) > 0 de aqui que f(13) - f(4) > [f(7)]>
Hay que mostrar que, para todo X € R, f(x + 4k) = f(x)

f(x + 4K) = fl(X + 3K) + K] = —f[( + 3K — K] = —f(x + 2K) = f[(X + K) + K] = —f[(X + K) — K] = —f)f(x + 4Kk) =
= —f(x + 2K) = —[-f(X)] = f(X).

- f(x + 4Kk) = f(x), entonces f es una funcién periddica de periodo 4k porque se cumple para todo X real.

cx
c- 2
cX cx 2X+3 Cc'X
= t f(fx))=f = = =
) 2%+3 entonces f (f()) (2x+3] 2¢x 43 20X+6X+9
2X+3

2(c+ 32— (c+ 3)(c—-3)x=0, es decir, (C+ 3)X2Xx-c+3)=0

C+3=0=c=-302Xx-C+3=0= c=2x+ 3 luego se cumple para ¢ = -3.

f es inyectiva si para X, # X, se tiene que f(x)) # f(x)

ax, +b £ ):ax2+b ax1+b¢ax2+b

f(x)= h if f
(%) cx1+dy X, o, +d ahora, si f(x)) # f(x,), entonces x+d” o6+ d

haciendo los

a C
célculos correspondientes, se llega a probar que se cumple que —# —

b d’

a) 3ax* + 2bx + c = (MX + n)? = (\/Ex)2 iz(\/ﬁ~\/§)x+(\/6)2
= (V3ax) £23a-Vac )+ e ) = (Baxt o)
por lo que b=+/3ac 0 b=—+/3ac.

b) Si f pasa por (0;0) y ¢ = 3, entonces f(X) = ax¢ + bx* + 3X se tiene \/Exi\/Ezo y como C = 3

a 1
entonces X=t—, luego ax® + bx®> + 3x = X, para X # 0 se llega a la ecuacién de segundo grado
a

. a . .
ax + bx + 2 = 0 que se satisface para X=——— que es el punto donde la pendiente no es positiva.
a

Si consideramos los gréficos de las dos funciones, el grafico de y = cos X estd acotado entre —1 y 1,
por lo que los puntos de interseccién pueden estar solamente para valores —1 <y < 1.

Siy=-1,log, x=-1y x=03m)™' :3i; siy=1,log, x=1yx=3m.
T

Dado que todos los puntos de interseccion estdn entre los puntos (1;%] y (3m;1). Hay tres puntos de
L

interseccion.
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1
165. f(X) = sen X - cos X - cos 2X - cos 4X - cos 8X - cos 16X =Esen2X-Cos2X~cos4X~cos8X-cosl6X

:lsen4x-cos4X-cosSX~cos16X y asi, hasta llegar a sen 32X pero —1 < sen 32X < 1 luego el minimo

1 1
valor de f es Y y el valor mdximo —-

32°

166. De (sen’X + cos’X)® haciendo las transformaciones correspondientes se llega a

2
1 3
sen®X + cos®X = 1 — 3sen*Xcos’X = 1—3{Esen ZXJ =1—Zsen22X pero 0 < sen?2x < 1.

*. el minimo valor de f es — y el maximo valor es 1.

4
) 1986 .
167. a) Sif(n) =1 entonces 1< <2 ym <1986 <2n? de aqui N<4/1986 entonces N =44, 43, 42, ...,
n

por otro lado 1 986 < 2n*; n* > 993 y n>+/993 y
n =32, 33, ..., por lo que n =32, 33, 34, ..., 43, 44.

1986]_|: 1986

b) Si f(n) = f(n + 1), entonces |: 7 (n+1)°

no hay ningun valor natural que cumpla la igualdad.
¢) Para n natural y O < n < 31 se tienen 31 valores diferentes, para 32 < n < 44 existe un solo valor,
para n > 45 también hay un solo valor. Se obtienen en total 33 valores diferentes de f(n).

]. El 32 porque a partir de 45, f(n) = 0 y para n < 32

168. De f(x+ 1) - f(x) + f(x+ 1) + 1 = 0, tenemos f(x+ D[f(X) + 1]+ 1=0 (1) deducimos que f{() 20  (2)
y f(X) # -1 (3). Supongamos que f es continua, entonces de (2) y (3) hay tres posibilidades:

i) Si f(X) > 0 para todo X € IR. Escribiendo (1) como f(X + D)[f(X) + 1] = -1 (4) vemos que
fx+ 1) > 0 = f(X) < -1 lo cual indica que (i) no puede ocurrir.
i) Si —1 < f(x) <0 paratodo x e R= |f(x+ 1)| <1y |fx) + 1| < 1, que contradice (4).

iii) Si f(X) < -1 para todo X € IR. De (4) vemos que f(X) < -1 = f(x + 1) > 0, de esta manera tampoco
se cumple (4), por lo que f es discontinua.

ol [ e o)

’%
1Y) 1 1 .
=(X+—) —(X3 +—3J=3(X+;) pero X+122 para todo xe R, por lo que el valor minimo se
X

169.

VR
X
+
X [ =
—_
+
VY
><b)
+
><b,‘>—*
N——— <

cumple cuando X+;= 2, o sea, para X = 1 y el valor minimo es 6.
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170. a) Como X — [X] # O entonces dom f : IR \ {k} con K entero.

b) No tiene ceros porque el unico cero del numerador es para X = 0, pero 0 no pertenece al
dominio.
c) Es discontinua en X, = K con K entero. No existe ningtin punto de discontinuidad evitable.

2 2
171, f(x)= 9x2sen2X+4

=9Xsen X+
Xsen X

pero se tiene que
Xsen X

9xsen X + 1 Osenx 44 2en?x 44
X“sen” X+
XSen X 5 |oxsen X- : >./36 =6 entonces 2X°SeN*X+4
2 Xsen X 2Xsen X Xsen X

12.

*. el valor minimo de f es 12.

172. Haciendo t = X + 1, tendremos X = t — 1 y sustituyendo en la ecuacién dada, resulta

f)=t-12-(@t-1)+2=1t-5t+ 6y laecuacion f estd dada por la ecuacion:
f(X) = X - 5x + 6.

173. Hagamos la sustitucion t=m de lo que resulta X=L y la funcién buscada estd definida por

X2

(1-X%)

f(x)=

con X # 1.

1 1
174. Haciendo t = X + X tenemos t* = X* + 2 + — de donde t* — 2 = X* + —- y sustituyendo en la ecuacion
X

1
original, queda: f(X+;) =X + — y f(t) =  — 2 por lo que la funcién buscada estd dada por la
X

ecuacion f(x) = x> — 2.

175. Sea t=;, tenemos X=Y y sustituyendo en la ecuacién original, resulta:

2 2
f(t)=%+\/t +1

de donde f(x)=—YXF1

176. Si hacemos X = 2 en (i), resulta: f(2¥) = 8%; f(2¥) = (2¥). Haciendo t = 2%, t > 0, de (ii) se obtiene: f(t) =
t* con t > 0 por lo que f(x) = X°.

1-x* 1
177. De la ecuacioén original se tiene f(X) — 2f(xX) + 1 = —

L0 - 1=

fx) - 1= 2 como f(x) < 1 entonces f(x) = 1 — 2
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178. Hagamos la sustitucion X por —X, obtenemos f(-xX) — 2f(x) = —x. Por otro lado se tiene
f(X) — 2f(—x) = X, eliminando f(—X) de las ecuaciones resulta —-3f(X) = X y f(X) = 3

1 1
179. Hagamos la sustitucion X por X resulta f(l]+2 f(x) :3-1. Eliminando f(;] de la ecuacién dada
X X

2

6
y de la obtenida, tendremos —3f(X) = 3x — 3 Por lo que f(x) =

Para demostrar que la ecuacién f(x) = —f(—x) es valida solo para dos nimeros reales, la resolveremos

. 2-x%
teniendo en cuenta que f(X) = ;
X

-x* 2—(-x)’
X - X
.. la ecuacidén f(X) = f(—X) admite exactamente dos soluciones.

f(x) = f(—x) entonces 2 que se satisface para X= i\/z .

1 1 1
180. Si en (i) sustituimos X por e obtenemos (;Jrl]— f(;]= 1-f(X). Ahora podemos formar un siste-

ma de ecuaciones tomando esta dltima ecuacién y la ecuacidén original

1
M+ -fx=1- f(;]; 2) 1- f(x)=(§+l]- f[i) . Multiplicando (1) por (l+1), obtenemos:
X
(1) (l+1)(x+l)- f(x):(lH]—(lHJ- f(l)
X X X X

2) 1- f(X):(l+1)- f(l)

X X

1

Sumando (1) y (2) y despejando, obtenemos: f(X)=———

> . Esta funcién también satisface (ii) por
X+ X+1

lo que es la funcién buscada.

181. La ecuacién funcional dada P(x® — y*) = P(X + Y)P(X —y) (1) es equivalente a la ecuacidn
funcional P(uv) = P(U)P(v) (2) con el cambio de variables U= X+ Yy y V = X — V, para todos
uve R
Poniendo u = v = 0 en (2) se obtiene P(0) = (P(0))?, de donde P(0) = 1 o P(0) = 0. Sea P(0) = 1,
haciendo v = 0 en (1) se deduce que P(0) = P(U)P(0) para todo u € IR, es decir, P(u) = 1. Sea ahora
P(0) = 0. Entonces P(u) = uQ(u), siendo Q(u) un polinomio de grado una unidad inferior al grado de
P(u). Facilmente se comprueba que Q(U) satisface la ecuacion funcional (2). Por tanto, P(u) = U con
ne IN.

Reciprocamente se comprueba sin dificultad que P(X) = 1 y P(X) = X" con n € N satisfacen la ecuacion
funcional inicial (1).

También puede hacerse sin el cambio de variable haciendo X =y = 0 se llega a P(0) = (P(0))*>. Ademas,
estd la solucion trivial P(X) = 0.
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182. Sea X un punto del plano y formemos un heptidgono regular X' = X, X,!, ..., X".

Construimos otros seis heptdgonos Xlk, - )(7", girando este heptdgono un angulo M, k=2, ..,7

en torno a X. Entonces f(x) + ... + f{(x) =0, k=1, ..., 7 (D

Por otro lado X = X' = x*>= ... =X". Y para i > 1, los puntos X', X, ..., X7 forman un heptdgono regular.
Por tanto, f(x') + ... + f(x") =0,i=2, ., 7 (2)

Sumando (1) para los valores kK = 1, ..., 7 y restando (2) para los valores

i =2, .., 7, obtenemos que 7f(X) = 0, de donde f(x) = 0.

183. Sustituyamos X por 1 — X, tenemos

5 1
f(l—x)+3f(x)=2(1—x)2+(1—x)—E=2x2—5x+ 5
3

Ahora, 3f(1 — X) + 9f(x) = 62 — 15X +
Sustrayendo la ecuacién original de esta, tenemos 8f(X) = 4X* — 16X + 4, obteniendo

f(x)=

1 > 1 . : . : .
EX _2X+E' Chequeando esta solucién para determinar si es vdlida o no se tiene

-lﬁ—2x+l+3-1u—m2—xr—m+l =
2 2 72 2

e oxe Li3 s Cerexa =2 x-2.
2 2 2 2 2

184. Sea m = 0, f(n + f(0)) = f(n) + 1. Pongamos f(0) = kK y supongamos que K < 2

fln) < f(n+ 1) < f(n + 2) < f(n + k) = f(n) + 1 por a) lo cual es una contradiccion, pues las imagenes
pertenecen a Z = f(n) y f(n + 1) no pueden existir otros valores, por tanto, k=00 k= 1. Si k=0,
f(n) = f(n) + 1, lo cual es imposible.

Sik=1,f(n+1)=f(n) + 1; asi
f(1) =f(0) + 1 = f(1) =2
fQ) =f() + 1 = f(2) = 3

f(x) = f(x — 1) + 1, luego

f(x) = x + f(0)

fX)=x+1

Comprobando: MI: f(n+ f(m)) = f(n+ m+ 1) =n+m+2
MD:fn)+m+1=n+1+m+1l=n+m+2

Por tanto, f(X) = x + 1 y f(2 003) = 2 004.

185. Si f es estrictamente positiva o negativa no cumple la condicién dada, por tanto:

D > 0, es decir, b> — 4ac > 0. Luego f tiene dos ceros, sean estos X y X,.
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Sif(x)- f(x+1)<0yf(x)- f(x-1) <0, entonces | X, — X2| < 1y el intervalo que se considerara es el
formado por los ceros. Por tanto, se debe cumplir.

—b +b’—4ac |-b +b’-4ac
—OND TR | T8 NP TR g
2a 2a 2a 2a
vb? —4ac
— <1

a

b’ — 4ac < | al2

El conjunto de funciones cuadraticas que cumplen la condicién pedida, son las que sus coeficientes
a, by c cumplen la condicién 0 < b? — 4ac < | a2

186. No es posible. En cada sesion debe nadar un nimero impar de kilometros y la suma de un nimero par
de impares es par, por lo que nunca podra ser 35.

187. Sean n=abc = c + 10b + 100ay m= cba = 100c + 10b + a entonces 2m + S= n nos da: 200c + 20b +
+2a+ (a+b+c)=100a+ 10b + c, es decir, 200c + 11b - 97a = 0. Por lo tanto, 200Cc — 97a es miiltiplo
de 11. Médulo 11: 2(c + a) es 0, y como mcd (2,11) = 1, resulta que a + C es congruente con 0 médulo
11. Médulo 9: 2(c + a + b) congruente con 0, y ¢ + a + b congruente con 0. Por la primera congruen-
cia,c+a=0,obienc+a=11.Sic+a=0, entonces a=C =0 y no hay solucién por ser nimeros de
tres cifras. Si ¢ + a = 11, entonces b = 7. Por lo tanto, 200Cc — 97a es multiplo de 7.

Trabajando médulo 7: 4cC + a es congruente con 0 médulo 7, es decir; 4c + a =0, 7, 14, 21, 28, 35, 42.
Como a + ¢ = 11, tenemos que 3C debe tomar uno de los valores —11, —4, 3, 10, 17, 24 o 31 y ser
multiplo de 3. Luego c =10 c= 8.

Si ¢ = 1, entonces a = 10, imposible.
Sic =38, a=3. Pero n =378 no es solucién y no existen nimeros con las condiciones pedidas.

188. El numero es 857.

189. El numero es 3 762.

190. Como 2 001 = 3 - 23 - 29, debemos sumar todas las fracciones de la forma donde k es un entero

2001°

positivo menor que 2 001, que no es divisible ni por 3, ni por 23, ni por 29. Ahora bien la suma de todas
las fracciones menores que uno de denominador 2 001 es igual a 1 000. A su vez, la suma de dichas
fracciones con un numerador divisible por 3 es igual a 333, la suma de las fracciones con numerador
divisible por 23 es igual a 43, la suma de las fracciones con numerador divisible por 29 es igual a 34, la
suma de las fracciones con numerador divisible por 3 - 23 = 14, la suma de las fracciones con numera-
dor divisible por 329 es igual a 11 y, finalmente, la suma de las fracciones con numerador divisible por
23 - 29 = 1. Con esto y considerando que cuando se restan las fracciones de numerador divisible por 3
y las de numerador divisible por 23 se restan dos veces las de numerador divisible por 3 - 23, etc., se
tiene que la suma de fracciones pedidas es igual a: 1 000 — (333 + 43 + 34) + (14 + 11 + 1) = 616.

191. El ndmero K tiene 494 factores 2.

192. Si representamos los elementos de la primera fila por a, a,, &, ...
los elementos de la segunda serdn: @ +a, @ +a, a + a, ...
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los de la tercera serdn: @, + 2@, + @, @, + 2a, + &, ...
para la cuarta: @ + 3@ + 33, +4a,a +3a +3a, +a, ..

Supongamos que los dos primeros elementos bp’0 y bp,l de la fila p-ésima son:

p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1
bp,o:( 0 16,)+( 1 ]al+“'+( Lpl;bp,lz( 0 Wal"'( 1 167+"'+(p_1]ap

J J p—l) J J J

entonces, el primer elemento de la fila siguiente sera:

P p p
by :( 0 )av +(1 )al +---+( p)ap en nuestro caso la primera fila tiene 1 994 elementos, la segunda
J J J

1 993, ... y la dltima corresponde a p + 1 = 1 994 y su dnico elemento sera:

1993 1993 1993
By 994 = -0+ A4+ -1993.
0 1 1993
, 19931 .
Al ser 1 993 primo, K es miltiplo de 1 993 para todo k menor que 1 993 y, por tanto, b, ... es

J
multiplo de 1 993.

14
193. Sean a,, a,, &,, ..., ,, los nimeros que he escrito y S:Zai.
i=1
a) Se dice que para cada i, S—a = 3b; siendo b, la suma de cada grupo obtenido al quitar a. Asi pues:
S-a =3b,S-a=3b,..,S-4a,=3b,

Sumando estas igualdades, llegamos a 14S— S= 3(b, + b, +..+ b,) = 13S= 3T

= 13s y como 13 es primo, g asf que S = 3c con C entero.

Escribiendo ahora S— a = 3b; como 3¢ — a = 3b, sigue que cada a es miltiplo de 3.

b) Hemos probado que cada % es un nimero entero, llamémosle d. Trabajemos ahora con estos

14
S . . -a )
nuevos catorce enteros. Zdi =—. Para cada I, E_di :E_izs_qzﬁ, Asi pues, quitando

il 3 3 3 3 3

cada d, puedo agrupar, los restantes en 3 montones de igual suma, con lo que cada d. es miltiplo

de 3 (siguiendo el argumento de a). Esto nos lleva a que :‘—2 es multiplo de 3. Reiterando este

proceso, llegamos a que para cada k € IN, :'—k es miltiplo de 3, con lo que la dnica salida es que

?‘T =0 = a = 0 para cada i, de donde no es posible que algiin a no sea 0.

194. a) Cualquiera sea la cantidad de veces que se tome 2 004 a continuacién de 2 004 para obtener M,
como 2 +0+0+4=2"3es miltiplo de 3 y como este niimero M termina en cifra par, es divisible
por 2, entonces M siempre es divisible por 6. Tendremos que analizar bajo qué condiciones es
divisible por 11. En 2 004, tenemos que la diferencia de la suma de lugares impares con la suma de
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los lugares pares es 2, luego al tomar 11K veces 2 004 a continuacion de 2 004 los nimeros M que
resultan son divisibles por 11 y como lo son por 6, serdn divisibles por 66. Como 2 005 = 3(mdd 11),
entonces cuando n = 2 005 el nimero M que resulta no es divisible por 11, entonces no es divisible
por 66.

b) Segin el inciso a) el valor minimo de n es 11.

c) 2004 =22-3 - 167 entonces la cantidad de divisores de 2 004 es

C+HA+hHA+1) =12
2 005 = 5 - 401 entonces la cantidad de divisores de 2 005 es
1+1)-1Q+1)=4y12 -4 =28 luego 2 004 tiene 8 divisores mas que 2 005.

195. a- b+ 1 es un cuadrado perfecto
a=1]...11 yb=100...005.
—— ——

m m-1
Ejemplos
a-b+1=11.11"100..005 + 1 a=11 b=105
= 11...11 (99...99+6) + 1 11-105 + 1 =34
—— ——
m m
= 1L 11(9-1L.11+6) +1 a=111 b=1005
m m
=9 (IL.1D)* +6-1L.11+1 111- 1005 + 1 = 3342
m m

2
=3 (1Ll AD?+2-3 1111 +1

m m

= G- 1L.AD* +2-3 11D +1

m m

2
= (33..33)" +2-(33..33) +1

m m

2
= (33..33+1)

m

2
_ (33.34)

m-1

las cifras de la raiz cuadrada son 3&"734.
e

196. a) Un posible conjunto B es el que consta del 1, de todos los primos del conjunto A, de todos los
productos que caen en A de dos de estos primos y del tinico producto de tres de estos primos que
pertenecen a A:

B=1{1,2,3,5,7, 11,13, 17,19,23,29,31,2-3,2-5,2-7,2-11,2-13,2-17,2-19,3 - 5,
3-7,3-11,3-13,5-7,2-3-5}.

Para convencernos que el conjunto dado cumple la propiedad, observemos que dados dos ele-
mentos a y b en B diferentes de 1, en las factorizaciones de a y b aparecen dnicamente primos

elevados a la potencia 1, y, como a # b, entonces en uno de estos aparece un primo P que no esta
en el otro y asi, su producto ab, el primo p aparece a la potencia 1, lo cual muestra que ab no es un
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197.

cuadrado perfecto. Nétese también que, 1 - a = a no es un cuadrado perfecto. Por tanto, ningin
producto de dos elementos de B es un cuadrado perfecto.

b) Observemos que un conjunto con las caracteristicas pedidas deberd tener a lo mas un elemento de

cada uno de los conjuntos siguientes (pues en cada uno de estos el producto de cualesquiera dos
elementos es un cuadrado): {1, 4, 9, 16, 25, 36}, es decir, los cuadrados, {2, 8, 18, 32}, los de la
forma 2x2; {3, 12, 27}, los de la forma 3X?; {5, 20}, los de la forma 5x*; {6, 24}, los de la forma
6x2; {7, 28}, los de la forma 7x%; {10, 40}, los de la forma 10x2.
Entonces, para formar un conjunto B con las condiciones pedidas, habrd que empezar por elimi-
nar todos menos, tal vez, uno de los elementos de cada uno de esos conjuntos, y el conjunto
buscado tendrd como méximo 40 -5 -3 -2-1-1-1 -1 = 26 elementos. Por tanto, no puede
existir un conjunto con 27 elementos que cumpla lo que se pide en el inciso a.

a=3ya,  =a+ an2 =a(l + a). Escribimos los primeros términos de la sucesion: 3, 12, 156,

24 492, ..., 56, ...
Supongamos que @ termina en 56, entonces @ = 100a + 56, y tenemos
a .. =(100a+ 56)(100a + 57) = 100b + 56 - 57 = 100b + 100c + 92 = 100d + 92, es decir, las ultimas

n+1

cifras de a son 92. Andlogamente, si @ termina en 92, se prueba que @, termina en 56. Como
2 000 es par, entonces &, . termina en 92.

198. Sean n un nimero que verifica el enunciado y S la suma de sus cifras.

199.

200.

Como 1 000<nN<9999 yn=¢g,resulta 11 < n<21 (1).

Si n = xyzt, tenemos 1 000X + 100y + 10z+t=S'yX+y+zZ+t=5s 2)

Restando queda 999X + 99y + 92 = & — s (3) cuyo segundo miembro ha de ser miltiplo de 9 (por
serlo el primero) y, habida cuenta de que S — s= (S— 1)S(s+ 1) y por (1), solo hay tres valores de
s’ — s que son miltiplos de 9: 16 - 17 - 18; 17 - 18 - 19y 18 - 19 - 20 que al sustituir en (3) y analizar
cada caso.

1) 999X + 99y + 92 =16 - 17 - 18 & 111x + 11y + z = 544 resulta de inmediato X =4,y =9, z=1,
valores que llevados a (2) con S= 17 se obtiene t = 3 y finalmente n = 4 913.

2) 999X + 9y + 92 =17 - 18 - 19 © 111X + 11y + Z= 646 de donde X =5,y =8, z= 3, s= 18,
t=2,n=5 832.

3) 999X+ 99y + 92=18 - 19 - 20 & 111X+ 11y + 2= 760 resulta X =6,y =8, 2= 6, S= 19 lo que es
una contradiccion. Por lo que las tnicas soluciones son 4 913 y 5 832.

a+1+b+1_a2+b2+a+b
a ab

a’ + b? + ab es divisible por d? y también lo son & + b*> y a + b, como a y b son naturales, se tiene

Se tiene . Sea d = mcd(a,b). Como ab es divisible por d*, entonces

a+b>d*e va+b >d.

a
La fraccién - es irreducible si y solo si es irreducible (si a y b tienen un factor comdn,

b b-a
entonces a y b — a tienen un factor comin y reciprocamente). El problema se transforma en hallar el
19 20 21 91
n+21" n+2’ n+23" "7 n+93

menor valor de n tal que las fracciones sean irreducibles.

Si n + 2 es primo mayor que 91, todas las fracciones son irreducibles. Un valor posible es 95. Verifi-
quemos que es el menor posible.
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Sin+2<97yn+2es par (N es par), hay fracciones reducibles.
Si 19 € n+ 2 < 94, obviamente hay una fraccién irreducible.

Sin+ 2 < 19, entonces N + 2 tiene un multiplo comdn entre 19 y 94 y, por tanto, hay una fraccién
reducible.

Si n+ 2 =93, entonces la fracciéon de numerador 31 es reducible.
Si n+ 2 =95, entonces la fracciéon de numerador 19 es reducible.
Luego el valor minimo de n + 2 es 97 que corresponde a n = 95.

201. Sea A el producto de dos niimeros enteros positivos consecutivos.
Es decir, A= X(X + 1) con X € Z. Observemos que si X es par, tenemos que

X=2X<XX+1)<XX+2)=> X-2)X<A< XX+ 2)
Si X es impar, tenemos que X + 1 es par y
X=DX+D<XX+ D) <X+ DHX+3)=>X=-DxX+ 1) <A<X+ DX+ 3)

Analizando los casos tenemos que A estd entre dos productos consecutivos de dos enteros pares
consecutivos positivos. Luego concluimos que no es posible que el producto de dos enteros positivos
consecutivos sea igual al producto de dos enteros positivos consecutivos pares.

202. Tomemos m+ 2 001 - §m) = 2m < 2 001 - M) = m. De esta forma m es divisible por 3 y consecuen-
temente S(mM) también lo es.

Luego Sm) = 3K para algtin kenteroy m=2 001 - 3k =9 - 667K es divisible por 9. De esta forma 9 divide
a §m). Sea n el nimero de cifras de m, tenemos que M) < 9n (cada cifra es menor o igual que 9),
asimismo 2 001 - §m) < 18 009n & m < 18 009n.

Como m = 100...0 = 10" luego 10" < 18 009n.

Esta ultima desigualdad solo es valida para n < 6. Asimismo §m) <9 - 6.

Como §m) es divisible por 9, tenemos M) =9 - 18 - 27 - 36 - 45 o 54. Tenemos entonces:
S(M=9=m=9-2001 =18 009 lo que no es posible, pues 1 + 8+ 0 + 0 + 9 = 18.

S(m) =18 = m=18 - 2 001 = 36 018.

S(m) =27 = m=27 -2 001 =54 027, lo que no es posible, pues 5 +4 + 0+ 2+ 7 = 18.

S(Mm) =36 = m=36 -2 001 =72 036, lo que no es posible, pues 7+2 + 0+ 3 + 6 = 18.

S(m) =45 = m=45 -2 001 =90 045, lo que no es posible, pues 9 + 0+ 0 + 4 + 5 = 18.

S(m) =54 => m=54 -2 001 = 108 054, lo que no es posible, pues 1 + 0+ 8 + 0 + 5 + 4 = 18.

Luego la tnica solucién es n = 36 018.

X{m
203. Para este problema usaremos el teorema de Bezout. Sea S el conjunto de enteros X tales que m( n)

sea entero. M estd en S ya que los coeficientes binomiales son enteros. También n estd en S pues
nfm) n m! m-1 : :

— == . Por otro lado notemos que si X, y estuvieran en § entonces UX + Vy
m{n] mm-nln' |n-1

también estarian en S, cualesquiera que sean U y V enteros. De este modo

ux+vy(m x{m y(m .
=uU-— +V-—= es un entero. Como el mcd(m,n) puede ser escrito de la forma
m n m{ n m{ n

mu + nv, para algin par de enteros U y V, sigue que mcd(mn) estd en S
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204. Sean a,, a,, ..., a,_las cifras de n'y §n) la suma de sus cifras, entonces
44n = 40(a &, ...a) + 44, ...a) = 4@a, ...a)(10 + 1) luego si las cifras de 44n fueran
4a (4a, + 4a)(4a, + 4a)...(4a_+ 4a,_ ) y 43, tendremos
S44n) = 8(a, + @, + ... + &) = 800. Asimismo si hubiera algin vacio, la suma de las cifras de 44n
caeria. De este modo todas las cifras de n son menores o iguales que 2 donde las cifras de 3n son
3a,-3a, - ... - 34,
Asimismo S(3n) = 3a, + 3a, + ... + 3a,_= 3§n) = 300.

205. Ante todo observemos lo siguiente:
a) Dado2k=(1 + Dky2k+ 1=+ Dk + 1, f2k) < f(k) + 2 y f2k + 1) < f(k) + 3;
b) 3 <Slog2 & 3° < 2°.
f(2) < 5log2 & 2 < 5log.2 & 3% < 2% f(3) < 5log.3 & 3 < 5log3 < 3 <5.

Supongamos nuestra proposicion cierta para todos los enteros mayores o iguales que 2 y menores
que N (n > 4), tenemos que si N es par, N = 2k, (2 £k < n) y si nes impar,

n =2k + 1, (2 £ k < n). Consecuentemente

f(n) < f(k) + 3 < Slog,k + 3 < Slog,k + 5log,2 = 5log,2k = f(n) < 5log,n, con lo cual se completa
nuestra demostracion.

206. Primero observemos que todos los nimeros con sus tres cifras iguales son equilibrados.
Notemos también que si abc es equilibrado, también lo son ach, bac, bca, cab y cba en total los
nimeros equilibrados de cifras diferentes aparecen de 6 en 6 y si un nimero equilibrado tiene dos
cifras iguales, necesariamente la tercera también lo es.
Si abc es equilibrado con ¢ = (a + b) : 2, entonces a y b son de la misma paridad.
Construimos ahora los nimeros equilibrados siguiendo un orden, primero los que tienen la primera
cifra igual a 1, después cuando es 2, y asi sucesivamente.
132, 153, 174, 195, 243, 264, 285, 354, 375, 396, 465, 486, 576, 597, 687, 798.
Por la observacién anterior, estos 16 nimeros generan 96 nimeros y con los 9 primeros los de las tres
cifras iguales dan los 105 nimeros equilibrados.

207. Sean a, b y ¢ enteros no negativos tales que a* es la poblacién original, b* + 1 la poblacién después
del primer aumento y 2 la poblacién después del segundo. Entonces tenemos que: a> + 100 = b* + 1
yb*+ 101 =¢
¢ —a =200 = (c+ a)c-a) = 200.

La descomposicién de 200 en factores primos es 200 = 23 - 52, considerando entonces los divisores de
200 y que C + a = Cc — a, tenemos que:

C+a=200c-a=1= cno es entero.

c+a=100c-a=2=c=51ya=49.

c+a=50c-a=4=>c=27ya=23.

c+a=40c-a=5 = cno es entero.

C+a=25c-a=_8 = cno es entero.

c+a=20c-a=10=c=15ya=>5.

Analicemos ahora los casos 2, 3 y 6.

El segundo caso cumple las otras condiciones del problema, a saber,

492 + 100 = 50%* y 50* + 101 = 51>

En el tercer caso, ¢ =27 y a = 23 tenemos que 232 + 100 — 1 no es un cuadrado perfecto. Igualmen-

te, el dltimo caso 25 + 100 — 1 no es un cuadrado perfecto. Por lo tanto, la poblacién original era
497 = 2 401.
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208. Como el nimero es cuadrado perfecto y cubo perfecto, es una sexta potencia de un entero, es decir,

n = a° con a entero.

Los tnicos enteros a para los cuales a° tiene 6 cifras son 9, 8, 7, pues 10° tiene 7 cifras y 6° tiene 5.
De esta forma, el nimero buscado es 9%, 8% o 7°. Pero 9° — 6 = 3(3 - 95 — 2) que no es primo, de la
misma forma 8° — 6 es un nimero par luego no es primo,

veamos 7° — 6 = 117 649 — 6 = 117 643 que es un nimero primo por lo que n = 7° = 117 649.

209. Como 8C + 6 es un nimero par, tanto a*> como b? deben ser de igual paridad y por ende, a 'y b deben

ser de igual paridad. Ahora bien, la suma de los cuadrados de dos nimeros pares es obviamente
divisible por 4, de modo que a y b no pueden ser pares, pues 4 no divide a 8C + 6, ya que divide a
8c pero no a 6. Por otra parte, si & y b son nimeros impares, la suma de sus cuadrados es de la
forma 8K + 2, pues

Q)+ 1D2=4jG+ 1)+ 1yj(+ 1) es siempre par, debiendo entonces tenerse

8k + 2 = 8C + 6, y esto tltimo es imposible, pues 8 no divide a 4 (= 6 — 2).

En consecuencia, la ecuacién propuesta no puede ser satisfecha en enteros positivos.

210. Denotemos por M(X,y) al maximo comun divisor de los nimeros X, Y.

211.

a) Sea d = M(b,c) entonces b = db, y ¢ = dc, con M(b,,c)) = 1. La igualdad dada se transforma en
c,(adc, + 1) = d(5c, + 2b))(2c, + b)), observemos que M(c,2c, + b)) = 1, porque b, y ¢, son primos
relativos, y M(c,,5¢, + 2b)) = M(c,,2b)) = 1, porque C, es un nimero impar primo relativo con b, por
lo que ¢,/ d, entonces M(d,(adc, + 1)°) = 1 de donde d/ ¢, de aqui que ¢, = d y ¢ = dc, = d siendo
C un cuadrado perfecto.

b) Asumamos que C es par, entonces C = 2C, transformando la igualdad dada, tenemos

c,(2ac, + 1)* = (5¢, + b)(4c, + b). Si d = M(b,c)), entonces b = db, y ¢, = dc,, con
M(b,c) = 1.

La igualdad se transforma en c(2adc, + 1)* d(5c, + b)(4c, + b)).

Como M(c,,5¢,b) = M(c4c, + b) = 1 y M(d,(2adc, + 1)*) = 1 se tiene que d = ¢, y
(2adc, + 1)* = (5¢, + b)(4c, + b)), como

M(5c, + b.4c, + b)) = M(c,4c, + b) = M(c,b) = 1, concluimos que ambos factores son cuadra-
dos perfectos, sean 5C, + by = n¥ y 4c, + b = n*con m, n € IN.
Entoncesm>nym-n2>1,d=c =n? -’y 2ad’ + 1 = 2adc, + 1 = mn.

De esta forma mn = 1 + 2ad? = 1 + 2a(m?® — n?)?

=1+ 2amMm-n*m+ n)> > 1 + 2a(m + n)*> + 8amn > 1 + 8mn obteniendo que

7mn £ -1, lo cual es una contradiccion.

*. C no puede ser un nimero par.

2 - n>+9n-2 20
Sea w:mem pero ———=("N-2)+ .
n+11 n+11 n+11

Analicemos los divisores de 20: 1, 2, 4, 5, 10, 20 como n + 11 > 11 el dnico caso posible es N+ 11 = 20
por lo que n=9.

. es mayor el nimero de hembras que el de varones.

212. Supongamos que X = Ky con X, y elementos del conjunto dado, entonces kK = 2 o k = 3, ya que si

dividimos el mayor elemento del conjunto por el menor, se tiene

8 765 432 =3 -2 345 678 + 1 728 398. Supongamos que X = 3y, entonces X tendria que ser multiplo
de 3 y ningtin nimero del conjunto lo es porque la suma de sus digitos no lo es. Supongamos que
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X = 2y, entonces X + Y = 3y por lo que X + Yy seria miiltiplo de 3 y eso no ocurre porque la suma de los
digitos seria igual a 2(35) = 70 que no es divisible por 3.

‘. no existe ningiin nimero que divida a otro de ese mismo conjunto.

2000-2 001

013, L . 2 2000 2 =1000.

2001 2001 2001 2001

Saquemos ahora todas las fracciones que no cumplan que mcd(n,2 001) = 1.

666 - 667
3( Lo, 2 L 06 5 2 33

2001 2001 2001 | ~ 2001

1 2
667| ——+——— |=1. La suma sera 1 000 — (333 + 1) = 666.
2001 2001

214. Asumiendo que los cuatro digitos sean @, b, ¢, d; la suma de los 24 posibles nimeros de 4 digitos que
se forman es:

6(1000a + 1000b + 1000c + 1000d) + 6(100a + 100b + 100c + 100d) +
+ 6(10a+ 10b + 10c + 10d) + 6(a+ b + ¢ + d) = 6666(a + b + ¢ + d).

Como la suma de los cuatro elementos en cada subconjunto varia entre 10 y 30, entonces no hay
entre ellos otro divisor comun, ya que, por ejemplo, la suma que da 29 no tiene divisor comiin con
ninguna de las otras, de aqui que el mcd de todas las sumas es 6 666.

215. Nos interesa primero ubicar la posicién de 4n con respecto a algin multiplo de 20. Para eso basta
dividir n por 5, ya que si n =5k +r (0 <r < 5), entonces 4n = 20K + 4r.
Puesto que 0 < 4r < 20 resulta que 20K < 4n y los sucesivos miltiplos de 20 a partir de 4n + 1 son
20(k + 1), 20(k + 2), ... como el problema requiere que haya exactamente cuatro multiplos de 20
entre 4n + 1 y 5n, deberd satisfacerse la relacion

20(k + 4) < 5n <20k + 5) (D

4k+4)<n<4(k+5)entonces 16 + 4k <5k +r <20 +4ky 16 <k+r <20 (2)

Notemos que (2) es equivalente a (1), ya que basta recorrer los pasos anteriores en sentido inverso.
Entonces los n que satisfacen la condicion del problema son de la forma n =5k +r, 16 <k +r < 19.

Para cada valor de r hay 4 valores posibles de k, al variar r entre 0 y 4, obtenemos entonces 20
valores para n que son:

64, 68, 69, 72, 73, 74, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 85, 86, 87, 90, 91 y 95.

c’ c’ c’
216. Se tiene que A* = Bx, B* = Cy, C* = Az entonces A=7:> A :?: -

3 9 13 2 8
(A+B+0C)" =(%+C—3+C] =C'3(%+C—3+1J que es divisible por C.
XZ Xz

B’ B’ c’ B

C=—=C=— A=—=—
y Vv por lo que z 2
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217.

218.

219.

220.

221.

222.

13
B’ B’ B® B’
(A+B+C)" =(¥+ B+—J = BB($+I+7 que es divisible por B

A3
B=—=>B'=—=Cy=C=—-
X X

13
A AN AN
(A+B+C)" :(A+7+XTyJ = A13[1+7+F que es divisible por A.

- (A+ B+ C)® es divisible por A- B - C.

Construyamos una sucesion de soluciones (X;y,) de la ecuacion diofantica

X+y +1=3xyconX, =1yl=y =X <Yy =X <Y, =.. Claramente (Xy,) = (1;1) es una solucion.
Supongamos que (X:y,) es una solucion, consideremos la ecuacién cuadrdtica X* + 3xy + y>+ 1 =0
una de sus raices es X; sea I la otra raiz entonces

r+x =3y yrx =y?+ 1. Nota que r = 3y, — X es un entero. Por otra parte, dado que

2
X <Yy, r =yi—_+1> X; , podemos colocar X, =Y.y Y, , =Tr.Para cada solucion (X;y,), X divide a 3xy,

T+1

y como X* + y* + 1 = 3Xy, siguiendo que X divide a y*> + 1 de forma similar y, divide a X* + 1.

@+bya-b)y=1995=3-5-7"- 19, realizando todas las posibles combinaciones para escribir 1 995
como producto de dos niimeros enteros y teniendo en cuenta que

(a+ b) > (a-b) se tiene
1995=1995-1=665-3=399-5=285-7=105-19=133-15=95-21=57-35.

Para cada caso se resuelve el sistema que se forma y se obtienen las soluciones (a;b) siguientes:
(998;997), (334;331), (202;197), (146;139), (62;43), (74;59), (58;37) y (46;11).

Sean abb un nimero de tres cifras y a+ 2b = 7m, pero
abb = 100a + 11b = 98a + 7b + 2a + 4b = 7(14a + b) + 2(a + 2b). Como ambos sumandos son

divisibles por 7, entonces el nimero abb es divisible por 7.

Sin<2300= p’q<2300=22-5-23.
Sip=2,p°=64y2300=35- 64+ 60. El mayor primo menor o igual que 35es 31 yn=64 - 31 =1 984.

Sip=3=p*=729y2300=23"+ 113. El mayor primo menor o igual que 3es3yn=3%-3 =2 187.
Sip=35=p°>2300.

. n =2 187 es el mayor nimero natural que satisface las condiciones dadas.

Para que sea divisible por 44 tiene que ser divisible por 4 y por 11, es decir, a/ =4m, me IN luego
y=0,4,8yX+9+6)—(1+8+Yy)=11n,ne Z entonces X—Yy + 6 = 11n.

Siy=0,x=5 Siy=4,x=9 Siy=8,x=2.

.. los nimeros que satisfacen las condiciones dadas son 219 868, 519 860 y 919 864.

a-b*=2b+ lentoncesa>=(b+ 1) ’ya=b+1yn=a-b=Db(b+ 1), luego nes el producto de dos
nimeros consecutivos con 1 500 < n <1 993 luego
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b=39,a=40yn=1560;b=40,a=41yn=1640;b=41,a=42yn=1722;
b=42,a=43yn=1806;b=43,a=44yn=1892;b=44,a=45yn=1 980.

223. a) 4 444... : 28 = 15 873 que es el menor elemento de S
b) Al continuar dividiendo por 28, niimeros cuyas cifras son todas 4, se observa que aparece como
periodo el 015873, es decir, los nimeros que pertenecen a Sson de la forma 15873015873015873...
entonces debe cumplirse que 15873015873015873... < 10°.
Sea X la cantidad de periodos para que el nimero sea el mayor posible y menor que 10°*, tendre-
mos la cantidad de cifras del nimero buscado es 5 + 6X < 54 = X < 8 luego X = 8 y el nimero
buscado es

15873015873.....015873
N >

8 veces
224. Sean a, b € E paran=2 con a|(a+ b) y b|(a+ b), es decir, a + b = da = mb con

m m 1 1
m, d € IN por lo que se tiene a:E -b entonces a+b=a~b+b:mb y E-'—E:l que solo se cumple

para m= d = 2, por lo tanto, no existe E para n = 2.

Seana, b, ce Eparan:3cona|(a+b+c),b|(a+b+C)yC |(a+b+c),esdecir,

Z A
a+b+c=ax=by=czconXxy,ze N, entonces a=—c,b=—c por lo que
X y

z_ z I 1 1 )
a+b+c=—c+—c+C=2zC entonces yz + XZ + Xy = Xyz por lo que —+—+—=1 cuya unica solu-
Xy Xy z

cién es X =2,y =3, Z= 6 entonces se tiene que a + b + ¢ = 2a = 3b = 6¢, de aqui se tiene que b es
par y es miltiplo de 3, es decir, b = 2m, a = 3m también b = 2c y ¢ = m. Todos los conjuntos pedi-
dos son aquellos para los cuales se cumple que c=m, b =2m, a=3mcon me IN.

b) Un conjunto E que cumple estas propiedades y tiene 10 elementos es
E=1{1,2, 3,6, 12, 24, 48, 96, 384}.

225. Supongamos que med(X* — Xy + Yy, X+ y) =dcon d # 1 entonces X + y =day
X2 — Xy + ¥y = (X+Y)? - 3xy = db entonces d* - & — 3xy = db, es decir, 3xy = d - ¢ pero mcd(xy) = 1,
luego X # dm, y # dn porque X + Yy = da por lo que d = 3.

Sid=3,d*-a&=9a’y X+ Y= 3a, pero 3 divide a (X + Y), por lo tanto, nuestra suposicion es falsa y los
nimeros dados son primos relativos.

226. Consideremos los conjuntos A = {1, 2, 3, 5} y B = {7, 11, 13, 17}. Es facil ver que los 16 productos
que se obtienen al multiplicar un nimero de A por uno B son todos distintos y menores que 100. Los
colocaremos de forma que, en cada fila, en cada columna y cada diagonal principal, los nimeros de
Ay de B aparezcan como factores exactamente una vez. Procederemos asi:

1) En una diagonal ponemos 1 - 17,2 - 13,3 - 11y 5.7
2) En las esquinas restantes ponemos: 2 - 11 y 3 - 13.
3) Y completamos las demas casillas (tabla 2).

El producto de cada fila, cada columna y las dos diagonales es siempre el mismo
1-2-3-5-11-13-17 =510 510 (tabla 3).
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Tabla 2 Tabla 3

1-17 5-11 2.7 3-13 17 55 14 39
3.7 2-13 5-17 1-11 21 26 85 11
5-13 1-7 3-11 2-17 65 7 33 34
211 3.17 1-13 5-7 22 51 13 35

227. Lema: V me IN, dn e IN: (sn) = m A S(?) = n?.

0 1 m-1 . .
Basta tomar N=10 +10*> +...+10> . Este nimero tendri en cada posicién 2'-ésima un 1, V i € N,
0<i<m-1yenelresto 0 = s(n) =m. Ahora,
0 = (102 +10% +...+10°" )2 =107 +10% +...+10" +2-107*% +...+2.10°" "
Sumando todos los cuadrados y el duplo de los productos de todas las parejas de sumandos. Si 2' = 2/ +
+ 2= i >max(j,k) y 2' = 2 + 2k < 2 . 2mix(h = PmixGl+ 1 5 | = mgx(j,K) + 1 > 1 = max(j,k) =i lo cual
es una contradiccion para j # k.
Si 2"+ 21 = 21 4 2k = 2h-minthijk)  Di-minhijk = DI -minthijk) 4 Pk-minhilo  hero en uno de los casos serd
0 el exponente = el minimo se alcanza dos veces (por la paridad) = las otras dos potencias son
iguales también, luego hablamos de la misma pareja. Es claro que si 2' = 2 = i = j. Entonces,
la expansion decimal de n?> coincide (aunque no en orden, tal vez) con
102 +10% 44102 +2-10% 7% +...42.10°" *>"" es facil ver que

m

s(nz): 1- m+2-(2 1: m+m(m—-1)=m’.

J
Lo que se pide es un caso particular para m = 2 005.

228. Supongamos que X, es impar para todo n > 1. Entonces X, debe tener un digito par el cual no estd en
el ultimo lugar. Sea K el primer digito par. Dado que la sucesién es creciente fuera del limite, este
digito k se convierte en K + 1 en el término X para algin m > 1. Todos los digitos después de este
k + 1 deja resto para X y de esta forma es impar. Todos los digitos después de estos ceros, excepto
el primer digito el cual es impar. Como X, serd par, lo cual es una contradiccion.

229. Supongamos que hay 8 nimeros compuestos @, @, @,, ..., & menores que 360 y que son primos dos
a dos, v360 <19 cada uno de estos nimeros debe tener un factor primo menor que 19, ahora bien,
los ndmeros primos menores que 19 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 en total 7, por lo que por el principio de
las casillas por lo menos dos de los nimeros escogidos tiene un factor primo comun.

230. La primera pregunta que surge es ;qué nimeros de dos digitos podemos formar con el producto de

cuatro nimeros primos? Nos dicen que los cuatro primos no tienen que ser diferentes, asi, por ejem-
plo, podemos formarel 16 =2 -2 -2 -20el36 =2 -2 -3 - 3. Un punto importante es encontrar una
manera Sistematica de generar todos los nimeros que necesitamos. Una forma de hacerlo es la si-
guiente. Los nimeros en cuestion tendran cuatro doses, tres doses, dos doses, un dos o ningin dos.
Estos cinco casos cubren todas las posibilidades.

Cuatro doses. Soloestdel 16 =2-2-2-2

Tres doses.
2-2-2-3=24,2-2-2-5=40,2-2-2-7=56,2-2-2-11=88,2-2-2-13 =104 no es un nimero
de dos digitos.
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Dos doses.
2-2-3-3=36,2-2-3-5=60,2-2-3-7=84,2-2-5-5=100no es un nimero de dos digitos.
Un dos.

2-3-3-3=54,2-3-3-5=90,2-3- 3. 7=126no es un nimero de dos digitos.

Ningun dos.

3-3-3-3=81,3-3- 3- 5=135no es un nimero de dos digitos.

Agrupémoslos de acuerdo con sus terminaciones:

40 60 90
24 54 84
16 36 56
81
88

Intentemos usar estos nimeros, de acuerdo con las reglas, para formar un nimero de 3 000 digitos.
Al leer el problema vemos que se debe cumplir que todo par de digitos consecutivos forme un nime-
ro de dos cifras..., esto significa que el digito de las unidades del primer producto de primos sera el
digito de las decenas del segundo producto y asi sucesivamente. No podemos usar el 40 porque el
nimero formado por los digitos 2 y 3 no seria un nimero de dos digitos puesto que empezaria con O.
Lo mismo ocurre con el 60 y el 90. Empecemos con el 24. El siguiente nimero tendria que ser 0 (240)
pero ya no podemos seguir agregando nimeros. Lo mismo ocurre con el 54 y el 84. Probemos el 16.
Deberia seguir un 0 (160) y ya no podemos continuar. Lo mismo ocurre con el 36 y el 56. El 81 no lo
podemos usar puesto que ninguno de nuestros nimeros empieza con 1. La dnica forma de formar el
nimero de 3 000 digitos es que los primeros 2 997 sean 8. Por lo tanto, el nimero que ocupa la
posicién 1 999 es un 8.

(Qué ocurriria si en lugar de formar el niimero de 3 000 digitos con nimeros de dos digitos formados
por cuatro primos pedimos que sean nimeros de dos digitos formados por 3 primos o por 5 primos?

231. Supongamos que si los hay, y sean p el primer primo y r la diferencia de la progresién. Asi, la
progresién es: p, P+ 1, P+ 2r, ..., p+ 1 998r. El primo p no puede ser ninguno de los primeros primos:
2,3, .., 1997, ya que si es alguno de estos entonces p + pr, que estd en la progresién, no es primo.
Asi, p=1 999. Como p es impar y p + I' es primo, entonces I' es par. Todos los nimeros pares son de
la forma 6n o 6N + 2 0 6n — 2. Veamos ahora que I no puede ser ni de la forma 6n + 2 ni de la forma
6n — 2. En efecto, como p es primo, este es de la forma 6k + 1 o 6k — 1. En cualquiera de los cuatro
casos hay en la progresién un miltiplo de 3:

p+r=©0k+ 1) +OGn+2)p+2r=06k+ 1)+ O6GN-2)p+2r=(06Kk-1)+ 6N+ 2)p+Tr=(6K-1) + (6n-2)
Por lo tanto, r es de la forma 6n y entonces la progresién p, p + 6n, ..., p + 1 998(6n).
Perop=1999 y n= 1 implican que p + 1 998(6n) = 1 999 + 11 988 = 13 985 > 12 345.

232. Supongamos que para cierto N = 2 si es posible llenar la cuadricula como se pide y veamos cémo
debe ser n. La minima suma posible por renglones o columnas es 10 =1 + 2 + 3 + 4 y la mixima
suma posible es 58 = 13 + 14 + 15 + 16. Se necesitan 8 miltiplos distintos de n pues hay 4 filas

(58-10)

y 4 columnas, pero =6, asi que n < 6 (por ejemplo, entre 10 y 58 no podemos encontrar

8 multiplos distintos de 7, ya que entre 10 y 58 solo hay 7 multiplos de 7 que son: 14, 21, 28, 35,
42, 49 y 56).

Ahora observemos que la suma de todos los niimeros del 1 al 16 es 136, asi que este nimero también
se obtiene sumando los 4 miltiplos de n que aparezcan por filas, de donde n no puede ser 3, 5 o 6,
pues estos no son divisores de 136. Para ver que los casos N =2 y n =4 si son posibles, consideremos,
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por ejemplo, los acomodos de las figuras, en donde el caso n =4 se obtuvo del caso n = 2 intercambiando
las posiciones de 4 y 6 y las de 12, 16 y 14 (estos ultimos tres en forma ciclica) (tablas 4 y 35).

Tabla 4 Tabla 5
1 2 3 4 10 1 2 3 6 12
5 6 7 8 26 5 4 7 8 24
9 10 11 12 42 9 10 11 14 44
13 14 15 16 58 13 16 15 12 56
28 32 36 40 28 32 36 40

233. Tomemos X =t — p = g + p, entonces
X=(-p(g+p) =rgq+(—pp-p*=rq+2p*—p*=rq+ p*> =276, luego X = 26, como P es un primo
tal que 26 — p y 26 + p son primos. Probamos con los posibles primos p menores que 26 y se ve que
eso solo se cumple para p = 3.

Asipuesp=3,q=23,r=29yn=p-q-r=2001.

2 2
234. Pongamos \/kz—kIO:n@kz—pk—nZ:o:k:@ *)

2
El radicando ha de ser cuadrado perfecto, sea a.
Se tiene P? + 4n* = @ < p*> = (@ + 2n)(@ — 2n). Como p es primo y a + 2n > a — 2n, solo hay dos
posibilidades:

a+2n=p’ya-2n=1
a+2n=pya-2n=p

p*+1

2_
=Pl

Enel caso 1) a=

, lo que exige p # 2 (n natural).

En el caso 2) resulta a = p, n = 0. Sustituyendo los valores de a en (*) y operando queda:

Si p =2, entonces k=2 o k=0.

2 2
Si p # 2 entonces quedan los cuatro valores: kK, :(DTH] ,k:[pT_l) .k =pyk =0.

235. Dado c entero, a y b primos entre si garantiza que existen enteros X, Y tales que
C=ax + by. Sea ahoray=da+ sdonde 0 <s< a.
Tomemos € = ax + b(da + s) = a(x + bd) + bs.

Sear=x+bd,sic>(@-1)(b-1)entonces (a—1)(b-1)<c=ar + bs<ar + b(a- 1), de modo que
ar >—-(a-1)y, por tanto, r = 0.

Queda mostrar que (a— 1)(b—- 1) + 1 = ab + a + b no puede ser escrito de la forma ar + bs, con r, s> 0.
Entonces tenemos a(b — 1 —r) = b(s— 1). Como a y b son primos entre si, sigue que a divide as+ 1y
bdivideab-1-r.

Comob-1-r<b,debeserb—1-r<0yr=>b-1. También como S+ 1 >0y adivide as+ 1, debe
sers+1>ao0s>a-1.

Como ar —bs>alb-1)+ba-1)=2ab-a-b=(a-1)b-1) -1 que es una contradiccion.
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236. Sea a el nimero compuesto por | nueves a =99...9. Supongamos que 3 p tal que p no divide a a
para todo i € IN para probar por contradiccién el enunciado.
Considérense en dicho caso los nimeros {a, a,, ..., ap}, en este conjunto sabemos que no hay
ningtin & = 0(p) (por hipétesis). Por tanto, al haber p nimeros y solo p — 1 restos posibles médulo p,
se sabe que existen m, N tales que a_— a = 0(p). Suponemos sin pérdida de generalidad que m > ny:

m n m-n n
pla,—a,=99..9-99..9=99..900..0=a,_,-10"
Comop#2yp#5=pyl10"=2" 5"= pl a, ,ycomoa . pertenece al conjunto escogido por ser
M—-n<ny m-n21 se ha llegado a una contradiccién.

Por ende: Vp3da, tal que p | a, y el enunciado queda probado.

237. Sean @, a + by a— b tres nimeros en progresion aritmética, con el producto (a — b)a(a + b) un nimero
primo, como es el producto de tres nimeros uno de estos debe ser 1, uno de ellos debe ser —1 y el otro
el opuesto de un ndmero primo, porque dos de ellos no pueden ser 1 o —1.
Consideremos a = 1, a — b = -1, entonces b = 2 y los niimeros son -3, -1, 1.
Sia=-1,a-b=1, entonces b=-2y a+ b=-3, el producto es -3 que no es primo.
.. la dnica solucion es el trio -3, -1, 1.

238. Tomemos todos los ndmeros de la forma 4k + 1, claramente la diferencia entre cualesquiera de estos
es un multiplo de 4 y de esta forma no es primo. Este es el mayor posible porque para cada grupo
consecutivo N, N + 1, n + 2, ..., n + 7 podemos tomar al menos dos ndmeros.

Tomemos N, entonces N+ 2, N+ 3, N+ 5, n + 7 no pueden tomarse, no podemos tomar N+ 1y N+ 4
porque la diferencia entre ambos es 3, lo mismo sucede si tomamos N+ 1 y n + 6 porque su diferencia
es 5, tampoco N + 4 y N + 6, con esto se completa el argumento.

239. Sea p=210n+r donde 0 <r <210. Sip=2,3,5 0 7 entonces I = 2, 3, 5 o 7 respectivamente, una
contradiccion (r es primo), luego p > 7. Sea g el menor primo divisor de r.
Por tanto, r = gm, g < m. Tenemos que 210 > r = gm = ¢, luego g < 13, por otra parte I no es divisible
por 2, 3, 5, 7; de otra forma p fuera divisible por algunos de los nimeros, pero p es primo. Por tanto,
g>7,luego q= 11 o g = 13. Por la condicién r = & + b?> donde a y b son enteros positivos. Si q = 11
entonces @ + b? es divisible por 11. Escribimos todos los posibles restos después de la divisién de los
cuadrados perfectos por 11: 0, 1, 4, 9, 5, 3 con lo cual vemos que la suma de dos restos es divisible
por 11 solo si ambos términos son iguales a 0. Por tanto, a y b son divisibles por 11, por tanto, & y b?
son divisibles por 121 y como r = &> + b? > 121 + 121 = 242 > 210 se llega a una contradiccién, luego
g=13, m< 210 : g < 17, por tanto, m < 16 y el menor primo divisor de m no es menor que 13 y
finalmente r = mq = 13% = 169.

Nota: 169 = 12% + 52

240. De (a + 1)(b + 1)(c + 1) = 3abc se tiene la expresion equivalente (1+l](1+%)(1+1)=3 )
a Cc

Como a es un nimero primo menor que 5, hay solamente dos posibilidades para a. Consideremos
cada caso por separado.

1) Para a = 2. De (1), se tiene (1+%)(1+l]:2 (2)
Cc

Sin pérdida de generalidad consideremos que b > c.
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1

De (2) se tiene que (1+%J(l+l)s(l+l) y de esta forma [1+EJ =2 y como C es un entero
Cc Cc

- . 1 .
positivo entonces C=1 o C = 2, para C = 1 no es posible porque seria E:O y para C = 2 se tiene

b+c<é.

2) Para a = 3. De (1) se obtiene [l+l)(l+l)=2 3)
b c) 4

Sin pérdida de generalidad consideremos que b > c. De (2) se tiene que C < 2.
Pero si c =2 entonces b+ c< 6. Deestaformaa=3,b=8,c=1ya*+b+c=18.

241. Primero debemos probar que existe un nimero primo p tal que hay infinitos nlimeros en esta sucesion
los cuales son divisibles por p. Asumamos que no sea asi, sea N el mayor nimero par en la sucesion.
Entonces hay un nimero M en la sucesion tal que no hay ningtin nimero primo menor que N que
divida a M. Si g es el menor divisor primo de M entonces el préximo término después de M es 2q lo
cual contradice que N sea el mayor par. Sea p un nimero primo que divide a infinitos términos de la
sucesion y sea ( otro nimero primo. Para algin entero positivo N, existe un término L de la sucesion
tal que L es divisible por p y cada uno de los términos siguientes es mayor que pg". Dado que pq" y
L no son coprimos y el préoximo término después de L es mayor que pq", pq" debe ser uno de los
términos que precede a L. Como hay infinitos términos de la sucesién los cuales son divisibles por g,
podemos asumir que K es el mayor entero que no aparece en la sucesién y ( es el divisor primo.
Como hay infinitos términos de la sucesion que son divisibles por (, existe un término, sea P, de la

sucesion tal que P es divisible por  y cada uno de los nimeros 1, 2, ..., K — 1 precede a P en la
sucesion. Dado que P y K son coprimos, el término préximo después de P debe ser K lo cual es una
contradiccidn.

242. De (i) se tiene que a o ¢ = 2. Supongamos que C = 2 entonces d = 2 + a y de acuerdo con (iii)
1+2b+2+a=Db2 +a),3+a=ab, pero ay b son ambos impares por lo que 3 + aes par y ab es
impar, que no es posible. Entonces C# 2y a= 2, d = c + 2. Con esto y de acuerdo con (iii) se tiene
l+d=bd-¢c)=2b,d-b=b-1.

De acuerdo con (ii) se implica que 22 +b+c+2+c)=cb-1),24+b+2c)=cb-1).
Parab=2m+ 1, tenemos 5 + 2m+2c=cm, 9 = (c - 2)(m - 2).

Luego las soluciones de esta ecuacién sonc=m=5,c=3, m=11oc=11, m=3.
Porotroladoc=5,b=11,c=3,b=230c=11,b="7. Pero by c al utilizar (i) e (iii):
C+2=d=2b-1ylanicasolucibonesa=2,c=11,b=7,d=13 y n=2 002.

243. Veamos primero que p tiene infinitos multiplos de la forma 999...9. Consideremos la sucesion: 9, 99,
999, ..., 999...9 (el ultimo tiene N nueves). Entonces se tiene:

9=10-1;99=10>-1;999 = 10° - 1; ..., 999...9 = 10" — 1 en la sucesi6én hay infinitos términos de
la forma 10P-!'—1conp#2, p# 5y p primo.

Puesto que, por el teorema de Fermat: 10P-! — 1 =1 (mdd p) si p # 2, p # 5 la afirmaciéon queda
demostrada.

Finalmente 999...9 = 9 - 111...1 entonces si p es primo con 9 (p # 3), p divide al producto, es primo
con 9 luego divide a 111...1.

Queda el caso p = 3 que es evidente, ya que los infinitos nimeros: 111; 111111; ... son multiplos de
tres.
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244. El primer nifio dice 1, el segundo 1 + 2, el tercero 1 + 2 + 3, y asi segin el enunciado del ejercicio,

n(n+1)

como el n — 1-ésimo dijo 1+2+...+n—-1, el n-é€simo dird 1+2+...+Nn= . Se trata de probar si

dne IN

N0+1) _gos.
2

P+n=55-2;n+n-1190=0y (n-34)(n+ 35) =0, pues N € IN. Entonces si existe.

1
Ahora probemos si Ine ]N:n(nT-H)ZQZOO“_,.l; 5n(n+1):22004+1;n2+n=22005+2yr12+n_(22005+2)=0

de aqui se tiene D = 1 + 4(22%5 + 2) = 9 + 22007

Ahora, si X=0 (m6d 3) = x* =0 (mé6d 3) si X=1(m6d 3) = X* =1 (méd 3) 0 si X=2 (méd 3) = X* =
=1 (méd 3). Entonces D = 9 + 2297 =22%7 = () (m6d 3), o D =9 + 2297 = 22%7 = | (mdd 3), lo cual
es falso pues 2° = 1 (mdd 3), 2! = 2 (mdd 3), 2 = 1 (mdd 3), ..., 2% =1 (méd 3), 2**! =2 (mdbd 3),
y 2 007 es de la forma 2k + 1, K € IN = no existe N € IN que cumpla las condiciones.

De igual modo podemos resolverlo multiplicando por 4 el segundo paso y completando el cuadrado:
AP +4n =422 £ &4 +4n+ 1 =22+ 9y (2n + 1) = 2297 + 9. El razonamiento que se debe
seguir es el mismo.

Si tomamos la ecuacién y la factorizamos dejando la potencia de 2 en el miembro derecho quedaria:
P+n=22M4+2mP+n-2=22%y(n-1)(n-2)=22% Luego tanto N — 1 como N — 2 tendrian que
ser potencias naturales de 2.

n-1=2%n+2=(-1)+3=2%+3=2% con o BeIN. El tnico caso posible es que 2* =1 (la tnica

potencia impar de 2) pues si 2P = 1 = 2% = -2 lo cual es absurdo. Si2*=1=n=2ycon n=2 se
obtiene 22 # 2% por tanto, no es posible hallar un n que satisfaga.

245. Los multiplos de i, ki con k=1, 2, 3, ..., p— 1 admiten la representacién siguiente ki = bp + r
siendo r tal que 0 <r < p -1 como los r = r(k) son todos distintos para K =1, 2, ..., p— 1 no puede
ocurrir que r(k ) sea igual a r(k) para algin k, kK, e {1,2, ..., p - 1},
entonces K - i —K -i={bp+rk)}-{bp+rk)}=( -b)py, por tanto, p(k, — K)i, es lo mismo
que pi lo que es imposible porque 0 < k — K, < py p es primo.

Asimismo dado i existe j tal que ji = b(j)p + r(j) con r(j) = 1. Ahora si p(i* — 1) es lo mismo que p(i — 1) lo que
es imposible si 2 <i < p - 2. Entonces i # j. Puede verse también que j = 1 o que j = p— 1 que es imposible.

246. El méaximo es 5. El k-ésimo nimero construido es 5a<~'+ (ak-2 + a<~* + ... + )b, como puede
comprobarse facilmente.

@' -1
(a-1
Esto se puede hacer sin usar congruencias analizando el dltimo digito de a). Entonces en este caso el
quinto nimero es multiplo de 5 y mayor que 5, asi que no es primo.

Sia=1 (méd 5), entonces & + a*+ &>+ a + | es miltiplo de 5 asi que el sexto nimero no es primo. Por
otro lado para a= 1y b = 6, los primeros 5 nimeros obtenidos son todos primos: 5, 11, 17, 23, 29.

Si a no es congruente con 1 médulo 5, entonces a’+a’+a+l= , es multiplo de 5. (Nota:

247. Para p = 5 tenemos que 8p* — 3 003 = 1 997, que es primo. Ahora veremos que es la tnica posibilidad. Sea p
un nimero primo distinto de 5 y supongamos que 8p* — 3 003 es primo. Podemos proceder de dos maneras:
Tenemos que 8p* — 3 003 = 3p* — 3 = 3(p* — 1) (mdd 5).

Pero p* — 1 =0 (mdd 5) para cualquier primo p # 5 (esto se comprueba facilmente analizando los posibles
restos de p), asi que 8p* — 3 003 es divisible por 5 y, como estamos suponiendo que es primo, la tnica

3008

posibilidad es 8p* — 3 003 = 5, lo cual es un absurdo pues =376 que no tiene raiz cuarta exacta.
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248. Consideremos la distribucion en las casillas de una tabla de 3 x 3 (tabla 6).

Tabla 6
a b c
e f
g h i

Resulta: S= abc + def + ghi + adg + beh + cfi
=100a+c+f+b+a+d+g +10d+e+f+b+c+h+(@+h+i+c+f+1i)
=200a + 110b + 101c + 110d + 20e + 11f + 101g + 11h + 2i médulo 9 tenemos:

S=2(@+b+c+..+h+i)=2-45=0.Como 2 001 no es multiplo de 9, no habra ninguna distribucién
para la que la suma indicada tome el valor 2 001.

249. Probaremos el resultado mas general siguiente. Sea A un nimero de mas de 3 cifras, tres de las cuales
son 1, 2, 4. Probar que siempre es posible permutar las cifras de A de modo que el nimero resultante
sea un multiplo de 7.

Ejemplo. Si B=aa,...a_con k > 1, el nimero obtenido a partir de A le suprimimos una ocurrencia de
cada una de las cifras 1, 2, 4 y C el nimero que queremos obtener a partir de A.

B =7, se toma C=2471

B =7..7 se toma C = 7...72471. Analogamente tratamos el caso en que solo hay cifras 0 y 7 en B.
Supongamos de ahora en adelante, que no todas las cifras de B sean 7 o 0.

B no es congruente con 0 (méd 7).

Como 0, 124, 142, 214, 241, 412, 421 es un sistema completo de restos mdédulo 7 obtenemos C
directamente de B con una permutacién conveniente de 124.

B =0 (mdd 7).

Sea a # 7, 0 entonces B” = a,...a,0a, que no es miltiplo de 7 porque 10B — B = 9a . Ahora como 0,
1024, 1 042, 2 014, 1 041, 4 012, 4 021 también forman un sistema completo de restos médulo 7,
obtenemos C como en iii).

250. Primero: Consideremos que Ny N + 2 son primos. De acuerdo con el teorema de Wilson tenemos que
(n— 1! + 1 es divisible por nsi (n + 1)! + 1 es divisible por N + 2 y como n divide a 4((n — 1)! + 1)
entonces N también divide a n, por lo que divide a su suma 4((n — 1)! + 1) + n.

Basta analizar ahora si 4((n — 1)! + 1) + n también es divisible por n + 2.

X=4n-D!'+ D+n=4(n-D!'+ D +n+2(n+ 1! -2(n+ 1)!

=2n+ D'+ n+4-2[(n+ D! -2(n-D!]

=2+ DI+ 1]+ (n+2)+ [(n— D!In(n+ 1! —2(n - 1)!]

=2[(n+ D!+ 11+ (n+2)+(n—1D[N* +n+ 2]

=2+ D+ 1]+ (M+2)+ (n-DI(n+2)(n-1)

Como n + 2 divide a cada uno de los sumandos, entonces divide a su suma que es

X=4(h-D!'+ D +n.

Como Ny n + 2 son ambos primos y dividen a 4((n — 1)! + 1) + n entonces su producto también divide
ad((n=D!'+1)+n.

Segundo: Supongamos que para un nimero natural n > 1, 4((n — 1)! + 1) + n es divisible por el
producto n(n + 2).

Si n es par, es decir, n = 2K entonces N — 1 = k. Esto implica que (n — 1)! es divisible por n y como
4(n-D!'+ D +n=4(n-1)! + n+ 4 es divisible por n, entonces 4 es divisible por . Como h es par
entonces N=2 o0 n=4.
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Entretanto se verifica facilmente que 4((n — 1)! + 1) + N no es divisible por N(N + 2) paran=2 o n = 4.
Asimismo como 4((n — 1)! + 1) + n es divisible por n implica que (N — 1)! + 1 es divisible por n por lo
que N es un ndmero primo y haciendo las mismas operaciones que en la primera parte de la solucién
An-D!'+DH+n=2[(n+ D!+ 1]+ (n+2)+(n-DI(n+2)(n-1).

Como cada sumando es divisible por N + 2 entonces también lo serd su suma por lo que (n + 1)! + 1
también es divisible por n + 2 y n + 2 también es primo.

251. La respuesta es 3 456. Sea | un nimero interesante, entonces
I=0+1+2+..4+9=0(mdd9)
luego | =99 999 - N = (10° — 1)N para algin nimero natural N de 5 cifras.

Digamos N = aaaaa, | = 10°a + ... + 10°a, — 10*a, — ... — 104, — a,
=10a, + ... + 10°%a, + 10°(a, - 1) + 109 -a) + ... + 1009 —a) + 10 — a,.
Seand - d,-..-d -d, los digitos de | en este orden,

entonces d +d, =9,d,+d, =9,d,+d, =9,d, +d, =9, d, + d =9. Como los tinicos pares de digitos
cuya suma es 9 son (0,9), (1,8), (2,7), (3,6) y (4,5) el niimero de posibilidades parad -d,- .. -d, -d,
es9-8:6-4-2-1-1-1-1-1=3456.

252. Sean X%, ¥?, Z* los tres términos consecutivos de la progresion, es suficiente considerar el caso en que
mcd(X2,y%,7%) = 1, en otro caso diferente podemos dividir todos los términos por el mcd. Como el
cuadrado de cualquier entero es congruente con 0 o 1 médulo 3, la diferencia de la progresién debe
ser divisible por 3, para otro caso X%, ¥?, Z2 deben tener diferente resto médulo 3.

Por otra parte, el cuadrado de cualquier entero es congruente con 0, 1 o 4 mdédulo 8. Tenemos
entonces estos tres casos:

a) X =y? =2 (mdd 8),

b) X¥* =y* =0 (mdd 8), y* = 4 (mdd 8),

c) X =y =4 (mdd 8), y* = 0 (mdd 8),

En el primer caso la diferencia comiin es divisible por 8. Los otros dos casos son imposibles porque
mcd(X3y32%) # 1.

253. Supongamos lo contrario, es decir, que para algin entero n > 1 tenemos
3"—-2"=0 (méd n). Obviamente 2 y 3 no dividen a n. Sea ahora p el menor factor primo de Ny n = pm
(n > 1). Utilizando el pequefio teorema de Fermat, tenemos
3"=2"(méd n) = 3™ = 2™ (mdéd p) = 3™ = 2" (mdd p) (1). Si d = med(m,p — 1), tenemos en
particular que d divide a n. Por tanto, debe ser p el menor divisor primo de n implica que d = 1.
Consideremos los enteros positivos X, Y que satisfacen
mMx = (p — 1)y + 1 y utilizando nuevamente el pequeno teorema de Fermat de acuerdo con (1) nos da
3=3P-y+l = 2m=20-y+1 =72 (mdd p) lo que es un absurdo.

254. Primero notemos que la expresion dada es entero para p > 2 por el pequefio teorema de Fermat si p = 2
no sirve, de ahi como p es impar, 2°~! — 1 = 0 (mdd 3).

Si p = 3, la expresion dada es igual a 1 que es un cuadrado, entonces
9]2°-1 -1 201~ 10 =1 (méd 9) & ord2=6p-1= p=1 (mdd 6).
2P -1 2% -1 2% -pE*+))

Y p Y
med(2%* - 1,23 + 1) = med(2, 2%+ 1) = 1 como p es primo (p > 3),
pl2k—10pl2*+1.

*. existe K natural: p=1 + 6k =

[l
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i) pl2%— 1. Como 2% — 1y 2% + 1 no tienen factores comunes, 2 + 1 es un cuadrado por lo que
existeqe N: 2*+ 1= < 2*=(q+ 1)(g-1)=g=3y k=1 (los factores g — 1 y q + 1 deben

-1 _q

ser potencias de 2 y solo son posibles para ese caso 2 y 4), entonces =9 que es un

cuadrado perfecto.

i) p |23 + 1. Asumamos que k> 1 pues k=1 ya es solucién. De 2% — 1 es un cuadrado, por lo tanto,
existe me IN : 2% — [ = P & (26— 1)(2% + 2%+ 1) = .
Sea d = mcd(2X— 1, 2% + 2k + 1), dl2x-1= d2* - 1)> = (2% + 2 - 2+ 1), pero
d|2% + 2+ 1, luego d|3 - 2X Como d|2¢— 1, d no divide a 2= d|3 = d=10d=3.
Sid=1= 2%+ 2%+ 1 es un cuadrado que no es posible.
k K

Sid=3 = es un cuadrado, como

es impar,

2k 1

=] (m6d 8) = 2X=4 (méd 8) = k=2 = p = 13, que no es solucion.

255. Primera parte: Sea 2p + 1 un ndmero primo, tenemos
202+ D =1 (méd 2p+ 1) = 2% =1 (m6d 2p + 1) = 2P ==+ 1 (mb6d 2p + 1) pero 2p + 1 es de la forma
8k + 7, luego 2P =1 (méd 2p + 1) = 2p + 1 divide a 2P — 1.
Segunda parte: Sea 2° = 1 (mod 2p + 1), como p es primo, entonces p = ord, 2, ya que
mcd(2,2p + 1) =1 = @2p + 1) = kp, con k < 2, no podemos tener K = 1 pues ¢(n) es par para
todo N = 3. Asimismo @(2p + 1) = 2p = 2p + 1 es primo.

256. Sabemos que 16" = 6 (méd 10), porque la cifra de las unidades siempre es 6 tenemos entonces 2*" = 6
(méd 10) y 2¢ - k=6 (méd 10 000).
Tenemos que 2* - k=6 (m6d 10) — k=59 + 1; 2*" = 2459 + 1) (m6d 10 000);
24 =10(8q + 1) + 6 (m6d 10 000).
Tenemos que 89 + 1 debe tener digitos mayores o iguales que 6, en particular 8q + 1 termina en 7 o
en 9, teniendo entonces las posibilidades siguientes para sus ultimos 3 digitos:

999, 997, 987, 977, 887, 877, 777, pero los tnicos que son de la forma 8q + 1 son 977 y 777. Como
25 divide a 7 776, 16% no termina en 77 776 ni en 97 776.

169 = 87 776 (md6d 10°) = 164 = 987 776 (méd 10°). Como 27 divide a 987 776, 16" no termina en
9 987 776, como 26 divide a 99 776, 16" no termina en 999 776 entonces 16" tiene como maximo
6 digitos y basta verificar los casos y como para ninguno de los casos hay solucién, entonces 16"
nunca es descendente.

257. n=abc = c + 10b + 100a; m = cba = 100c + 10b + & 2 m+ S= n nos da:
200c + 20b + 2a + (a+ b + ¢) = 100a + 10b + ¢, es decir, 200c + 11b — 97a = 0.
Por lo tanto, 200c — 97a es multiplo de 11.
Moédulo 11: 2(c + &) es 0, y como mcd (2,11) = 1, resulta que a + € es congruente con 0 médulo 11.
Moédulo 9: 2(c + a + b) congruente con 0, y ¢ + a + b congruente con O.
Por la primera congruencia, C+ a =0, o bien c + a = 11.
Si c+ a=0, entonces a=C = 0y no hay solucién por ser niimeros de tres cifras.
Si ¢+ a= 11, entonces b = 7. Por lo tanto, 200Cc — 97a es miiltiplo de 7.
Trabajando mddulo 7: 4¢ + a es congruente con 0 médulo 7, es decir;
4c+a=0,7, 14, 21, 28, 35, 42.
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Como a + ¢ = 11, tenemos que 3C debe tomar uno de los valores —11, -4, 3, 10, 17, 24, o 31 y ser
multiplo de 3. Luego c =10 ¢ = 8.

Si ¢ = 1, entonces a = 10, imposible.

Si c =38, a= 3. Pero n= 378 no es solucién y no existen nimeros con las condiciones pedidas.

258. Como X, Y, & X, z, b; y, z, ¢ forman trios pitagdricos entonces en cada trio aparece un nimero que es
divisible por 5, consideremos que a = b = c =0 (mdd 5) porque si lo fuera X, y o z entonces el producto
Xyz serfa divisible por 5.

Entonces consideremos X = + 1 (mdd 5), y = + 2 (mdd 5) pero en la segunda ecuacién z= + 2 (méd 5)
luego ¥* + Z = 3 (mdd 5) y habiamos supuesto que ¢ = 0 (mé6d 5) luego, alguno de los tres X, Y o Z debe
ser divisible por 5 y el producto lo es.

De igual forma para los otros dos casos, de esta manera el producto Xyz es divisible por 5.

259. Supongamos que para un N hay enteros @, a,, ..., @, verificando la propiedad del enunciado. Dado

un nimero de base 2 entre 0 y 2"~ ', sea b = (b,b,...b ), tenemos una combinacién &, :zha .

Sean by b” dos nimeros distintos. Si @ = a_ (méd n°), entonces tendriamos que n° / Z(b. -b)a
conb-b” e {-1, 0, 1}, contradiciendo el enunciado. Por tanto, los restos a, (mod n’) son distintos.
Como consecuencia 2" < n° < n < 22. Por otro lado, para n = 22 tomamos

a=1a=2a =4, ..,a, =2 Ninguna combinacién de la forma ZQa, con
b, b, .. b e {-1,0, 1}, no todos nulos, puede ser 0 o mayor que n°, dado que

Zai < 2% < 223, por tanto, n° no divide a Zha .

260. Sean ? el cuadrado perfecto y a el digito que aparece en las tdltimas cuatro posiciones, entonces a = 0,
1,4,5,6009.

Sint=a- 1111 (méd 10%) y consecuentemente N> =a - 1 111 (méd 16).
Cuando a = 0 ya estd resuelto. Supongamos que aes 1, 5 0 9.
Dadoque n*=00104 (m6d 8) y 1 111 =7 (méd 8), obtenemos 1 - 1 111 = 7 (méd 8),

5-1111=3(m6d 8) y9-1111=7 (mdd 8). Se tiene la congruencian*=a - 1 111 (mdd 16)
que no puede ser.

Supongamos que a es 4 o 6.
Como 1 111 =7 (mé6d 16),4 - 1 111 =12 (m6d 16) y 6 - 1 111 = 10 (méd 16).
Concluimos que en este caso la congruencia N> =a - 1 111 (méd 16) no puede ser tampoco.

261. Como X es impar, entonces X** — 1 = (X* + 1)(X* — 1) que es divisible por 8.
Por el teorema de Fermat X° — 1 es divisible por (p + 1) por ser X primocon p+ 1y
X2 — 1, es divisible por 8(p + 1)(2p + 1).

i Pl
262. WP~' —1 =0 (méd p) por el teorema de Fermat, pero por otro lado tenemos que nP™ —1= [n 2+ IJ[n 2 - IJ

b1 p-1 p-1
entonces [n 2 +1][n 2 —IJEO (méd p) de donde se obtiene que h 2 +1=0
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1

p-1
(méd p) o NP —1=0 (méd p) de aqui que se cumpla que n 2 =-1
p-1
(méd p)o n 2 =1 (mé6d p).

263. Si p > 3 es un nimero primo, entonces p = 6k = 1. Segin el teorema de Fermat
nP-! — 1 =0 (méd p). Se cumple que:

a) N~ 1=0 (méd p) b) N%-2_1=0 (méd p)
(M + 1) = 1) = 0 (méd p) (M1 4 1) — 1) = 0 (méd p) de donde
de donde N** + 1 = 0 (méd p) k-1 4+ 1=0 (méd p) o
on*—1=0 (mdd p) k-1 — 1 =0 (méd p)

Luego existe kK que cumple las condiciones dadas.

264. Segtin el teorema de Wilson se cumple que (p — 1)! + 1 = 0 (m6d p) si p es primo,
P-D!P-2)(p-1)+1=0(mod p)
P-3)P*-3p+2)+1=0méd p) = PP(p-3)!-3p(Pp-3)!+2(p-3)!+1=0 (mbd p)
pero P*(p — 3)! y 3p(p — 3)! Son divisibles por p, luego 2(p — 3)! + 1 = 0 (mdd p).

265. Segtin el teorema de Wilson se tiene que (p — 1)! + 1 = 0 (méd p) luego

P-2)(p-1D+1=0@méd p), pp-2)! —(P-2)! +1 =0 (mdéd p) por lo que
—-(P-2)!'+1=0(méd p) = (p-2)! —= 1 =0 (mdd p).

266. A=[(p-DIP+1+3[(p-D'TP+3(p-D!'+1=[(p- 1!+ 1], pero segiin el teorema de Fermat se

tiene que (P— D!'=(p-1) (mdéd p), 1 =1 (méd p) y la suma

(p- D!+ 1=p (@mdbd p), es decir, (p—1)! + 1 =0 (méd p) y A es divisible por p, y

nVA — n®-b Como n no es divisible por p, entonces segin el teorema de Fermat se cumple que
ne-Y =nP-bY =1 (méd p) luego n{A 1 deja resto 1 en la divisién por p.
267. Consideremos que p es primo y p > 3, luego p=1 (méd 3) o p =2 (mdd 3).

Sip=1(mdd3) = 2"+ p?>= (1)’ + 1?2 (mbéd 3) = 0 (m6d 3)

Sip=2(méd 3) = 2P+ p>= (1)’ + 1 (mdd 3) = 0 (mdd 3)

Si p = 3, entonces 2° + 3% = 17 que es un nimero primo.

Si p = 2, el ndmero 2° + p? es par diferente de 2, luego no es primo.

-. el Unico caso posible es para p = 3.
268. Sea S = 1!+ 2! + ...+ nl = Z pero S = n! y para todo N > 5 los términos de la sucesién son miiltiplos
de 10 y al sumar los cuatro primeros términos la suma termina en 3, necesariamente S termina en 3.
Luego para n = 4 no puede existir S = 7 porque ningtin cuadrado perfecto termina en 3. Entonces
paran=1,S =1,paran=2,§ =3,paran=3, 5 =9.
. los niimeros naturales que cumplen con las condiciones dadas son 1 o 3.
269. 1 988 = 2% - 7 - 71, tiene 12 factores, por lo tanto, aparecerd 12 veces, ya que el tridngulo se va
formando con los nimeros naturales y después los miltiplos de cada uno de estos, entonces el 1 988
aparecerd 2 veces en cada fila donde aparezca por no ser un cuadrado perfecto. Aparecerd en las
filas:

1988=1987+1,995=2-497 + 1,501 =497 + 4, 156 =142 + 14y 99 = 71 + 28.
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270. Para cualquier entero € no divisible por 19, tenemos que c'® = 1 (méd 19).
Sea (a,b) una solucién donde se tiene el menor valor posible de |a +b | ya+b=#0.
Si consideramos la tabla de cuadrados perfectos médulo 19, se tiene (tabla 7).

Tabla 7

c| O 1 213 4 5 6 | 7 8 9 1011 |12 |13 |14 [ 15|16 |17 | 18

c| 0 1 419 16| 6 17111 7 5 5 7 1117 6 |16 | 9 4 11

Vemos que los cuadrados perfectos no pueden ser congruentes con 2 ni 3 médulo 19.

Dado que cada una de las expresiones en la suma es congruente a 0 o a 1 médulo 19, la suma debe
también ser congruente a 0 o a 1 médulo 19. Esto determina que dos o tres de las expresiones
19a+ b, a+ by 19b + a deben ser divisibles por 19. Como 19a + b es divisible por 19 si y solo si b
lo es, de igual forma para 19b + a que a tiene que ser divisible por 19 y como son al menos dos de
estos tienen que ser divisibles por 19, esto debe cumplirse en el caso que a = 19a’ y b = 19b’ entonces
la expresién dada se transforma en

(1922’ + 19b°)"® + (19a’+ 19b’)'8 + (19°b* + 19a’)'®

= 198(19a’ + b)) + (@ + b’)"® + (19b” + &’)'8, que es un cuadrado perfecto si

(192’ + b)) + (@ + b)) + (19b* + &’)"® lo es. Siguiendo que (a’,b’) es una solucién con el menor
valor de |a + b|, contradice la condicién que |a + b| es minimo.

Por lo que solo es posible que a = b = 0, es decir, (0,0).

271. Supongamos que exista tal potencia de 2, es decir, que haya dos potencias de 2 cuyas expresiones
decimales solo difieran en el orden de colocacién de los digitos. Claramente ninguna de las dos poten-
cias es divisible por 3 y ambas dejan el mismo resto cuando se dividen por 9. Esto dltimo se debe a que
el resto de un nimero al dividirse por 9 es congruente, médulo 9, con la suma de sus digitos.

Por otra parte la mayor de ambas potencias se obtiene de la menor multiplicando esta por 2, 4 u 8 (de
otra manera no tendrian ambas el mismo nimero de digitos). Sin embargo al multiplicar la menor
potencia de las dos por 2, 4 u 8, cambia el resto cuando se divide por 9. Los restos de las sucesivas
potencias de 2 al dividirse por 9 forman una sucesién periddica. Efectivamente, los restos de:

2, 4,8, 16, 32 64, 128, 256, 512, 1 024, 2 048, 4 096, ..., son:

2,4,8,7,5,1,2,4,8,7,5, 1, ... Esta sucesién tiene periodo 6, porque para todo n entero positivo
2n+6 _ 20 = 2n(26 — 29) y este nimero es divisible por 9, por lo que ambas potencias dejan el mismo
resto. No es posible, por tanto, reordenar los digitos de una potencia de 2 para obtener otra poten-
cia distinta de 2.

272. ﬁz@(méd 7) entonces ABC —CBA=7m con m e Z luego
100A + 10B+ C - 100C - 10B-A=7my 99(A - C) =7m.
Como 7 no divide a 99, entonces 7/ (A-C)yA>Cporloque A=7,C=00A=8,C=10A=9,C=2
pero C = 0 no puede ser.
.. hay dos valores posibles A=8,C=10A=9,C=2.

273. Consideremos que b # a. Tomemos N =1y que a + 1 divide a b + 1, entonces b > a. Sea p > b un
nimero primo y sea N un entero positivo tal que

nN=1(@moéd p-1)yn=-a(maéd p).
Utilizando el teorema Chino del resto existe N, pues N puede escribirse en la forma
n=@+nH(p-1)+ 1

106



Por el pequeiio teorema de Fermat se cumple que a” = a(a@®~'... a®~ ') = a (méd p), de esta forma
a"+ n=0 (méd p) y p divide al nimero a” + n entonces también b" + n.

Utilizando de igual manera el pequefio teorema de Fermat, se tiene, andlogamente,

b"+ n=b - a (mdd p) teniendo de esta forma que p/ b — @, lo cual es una contradiccion.

274. Si n satisface las condiciones dadas, entonces ni N ni N + 1 son divisibles por 3, luego n + 2 debe serlo.
Ademds, tampoco N ni N + 1 son divisibles por 11.
Se probara que n + 2 es divisible por 11.
Si(n+ )"+ 16ny (n+ 1)"** + 16n son simultdneamente divisibles por 33, también lo serd su
diferencia (n + )"**+ 16n—-(n+ 1)"— 16n=(n+ DH"** - (n + D"
Entonces (N+ 1)"**—(n+ 1)"=0 (mdd 11), es decir, (n+ 1)"(N+ 1)* — 1 =0 (m6d 11). De aqui se tiene
que (N+ 1)* =1 =0 (m6d 11) y esto implica que
(N+1)>-1=0(mbéd 11) o (N + 1)>+ 1 =0 (m6d 11). La segunda alternativa no es posible, ya que se
cumplird que X* = (11 — X) (m6d 11) para cada entero X, por lo que los posibles restos de X* médulo 11
son 0, 1, 4, 9, 5, 3 diferentes de 10. Entonces queda solo la posibilidad (n + 1)> — 1 = 0 (méd 11) lo
que significa que n(n + 2) sea divisible por 11 y como 11 es primo entonces 11 / n + 2.
Resumiendo, como 3 y 11 son primos relativos que dividen a 1 n + 2, se obtiene que 33 divide a n + 2,
luego N + 1 = -1 (méd 33) y, por lo tanto, (N + 1)" = (-=1)" (mdd 33) y
16n = 16(-2) = -1 (m6d 33). Ademas, (n + 1)* — 1 =0 (mdd 33), luego n(n + 1) + 16ny (N + 1)"** + 16N
son ambos congruentes con (—1)" + 1 médulo 33. Para que sean divisibles por 33 es necesario que n sea
impar. Como ya estaba determinado que n es de la forma 33k — 2, el valor de k debe ser impar, por lo
que n es de la forma 66t + 31 para t natural. Esta claro que los nimeros de esta forma cumplen la
condicién pedida.

275. Se demostrard que la respuesta buscada es 19. Para esto, notemos en primer lugar que el resto al
dividir por 27 el producto de los nimero primos relativos con 27 entre 1 y 27 es —1. Aunque se puede
verificar facilmente en forma directa, se mostrard un camino alternativo utilizando algunos rudimen-
tos de algebra.

27 = 3% la ecuacién x> — 1 = 27k solamente va a tener solucién para X y K enteros cuando 27 sea
divisor de (X + 1)(X — 1) pero como estos nimeros tienen diferencia 2 no es posible que sean simulta-
neamente multiplos de 3, lo que hace necesario que 27 sea divisor de X + 1 o de X — 1. Asi, entre 1 y
27 los tnicos nimeros X que cumplen son 1 y 26, por lo que los otros nimeros entre 1 y 27 primos
relativos con 27 se pueden agrupar en parejas cuyo producto deje resto 1, por lo que el producto final
tendra resto

1-1-26=-1 (méd 27). Ahora calculemos el resto de dividir N por 27. Como N es potencia de un
impar y, por lo tanto, es impar, al igual que 27, con el resto se puede, ademds, deducir la paridad del
cociente. Es decir, si el resto es impar, el cociente debe ser par, mientras que si el resto es par, el
cociente debe ser impar.

276. No es posible. Notemos que en la lista inicial hay tnicamente un nimero que es mdltiplo de 3 y los otros
dejan restos 1 o 2 en la divisién por 3. Luego, los niimeros del conjunto inicial son de la forma 3k, 3k + 1
0 3k + 2. Observemos qué pasa con los nimeros del conjunto cuando hacemos una operacién:

1) Sia=0 (méd 3) y b= 0 (méd 3), entonces a+ b =0 (méd 3) y ab =0 (méd 3).
2) Sia=1 (méd 3) y b= 0 (méd 3), entonces a+ b=1 (méd 3) y ab =0 (méd 3).
3) Sia=2 (mdd 3) y b =0 (méd 3), entonces a + b =2 (méd 3) y ab =0 (méd 3).
4) Sia=1(mbd 3) y b=1 (méd 3), entonces a+ b=2 (mdd 3) y ab=1 (méd 3).
5) Sia=1 (méd 3) y b=2 (méd 3), entonces a + b=0 (méd 3) y ab =2 (méd 3).
6) Sia=2 (mdd 3) y b=2 (méd 3), entonces a+ b= 1 (méd 3) y ab =1 (mdd 3).
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Veamos como podemos generar 4 multiplos de 3 y el 64 que es congruente con 1 médulo 3.

En el conjunto original tenemos dos nimeros congruentes con 1 médulo 3, dos congruentes con 2
moédulo 3 y uno que es miltiplo de 3. Analizando las 6 posibilidades, vemos que siempre podemos
llegar a cuatro nimeros congruentes con 1 y uno multiplo de 3 pero como buscamos cuatro nimeros
que sean multiplos de 3 y uno que sea congruente con 1 mddulo 3 esto es imposible porque siempre
tendremos uno congruente con 2 médulo 3.

277. Sea n un nimero natural cualquiera y sean p, p,, ..., P, primos diferentes. Consideremos el sistema
de congruencias:

= -1 (méd p); x = -2 (méd p,?), ..., X=-N (méd p?).
Por el teorema Chino del resto, este sistema tiene solucién pues los médulos son primos relativos por
parejas. Una solucién cualquiera es tal que

p12| X+ 1, p22| X+ 2, ..., pn2| X + N, asi que los N ndmeros consecutivos buscados son
X+ 1,X+2,....,X+n

278. Si2n+3m=0 (méd 17) = 9n + Smlo es.

Considerando que si una congruencia se multiplica por una constante que sea primo relativo con el
modulo, se obtiene una nueva congruencia equivalente a la original. Multipliquemos por 9 (que es
inverso multiplicativo de 2 médulo 17) entonces la nueva congruencia de 2n + 3m = 0 (méd 17) serd
18n + 27m= 0 (méd 17) o lo que es lo mismo N + 10m= 0 (méd 17).

Multiplicando nuevamente por 9 tenemos 9n + 90m = 0 (mdd 17) que, simplificando, se convierte en
on + 5m= 0 (mdd 17).

Sion+5m=0 (méd 17) = 2n + 3mlo es.
Multiplicando por 2 (que es el inverso multiplicativo de 9 médulo 17) entonces se tiene
N+ 10 m= 0 (méd 17) y multiplicando por 2 nuevamente tenemos

2n + 20 m= 0 (méd 17) que, simplificando, se convierte en 2n + 3m = 0 (m6d 17) que es lo que se
queria demostrar.

279. Lo haremos por induccién sobre N, para N = 2 basta tomar @, = 3, &, = 4 con

3* + 4> = 5% Supongamos que a’ + @’ + ... + 8’ = K. Veamos que podemos encontrar un entero
positivo @, tal que K* + a > = p’, en efecto

+1

kz:p2_an+12:(p+an+1)(p_an+1)' Pongamosa:p+an+lyb:p_an+l'

Tenemos p:a%b; a ., = a%b; k? :a%ba%b La ultima expresion exige que a 'y b son de la

misma paridad. Distinguiremos dos casos:
Primer caso: a y b son pares, entonces k2 = 4m que tomando a = 2my b = 2 queda

k? k?
p=m+l=—+1La, =m-1=—-1
4 n+ 4

undo caso: ay b son impares, entonces k> = 2m + 1. Tomando a=2m + 1, b = 1 queda
y p q

k? -1 k? -1
+1;a, , =m= 5

p=m+1=

En ambos casos hemos encontrado a, ., entero verificando el enunciado.
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280. Es facil ver que se verifican:

Wbz, =z,+1,272z,. ,=2,-1,03)z, =3z, lo probaremos por induccién

. "-13"-1
4) z, z,, ..., z," | son mutuamente diferentes en el intervalo I :[— 3 7 3 > :| para n = 0y para

n = 1. Ahora consideremos que (4) se cumple para algunos enteros no negativos n. Dado que

3"-1 3"-1 |

- <z< (i=0,1,..3"".
2
3n+l _1 3n+l —1
Multiplicando por 3 se tiene (5) — +1<z; < 2 -1
Cada uno de los enteros 0, 1, ..., 3"*! —1 es tnicamente representado por 3i, 3i + 1 o 3i + 2 con i pertene-
3n+l _1 3n+1 _1

ciendo al conjunto {0, 1, ..., 3"*! -1}, por (1), (2) y (5) tenemos — +2<2z;, < 3 y

3n+1 _1 3n+1 _1 3n+1 _1 3I’]+1 _1
B Sz, < 3 —2. Concluyendo que Z_estd en el intervalo |, =|— S T2 para

ke {0, 1, ..,3"*" — 1}. Finalmente, no hay dos de los enteros z, Z, ..., Z" | que puedan ser iguales porque
estos se han obtenido multiplicando los distintos enteros por 3 y sustituyendo los productos por 0, 1 o —1.

Como el intervalo cerrado | contiene exactamente 3" enteros, estos deben ser los enteros menciona-
dos en (4).

3n+1 _1 3n+1 _1
2 2 '

Para cualquier entero dado z hay un nimero natural n con Z€ [— ,

Y z aparece en la parte z, 7, ..., Z" | de la sucesion dada. Esto completa la proposicion.

281. Para cualquier natural n, consideramos su representacién binaria,

282.

n=a2“+a, 2" +..+a2+a,=a,..83,,,donde a =00 1.

k
Probaremos por induccién que g(n) =Zaj por induccién sobre K.
j=0

Para k = 0 es cierto: 9(1,))=0(1)=1. Supuesto cierto para k, hay dos casos para k + I:
K

9(8 - 2,23)05) = 92+ 8, ..88,)) = )4,
i=0

k
9@ -3yl = g(1+2-8, .aa,,) =1+ ) 4
j=0

donde se han aplicado las propiedades de g y la hipétesis inductiva. Entonces g(n) es el niimero de
unos de n escrito en base 2. Como 2" =2 048 > 2 002 > 1 024 = 2'°, resulta M = 10. Hay cinco
soluciones de g(n) = 10: 1 023, 1 535, 1 791, 1 919 y 1 983.

SiPX) =1+ X+ X+ ... + X", entonces f"(X) es un polinomio de grado mn con los coeficientes
estrictamente positivos.
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Por hipdtesismMn+1=19820mn=1981=1-7 - 283.

De esta forma, m debe pertenecer al conjunto {1, 7, 283, 1 981}.

Esta claro que el nimero 2™*!' — 1 con m= 1y m= 7 no es divisible por 2’ — 1 y con

m = 283 si es divisible, puesto que 22#*! = (22 + )2 - 1) = 2" + D" - DR™ + 1).
Demostremos ahora que el ndmero 2! 2 — 1 no es divisible por 2”' — 1, de donde

m=1981. Pero 1 + X+ X + ... + X' %!

=0T+ L X XY X+ X+ LX)+ (1 + X+ X+ L+ X0,

La cual se cumple para todos los valores reales de la variable, supongamos X = 2, obtenemos
2198 1 =1+4+2+2%+ ..+ 2%

=22+ 2% L+ 2IB MY 2+ 224+ L+ 2+ (1 42+ 22+ .. +2%)

es decir, 2! — 1 = (22! + 29" + ... + 2181 4 2191270 _ 1) + (22! — 1), como 22! — 1 # 0 entonces el
ndmero 2! % — 1 no es divisible por 27! — 1 de esta forma m = 1 981.

Luego m = 283.

283. a) @' k- b""ky ak - b* son del mismo signo luego (a" % — b"- )@ - b >0
a@ k-b-Y-b@* -b->0a -ab-*—a -+ b >0 entonces a" + b" > ab" -~ + bka" -«
b) Inicio de induccién para n = 1 se cumple que a+ b<a+ b.
Hipétesis: para n = Kk se cumple que (a + b)k < 2k-1(a + bY).
Tesis: para N = K + 1 se cumple que (a + b)**! < 24@<+! + b+ 1),
Demostracion: (a + b)<+! < 2%a+! + b*+1); (a + b)a + b) < 2%@<+! + b+
@+ bkfa+b) <2 '@ +b9y+2(a+h) (@a+bk<2<l@+byya+b<2<a+b)
luego se cumple que (a + b)" < 2"-1(@" + b".

284. Denotemos f(x) = [2x]+ [4x]+ [6x]+ [8x]
Si n es un entero positivo, entonces f(X + n) = f(x) + 20n.

Luego si un entero kK puede expresarse como f(X)) para algiin nimero real X, entonces para n = 1, 2,
3, ... podemos expresar kK + 20n de manera similar, esto se debe a que k + 20n = f(x, + n). Por
consiguiente, basta determinar cudles de los primeros 20 enteros positivos pueden ser generados por
f(x) cuando X recorre el intervalo (0,1]

Observa que cuando X se incrementa el valor de f(X) cambia dnicamente si alguno de los ndmeros 2X,
4x, 6X, 8X sobrepasa un valor entero. En el intervalo (0,1] estos cambios ocurren cuando X es de la

m
forma F,dondelSmSnyn=2,4,6u8.

Existen 12 de estas fracciones, que escritas en forma creciente son 11113152357 1

8’6’4’3’8’2’8’3’4’6’8’
por consiguiente, solo 12 de los primeros 20 enteros positivos pueden ser representados en la forma
deseada, y en consecuencia 12 - 5 = 60 de los primeros 100 enteros positivos pueden representarse asi.

285. Supongamos que existe una funcién f : IN — IN que verifica f(f(n)) = n + 1. Asimismo f(0) = ae€ IN
f(f(0)) = 1 y f(f(0)) = 1 pero como f(l) =a+ 1, fa+ 1) =2, f2) = a + 2, ...

Supongamos que f(n — 1) = a+ n — 1, entonces f(a + n — 1) = a + n. Luego probamos por induccién

que f(f(n)) = f(@ + n) = 2a + n = n + 1 entonces a:% que no es natural. Teniendo una contradiccién

y la condicién supuesta es falsa.
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286. Por la condicion a), es obvio que f es biyectiva, y como, por la condicién b) se observa que nunca es

f(f(n) + 1) = 2, tiene que cumplirse que f(1) = 2 por ser el Unico elemento que no es de la forma f(n) + 1,
y por a) f(2) = 1.

Vamos a probar por induccion sobre n que: f(N) = n + 1 si nes impar y f(N) = n — 1 si nes par.

Para n =1 y para h = 2 ya estd visto. Supongamos N > 2, por hipétesis de induccidn se tiene que
f(n—1)=nsinespary f(n—1)=n-2sinesimpary también

f(n—2)=n-1sinesimpary f(n-2) =n- 3 sines par ahora f(n) = f(f(n — 2) + 1) si N es impar y
f(n) = f(f(n — 1) si nes par por lo que f(N) =nN—-2+ 3 =n+ 1si nes impary f(nN) =n- 1 si nes par.

287. Para cada ndmero natural n definimos f(n) como la suma de las cifras de la expresion de n escrito en

288.

289.

290.

291.

base 2. Estd claro que esta funcién f cumple las condiciones a) y b). Ademds, es la tdnica funcién que
las cumple, porque el valor de f(n) viene determinado por las condiciones a) y b). Probamos esa
afirmacién por induccién sobre n. Sin=1o0n=2s f(n) = 1.

Supongamos N > 1, n # 2%y que es conocido f(m) para todo M < n; se puede escribir

n = 2%+ mcon m< 2% tomando 2% la mayor potencia de 2 que es menor que n; entonces f(n) = f(m) + 1.
Abhora, es ficil resolver las dos cuestiones que nos plantean:

En el primer caso, se trata de ver cudntos unos puede tener como maximo un ndimero menor o igual
que 2 001 escrito en base 2. Ese nimero, escrito en base 2, es, obviamente, 1111111111, que corres-
ponde a n=1 023 = 2! - 1. Es f(n) = 10.

En el segundo caso, razonando de manera andloga, se observa que la respuesta es

n=22%0_1,

Supongamos f(1) = b. Entonces, f(1 + b) = 2b, como f es estrictamente creciente, se tiene

b=1f(1)<f(l1+1)<..<f(l1+b)=2b-b=Dbyresulta que f(1), f(2), ..., f(1 + b) son b + 1
naturales, distintos, el primero vale b y el dltimo 2b, por tanto, han de ser consecutivos, resulta
entonces: f(1) = b, f2)=1+b,f3)=2+b, ..., f(1 + b)=b + b = 2h.

En general, para n > 1, si f(n) = ¢, f(n + ¢) = 2¢ = ¢ + C y resulta que

c=fn<f(n+1)<...<f(n+c)=2c=c+ cy los nimeros f(n), f(n + 1), ..., f(n + ¢) son consecutivos.
Asi pues f(n) = n— 1 + f(1).

La respuesta es no. Para ver esto, observa que entre los valores f(2), f(3), ..., f(n), ... debe haber un
elemento minimo, digamos que sea f(n)) donde n, > 1. Observemos que

f(n, + 1) 2 f(n) = f(f(n, — 1)) + f(f(n + 1)) = 1 + 1 >1.
Como f(n, + 1) > 1, entonces f(f(n, + 1)) € {f(2), f(3), ...}, por tanto, f(f(n, + 1)) = f(n)) lo que implica
que f(n) = f(f(n, — 1)) + f(f(n, + 1)) = 1 + f(n)) lo que es imposible.

Sea p un nimero primo, entonces f(2p) = f(2)f(p). Como f(2p) = f(p) + f(p) = 2f(p) se tiene que
f(2) = 2, f(4) = 4 y f(12) = 41(3), por otro lado f(12) = f(7) + f(5) =

f(12) = 2f(2) + f(3) + f(2) + f(3) = 6 + 2f(3) = f(3) = 3, f(5) = 5, f(15) = 15, f(13) = 13,

f(26) = 26, f(23) = 23, f(11) = 11, f(33) = 33, f(31) = 31, f(29) = 29,

f(2 001) = f(3)f(23)f(29) = 2 001 y f(1 999) = 1 999.

n n-1
Sean @ = n (méd i) y b, = (n - 1) (méd i). Tenemos S(n)=2ai yS(n—l):Zh . Veamos que d

i=1 i=1

n,

por definicién, @,= 0y que N=0 (méd d) = n—-1=-1 (méd d) = b, = d - 1 (ya que se tiene que
0<b,<d-1) (incluso si d = 1). Si t no divide a n, & > 0 es fécil ver que b, = a — 1.
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Siendo asi S(n)=S(n— 1)@2@ Zb@ Zad+2at+an

i=1 d/n,d#n t#dx

= Zb +zbt<:> Z(b —ay)= Z(al b)e Z(d—l) 21 Sea f(n) el nimero de divisores de

d/n,d=n tdx d/n,d=n d/n,d=n
n. Tenemos: Z(d‘1)=21 A Zd_ 21 =21 & (o(n) —n) - (f(n) - 1)
d/n,d=n t/n d/nd=n d/nd=n t/n

=n-fneoeon-n-fn+1=n-fn) < on=2n-1.
De modo que Sn) = 9n-1) © o(n)=2n-1.

292. Consideremos las representaciones binarias de los nimeros. Sea n = 22 - (2b + 1) & a es la cantidad
de ceros en su representacion binaria.
Sea § = f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(2¥), como a solo depende de la cantidad de ceros tenemos que si
20> n, n > 1 entonces f(2) + n) = f(n) por tener la misma cantidad de ceros escrito en base 2.

Asimismo § = f(1) + f(2) + ... + f2* ' = 1) + f{2* 1) + fQ* ' + 1) + f2* ' + 2) + ... + (29

={f(1) +fQ2) + ..+ f2 1= 1) + fC* ) + (f(D) + f2) + ...+ f2x 1 = 1)) + f(2Y)

=8 )+, -f@N+f29=8 ,+S _,+[-k-1yY-k-D-1]1+[K+k+1]=25 | +2k
S =28 _,+K.

§=1,5=4S5=12,5=30,5 =68, S =146, S =304, S = 662, S, = 1 260,

S =2538S,=509,S, = 10214, S, = 20 452, S, = 40 930, S, = 81 888,

S, = 163 806.

Sea g(n) = f(1) + f(2) + ... + f(n), probaremos que 9g(N) :zai S donde

i=1
n= (...a]...agazalao) escrito en base 2.
Sea j el mayor valor posible tal que a=1-n= 2+ 6l1712j" +..+a-2'+a -2
gn=FfD +f2)+ ... +fQ)) +(fF@+ 1) +fQ +2) + ... + f2 + a_, - 2-"+a))
= (SJ) +f() +fQ2) + ... + f(ajf1 27+ L+ a))
De modo andlogo tomamos el mayor |, tal que j > j, y a, =1
g(n) =S+ D +f2) + ... + fQ%) + FQ2° + 1) + ... + f(21° + a, 20°T 4+ a))
= S] + (SJO) +f(DH)+fQ2)+ ... + f(ajo_l~210*1 +...+Q)).

De manera andloga, hacemos (vamos bajando) para todos los a = 1.

+oo
Como a =1 0 a =0, podemos escribir g(n):Zai -§. Para obtener el menor entero n, tal que
i=1
g(n) = 123 456. Tenemos que conseguir una suma de § > 123 456, con los menores K'S posi-
bles, pero esto se repetird en (...a..aaaa) como los nimeros i’'s posibles. Mas esto es una
tarea fécil si tomamos los S _ calculados anteriormente y también sabiendo que:

S$>2-§ ,>S_,+28,...>§_+§ ,+§ ;+...+§

De ahi tenemos que la suma pedida es

S,+S,;+S +S5 +S =81888+40930 + 622 + 12 + 14 = 1 234 456
Asimismo, el menor n tal que g(n) = 123 456 y (11000010000110),
n=244+28 427+ 22+ 20 =24 710 por lo que el menor entero positivo tal que
f(1) + ... + f(n) = 123 456 es 24 710.
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293. Queremos encontrar el menor valor de K tal que g(k) = 2 001. Asimismo sea @ _el menor valor tal que
g(@) = n. De esta forma, debemos calcular a, . Tenemos g(1) = 1, luego a = 1. Podemos tomar

g4) =2y g®) =3, luego a, = 5.
Consideremos g(k) y g(k + 1), tomemos g(3k) = g(k) y g3k + 3) = gk + 1).
Asimismo g3k + 3) = g(3K) + 1 o g3k + 3) = g(3K) — 1.

De esta forma g(3k + 1) y g(3Kk + 2) son maximos iguales a g(k) + 1 o g(k + 1) + 1. Por ejemplo, si g(4) = 2
y 9(5) = 3, tenemos g(12) = 2 y g(15) = 3. Tomando g(13) = 3 y g(14) = 4, tenemos que a, = 14.

Notemos que, como g(K) < 2 par k < 4, tenemos g(k) < 3 para k < 12.

Asimismo, podemos continuar & _, en funcién de a. Tomemos g(@, — 1) =n -1 pues g(@ - 1) <n
(si g(@, — 1) > n, existird k < a_ tal que g(k) = n, lo que contradice la hipdtesis de a  ser minimo).
Asimismo g(3a, — 1) =n—-1y g@Ba) =n. Parak<a -1 tenemos g(k) < n - 1, luego g(K) < n para K
< 3(a, - 1). Podemos tomar g(3a —2) =nyg3a —-1)=n+1. Luegoa, , =3a - L

Nota que tenemos “casi” una progresién geométrica. Si sumdramos un nimero X de cada lado de la

x—1 x—1 1
igualdad dada, tenemos @ |, + X=3a,  +X= 3(&n +T) Si hacemos XZ(T}: XZE’ tene-

1 1 1
mos (an—l _EJz?’(an _5) Siendo Db, =an—5, tenemos b = 3b_, o sea, b es una progresién
geométrica de razén 3. Luego b = b, - 3"~', como

1 1 1 1 1 1
= ——=— b :—'3n_1<:> ——:—~3n_l<:> =—. 3n_1+1.
b =4 5 2,tenemos h =3 a, 5=7 a, 5 ( )

Para n = 2 001, tenemos a, :%(32000 + 1).

Observacion: La funcién construida es tal que g(k) es lo mayor posible, para todo K y se obtiene de la
forma siguiente: Primero observamos que todo natural n puede ser escrito de manera tinica como

n=3+g -3*'+¢e 32+ .. +¢  -3+¢,con

1 1
e € {-1,0, 1} para 0 <j < k donde K es tal que 5(3k+1)5n<5(3k+1 + 1) . Tenemos entonces

k-1

g(n) :1+28i , 0 sea, g(n) es el nimero de términos no nulos representados de esa manera.
i=0

294. El coeficiente de X" en (X + X* + X*)* consta exactamente una vez cada modo de representar el ndmero
nen la forma o + 3 + 4y con o + B + Y =Kk, o sea, cuenta los modos de representar n utilizando 1’s,
2’s y 3’s con un total de k nimeros. Variando k sigue que f(n) es un coeficiente de X" en la serie

g(x) = Z(X"' X +x" . Sumando la progresion geométrica (PG) factorizando y descomponiendo en
k=0

fracciones parciales, tenemos:

1 B 1 1 ox+2 1 x+3
l-x—x>=x* A+xXHA=-x=x*) 5 1+x* 5 1-x=-x

gx)=
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Utilizando respectivamente la suma de PG y el método para series, tenemos

1
=l -+ X -X+ .y
1+ X ¥ Y x—x

=F,+ Fx+ FXx + ... donde F_es el n-ésimo nimero

de Fibonacci. Si n es par, n = 2t el coeficiente de X" en el desarrollo de g(X) serd entonces

2(-1)' +F,_, +3F,
5

:1+J§ 1-+/5

Y B 2 By 3R = 20 H (R + Py + Fl +F,

1
[X"g(X) = , utilizando que F = —=(a"*' — f"*") donde
g q \/g B

= 2(-1)' +F,

t+2

1
+ F2t=2(_1)t+ ﬁ(a2t+3_62t+3) + \/g a21+1 B21+1)

1
=2(-1)' + ﬁ[(oc + oo+ — (B + BHP**?, como o - B = 1 entonces tenemos:

o+ol= 1+\/_ \/_ \/_ B+Pp'l=-a'-a=-+5

2
] 1
uniendo todo se llega a [X"]g(X) = 5 [2(-D' + o*** + B*+?] = F2 Por lo que f(n) es un cuadrado
perfecto siempre que n sea par.
295. Observemos que f(4) = f(2 - 2) = f(2) + f(2) = 2f(2) = 0 entonces f(2) =

Entonces f(1 998) = (2 - 999) = f(2) + f(999) = f(3 - 333) = f(3) + f(333) = 0 debido a que 3 y 333
terminan en 3. Por lo tanto, f(1 998) = 0

296. f(1) + f(2) + ... + f(n) = n? - f(n)
fH+fQ)+..+fn-DH=n-1?%-fn-1)
De estas dos igualdades se tiene que f(n) = n? - f(n) — (N - 1) - f(n - 1)
M-DfM=mn-12-fn-1Dyn+DiM)=m-1)-fn-1

n—1n-2 (N=1)(N=2)-..-2-1 2£(1)
fn_—f—lz——f ()=
R R T A T S S B Ve
2.1001 2002 2002 1
‘ ~ - £(2002) = -
Sustituyendo se tiene "= Ty 00 = s T 2 003
n

297. Las fracciones buscadas son de la forma @ con N < 1983 y med(n,1 983) = 1. El nimero total de

estas fracciones depende de @(1 983) = @(3 - 661) = @(3) - (661) =2 - 660 = 1 320.
. hay 1 320 fracciones que cumplen con las condiciones pedidas.

298. Si xe INy X< ny mcd(X,n) = 1 entonces N — X también es un nimero natural menor que N y primo
relativo con él.

Sean 1, p, g, I', ... y su suma por § entonces
S=1+p+q+r+..+n-rnN+mnM-p +M-09) + (n-10), cuya suma consta de @(N) términos.
Escribiendo la suma en orden inverso, se tiene
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299.

300.

301.

302.

303.

304.

306.

S=n-DH+M-p+M-g+(M-r)+...+r+d+ p+ 1y sumando ambas igualdades se tiene

1
2S=n+ N+ .. + ... hasta (n) términos, luego S=§n~ on).

Sean n un nimero compuesto y p, el menor primo que divide a n, entonces

1
P, < nyon< r{l_FjS n—% yom <n-+n.

1

Esos son los nimeros 1, 2, 4 y los ndmeros p* y 2p* donde p es un primo de la forma 4t + 3.

Sip>2y?2p+ 1 son primos, entonces
PMAp) =04 - 9(P) =2(p - 1)y (4p + 2) = (2(2p + 1)) = ¢(2p + 1) = 2p de aqui que
PMAp+2) =094p) +2 = on+2)=0¢N) + 2.

Sea p un ndmero primo y p = 4k + 3 > 2m + 3, entonces
o) =@k +3) =4k + 2, o(p— 1) = 4k + 2) = 22k + 1)) = ¢k + 1) < 2k + 1.
De esta forma @(p) — @(p— 1) 22k + 1 > m. Tenemos p+ 1 = 4(k+ 1) = 2*t donde o0 > 2 y t es un

1
nimero impar. Dado que @(p + 1) = 2%~ !@(t) < 2*'t = E(p + 1) y asi
1 1
oP) -gP-D2p-1-—(P+h=7 (P-3)>m

Sean n = 2a = 2n =4ay @(n) = ¢2a) = e(2%) = 2Y)e(t) = (2% - 2>~ He(t)
O(2n) = 9(4a) = G(2**'t) = (2% — 2%~ He(t) # e(n).
Sean=2a+1=2n=4a+2=2Q2a+ 1), o(n) = pRa+ 1)

o2n) = 922a+ 1)) = 0(2) p2a+ 1) = ¢2a + 1)

.. las soluciones de la ecuaciéon dada son todos los nimeros impares.

SiXxe R = X=[X] + o donde o es un nimero no negativo menor que 1.
Siye R = y=[y] + B donde B es un nimero no negativo menor que 1.
Entonces X+ y = [X] + [y] + o + B. Si o + B = 0, entonces [X + Y] = [X] + [Y].
Si oo + B > 0, entonces [X + Y] > [X] + [y] por lo que [X + Y] > [X] + [y].

Sea X =[X] + . con 0 < o < 1, consideremos que [X] al dividirse por N cumple [X] = gn+r (0 <1 < n) entonces

] _ r

q+ — y[[%]]:q,x:qn+r+oc:qn+rl=>r1=r+oc<n,luego

n n

5 :q + r_ll [Z] :q: [M]

n n n n

1—|x-1| =M:> |x-1|—|x2—1| =[X] — X
X—1

parax =1 = |2| - |o| = [-1] = (1) N.S.
prrax<-1=-x+1-X+1=[X]-Xentonces2=[X| - ¥ =>X=-20X=10

x=-4/5, hay solucién para X = -2 o x=—/5,
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para-1<X<1=-X+1+X-1= [X] - Xentonces [X] =X = X=1 0 X=0, solucién para X= 0, para X> 1=

= X-1-X+1=[X] —Xentonces ¢ = [X] —2X = X =2X - [X], X=0 0 x= 1. Luego S= {—\/_,—2, 0}.

307. La sucesion de los cubos es 1, 8, 27, 64, ... tenemos L3/ n, ]:1 paran =1,2, .., 7y lasuma de las partes enteras
de estos nimeros es 7y 7 < 14, k/EJz 2 paran =389, 10, .., 26y la suma de las partes enteras de estos

nimeros es 38 y 7 + 38 =45 <52, R/n, J: 3 para n, = 27, 28, ..., 63, como la diferencia entre la suma de las
partes enteras de las raices cubicas y 2n es 7 y como estas aumentan de 3 en 3 y 2n aumenta de 2 en 2, si
consideramos la suma de los 7 primeros nimeros, a partir de 27 encontraremos una solucion de la ecuacién
RN ]+ [ilnz ]+ [{/E] =7+ 38 +21 =66 =2 -33. Luego n = 33 es una solucién de la ecuacidn.

Si continuamos sumando en el miembro izquierdo las sumas parciales irdn aumentando de 3 en 3,
luego de 4 en 4 y asi sucesivamente mientras que en el miembro derecho aumenta siempre de 2 en 2
por lo que a partir de 34 el miembro izquierdo es mayor que el derecho.

. la ecuacién tiene una sola solucién que es para n = 33.
308. Si s = 2, la ecuacién se satisface. Analicemos si hay otras soluciones:

X

En el intervalo 0 £ X < 1 se cumple que 0 < |:—] <1.
X

En el intervalo 1 < X < 2 se cumple que 1<|——([<2.

X
En el intervalo 2 < X < 3 se cumple que 1< <2, para X = 3 se cumple que |:—] =3.

En el intervalo 3 < X < 4 se cumple que 2 < « <3.
. I |
En el intervalo 4 < X < 5 se cumple que 3 < T <4.

Luego la ecuacion tiene solucién para X = 2 y para todo X € IR con 3 < X < 4.

309. Se tiene que 1 < 1 < 1. Sumando estas desigualdades, tenemos que

V2 1

1 1 1
0,7< — <0,8 31<1+ —+—+—+— <34
2 N2 N3 a5
0,5<?<0,6 luego [X] = 3.

05<l<05
s —2— k)
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310. Se tiene que 2vn+1-— 2Jn<2dn-27Jn-1 entonces tenemos que
23-22<2y2-2
W4 -243<23-2\2

2/n+1-2Jn<2dn-2Jn-1

Sumando estas desigualdades se tiene que 2(1 000) — 2 <y < 2(1 000) — 1 por lo que
1998 <y <1999 luego [y] = 1 998.

311. Tenemos (\/5 - = V2 - \/_ (ﬁ e = \/_ \/_

Asumamos que (\E - Xt = BV2 —A-= V2B? =y A> que puede escribirse en la forma pedida, es
decir, 2B>* =Ny A2 = N - 1, o sea, 2B* — A?> = 1. Consideremos ahora que

(\E — DX+ =P M2 — A2 = 2B? —VA? con 2B’ — A2 = 1. Podemos escribir
(Vo —D*+'= (V2 - DX 12 = 1) = (B2 -AB -242) =

=3BV2 —4B-3A+2A\2

= (3B + 2A) V2 — (3A + 4B). Es decir, B' = 3B + 2Ay A’ = 4B + 3A entonces

2B2 = 2(3B + 2A2 y A% = (4B + 3A)? por lo que
2B — A2 = 2(9B + 12AB + 4A%) — (16B* + 24AB + 9A?) = 2B - A2 = 1.

312. x=3;y=1) o0 xX=-3;y=-1).

313. 3n + 4 = 5k donde Kk es un nimero entero entonces N = 5k — 3
a)2, 7,12, 17, 22

+.p> +4n’
314. Pongamos Kk’ —kp=nok*—pk-n*=0=k :%(1). El radicando ha de ser cuadrado

perfecto, llamémosle a. Se tiene:

P’ +4n’ = a < p> = (a+ 2n)(a-2n). Como p es primo y a + 2n > a — 2n, solo hay dos posibilidades:
a+2n=p’ya-2n=1

a+2n=pya-2n=p

2

p>+1 p> -1 _
En el caso 1) azT; n= 1 lo que exige p # 2 (n natural).

En el caso 2) resulta a=p; n= 0.
Sustituyendo los valores de a en (1) y operando queda:
Si p =2, entonces k=2 o k=0.

Si p # 2 entonces quedan los cuatro valores:
p+1Y p-1Y
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315. Si my n son enteros positivos y n! + 1 = (m! — 1), sigue que m = 3. La ecuacién dada se transforma

316.

enn! + 1 =(m)?-2m! + 1, o sea, n! = m! (M! — 2). Dividiendo por m! (obviamente n > m), tenemos
que N(h—1) (n—-2) ... (m+ 1) =m! — 2 y al ser m! divisible por 3 (m = 3), sigue que m! — 2 no es
divisible por 3, por lo que el término de la izquierda, n(n—1) ... (M + 1), debe tener a lo sumo dos
factores. Asi pues, tenemos:

1 facto:n=m+1=m+ 1=m!'-2=m=m! - 3. Como mdivide a m! — 3 y divide a m! sigue que
mdivide a 3 = m =3y n = 4. Se comprueba y es solucion.

2factorn=mM+2=>M+2)(M+1)=m!-2=>m+3m+4=m!.

Asi pues 3m=m! — n¥ — 4 con lo que mdivide a m! — n? — 4, de lo que sigue que mdivide a 4 y, por
tanto, m = 4. Pero m = 4 no es solucién de ¥ + 3m+ 4 = 4! pues 16 + 12 + 4 # 24. La tnica solucién
es, entonces, m=3; n = 4.

(2n +4n+18)(7 n) 2n* +4n+18 (h=7)
—3n* +18n+21 3n+3

20’ +4n+18 1 16
= —[Zn +2 +m] de aqui tenemos los posibles casos:

3n+3 3
an+1=1 bpn+1=2 on+1=4 dn+1=28 e)n+1=16
n=20 n=1 n=3 n=7 n=15
los casos a) y d) son imposibles.
~n=1;3;15

317. Caso 1: m = 1. Se deben determinar los valores de n tales que

TIPS S ) - !
—+—t+..+—|= < — —
e n ,esd601r,1_1+2+...+n<2.

3 11 25
ComoS(l):1<2,S(2):§ <2,S(3)=€<2y8(n) 8(4)_E>2

En este caso las tnicas soluciones son (m;n) € {(1;1), (1;2), (1;3)}.
Caso 2. m > 2 se tiene sucesivamente,
1 1 1 1 1 1 1 1

1
— =t +—t..t +ot
I<l+om™om o ST <t (n—Dn

12 il—l—zlzd’ 11 ., .
=i 7 (k- l)k =\ k-1 k)~ _n< ¢ aqui que 1+2—m+3—m+...+n—m =1 para cualquier

N natural y cualquier entero m > 2. Por lo tanto, las tnicas soluciones son las parejas del primer caso.

318. La igualdad planteada es n* — n = 2 003, es decir, (n — 1)n(n + 1) = 2 003 pero el producto de tres

nimeros consecutivos siempre es divisible por 3 y 2 003 no es miltiplo de 3, por lo que no se
cumplird la igualdad para todo n € IN.

319. 2xy - 3Xx+ 6 -4y =6 2xy —3Xx-6+4y=6
Xx-2)2y-3)=6 X+2)2y-3)=6
x=0y=0 x=0y=3

Comprobando en ambos casos, resulta que (0; 0) y (0; 3) son soluciones.
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320. Sea n el nimero de filas y m la cantidad de lugares en cada fila del salon.

i) Cada una de las (n — 2)(m — 2) personas que estdn en el interior del rectdngulo, saluda a 8 personas
que estan a su alrededor.

ii) Cada una de las 2[(n — 2) + (m — 2)] personas que estdn en las orillas del rectdngulo, pero no en las
esquinas, saluda a 5 personas.

iii) Las 4 personas de las esquinas saludan a 3.

Asi, contando los saludos dos veces y desarrollando tenemos que:

8N-2)(IM-2)+ 10[(n—=2) + (M—-2)] + 12 =2 040 y 8mn — 6m — 6n = 2 036.

Para resolver esta ecuacién podemos proceder de varias maneras. Una de ellas podria ser buscando
una factorizacidn:

16mn — 12m—- 12n =4 072; 16mn — 12m - 12n + 9 = 4 081;

4n(dm - 3) — 3(dm - 3) = 4 081

@4m-3)4n-3)=4081=7-11-53.

Como 7 y 11 no son de la forma 4s — 2, las dnicas soluciones son:
4n-3=77y4dm-3=5304n-3=53y4m-3=77,porloquen=20y m=14on= 14 y m=20.

En cualquiera de los casos el ntimero de concursantes es de 280.

321. Tenemos que sumar del nimero X + 1 hasta el nimero ¥y — 1 y obtener el nimero 1 999. Esta suma:
X+ 1D+ X+2)+ ...+ (y-1)=1999 corresponde a la de una progresion aritmética de diferencia
1y cony-X-1 términos, por tanto, es:

(x+D+(y-1)
2
X+yY(y-x-1)=2-1999.

Como X >0,y - X—-1<Yy+ X y teniendo en cuenta que 2 y 1 999 son niimeros primos, solamente
pueden ocurrir los casos siguientes:

) (Yy—Xx—-1)=1 999 de donde se deduce la descomposicion:

Cas01: Siy+x=2-1999,y-x-1=1 que tiene como solucién X = 1 998, y = 2 000.
Casn2: Siy+x=1999,y—-Xx-1=2 que tiene como soluciéon X = 998, y = 1 001.

N
322. Condicién a): z = {?J = 111K para todo k digito.

n(n+1)
2

N
Condiciénb):z={—J =1+2+3+..+nN=>12= =mnM+n-2z=0y

3
N —1++1+82

2

N SRR ITN
2

ocurre solo para kK = 6 que sustituido en la expresion anterior resulta n = 36 por lo que el mayor
nimero N que cumple a) y b) es 2 000.

, la otra raiz es negativa uniendo las dos condiciones, queda:

. Como n es natural, el radicando tiene que ser un cuadrado perfecto lo que

323. Ya que p es primo, p# 0 y p # 1. De la ecuacidon resulta que p divide a X o p divide a y. Como la
ecuacion es simétrica respecto de X y Y, si (o) es solucién, también lo serd (B,o). Si p divide a X,
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X = ap (a entero) la ecuacién se puede poner como p(@p+y)=pay=>pa+y=ay=y= % , yaque

a es entero, ademds, a'y a —1 son primos relativos, luego a — 1 divide a p. Al ser p primo solo hay 4
posibilidades:

a—-1=+1ya-1==p. Examinemos todos los casos:
a—-1=-1,entoncesa=X=y=0

a—-1=1,entonces a=2,X=2p,y=2p
a—-1l=p,entoncesa=p+1,X=pp+1),y=p+1
a-1l=-p,entoncesa=1-p,Xx=p(1-p),y=p-1

En resumen las soluciones son:

(0:0), 2p;2p), (p(p + D;p + D), (p(1 — p:p — 1), (p + L;p(p + 1)), (p — L;p(1 — p)).

324. a) Vamos a separarlo en dos casos:

i) Tomando a = kK> y b = t?> tenemos ¢ = (K + t)* consecuentemente k2, t>, (K + t)> es solucién de la
ecuacion para todo k, t € IN.

ii) Supongamos que a no sea un cuadrado perfecto. En este caso, & puede ser escrito en la forma
a = k’s donde s es el producto de primos distintos.

Como c = a+ b +2+vab, debemos tener b = ts tal que ab sea un cuadrado perfecto, de ahi se

tiene C=a + b + 2vab = ks + t2s + 2kts = s(k + 1), en este caso
(K?s), (t?s), s(k + t)? es solucion de la ecuacién.

b) Elevando al cubo ambos miembros se tiene C=a+ b + 3(3\/ a’b +3/ab’ ) Vamos a separar también

en dos casos:

i) Tomando a = k’, b =t* tenemos ¢ = (K + t)*>, kK, t € N y I&, 3, (K + t)* es solucién de la ecuacién.
ii) Supongamos que a no es un cubo perfecto entonces a = k* - m- n*> donde my n son productos

de primos distintos; b=t - m’ - n,porserc=a+ b+ 3(\/3 a’b + 1/ ab’ )
Se tiene que > = k® - m? - n*y b> = t® - m* - n? entonces
(\/3 a’b +1/ab’ )22 ay/ab’ +2ab+bi/a’b que es racional asumiendo que a y b son distintos por

lo que una solucién de la ecuacién dada es K - m- i, £ - n? - n, mn*(k + t)°.

325. Algunas veces no es facil imaginar como introducir un elemento extremo. Una buena idea para estos
casos es asumir la negacién de la proposicidén para ver donde se puede encontrar una contradiccion.
Asumamos que existen enteros positivos X, Y, z, t tales que X* + y* = 3(Z + t?). Ya que X2 + y? es
divisible por 3 entonces X, Yy también son divisibles por 3 (probar).

Por tanto, X = 3m, y = 3n con M, n enteros positivos, entonces Z2 + t2 = 3(N? + n?) y asi podemos
continuar indefinidamente para obtener sucesiones de nimeros enteros positivos lo que es imposible.
Luego la idea es considerar el menor elemento en algin sentido.

Sean X, Y, z, t enteros positivos tales que X* + y* = 3(Z + t?) y la suma X* + ¥ es la menor entre todas las
soluciones de la ecuacién. Siguiendo igual razonamiento que antes obtenemos los niimeros m, n, p, g
que satisfacen la ecuacién con m< X y N <y, por tanto, mM? + N> < X + y? que es una contradiccién.

326. Las soluciones de la ecuacion son (3,7) y (-7,-3).
Haciendo y = X + &, sustituyendo y simplificando la ecuacién propuesta llegamos a
9 -3¢ -Ya-3a)x+ 127-a=0 (D)
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Esta ecuacién debe poseer soluciones reales.

Su discriminante es D = (9 — 3a)(a® + 9a’ — 508).

Si a= 6, entonces &' + 9a> > 540 y D < 0. Para-2 <a<2tenemos 9 —-3a>0y
a@+9%’=aa+9)<4-11<508. Para—8<a<-3,aXa+9)<64-6<508y paraac<-9,
a’(a+9) £0 < 508. Asimismo D > 0 solamente para a = {3, 4, 5}. Para a = 3 obtenemos una
contradiccién en (1).

Para a = 4, la ecuacion X* + 4x — 21 = 0 tiene como soluciones X =3 o X = -7 y para a = 5 la ecuacién
3x* + 15x — 1 = 0 no tiene ninguna solucién entera. Las tnicas soluciones de la ecuacién propuesta
son, por tanto, X=3,y=7 0 X=-7,y =-3.

327. Consideremos la ecuacién cuadratica X* — 3yzx + y* + 22 = 0.
Si X es una de las soluciones la otra es 3yz — X.
Supongamos que X <Yy < z entonces 3yZ— X = 32— X = 2Z> Zy (X;y;2) es una solucién de la ecuacién
dada y (¥;z;3yz — X) es una solucién distinta. De esta forma de la solucién (1;1;1) pueden obtenerse
infinitas soluciones de la ecuacién dada.

328. Asumamos que Y > X = 2 y p > V. Restando las dos ecuaciones dadas se tiene
p(p—1) =2y = X)(Y + X), de aqui que p>Yy — Xy 2p >V + X, llegando a
p=X+Yyyp-1=2(-X. Eliminando Yy de las ecuaciones dadas, tenemos que
p + 1 = 4%, de aqui se obtiene X = 2, p = 7 que es el Gnico primo que satisface las dos ecuaciones
simultdneamente.

329. Sea m un nuimero real que satisface la condicién del problema. Supongamos que las ecuaciones
(1) X-2mx—-4mMm+1)=0
2) X —-4x-2mm+1)=0
tienen una raiz comin X. Restando (1) de (2) se tiene (2m — 4)x = (2mM — 4)(N¥ + 1)
de donde X, = N? + 1; nétese que si M= 2 las dos ecuaciones coinciden. Sustituyendo X en cualquiera
de las ecuaciones dadas se tiene (N? + 1)(M? — m + 2) = 0 teniendo
m= -1 o m= 3. Al comprobar se tiene que la condicién pedida se satisface para m = 3.
Consideremos ahora que (1) y (2) no tienen raices comunes entonces D = 4 + 5m? > 0, la ecua-
cién (1) tiene dos raices reales diferentes. Si D, = 4 + 2m(n¥ + 1) = 0 que se puede escribir como
(m+ 1)(nm? — m+ 2) = 0 cuya solucién es m = —1. Entonces la respuesta es m = 3.

330. Sean x: total de escalones que tiene la escalera en reposo, t: tiempo que transcurre al pasar un escalén
de una posicién a la inmediata siguiente. De esta manera una persona en reposo tardaria un tiempo Xt
en subir la escalera mecanica.

Como Pedro sube 21 escalones caminando, llega arriba en el tiempo (X — 21)t y para subir cada
) (x—2Dt . . . . ,
escalon, ha demorado THE Similarmente, el tiempo que emplea Luis en subir cada escalén es
(x—28)t

THE Como la velocidad de Luis es el doble de la de Pedro, el tiempo que demora Pedro en subir

(x—21)t _ 2(x-28)t

o1 23 de donde X = 42.

un escalén es el doble del que emplea Luis, luego

331. Sea 19xy el afio de nacimiento de Juan, de modo que la suma de sus digitos es 10 + X + y. Por otra
parte, la edad que Juan cumple el afio 2001 esta dada por 2001 — (1900 + 10X + y) = 101 — 10X — V.
Igualando ambos valores, se tiene que 11X + 2y = 91, debiendo ser X y Y enteros entre 0 y 9.
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332.

333.

334.

335.

Solucionando la ecuacidn, se tiene que como 2y es a lo sumo 18, entonces 11X es al menos 73, de
modo que X es al menos 7. Con X = 7, obtenemos Yy = 7. Con X = 8 o con X = 9, y no resulta entero.
Luego la tnica solucioén posible se da con X =y = 7, siendo entonces la fecha de nacimiento de Juan
el 25 de agosto de 1977.

Los enteros de esa forma son los del 5 al 45.
Con a =a =..=4a =1, obtenemos el mayor de esos nimeros que es el 45. Con

a, =a,=..=3a =9 obtenemos el menor que es el 5. Como 7+7+...+7:4 , se pueden escribir los

nimeros 6, 7, 8 y 9,

6bparaa, =8ya =9;7parag =4ya =9;8paraa, =8y a =3;

9parag, =8ya =9.

Si tomamos cada @ de i a 1, cada fraccién es 1 y obtenemos 9. Si cambiamos alguna a de i a 1, la

suma aumenta, entonces podemos conseguir aumentos (independientes) de 1, 2, 3, ..., 8 y asi forma-
mos los nimeros del 10 al 45.

Si los nimeros dados son cuadrados perfectos, entonces tiene que cumplirse que N? — 4m > 0, tam-

4
. . m .
bién N — 4m = 0 teniendo entonces que 4m < n? < 16 y de esta forma m > 4 y de forma similar n = 4.

Si m = 4 entonces h = 4.

Sea m = n, obtenemos la ecuacién M? — 4m = X2 de donde

M=-22-x=4y(M-2-x(M-2 + X) =4. Los factores del miembro izquierdo tienen igual paridad
y m— 2 + X es positivo teniendo entonces que el tnico caso posible es que m—2 —X=mM-2 + X =2
obteniendo que m = 4.

Con el mismo razonamiento podemos suponer que m > n = 5.

Entonces tenemos
X=m—-4n>m-4m=M-3>+2m-9>M-3)*>+2-5-9>(m- 3) por lo que

n? > x> (M- 3)% si X = (M- 2)?% entonces N — 4n = (M - 2)* y de esta forma

n=m- 1, entonces se tiene que y* =n* —4m=(m- 1)> —4m=n¥ - 6m+ 1

= (M- 3)? — 8 teniendo (M- 3 + y)(m - 3 — y) = 8. Los factores del miembro izquierdo tienen igual
paridad por lo que uno de ellos es igual a 4 y el otro igual a 2. En ambos casos m=6y n=35.
Consideremos ahora el caso en que X* = (M- 1)* entonces 4N = 2m — 1 que no es posible porque 4n es
par y 2m— 1 es impar. Por lo tanto, las soluciones son los pares ordenados (m;n) {(4:4), (5;6), (6;5)}.

mn — 7n + 8m — 56 = mn luego 8m — 7n = 56.

Como 8 / 8my 8 / 56 para que la ecuacién tenga soluciones enteras debe cumplirse que 8/7n y esto
solo ocurre si n = 8K con Kk entero positivo.

Sustituyendo se tiene 8m — 7(8k) =56 y m= 7k + 7.

7 7
a) m:n=7k+7) :8k= 3 +8_k que es maximo cuando K es minimo, es decir, para K= 1y méax (m: n) = 1,75.

b) mn = 8k(7k + 7) = 2% - 2 - 7k(k + 1), para que sea cuadrado perfecto debe cumplirse que 7 / k
o7/ (k+1),0sea ke{6,7, 13, 14, 20, 21, ...}
para K =6, mn no es un cuadrado perfecto, para K = 7, mn = 2° - 7> que es un cuadrado perfecto
y, ademads, el minimo por lo que mn = 56° y se tiene M= n = 56.

Seana+b+c+d=21l;a+b+c+e=25a+b+d+e=28;a+c+d+e=30;b+c+d+e=x
siendo X uno de los valores 21, 25, 28, 30
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sumando miembro a miembro, resulta 4@+ b+ c+ d + €) = 104 + X
4/ 104 entonces 4 / X de aqui que X =28 y a+ b + c + d + e = 33, resolviendo el sistema se tiene que
a=5b=3;c=5;d=8;e=12.

3 9 1 1
2 _3x 2 _y = =2l = k+=—|y*+2| = ly+—|=8
336. X* — 3x — y* — Yy = 6 entonces (2 }( 1 [y (2 )y 4]

2 2
3 1
(X_EJ —(Y"'E) =8, es decir, (X + Yy — 1)(Xx — y — 2) = 8, teniendo en cuenta que cada uno de los

factores tiene diferente paridad, analizando los casos tenemos:

Lx+y-1=1,x-y-2=38 ILx+y-1=-1,Xx-y-2=-8
X=6,y=-4 X=-3,y=3
NL.x+y-1=8x-y-2=1 IV.x+y-1=-8, x-y-2=-1
X=6,y=3 Xx=-3,y=-4

. los pares ordenados son: (6;—4), (-3;3), (6;3), (-3;-4)

337. Sean n un nimero verificando el enunciado y S la suma de sus cifras.
Como 1000 <N<9999 yn=¢s),resulta 11 <s< 21 (1)
Si n = xyzt, tenemos 1 000X + 100y + 10z + t = &° (2)
X+Y+2zZ+t=s restando queda 999x + 99y + 9z=8 — s (3)
cuyo segundo miembro ha de ser multiplo de 9 (por serlo el primero) y, como
§—-s=(s-1)s(s+ 1)y por (1), solo hay tres valores de S — S que son mdltiplos de 9
16 - 17 - 18; 17 - 18 - 19 y 18 - 19 - 20, sustituimos en (3) y analizamos cada caso.

1) 999x + 99y + 92 =16 - 17 - 18 & 111X + 11y + Z = 544 resulta inmediatamente

X=4;y=9; z=1, valores que llevados a (2) con S= 17 se obtiene t = 3 y finalmente

n=4913.

2) 999X + 99y + 9z2=17 - 18 - 19 & 111X+ 11y + Z= 646 de donde X =5; y = §;

Z = 3, valores que llevados a (2) con S= 18 se obtiene t = 2 y finalmente N = 5 832.

3) 999X + 99y + 92 =18 - 19 - 20 & 111X + 11y + 2= 760 resulta X = 6; y = 8; z = 6, valores que
llevados a (2) con S = 19 resulta una contradiccion.

Resumiendo, las dnicas soluciones son 4 913 y 5 832.

338. Escribamos 3n + 1 = k2. Observemos primero que K no puede ser miltiplo de 3 pues si lo fuera,
entonces, 1 seria la diferencia de dos multiplos de 3, asi que 1 también seria divisible por 3, lo
cual es un absurdo. Entonces tenemos dos posibilidades para k: que deje resto 1 en la divisién
por 3 o que deje resto 2. En el primer caso K=3a+ 1 con aenteroy 3n+ 1 =k*=9a>+ 6a+ 1 de
donde n = 3&’ + 2a de donde
n+l=a+a+@+1)Yyparak=3a+2setienen+1==a+ @+ 1>+ @+ 1>~

339. Veamos que los ultimos dos digitos de las potencias de 3 son 03, 09, 27, 81, 43, 29, 87, 61, 83, 49,
47, 41, 23, 69, 07, 21, 63, 89, 67, 01, ... son en total 20 términos y como 1 995 deja resto 15 en la
divisién por 20, los dos ultimos de 3'°* son 07.

340. Sea T = n + 13, se entregaron m(n + 13) libretas en total,

m(n + 13) =2n* + 2In-40 luego m=2n-5 + . Sin=12 la divisién es exacta, luego habia mas

n+13
hembras que varones. 2n* + 21n — 40 = 2(12)* + 21(12) — 40 = 500 y 25 | 500.
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341. Los trios (2,3,4) y (3,7,8) son soluciones de la ecuacion, veamos si hay alguna otra solucién. Obser-
vemos que para las dos soluciones encontradas uno de los nimeros primos es el 3 por lo que el 3
juega un importante rol en la ecuacion. Asumamos que (P,d,n) es una solucién con 3 < p < Q.
Entonces p, g=1,2 (mdd 3) y que n* = p? + ¢* = 2 (méd 3) pero para n=0, 1, 2 (mdd 3) se tiene que
N’ =1, 2 (m6d 3) que es una contradiccion por lo que las tnicas soluciones son las encontradas.

342. Debemos probar que la tinica solucién posible de este problema es cuando a = b para todo 1 <j <2 002.
Para eso vamos a dividir nuestra proposicion en dos partes. Ante todo mostremos que & no puede ser
mayor que b. Para ello probemos que

b+1]b 2002 ( 1)b 2002

— | > |1

b b+1 b | > e Para b > 800, si conocemos que

(b+1)b+1>2002~bb<:>[

1 Tm 2001 2002 _ 2002
> > >

b b
1 1

1+= i I+=| >| 1+ > ,

( b) es creciente, y por otro lado probamos que ( ] ( 200 200 301 btl

b

a+l 2001 _ 2002 . s
b > bil’ tenemos que >—— y la inecuacién solamente

800 ~ 801
1 ]800 2001

. I+—1 >——
necesitamos probar que es ( 800 800

800
800 800 800
1+L S 1800 4 .1779'%4_ 7% . 12+ .1797'%
800 1 800 2 800 3 800

dadoquea>bes ab+a>ab+be

. De acuerdo con el teorema del binomio tenemos que

1 800-799 (800 1 799 (800 1
=1+800-1 - ——+—+ . c=1+l+—— . 3
800 2-800 3 ]800 1600 3 ] 800

—3999+ 800 1 2001 3999 3 . 800 1 S 3

1600 3 8003 pero como 200 1600 1600 se necesita probar que 3 8003 1600
pero esto es verdadero porque de

800 ' 1 800-799-798 7992663 S 400-6-3 3
3 ) 800° 6-800° 3-800-1600  3-800-1600 1600

Conocemos que @ < b para todo 1 £ j < 2 002.

Como un nuevo caso debemos probar que ningtn valor de a puede ser menor que b. Esto es obvio
porque la suma deberd ser también menor, con ninguno de los valores de a mayor que b encontra-
mos el menor valor. De esta forma la tnica posibilidad es que a = b para todo 1 £ j < 2 002, como
se queria probar.

343. Si my n son enteros positivos y n! + 1 = (mM! — 1)2, sigue que m > 3. La ecuacién dada se transforma en
n'+1=mH2-2m! + 1, o sea, n! = m! (m! — 2). Dividiendo por m! (obviamente N > m), tenemos que
nn—1)(n-2) ... (m+ 1) =m! — 2 y al ser m! divisible por 3 (m = 3), sigue que m! — 2 no es divisible
por 3, por lo que el término de la izquierda, n(n — 1) ... (M + 1), debe tener a lo sumo dos factores. Asi
pues, tenemos:

lfactorrn=m+1=>m+1=m!'-2= m=m! - 3. Como mdivide am! — 3 y divide a m! sigue que m
divide a3 = m= 3y n=4. Compruebo y es solucién.
2factorrn=mM+2=>mM+2)(M+ 1) =m' -2 = n*+3m+4=m!
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Asi pues 3m=m! — n¥ — 4 con lo que mdivide a m! — n? — 4, de lo que sigue que mdivide a 4 y, por
tanto, m = 4. Pero m = 4 no es solucién de ¥ + 3m+ 4 = 4! pues 16 + 12 + 4 # 24. La tunica solucién
es, entonces, m= 3; n=4.

344. Como 7esprimoya#1,b#1lyc#1,a-b-c=7°-79-7" =7 con p, g, r € IN. Por tanto, el nimero
de ternas ordenadas (a, b, €) serd el mismo que el de ternas (p, g, r) con la condicién p+ q + r = 39.
Tabulemos y contemos (tabla 8).

Tabla 8
p q r No. deternas
1 1 37 37
36
37 1
2 1 36 36
35
36 1
3 1 35 35
34
35 1
36 1 2 2
1
37 1 1 1

37+1
El total de ternas sera: 37 +36 +35+ ... +2+ 1 = T -37 =19 - 37 =703.

345. Notemos primero que el sistema es simétrico en X y Y, es decir, si tenemos un par (a,b) que es solucién
del sistema entonces el par (b,a) también es solucién. Luego cada solucién (a,b) del sistema nos
generara la solucién (b,a), la cual es distinta, cuando a y b son distintos. Por lo tanto, tenemos un
ndmero par de soluciones en este caso. Resta probar que existe un nimero par de soluciones (a,b)
con a = b. Cuando X =V, se tiene que (X} + 6)(X — 1) = X (X + 1), que implica X* — X2 + 6X— 6 = X + X.
Simplificando nos queda la ecuacién cuadratica X — 5X + 6 = 0, o (X — 2) (X — 3) = 0 cuyas soluciones
son X =2 y X =3, es decir, los pares (2,2) y (3,3) son las soluciones del sistema en este caso. Asi el
sistema tiene un nimero par de soluciones.

346. Sea U el entero positivo definido por 3a — 2 = W2 Consideremos las ecuaciones
(Da+b=x,2)a+c=y,3)b+c=7,4)a+b+c=t.
De (3) y (4) se obtiene a=1? — Z = (t — 2)(t + 2), que se puede satisfacer tomando

t—z=1,t+ z=a, con lo cual (6) tz(aTH). De (1), (2) y (4) se tiene

2
a .
X +y=2a+b+c=a+t?=U+ (T) , que se satisface tomando
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2
— a-3

X=Uy y= (a 3), resultando la solucién, b=xX -a=uw-a=2@-1),c=yY-a= [—) ,
2

Por dltimo ¢ — b =y* — X = (y — X)(Y + X), y luego de algunos célculos

1 1
y—X= g(u + 1)(u-7) >0, yaque a> 17y, por tanto, g(u2 —6u-7)=1,con

w =3a-2>49. Por lo tanto, ¢ > b > 0.

347. Sin=100x + 10y + Zy (X + Y + 2)* = n? entonces N debe ser un cubo perfecto, y como debe ser menor
que 1 000 basta examinar 1° = 1, 2° = 8, 33= 27, 4° = 64, 5 = 125, 6 = 216, 7° = 343, 83 =512 y
9% = 729, de los cuales los tnicos que cumplen con la condicion exigida son 1y 27.

348. Primeramente notemos que debe cumplirse que X, ¥ > N, porque de otra manera una de las dos
fracciones del miembro izquierdo o las dos fueran mayor que la fraccién del miembro derecho.

1 1 1 x+y 1 _ N?
== == esdemr,N(X+y):xy=>(X—N)(y—N)=N2:>y:X N

P + —_—= =
Entonces Xy N Xy N’
Tenemos que el par (X;y) es una solucion si y solo si (X — N) / N2, como Y es positivo, debe cumplirse
que X > N. Cada divisor d de N? es una solucién de la ecuacién dada.

+ N.

Sea N=p . p...p entonces N?=p/%.p;% ... p%. Entonces cualquier factor de N*debe ser

de la forma p - pJ2-...- py" donde 0 < a < 2q, para cada i, de esta forma hay (2q, + 1) posibilidades
para el exponente de p, en cada factor, como N tiene
(29, + 1)(2q, + 1)...(2q, + 1) factores, debe cumplirse que

(29, + D(2q, + 1)...(2q, + 1) =2 005 = 5 - 401, tiene 4 factores que son 1, 5, 401 y 2 005 que son
nimeros impares por lo que cada exponente , es un nimero par.

349. Es fécil ver que c es divisible por &, para todo € = ap para algin p € IN.
Entoncesabc+ab+c=a*<s abp+b+p=ats a-bpa-b+p=0
Consideremos la dltima ecuacién cuadratica con respecto a € IN es necesario que D = n*, n € Z. Por
tanto, D = (bp)* + 4(p + b) = n? con n € Z. Como p, q € IN tenemos que:
4b + p) <4 (bp + bp) = 8bp < 8bp + 16 luego (bp)>< D < (bp + 4)% se tiene que D admite solo 3
posibles valores (bp + 1) (bp + 2)* y (bp + 3 )%
Pero D — (bp)> = 4(p + b)) es par, luego D # (bp + 1)*> y D # (bp + 3)* entonces
D=(Mp+2)7ytenemos 4b+p)=4bp+4<=<bp-b-p+1=0bH-1)(p-1)=0parab=1,

1
tenemos & —pa- (1 +p) =0 < azz[pi(p+2)]:—l ob+1,perol ¢ IN. Entoncesa=p+ 1,b=1,

c=pp+1).
Es facil de verificar que la terna (a;b;c) = (t + 1;1; t(t + 1) satisface la ecuacion original para todo t € IN.

Parap=1tenemos & -ba- (1+b) =0 a:%[pi(p+c)] =—1 ¢ INoes b+ 1. Entonces tenemos

a=b+1,b=b,c=b+1, es facil ver que la terna (a; b; ¢) = (t + 1;1; t(t + 1) satisface la ecuacién original
Vte IN.

350. De las ecuaciones a +a .

a'n+2_ an = 2an+3(an+4_ an+2)'

=2a ,a,,+tlya  +a, ,,=2a ,a  ,+ 1 sepuede implicar que

1 2 7n 1 n+2 n+3 n+4
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— 7k K divi
Por tanto, a  ,-a =29  .,...a .. ,@ 4., — & .50 Y por j[a.nto, 2¢divide an+2.—. a, para todos k
y n. Entonces @, |, =@,y a, = a para todo n > 1y las condiciones dadas se verifican si y solo si

(2a, = 1)(2a, — 1) = -4 009. Nota que los divisores primos de 4 009 son 19 y 211.

Por tanto, 2 a — 1 =+ 1, £ 19, £ 211, £ 4 009, por tanto, son 8 sucesiones que satisfacen las condicio-
nes dadas.

351. El mayor entero de la forma @, + &, - 2! + &, - 3! + @, - 4! donde los a_cumplen con las condiciones
dadas es 119 por otra parte 6! = 720 > 695, escrito en una base de numeracion factorial tiene la forma
a +a-2!'+..+a -5 donde a - 5! 2695 - 119 = 576, luego
576<a -5!'<695=a +a,-2!+a-3'+a -4 +600=>a +a,-2!'+4a -3 +a -4 +95
El mayor valorde @, +a,- 2! +a,- 3! Es 1 + 2 - 2! + 3 - 3! = 23 por consiguiente
a - -4=95-23=72=a,=3.

352. Los niimeros del tipo 1 989 con n = 99m, m € IN* son multiplos de 981,

S= {1989, 1989, ...}. El nimero de digitos de estos nimeros son de la forma 4 - 99m = 396m, o
sea, d(K) es de la forma 396m.

|1989 — d(k)| es minimo cuando d(k) es maximo, luego

I) 396m< 1989 y m< 5,02..., luego para m= 5 entonces 1 989 — 396 - 5=9
II) 396m>1 989 y m> 5,02... para m= 6 se tiene 1 989 — 396 - 6 = — 687

. el valor minimo de |1 989 — d(k)| es 9.

353. Observemos que 3X* + X =4y* + y= (X-Y) - 3Xy + 1) = y?, y también
X+ X=4-V+y=(X-Y)  @x+4y+ 1) =%, de donde:
XXy + 1) =y - (4x+4y + 1) (%)

Ahora bien, como 4(3X + 3y + 1) — 3(4x + 4y + 1) = 1, se tiene entonces que los ndimeros 3X + 3y + 1
como 4X + 4y + 1 son cuadrados perfectos y asi, por las relaciones anteriores, también lo debe ser X — V.

Observacion:

La ecuacién propuesta tiene infinitas soluciones siendo la menor de estas X = 30, y = 26
(con 3 + Xx=4 -y +y=2730).

En consecuencia: X —y =4 =22 3x+ 3y + 1 = 169 = 13% 4x + 4y + 1 = 225 = 15%

354. La sucesion {817, 825, 833, 841, 849} muestra que la longitud mayor puede ser 5. Mostremos ahora
que no puede ser mayor. Sea @, el primer término en la sucesiéon mds larga de términos impares
sucesivos y sea K el mayor digito. Para que @, sea impar, Kk debe ser par. Como no es el tltimo digito
de a,. Si el digito mayor de @, tampoco es K, entonces serd impar, ya que el dltimo digito de a, es igual
a k + 1, dado que todos los digitos excepto el dltimo no puede aumentar mas de 1 en un momento.
Siguiendo que el primer término cuyo digito mayor no es K también es el dltimo de los términos
impares sucesivos. Ahora el digito par K es primo relativo con 5.

Dadoque a,a =a +k a =a +2k a =a +3kya, =a + 4k son no congruentes médulo 5. Dado
que ellos son todos impares, uno de ellos debe acabar en 9. Entonces 9 serd el digito mayor de este
término. Dado que la longitud mixima de una sucesién de términos impares sucesivos es 5.

355. Sea a la cantidad de horas que el estudiante estuvo leyendo durante el dia
i=1,2,3,..,37y A=a+a+..+a, i=1,2,3, .., 37 es el nimero de horas que el estudiante ley6
durante los primeros i dias.
Debemos probar que existen enteros positivos K, m con k < m tal que
8., ta, ,+..+a =13 A -A =130loqueeslomismoA =A +13.
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De acuerdo con la hipétesis del problema tenemos 1 < A <A <..<A_ <60 (1)

14<A +13<A +13<..<A, +13<73,(2) por lo que tenemos 74 enteros entre 1 y 73 y de esta
forma al menos dos de ellos son iguales. Dado que cada dos nimeros de la relacién (1) son diferentes
y también es verdad para los nimeros en la relacién (2), concluimos que existen enteros K y m tales
que A=A +13.

356. Denotaremos por aij al elemento de la fila i-ésima y columna j-ésima del rectangulo. Pongamos n

para el nimero de filas, m para el de columnas y Spara la suma de los n - m elementos. Con notacién
matricial queda:

all al2 almw
1 2 m
M = % & & “Sumando por filas y llamando Ska la suma de la fila k, resulta:
a, a, ay
al +a"
3 2
1 m
2
1 m
Snza“;a“ m

y sumando miembro a miembro queda:

S:SI+SZ+...+Sn:?[(af+a§+...+a§1)+(al’“+a2m+...+a;”)]:n;1—m(a1‘+a}1+alm+anm)
4S  4-110721

al+ 1.|_am-|- m: = :2004

A A S TN T T 2

357. La respuesta es 3. Veamos primero que si A tiene dos elementos, entonces en A’’ no pueden estar
todos los nimeros del 1 al 40:

Primera forma. Sea A = {&, b} con a > b; entonces A’ {a, b, a— b, a + b}, y los elementos de A”* son
los enteros positivos de la forma: pa+ gb+r(a-b)+ s@+b)conp, g, r,se {1, 0, 1}, asi que el

nimero de elementos de A’ es menor o igual que 3* —l (pues el 0 no debe considerarse y hay tantos
gual q > P y hay

nimeros positivos como negativos); sin embargo, a + b se obtiene de dos maneras distintas, asi que
A’ no puede tener 40 elementos.
Segunda forma. Sean A como en la primera forma y B el conjunto de enteros (positivos, negativos o

cero) que se obtienen escogiendo uno o mas elementos de A’’, poniéndole el signo + o el signo — a
cada uno y sumando los nimeros con signo. Probaremos que B tiene a lo méds 37 elementos. Los

elementos de B son de la forma ka + ib con |k|, |i | < 3.
Es facil ver que si |k| = 3, entonces |i | =0 o 1, andlogamente si |i | = 3, entonces |k| =00 1. Por
lo tanto, (|k , |i | no puede ser (2,3), (3,2) o (3,3):
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Para (|k|, li |) = (0, 0) hay una sola pareja (Ki). Si (|k L |) es una de las 6 parejas: (1,0), (2,0),
(3,0), (0,1), (0,2) o (0,3); hay dos valores posibles de (k,i). Para cada uno de los otros 6 valores de
( k|, i ) hay cuatro posibilidades para (k.i). Por lo tanto, hay a lo mas 1 + 2 - 6 + 4 - 6 = 37 niimeros
en B.

Ahora veamos que con tres si se puede:

Primera forma. Sea A = {4, 13, 14}; entonces A’ contiene a {1, 3, 32, 3°} y es facil ver que A’ contiene
a todos los ndmeros del 1 al 1 + 3 + 32+ 33 = 40.

Segunda forma. Observemos primero que si X = {1,2, ..., n}, entonces X’ contiene a todos los nime-
rosdel 1 al 1 +2 + ... + n(pues en X’ estin:

n+1,..n+(n=-D,n+(n-D+1,...n+(n-D+(n-2),...,n+(n-1) + (nN-2) + ... + 1; por tanto,
como queremos que A’’ contenga del 1 al 40, entonces bastaria con que A’ contuviera a todos los
ndmeros del 1 al 9. Entonces, por lo mismo, bastaria que A contuviera a los nimeros del 1 al 4; asi
que con cuatro si es posible. Sin embargo, es claro que hay muchas repeticiones al construir A’, asf
que busquemos ver si con tres se puede evitando repeticiones: En A ponemos al 1 y después ponemos
al 2 (pues su diferencia con 1 es 1, que ya estd); ponemos al 3; no ponemos al 4 (pues 4 — 3 = 1), ni
tampoco al 5 (pues 5 — 3 =3 — 1), no ponemos al 6 (pues 6 — 3 = 3); entonces intentamos con el 7.
Ahora comprobamos (facilmente) que con A = {I, 3, 7}, en A’ obtenemos todos los nimeros del 1 al
9, y ya terminamos.

358. Claramente 10 es suertudo, y como 1% + 3% = 3% + 1? = 10, tenemos que 13 y 31 también lo son.
Sucede que 3? + 2% = 132, por lo que 32 es suertudo. Entonces 31 y 32 son dos suertudos consecuti-
vos y, por lo tanto, para cualquier N > 1,
Si A=111...1000...0 y B = 111...1000...01 son dos enteros suertudos consecutivos.
31 unos y N ceros 31 unos y N — 1 ceros

Alternativamente, si Ny n + 1 son ambos suertudos, también lo son Ay B. Y repitiendo la construc-
cién, hallamos una infinidad de parejas de enteros suertudos consecutivos.

359. Si el ntimero tuviera algin cero entre sus cifras, entonces tendriamos la desigualdad estricta. Hay exac-
tamente 9 000 — 9* = 2 439 ndmeros de este tipo, esto es, con una cifra igual a cero. Consideremos el
nimero abcd que no contiene ninguna cifra cero. Entonces la desigualdad a+ b+c+d>a-b-c-des
equivalente (dividiendo pora-b-c-d)a

1 1 1 1
+ + + >
b-ccd a-c-cd a-b-d a-b-c
Por lo tanto, si tres o cuatro de estos digitos fueran unos, entonces uno de los cuatro anteriores

sumandos fueran 1 y se obtendria la desigualdad estricta.
Hay exactamente 4 - 8 + 1 = 33 ndmeros de este tipo.

1)

Por otra parte, demostremos que una condicidén necesaria para que se verifique la desigualdad es que
al menos el nimero debe tener dos unos entre sus cifras. Efectivamente, supongamos por contradic-
cion, y sin pérdida de generalidad que b, ¢, d > 2. Entoncesb-c-d >8,a-c-d >24,a-b-d >4,
a-b-c >4;y asi, por (1) tenemos:

1 1 1 1

1S§+Z+Z+Z=§ lo cual es una contradiccién. Resta, por lo tanto, considerar el caso en que el

nimero tiene exactamente dos cifras iguales a uno. Supongamos, por ejemplo, que a=b=1yc, d> 1.
. ., 1 1

En este caso, la desigualdad en cuestion se traduce en G+E+H >1 2)
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360.

361.

362.

363.

364.

Demostremos en primer lugar que, al menos, una de las cifras ¢ o d, debe ser un dos. Efectivamente,

si por el contrario C, d > 3, entonces ¢ - d>9; ¢ > 3; d >3y asi, por (2), tenemos: |<—+—+—-=—1lo

cual es una contradiccion.

2 1
Supongamos, por lo tanto, que € = 2. Se obtiene entonces que —+5 21, lo cual es equivalente a decir

d

que d < 4. Resumiendo:

Si d = 4, entonces se obtiene la igualdad inicial (las cifras son 1, 2, 2, 4 y existen 12 nimeros de este
tipo).

Si d = 3, entonces se obtiene la desigualdad estricta inicial (las cifras son 1, 2, 2, 3 y existen 12
nimeros de este tipo).

Si d = 2, entonces se obtiene la desigualdad estricta inicial (las cifras son 1, 1, 2, 2 y existen 6 nimeros
de este tipo).

Por lo tanto, la desigualdad se da en 2 439 + 33 + 12 + 12 + 6 = 2 502 niimeros y la igualdad en 12 de
estos.

Sea a, < a, < .. <@, Consideremos el nimero @, que es el del medio de la lista ordenada, como
[1 000 : 17] = 58. Pueden ocurrir dos casos:

a, 2 58 entonces a,, = 59, ..., 4, 2 66, por tanto, a,, + ... + @, =59 + ... + 66 = 500.

a, < 58, entonces @, < 57, a, < 57, ..., @ < 49, por tanto,
a+..+a<500ya,+..+a,>500.

Todo natural se escribe de manera tnica como suma de potencias de 2 distintas donde los conjuntos
A = {n e IN se escribe como suma de potencias de 2 distintas con exponente impar} y B={n e IN se
escribe como suma de potencias de 2 distintas con exponente par} satisfacen las condiciones del
enunciado. Nota que 0 € Ay 0 € B.

Como con 9 personas se puede formar 9 - 8 : 2 = 36 parejas distintas, deberd tenerse 3n = 36 (pues en
cada grupo de a 3, se incluyen 3 parejas), y luego n = 12.
Una de las posibles conformaciones de los 12 grupos correspondientes es:

{1, 2,3}, {1, 4,5}, {1,6,7}, {1, 8,9}, {2,4, 7}, {2, 5, 8},
{2,6,9}, {3,4,9}, {3,5, 6}, {3,7, 8}, {4, 6, 8}, {5, 7, 9}.

Como M es finito, necesariamente estara acotado.

Pongamos M c [Xy], con X = Min M y y = Max M. Supongamos X < 0:

Tenemos X < 0 = 2X < X = 2X — k* < X (K cualquier nimero de M). Esto contradice que X sea el
minimo de M. Por tanto, x>0y 0 < X <.

En cualquier caso debe ser:

(1) x<2x-y*<yy, ademds, 2) X<2y -y <Yy.

De (1) se desprende que: X <2X -y = 0 <X -y = V¥ < X <Y, que solo se cumple si y € (0, 1).

De (2) obtenemos que: 2y — Y <y = Y-y <0 = y < y% y esto solo es cierto si Y € [1,+<0).

Como (1) y (2) deben cumplirse a la vez, no existe ningiin y € IR que pueda ser maximo de M por lo
que no estaria acotado y no seria finito.

Setieneque4-3-2-14+1=25=52=3-2-1)
5:4-3:2-1+1=11?’=4-3-1)?
6-5-4-3+1=19=(05-4-1)
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sugieren que (K + Dk(k — 1)(k—=2) + 1 = [k(k - 1) — 17> = [(K* — k) — 1]~
Los cédlculos (K + Dk(k — 1)(k - 2) + 1 = [(K + 1)(k - 2)][k(k = )] + 1
=(kR-k-2)K-K+1=K-K>-2K-k+1=[K-k -17?

demuestran que efectivamente esta relacion siempre se da.

Por lo tanto, \/(3 1)(30)(29)(28)+1 =30?>-30 -1 = 869.

365. Primero, no es dificil ver que, siendo d = mcd(m, n), entonces X¢ — 1 divide a X™— 1 y a X" — 1. Sea, por
ejemplo, m = dk con Kk > 0 entero, entonces
XT—1 =0 —1=0=-D(x*-Tx*k-24 +x+1)
Mostrar que X¢ —1 divide a X" —1 es andlogo. La parte mds dificil es mostrar que X! — 1 es un polinomio
monico p de mayor grado que divide a ambos X™ — 1 y X" — 1, para eso se puede utilizar el teorema de
Bezout. Sean p un polinomio moénico que divide a los polinomios dados y Z una raiz compleja de p.
Como p divide a X" — 1 y X" — 1, tenemos que Z es una raiz de ambos polinomios. En otras palabras
7" =7"= 1. Maés el teorema de Bezout garantiza que existen enteros Uy V tales que mu + nv = 1, eso nos
da que
Zd=7M = (ZNYZ")Y = 1Y 1V=1y zes raiz de X — 1. Como toda raiz de p es también raiz de X — 1 y
como x4 — 1 solo tiene raices simples, se sigue que p divide a X — 1. Por tanto, X¢ — 1 es el polinomio
moénico de mayor grado que divide a ambos polinomios
X"—1yx" —1.

366. Denotemos por P (X) = P(P...P(X)...), entonces P (0) =P _ (1) =P _(1)=..=1
-Nn veces-
Pn(aJ) =a,,=2a" k + 1 (k entero positivo) = mcd(amj;aj) = 1 para todo ny para todo j.

367. Definamos @’ =a -5y f* ) =x"+a _xX'"'+..+ax+a -5y

f*(@) = f*(b) = f*(c) = f*(d) = 0 entonces f*(X) = g(X)(X — @)(X — b)(X — ¢)(X — d). Si existiera k € Z tal
que f(k) = 8, se tendria f*(X) = 3, o sea, q(k)(k — a)(k — b)(k — ¢)(k — d) = 3, pero todos son enteros y
diferentes entre si. Pero el producto de cuatro enteros distintos no puede ser 3.

*. con las condiciones dadas no puede existir kK € Z tal que f(k) = 8.

1 1
368. Sean 2a=me Z = a=5m, con Mimpar, & + b = n € Z entonces b=§(2n—m) con N — M impar. Si

m es par, entonces @, b € Z y la solucion es tribial, entonces

a+bx+c=peZ at+bx=p-c xX@x+h)=qe Z, {%+@]:q, si X es par,
2n—-m
ﬂe Zy ge .
2 2
Si X es impar, entonces MX es impar entonces MX + 2N — mes par, luego
mx (2n—m) .
7+—€ Z vy al multiplicarlo por X € Z su producto pertenece a Z.

369. Sea PX) =ax"+a, X'"'+..+ayX,X,X,X € Ztal que
P(x) = P(x,)) = P(x,) = P(X)) = 1, definamos Q(X) = P(X) — 1 entonces
Q¥ =ax'+a X"'+..+a-1;
QX)) = (X = X)X = X,) (X = X,) (X = X)R(X). Supongamos que existe X, € Z con
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P(xy) = 24 y Q(X)) = 23, o sea, (X, — X)X, — X)) (X, = X;) (X; = X))R(X,) = 23 pero

X=X € Z,X —X € L X ~-X € Z X - X € Ly RX) € Z, como X, X,, X;, X, son diferentes, entonces
cada uno de los factores son también diferentes y como 23 = (1)(23) = (-1)(-23) no pueden existir 5
enteros diferentes que su producto sea 23.

*. este polinomio no puede tomar el valor 24 para ningin valor entero de la variable.

370. a) Sea P(X) = TX)QX) + R(X) = (X — a)(x — b)Q(X) + mX + n entonces P(@) = am + n, P(b) = bm + n

entonces P(a) - P(b) = (a— b)ymy mzp(i)l;;)(m
_a-P(b)—b-P(a) _ P(a)—P(b) a-P(b)-b-P(a)
n= b por lo que R(X)= b X+ b .

(=120 _ 200 200 _ 19200 _n. ] 9200 5
T

¢) Pero 22 = (22)100 = 419 tenjendo
4=1(mdd 3), 4" =1 (mdd 3) y 4% -1 =0 (méd 3) luego 2 — 1 = 0 (méd 3) y
m e Z, de igual forma 2’ =1 (méd 3),2=-1 (m6d 3) y 2°® +2=0 (m6d 3) y h € Z.

b) m=

371. Sean P, =ax'+a X'+ ..+a yP(X=Dbx"+b x"'+ . +Db entonces el producto
PXP,X=@x+a _ Xx"'+.+a)bx"+b XxX""'+.. +b)
=abmx™ " +ab x"*" '+ . +ab.
Como este polinomio tiene todos sus coeficientes multiplos de 5, se cumple que

ab.ab ., ..,ab=5a b.,a b ... a_ b=>5b..,ab. ab ... ab =5c,
como 5 es un nimero primo, si @ no es miltiplo de 5 (i = 1, 2, ..., n), entonces b, b, ..., b todos son

multiplos de 5 y P, tiene todos sus coeficientes miiltiplos de 5.

Si a_es miltiplo de 5 (k= 0, 1, ..., n) entonces cada uno de los bJ (j =0, 1, ..., m) puede no ser miltiplo
de 5y si a_, (k-p=0,1,..,n) no es miltiplo de 5 contradice que los b]. no sean todos mdltiplos de
5 y cada uno de los coeficientes de P, son miiltiplos de 5.

*. al menos uno de estos polinomios tiene todos sus coeficientes multiplos de 5.

372. Sea P(x) = 3, + aX + aX* + ... + a X, se tiene que P(0) = @, entonces @, es impar, de aqui que
P(P(0)) = P(a,)) = 0 entonces a, + a,a, + 8,3’ + ... + aa, = 0.
Una suma es par si el nimero de sumandos impares es par, pero la paridad de cada sumando del
polinomio depende de la paridad de cada coeficiente porque &' (para todo i € IN) es siempre impar
luego: En el polinomio hay un nimero par de coeficientes impares, por lo que su suma es un nimero
par.

T T
373. Sean 0, B, v los tres dngulos y supongamos o < B <. Si fuera Y2 3 tendria que ser O/ < 7Y entonces

tan B no es entero.

T
Si tan o0 > 1, entonces o > arc tan 2 > arc tan \/_ =§ , imposible.

3 tan B+t
Por tanto, tan e = 1 'y p + Y= ——, con lo que: tan([}+y)=—1=—anB any
4 1—tanPtany

convierte en: (tan y— 1)(tan B — 1) = 2 de donde, por ser enteros positivos, se sigue tan Y= 2y tan § = 3.

relacién que operada se
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374. CF =2 cm.

375. AC = 15 cm.

tano,  sen’o , ,
=~ de aqui tenemos tanosen“—tanPsen“a=0
tanfl  sen’B q B B

sen o sen
cos oL cos

senf} senoc)zo

-sen’0.=0 y sen oisen P
coso.  cosP J

seno# 0 senf3#0sen2P =sen2o
oa=Bo2B=n-20a

I
(isésceles) o+P = B (rectangulo).

377. Dividamos el cuadrilitero AFDE por la diagonal AD formando dos tridngulos de areas a 'y b que
determinaremos. Usando el hecho de que si dos tridngulos tienen la misma altura, la razén de sus

AE a_a+b+3 AF b a+b+3
=—=——y ==—=—"—"_ Estas

dreas es igual a la razén de sus bases, tenemos que ===
EC 3 12 FB 3 12

identidades nos llevan al sistema de ecuaciones: 3a = b + 3 y 3b = a + 3 que admiten por solucion,

3
=b= o por loque A =6.

378. Los tridngulos ABC y ADC son semejantes (fig. 15), pues tienen los tres angu-
los iguales, ya que ZADC = ZBCM = ZBAC (la primera igualdad por ser AD
y CM paralelas y la segunda por ser ZBCM angulo semiinscrito) y el angulo
ZACD es comin. Estableciendo la proporcionalidad entre sus lados, resulta:

CD _AC . &5.BE- AT M B\ D E

AC BC
De modo anélogo los tridngulos ABC y ABE son semejantes pues:

ZAEB = ZEBM = ZBAC y el dngulo ZABE es comun.
Estableciendo la proporcionalidad entre sus lados, resulta:

§_E < BE-BC=AB ()

AB BC
Dividiendo las igualdades (1) y (2), se obtiene el resultado.

M
Fig. 15

BD

379. Utilicemos la figura 16. Sabemos que al ser D la bisectriz, %:T; asi pues BD = 11k, DC = 8k.

2 22 16
Por otra parte BM = MC, es decir, 11k— 1 =8k+ 1 = k=§, BD=? y DC=?-
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Llamando ahora X a DH y aplicando el teorema de Pitagoras a los
tridngulos rectangulos ABH y AHC, podemos escribir que

2 2 11
8
12— 2 ix| =g [10 x| 5 x=2. h
3 3 4
1
B M D H C
. . . Fig. 16
380. Llamemos | al incentro (fig. 17). Por el teorema de la bisectriz
En el uidngulo ADC; = = A
n el trrangulo . AD D
En el tridngulo BDC: o =
n el trrangulo . BD D

381.

Cl AC BC AC+BC AC+BC b+a

Luego —=——"=—"= =
ID AD BD AD+BD AB c

B D c
Fig. 17
Dibujemos la situacién completa (fig. 18).
Denominemos M al punto medio del lado AB y G al baricentro. Los tridngulos CIG y CDM han de ser
semejantes.
Asi, por el teorema de Tales: c
%=g—ﬁ y por la propiedad del baricentro: g—§=2. Luego

Cl _9

=~ = 1\ \G

ID

Concl ”‘ﬂ_a+b_2

onclusion: - <4 A D M B

ID ¢
La linea que une al baricentro y al incentro de un tridngulo serd paralela Fig. 18

. . . . L. +
al lado AB si su longitud es media aritmética de los otros dos: ¢ = a—b

a) Tenemos (fig. 19):

BA'=ccos B; tan HBA'=cotC = %, AA’=Ccsen B.

AR Csen B S tanB-tanC =k €))

De donde: k=——=
HA"  ccosBcotC Fig. 19

b) Poniendo a = BC, tomando unos ejes con origen en el punto medio de BC y el eje OX sobre el lado

BC, resulta B(—g,o ); C(;,O] y llamando A(X, Y), la condicion (1) se escribe:

2 2 2
y ¥ _ ke vy =K a_ x*> | que, una vez operada, resulta: X—2+y—2 =1 2)
a 4 a- ka
——X —+X = =
2 4 4
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ecuacion de una elipse (fig. 20) en la que distinguimos dos casos:

Si k < 1, elipse con eje mayor sobre OX, semidistancia

a
focal 22\/1— k y semieje mayor = 5

Si k > 1, elipse con eje mayor sobre OY, semidistancia

a a
focal = E\/k—l y semieje mayor = Ex/ﬁ

382. Como BD es la bisectriz de B (fig. 21) y BD = 200 y

DM = 350, i AV _DM 7 e donde AM = 7k A
= , sigue que — - ="o"=", de donde =
y AB = 4k. M
Asi pues, AC = 14k y, volviendo a aplicar la relacion ante-
rior, sigue que
Tc_u TC =2 002 ® T ©
== = = .
5124 Fig. 21

7c
Como a=BT + TC =2 574 m. Sea c = AB = AM =5 Y

7c
AC 27. Aplicando ahora la ley de los cosenos a los tridngulos ABC y ABM, podemos escribir

49¢?

2574% = +c? —7c*cosC (1)

49¢? e 7¢?

550% = c —TCOSC (2)

2 2
En (1), 762 cosC = 22° 25747 y en (2), 7ccosC = 225 _ 2. 5507

53c? 65¢*

Luego —2574% = —-2-550%

383. A partir del vértice B trazamos una paralela a la bisectriz CD y prolongamos el lado AC hasta obtener
el punto E. Y, también, CF perpendicular a BE.

- Asi, CB=CE=a.

-— Por angulos alternos-internos, en el triangulo BCF tenemos: cosE:E:?.
a a
2ab c
Los tridngulos ACD y AEB antes: 2= o cp = ACEB_TTT )
— Los tridngulos y son semejantes: AE EB uego =~ - a:b
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384. El cuadrilatero LCMK (fig. 22) es un paralelogramo,

pues sus lados opuestos son paralelos, luego CL = KM B

y CM = KL. L K

Como KL = KM, resulta que CL = CM y el tridngulo CML

es isdsceles de base LM. c Y A
En el tridngulo BPL, tenemos Fig. 22

ZBPL = 180° — ZLBP — ZPLB.
El angulo LBP es suplementario del angulo ABC, luego ZLBP = 180° — 144° = 36°.
ZPLB = ZCLM por opuestos por el vértice.

1 1
En el tridngulo isésceles CML, tenemos ZCLM = 5 (180° — LLCM) = 5 (180° — £ZBCA), y en el
1
tridangulo isdsceles ABC tenemos ZBCA = 5 (180° — ZABC) = 18°, luego
1
ZCLM = ) (180° — 18°) = 81°, es decir, ZPLB = 81°, por lo que ZBPL = 180° — 36° — 81° = 63°.

385. Angulo C < 90°.
Llamaremos A’ al punto en que la altura de A corta al lado
BC del tridngulo ABC (fig. 23), y C’ al punto donde la altu-
ra de C corta al lado AB del triangulo ABC.
El angulo CHA’ es igual al angulo AHC'.
En el tridngulo CA’H, el angulo CA’H es recto, por tanto, el
angulo HCA’ es 90° — o. En el tridngulo AHC’ el angulo
HC’ A es recto, por tanto, el angulo HAC’ es 90° — «.
El angulo HAC’ es igual al dangulo A’AB del tridangulo A’ AB
que es rectangulo, por tanto, el dngulo ABA es o. — 7

De aqui concluimos que los tridngulos CHA’ y A'AB son Iy s
semejantes, y como CH = AB, son tridngulos iguales de : A
donde obtenemos que AA’ = CA’, por tanto, el valor de tan ! pd
C=1,yC=45. 'w/’/
Angulo C > 90°. H
Procediendo de modo andlogo el angulo A'CH es igual al Fig. 23

angulo C'CB. En el triangulo C'CB el angulo CA'H es

recto, por tanto, el dangulo AHC es 90° — o y en el tridngulo CC'B el dngulo CC'B es recto y C'BC
es 90° — a.

El tridngulo AA'B es rectangulo en A" y por eso BAA’ es o

Entonces los tridngulos AA'B y A'CH son semejantes y tienen la hipotenusa igual, luego son iguales y
deducimos AA" = A'C, entonces la tangente de C vale -1 y C = 135°.

Finalmente, si fuese C = 90°, C coincide con H y CH = 0.

Como AB # 0, este valor de C no es valido.

A
386. Los tres puntos colineales B, P y E estan sobre los lados o las prolonga-
ciones de los lados del tridangulo ADC (fig. 24). E
Por el teorema de Menelao se cumple: 5
AE CB DP_n-1 2 DP__, B D c
EC BD AP 1 -1 AP =~ °honess Fig. 24
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bp_ 1
AP 2n-2
DP 1

, luego

1
<77 = 2n-1> 12, por tanto, n = 7.

AD 2n-1 12

387. Teniendo en cuenta el teorema de la mediana, la relacion del enunciado se escribe:

2 |[&@+c® B [a*+b® ¢ - L . .
c-b=— -—— = vy multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada,

3 2 4 2
3
2*(C2_b2) c+b
queda: C—b:——<:>(c—b) m.+m, ——— [=0.
3 m+m, 2

Probaremos que el segundo factor es positivo, de donde se deduce la conclusién.

Llamando B’ y C’ a los puntos medios de AC y AB respectivamente, en los tridngulos CC’A y BB’A

b c
tenemos por la desigualdad triangular: m, +5>C; m, +E> b. Sumando ambas desigualdades, se

obtiene el resultado.

388. a) La condicion es necesaria.

b)

Sea ABC un tridngulo (fig. 25) tal que la mediana BK (K punto medio de AC) corte a la circunferencia
inscrita en dos puntos, M y N, tales que BM = MN = NK = X. Sea T el punto de tangencia del circulo
inscrito con el lado BC. Las relaciones siguientes se ve-
rifican en cualquier tridngulo:

a+c-b=2BTy2a +2c - b* =4BK? (La primera se
deduce sin mas de BT + CT=a, BT-CT =c-Db; Ia
segunda, férmula de Apolonio o de la mediana, se puede
también obtener completando el tridngulo ABC hasta

obtener un paralelogramo ABCD). Fig. 25

Entonces resulta 2a> + 2¢2 — b? = 36X? (D)

La potencia del vértice B respecto del circulo inscrito se puede escribir de dos maneras: BT? = BM - BN,
con lo cual (& + ¢ — b)* = 8% (2). Como, evidentemente, en el triangulo del problema, los puntos B

y K estan igualmente alejados del centro del circulo inscrito, resulta BC = KC, de donde b = 2a.
Sustituyendo esta udltima igualdad en (1) y (2), obtenemos ¢* — &> = 18%%, (C — @)> = 8%, ya que

c+a 9
c—-a=#0, x#0, resulta =—, de donde E:E Por lo tanto, E:E:E.
c—-a 4 a 5 5 10 13

La condicién es suficiente.

No hay pérdida de la generalidad en suponer que a = 5, b = 10, ¢ = 13. Sustituyendo los valores de

los lados en las férmulas utilizadas en la parte a), resulta BK = 6\/5 ,BT?=16=BM - BN
y en el inradio r ZE =64/14 y calculando Spor la férmula de Herén. El tridngulo BCK es isdsceles,

asi que la bisectriz del dngulo C es también altura. Sea H =Cl mBK; consideremos el tridngulo
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2%.47

P 4 .
rectangulo BIT; entonces Bl 24402 = por otra parte, en BIH, HI 2 :7 , y finalmente en

el tridngulo IHM, se tiene HM? = r? — HI? = 2. Como H es el punto medio de MN, resulta MN = 2\5 ,
luego la mediana BK queda, en efecto, dividida en tres partes iguales por el circulo inscrito.

389. El numerador de la diferencia %—uv es igual a

v-2u=2@b+bc+cay-@+b+c*)=ab+c-a)+b(c+a-b)+c@a+b-c).

Por la desigualdad triangular se tiene a<b + c,b<c+ay c<a+ b, asi el miembro derecho es siempre
positivo. Dado que las variables son positivas, el miembro derecho de la desigualdad es como se decia

1
El numerador de uv — 3 e igual a

Ju-v=2@+b+cc—ab-bc-ca) =(@-b?+ (b-c)+ (c-a)? el miembro derecho comienza con
una suma de cuadrados, es no negativa y se anula si y solo si a=b =c.

390. Sea ABC un tridngulo cuyos lados son &, b, ¢, R el circunradio, r el inradio, S el semiperimetro, A, el

area, U, vy W las longitudes respectivas de las tangentes al incirculo con vértices A, B y C. Dados que al

1
angulo A, los radios r y R son fijos entonces también son fijos a = 2Rsen A, b + ¢ —a = u = rcot EA’

1 1
b+c=u+as= 5(u+2a)yAABC=rS Pero A .= EszenA,tenemos que bcy b + ¢ son ambos fijos. Ahora

b y ¢ son tdnicos y, ademds, son raices de una ecuacion de segundo grado, obteniendo el resultado buscado.

391. Notemos que £BAH = ZABH = Z/BHF = ZFHC = ZHFD = ZFDB = «, pues ABH es isésceles, HF es
paralela a AB y DE es paralela a AC. Entonces, el cuadrilatero HDBF es ciclico y como ZHDB es recto
(ABH es isdsceles), tenemos que ZHFB es recto. Por lo tanto, ZDBF es recto (pues DB || HF).
Como ZHBE también es recto, ZFBE = ZDBH = o..

Primera forma: Sea G la intersecciéon de BF y AC. Los tridngulos ABC y BGC son semejantes (tienen
dos angulos iguales). Notemos que como DE es la recta de los puntos medios, F es el punto medio de
BG, de modo que CF es mediana de BGC. Los angulos BCF y ACD son dngulos correspondientes
(entre un lado y una mediana) en tridngulos semejantes y, por lo tanto, son iguales.

Segunda forma: Sean | y J las intersecciones de HF con CD y BC respectivamente.
De lo anterior, ZFBC = ZIHC. Para ver que son semejantes los tridngulos FBC e IHC (lo cual nos da

directamente el resultado) solo falta probar que %:E Es claro que | es el punto medio de HJ

CH

pues HJ || AB y D es el punto medio de AB. Como HBJ es un tridngulo rectdngulo, lo anterior quiere
decir que | es su circuncentro y, por lo tanto, IH = IB. También, IBF ~ HCB pues ambos son tridngulos

rectangulos y ZBHC = 2o = ZBIF. Por lo tanto, E:ﬁzﬁ, que es lo que faltaba probar.
HI Bl CH
- . . . . , c_ R
392. a) Utilizando la igualdad R= y la propiedad de la bisectriz, se tiene que E= aRr
‘ABC
haciendo los cdlculos pertinentes se tiene R= entonces
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abc abc

= de donde A, =
4"AABC 4AABC nBe

1
b(b +c) = EabsenC:> b + ¢ = 2asenC (D)

I

ab ab
a+c 2asenC 2senC

y como CD = entonces A, | =

1
b-CD: senC = sz.

N | =

1
b) Utilizando la desigualdad triangular, se tiene a < b + ¢ = a < 2asenC = senC > 5

T T
De aqui que s <C«< i es decir, que la medida del dngulo C es mayor que 30° y menor que 150°.

393. Sean |, e |, los incentros de los tridngulos ABD y ACD respectivamente (fig. 26).
Sea Q el punto donde se cortan |, I, y AD, por el teorema de las
transversales, como MQ pasa por |, se verifica que

@.ADJFQ.C:BD (1)

MA QA

Anélogamente como QN pasa por |, serd
@.b+N_C.AD:DC (2)

QA NA

Dividiendo la primera por € y la segunda por b, se obtiene
MB_AD QD _BD

MA ¢ QA ¢

Q0 NC AD_DC

QA NA b b

MB AD NC AD MB NC

R : - . = . b= .C 3
estando se obtiene VA e A b S VA NA €)
p en sobre la bisectriz. & lirse MB NA CD _
ara que se corten sobre la bisectriz, tiene que cumplirse 0~ HE ="
s cual e cion MB NA c . CD_b
o cual es cierto porque MA NC b (por (3)), y DB o
A
394. Sean B’ y C' las intersecciones de la circunferencia circunscrita al
AAPQ con AB y AC, respectivamente (fig. 27).
Las potencias de los puntos B y C con respecto a AQP se pueden
expresar como
BQ-BP=BB -BA=BT’yCP-CQ=CC -CA=CT? (D)
Pero B'Q = C'P, porque son cuerdas de angulos iguales en la cir-
cunferencia AQP. T
Eso quiere decir que B'C’ es paralela a BC. Entonces T\8 c/l
BB" BA M
Fig. 27
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2
BQ-BP BB" BA BA
De las relaciones (1) resulta Q- . = por (2) =
CQ- CP CC’ CA CA

y también

BQ-BP (BT,
cQ-cP |(cT,

J . Segtin el teorema de la bisectriz

BA_MB (BT )_(BAY (BT |_BA MB
ca mc PRI Ier ) Tlea) Tler, | Teame

395. Por una parte, el teorema de Menelao. 'f

En ABC cortado por MN (fig. 28) se tiene \C
AM BP CN :

Sk | (1)
BM CP AN
Por el teorema de Van Aubel aplicado a las cevianas AR, BN y CM, concu- NNQ
rrentes en Q, se tiene
AQ _ AM N AN 2
QR BM CN
Llamemos m—ﬂ n—ﬂ

BM  CN’ ALM B
Fig. 28
Por otra parte, usando ahora segmentos orientados,
B PR P & TE _k4 1Ly, porlo tanto, 2=~ llevando esto a (1) obi

BC BC BC <:>BC— + 1y, por lo tanto, 5~=1 " evando esto a (1) obtenemos
AM CN  k+l1 m  k+1 3)
BM NA Kk —n_ k
Utilizaremos la caracterizacion siguiente para que una transversal de un tridngulo pase por el baricentro

e Cristen) Ge MN & oy SNy Lyl 4

(teorema de Cristea) G € = MA ' NA 2 mn s 4)

Supongamos que G € MN. Entonces (4) y (3) permiten calcular my n:

_ 2k+1 _ 2k+1 ) AQ okl L. 1) 2k +1)?
M= YN= G0 YPr® gg =m+n=Ck+ DT )= ke
Asi que la condicién es necesaria.

Reci ol @keD? m_kﬂ
eciprocamente, supongamos que M+ N =~ K+ 1) y que = entonces
. 2k +1 n_2k+1l i+l—1 BM +ﬂ—l Ge MN

Tk YT ke T T AN T TS

y la condicién es suficiente.
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396. Consideremos la figura 29:

A
Donde m es la longitud del lado del tridngulo equilétero.
Observemos que, por simetria, MC es bisectriz del ZBCA, asi que ZMCA = 45° y M
3 . ) L PR/
los tridangulos AMC y RQC son isésceles y rectangulos. Entonces MC =1y RC= EX h
m C R B
de donde MR =1 — ER Por otro lado, por Pitigoras en AMRQ, Fig. 29
2
m
MR= |’ —(3) . Comparando los dos resultados y despejando m, obtenemos
P > 1 m
m= /3 — 1. El 4rea del tridngulo MPR es A:EH{I—EJ:\B—I,S.
. . 1
397. Si ay b son los catetos del tridgngulo, entonces: P=a + b + ya’+b?, A= Eab
1
de donde: a + b +va’ +b* = Eab multiplicando por 2, tenemos
2a+2b+24a°+ b =ab
ab — 2b — 2b = 24/@a* + b* elevando al cuadrado ambos miembros, obtenemos:
a’b’ +4a’ +4b*> —4a’b—4ab’ + 8ab=4a* + 4b’
a’b’ —4a’b—4ab’ +8ab=0
ab (ab - 4a - 4b + 8) = 0 pero como ab > 0 entonces resulta la ecuacién
ab-4a-4b+8=0
ab-4a-4b+16-16+8=0
ab-4)-4b-4-8=0
@a-4)(b-4=8:
a=12,b=5y c= 13 primera solucién
a=6,b=28yc= 10 segunda solucién
ademds, se cumple: P =30y A =0,5-5-12=30;P,=24yA =0,5-6-8=24.
398. (1) AB< AP+BP en el triangulo ABP (fig. 30).
C
(2) AC< AP+CP en el triangulo APC.
3) BC <BP+CP en el triangulo BPC. 3
Sumando miembro a miembro (1), (2) y (3), tenemos:
o o A B
AB+ BC +CA<2(AP+ BP+CP) Fig. 30
2p<2(AP+BP+CP) |:2
p< (ND + B_P + ﬁ)
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1 1 1
399. Datos h, = e cm, h = 26 cmYy h, = o M Sabemos que:
1 1 1
A:§a~ha:5b~hb:Ec~hcdedonde:a-ha:b-hb:C~hc (D)

. C: c-h
Analizando obtenemos: a=——-, b= ,C=C
h, h,

h h a+b+c
Sumando miembro a miembro; @+b+C=¢-=+-=+1| perg p=="——""=
h, h P 2
R
-q 10, 10 24 26
2p L+L+1 ,ZPZ(BJFE*Tl],de donde 2p = 6¢, por lo tanto, p = 3¢
24 26

empleando la férmula de Herén para calcular el drea de un tridngulo tenemos:

A=/p(p-a)p-b)(p-c) =4/3c(3c—2,4c)(3c—2,60)(3c—C) =+/3¢-0,3c-0,4c-2¢ = 1,265 (2)

. . . 1 1
igualando este dltimo resultado con lo expresado en (1) se obtiene: 12 =c-— - —cm;

10

12¢=¢c-05-0lcm |:c
1,2¢=0,05cm de donde c=0,05cm: 12y C:2—14cm,

1Y 1
sustituyendo C en (2) A=12| — cm=——cm?.

24 480

400. Con los datos del enunciado tenemos (fig. 31): A
en el triangulo ABC £ZBAC = 36°; ZABC = LACB = 72°
en el tridngulo CBD £ZBCD = 36°;, ZCDB = #BDC = 72°
a

en el triangulo ADC ZDAC = ZACD = 72° ZADC = 108°, b
por tanto, ABCD y AADC son isésceles y, ademds, ABCD es semejante al AABC.  p
Para los lados se tiene: DC=AD=a;BD =b- a

Expresando la proporcionalidad derivada de la semejanza anterior: b-a
-a_a aY a B
— =" oa=b-abeat+ab-b’=0s|—| +=-1=0 Fig. 31
a b b b
y resolviendo queda %: J5-1 o a= (\/§_1>0 , es decir, a es la seccion durea de b.
2

401. Si circunscribimos una circunferencia al AAPC (fig. 32) notamos que esta tiene que ser tangente en C
a BC, de lo contrario, si lo es a otra recta B'C = ZBCP # ZB°CP = ZPAC, pues ZPAC estd inscrito
sobre PC y ZB’CP semiinscrito sobre PC.

Entonces P pertenece al arco AC de una circunferencia tangente a BC en C. Su centro O se encontrara
en la interseccién de la mediatriz de AC y la perpendicular por C a BC. Sea M el punto donde la
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mediatriz de AC corta al arco AC y N donde corta a AC. Sea H el pie de la perpendicular bajada de P
a AC. Tracese la tangente a la circunferencia por M, como no la vuelve a tocar

MN2' AC PHAC | [AmC]> [APC].

Luego P es el punto donde se cortan la mediatriz de AC y la circunferencia cuyo centro estd en la
interseccién de dicha mediatriz con la perpendicular a BC por C, y pasa por A.

= MN =PH,VPe AC=

Fig. 32

402. Es andlogo a demostrar que 4¢* = (p, — p,)* + (p, + p,)’tan’B de la Ley de los cosenos tenemos

403.

p* — 2rcosP - p + r* — ¢ = 0, pero las raices de esta ecuacién son p, y p, de aqui tenemos que
p,+p,=2rcosByp - -p,=r-q
luego (p, — p,)’= (p, + P,)*— 4p,p, = 4r’cos’p — (1* — )
oo (P, — R+ (p, + p)tan’B = 4ricos’B — (r* — @f) + 4r’cos”B - tan’P
= 4r(cos’P + sen’P) — 4r* + 4qF = 4r* — 4r* + 4¢° = 4

Solucion 1: (fig. 33).
Por la simetrfa bastard considerar 0 < o0 < 90°, ya que la funcién es periddi- A
ca con periodo de un cuarto de vuelta. El area pedida S0 sale restando del B M_~\paA

area del cuadrado cuatro tridngulos como el PA’M. B [ —
Llamando X al cateto PA’ y y al cateto A’M, el area de cuatro tridngulos vale : \
[ ]
2xy. Como el lado BA’ vale 1, tenemos: X+Yy=1—x* + Yy 1) o x
o
relacién que elevada al cuadrado y simplificada queda: \ "
cC 7 D
2xy =1-2yx* +y’ (2) pero c
Fig. 33
X=+/X* +y? coso, y=+/X* + y*senc, y sustituyendo en (1), resulta:
1
[ 2 1+ 2 [ 2 1+ \2 .
X+ l+cosa+seno)=1<4yX +y =——————— tit d 2 do, obtene-
y ( ) y | Sen o+ cosor sustituyendo en (2) y operando, obtene
2 _seno.+coso—1

mos: 2Xy=1-

1+seno+cosat  senot+coso+1

seno+coso—1 2

Finalmente para el drea pedida obtenemos: S(ot)=1- con 0 < o <90°.

seno.+coso+1  senot+coso+1
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Solucién 2: A

) : . M_~\P A
El érea pedida consta de 8 tridngulos como el sombreado en la figura 34, OPM. i
Tomando como base b = MP, la altura es constante (de trazos en la figura) BK/V\

]
(0]
/

1
y vale —. En el tridngulo PA’M se tiene: MA’ = b cos a, PA’ = b sen a; pero

2 D’
BM = MA’ y PA = PA’, ademas: c = D
BM+MP+PA=1&bcosa+b+bsen o =1, de donde ’
Fig. 34
1

b= seno+coso+1 Y el area pedida es:

11 1 2
S(o) =8—— con 0 < o < 90°.

22seno+coso+1 sen o+cosor+1

404. Denominamos, con letras mayusculas, los puntos caracteristicos que produce el plegado y, con mi-
nudsculas, los lados de los tridngulos (fig. 35).
Los lados del triangulo DEF se obtienen, resolviendo el sistema:

X+ 272 =y? z=1-y z=1-y 1+ 1-x
-, 0, Sy= z
z+y=1 X +(1-yf=y X +1-2y=0 2 2

y su perimetro es

1+x3 1-%

+ =X+1.

Pogr =X+ Yy+2z2=X+

Los tridngulos rectangulos de una capa de papel son semejantes,
pues, por un lado, ZFED y ZIEC son complementarios y, por otro,
ZEIC = £GIH.

Por semejanza de los tridngulos EDF y ECI.

X W _ o Xu_xd-9.y_v_ _yu_yl-x
Z U Y4 V4 Z U V4 V4

’

1+x*  2X
1+x 14X

Los lados del tridangulo ECl son: u=1 - X, V=

1-x* 1+x*  2x
+

+ =2.
1+x 1+x 1+X

y su perimetro Peg =U+V+W=

, . w v-r v(l-v)
Por semejanza de los triangulos ECI ¢ IHG. —=——>S=—= .
vV S w w

Los lados del triangulo IHG son:

2 2
F—l_y= x(l—x)’5=(1+x )(1_X),t:l—W—S=(1_X)
I+x 2(1+X) 2

2x(1-x) (1+x*)(1-X) N (1=X)*(1+X) _

y su perimetro es Pyg =r+s+t=

2(1+X) 2(1+X) 2(1+X)
e x)[2x+(1+ X2)+(1— xz)]_ A-xkx+2]
B 2(1+ %) 20+
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Queda probado lo que se pedia: Popr + By =(X+1)+(1-X)=2=PF, y que P, = 2, es la mitad del

perimetro del cuadrado. A
e/ \e
405. La idea es prolongar los lados para formar un tridngulo equilédtero (fig. 36). // \\
a+tb+c+d+e+f=21
l=a+b+c=c+d+e=e+f+a f d
3l =21+ a+ c+ e por tanto,
\¢
|=748FCHO ik N
a b C
El valor mas pequefio de a+ C + ees 6 y el mds grande 15 asi que 9 <1 <12 Fig. 36

Sia+ c+ e= 6, entonces son:
@ace=(1,2,3)ybcd=34,5,6)
Sia+ c+ e=9 el tnico caso posible es:

@ce=(,35ybcd=(2406)
Sia+ c+ e= 12 el tnico caso posible es (a ,c, €) = (2, 4, 6)
Sia+ c+ e= 15 el Unico posible es (4, 5, 6).

3 3
Como el drea del tridangulo de lado | es I2T y la del hexagono es Tez —(@ + ¢’ + €), las dreas

posibles son:

Sia+ c+ e=6,entonces | =9 y el drea

673
o

Sia+ c+ e=9, entonces | = 10 y el drea

6543
o

Sia+ c+ e=4, entonces | =11y el area

65v3
.

Sia+ c+ e=5,entonces | = 12 y el rea

673
o

406. Bastara probar que el area de cada cuadriltero es la cuarta parte del area total. A
La quebrada APC divide al cuadrilatero en dos partes de igual area, pues X N T
AP es la mediana de ABD y PC lo es de CBD (fig. 37). \\\ P

La quebrada TPZ divide al cuadrilatero APCD (sombreado) en dos partes B ;'
de igual area pues PT es mediana de APD y PZ es mediana de CPD. Al
Tenemos ya probado que el drea del cuadrilatero TPZD es la cuarta parte Q \!
del area del cuadrilatero inicial. Y 7
Finalmente TZ es paralela a OP por serlo ambas a AC; luego los tridngulos
TPZ y TOZ tienen la misma area y lo mismo les ocurre a los cuadrilateros
TPZD y TOZD. As _
Del mismo modo se probaria para los otros tres cuadrildteros. Fig. 37

407. Los tridangulos ABE y DCE son iguales por lo que LAEB = ZDEC. Andlogamente los triangulos ADF
y BCF son semejantes y Z/DAF = ZFBC. Entonces, tenemos que

ZEGB = 180° — ZBEG - ZGBE = ZDEC - ZFBC = LZAEB - ZDAF = 90° — ZBAE — ZDAF = 20°.
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408.

409.

410.

411.

412.

413.

El angulo CAD mide 60°.

Caso 1. Una forma de hacerlo es estableciendo semejanzas de tridngulos: los tridngulos CIR y CMB
son semejantes, y también lo son los tridngulos CMB y CNI.

Caso 2: Trazamos PB paralelo a DN, QN paralelo a CM y OQ paralelo a CB. Se forman cuatro
tridngulos que son congruentes al tridngulo sombreado y, puesto que los cinco forman el tridngulo

1
CMB, que es n del érea del tridngulo, entonces el 4rea del tridngulo sombreado es 20"

El paralelogramo inicial tenia de base b y altura h y el trapecio al que hemos llegado tiene de bases

b+%by b—ib y altura también h. Asi pues, el drea del trapecio es

1(3b 3b 9bh 1
A=5(7+7)h=? y como bh era el drea del paralelogramo, esta ha aumentado en g , es decir,

el 12,5 %.

a) Como LAFE = ZABE = 90° entonces por el teorema de Thales estdn inscritos sobre AE (didmetro de
la circunferencia), es evidente que AAEB = ACDE son iguales, por lo que ZCDE = ZEAB,
pero LEAB = ZEFB por estar inscrito en la misma cuerda, luego por transitividad se cumple lo
pedido.

Sea O el centro de la circunferencia y sean M y N los puntos medios de las diagonales AC y BD. Asi,
OM L ACy ON L BD, de modo que OMEN es un rectangulo. Por lo tanto:

AM = MC, BN = ND, ME = ON, NE = OM (1).

Con eso AE? + CE? = (AM + ME)? + (MC — ME)? = 2(AM? + ME?)

= 2(r* — OM? + MB?),

BE? + DE? = (BN — NE)? + (ND + NE)? = 2(r> — ON? + NE?).

Sumando ambos resultados, en virtud de (1) se tiene AE? + BE?> + CE?> + DE? = 4r2.

Consideramos el circulo C circunscrito al poligono.

Como 1 340 — 1 005 = 1 005 — 670 = 335, las diagonales A_ A s Y A, 1A 30 del poligono dado

son iguales, y, por lo tanto, también lo son los respectivos arcos en la circunferencia circunscrita,
arcA_ A = arcA, A

670" 1 005° 1 005" 1 340°

En consecuencia la recta A/A ., es la bisectriz del dngulo A_ AA ..

1005°

Andlogamente, la recta A ,, A - es la bisectriz del dngulo A_ A ., /A y la recta A_ A, es la bisectriz
del dngulo AA, A .-

Ademds, A, es diametralmente opuesto a A, . en la circunferencia C, porque

1 1673

1
1673 -671=1002= 5(2 004) , por lo tanto, el dngulo A, __A_ A _ es recto. Andlogamente también

1 673" 670" 671

es recto A336A A

1 340" 1 338"

Congderemos el‘ tridngulo AA_ A ., Se sigue de los rgsultafios anter%ores que AZA] s €S bisectriz
interior de ese triangulo, y que A_ Ao v A A L, son bisectrices ex.terlo.res del mismo Frlangulo. En
consecuencia, las tres rectas concurren en el centro del circulo exinscrito correspondiente al lado

A_A del tridngulo.

670" "1 340
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414. a) Si BAD = q, entonces BCD = o, EBC = 8, CDF = §, ECB = 90° — %,

o

2

b) Sea G el punto de concurrencia de la perpendicular a la recta AE en el punto E con la perpendicu-
lar a la recta AF en el punto F. Como por construccién AE = AF y los dngulos AEG y AFG son
rectos, los tridngulos de lado comin AG, AGE y AGF, son congruentes, de modo que los angulos
EAG y GAF son iguales y luego AG es la bisectriz del angulo EAF. Sea | el punto donde AG corta
al lado CD.

DCF = 90° — —. Con ello FCE = 180°, de modo que los puntos E, C y F son colineales.

o o O o
Asi ZCIG = ZDIA= ZIAB= . ZCFG = ZAFG ~ ZDFC=90° - (90 —5J=5, de modo que los

puntos C, G, F e | son conciclicos, y, por lo tanto, FCG = FIG. A su vez el tridngulo ADI es
isésceles y AD = DI y como AB = DF, BAD = IDF, entonces los tridngulos ADB y DFI son con-
gruentes. Asi, los angulos DFI y ABD son iguales. Sea ZABD = B. Entonces FIC = B + [, de modo

o o
que FIG = S5t By, por lo tanto, ZFCG = 5t B.

Por otra parte, si CH es perpendicular a la diagonal BD, considerando el cuadrilatero HBEC, se

o o
tiene ZHCE = 360° — (9004'(1800— B)+(90°—5D=5 + B. Asi, los dngulos FCG y HCE son
iguales y los puntos G, C y H son colineales, de modo que la recta CH pasa por el punto G.

415. Como el tridngulo AEB es rectangulo (fig. 38).
Por el teorema de los catetos AE> = AC - AB.
El cuadrilatero BCDF es inscriptible, pues sus dangulos opuestos
C y F son rectos.
Asi, las rectas ACB y ADF son secantes a la circunferencia
que lo circunscribe.
La potencia del punto A respecto de esa circunferencia nos da:
AC- AB=AD - AR
- AE? = AD - AF. Fig. 38
Y esto quiere decir, por potencia de A respecto a la circunferencia
que circunscribe al tridngulo DEF, que la recta AE es tangente a dicha circunferencia en E.

416. a) Sean A el centro de «4, B el centro de %, C el centro de Gy D el centro de
D (fig. 39). Sabemos que los puntos de tangencia estdn alineados con los
respectivos centros.

Primera forma. Sabemos también que el dngulo central en cualquier circu-
lo es el doble del d4ngulo que forma la tangente con la cuerda, asi que si
ZSAP = 20, ZPBQ = 23,

ZQCR=2yy ZRDS= 29, entonces ZPQ =0+ 30y ZQRD =y + 3. De esta
manera, en el cuadrilitero PQRS la suma de dos dngulos opuestos es

1
o+B+y+0= 5(20( + 2B + 2y + 20) = 180, lo cual es suficiente para que

el cuadrildtero PQRS sea ciclico.
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Otra via: Como AP = AS entonces ZQPS = 180° — ZBPQ — £ZSPA

1 1
=180°— [90O —% LQBPJ—(90° —% LPASJ =5 (£B + £A). Andlogamente, ZSRQ = By (LC+ £D).
Por lo tanto, ZQPS + ZSRQ = 180°.

b) Observemos que la distancia de A a B es 5 y que, por simetria,
ABCD es un rombo (fig. 40), asi que sus diagonales se intersecan

B
perpendicularmente, digamos en O, y PQRS es rectangulo. Como
OA = 3 entonces, por Pitagoras, OB = 4. Por otro lado los tridngu- P o
los APS y ABD son semejantes en razén 2 : 5, asi que
A C
2 1 3 8
PS:—-8:—6. Anédlogamente PQ=—-6=—. El drea es
5 5 5 5 S R
18288 :
25 25
Fig. 40

417. Prolonguemos O,B por B hasta M,’= O,BNC, (fig. 41). Probemos que O,,A O, y M,” son
conciclicos: O, A=0B=r,0,A=0,B=r,,0,0, comin,
= AQ,AQ, = AQ,BO, = ZAQ,0, = ZBO,0, =0, ZAO,0, = ZBO,0, =3
OM,=0B=r,= ZOM,'B=Z0,BM,’=0+B= £ZM,’O,B=1—(20.+2p).
ZM 'O, A+ ZAO,M,’= ZM,’O,B+ ZBO, A+ ZAO,M '=t—20. - 2B+ 200+ 2B = .

Queda demostrado entonces que M,’=M, pues dos circunferencias, si se cortan y no coinciden, lo
hacen en uno o dos puntos.

ZM,AO, = ZM,0,0, = ZM,0,B+ £BO,O, =t —-20.— 2B+ o =Tt— 0 —2P..
Anélogamente /M,BO, =n-B-20 y £ZM,AO, =4ZM,BO, o= =T1,.

Fig. 41

418. Trazamos desde X y Y las perpendiculares XE, YF a AB; y XG, YH a CD (fig. 42).
Tenemos entonces que:

AXEM = AYFM
AXGM = AYHM
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AXGC ~ AYFB Q
AXEA =~ AYHD .

Fig. 42

por ser todos rectdngulos y tener un dngulo agudo igual. A partir de las semejanzas, podemos escribir:

MX XE MX  XG XE AX XG XC
Sosas W So=T2 @) oe=s (B 2Es @
MY  YF MY YH YH YD YF YB

(MXY XE-XG

De (1) y (2) tenemos: (MY)2 = YF YH

. Sustituyendo de acuerdo con (3) y (4), queda:

(MXY AX-XC
(MY} YD-YB

. Pero: AX - XC =PX - QXy YD - YB = PY - QY. Entonces:

(MXY  PX-QX _ (MX} (PM+MX)MX-PM) (MX) (MX}-(PMY)
(MY} PY-QY ~ (MY} (MY-PM)PM+MY) (MYP (MYP-(PM)}

Restando las antecedentes entre si y los consecuentes entre si, tenemos:

(MY _(PM) _ (MX) _ _
YT MY L MY

Con esto se completa la demostracion.

419. De los sectores circulares que estan en cada vértice sabemos que provienen de una circunferencia de

radio 4 cm. No sabemos cuanto mide cada angulo del tridngulo, por lo que no sabemos cudl es el area
de cada uno de estos sectores circulares pero si podemos saber cuanto suman sus areas, ya que la
suma de los dngulos internos del tridngulo es 180° asi que la suma de sus dreas equivale al semicircu-

1
lo de radio 4 cm, es decir, En-42 =87

Del tridngulo sabemos que su perimetro es 84 cm y que tiene inscrita una circunferencia de radio 5.
En el punto de tangencia, el radio y el lado del tridngulo son perpendiculares. Podemos pensar el
tridngulo original como formado por los triangulos AOB, BOC y COA. Entonces;

1
area AABC = drea AAOB + area ABOC + drea ACOA = E(AB -r+BC-r+CA-r)

5
r (AB+BC+CA) = 5(84) = 210.

N | =

Por lo tanto, el drea de la figura sombreada es 210 — 8.
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420. Sean O el centro de la circunferencia y DF el diametro por D. Entonces DBF = 90°. Asi, los trazos AC

y BF son paralelos, de modo que el cuadrilatero AFBC es un trapecio inscrito y, por lo tanto, es
isésceles, de modo que BC = AF.

Asi: AE? + BE? + CE? + DE? = AE? + DE? + CE? + BE? = AD? + BC? = AD? + AF? = DF?
(ya que DAF = 90°) = (2r)* = 4r2%,

Observacion:

Si el punto E no coincide con el centro O, la respuesta es igualmente negativa. Como un contraejemplo,
puede considerarse la circunferencia de centro en el punto O (39;25) y de radio r = 65, los puntos

A[_g 408 —20475 J, B (0, -27), C[44 352 96 525), D (0,77) son los vértices de un cuadrilatero

1073~ 1073 1073~ 1073

inscrito en ella, que se cortan en el punto E(0,0), no formando un angulo recto, y tales que:
AE? + BE? + CE? + DE? = 4r2,

421. Aplicando el teorema de Ptolomeo, tenemos que si a es la longitud A

P
del lado del tridngulo equilatero (fig. 43), entonces:

PA-a+PC-a=PB-a

.. PA+PC=PB y entonces PA-PB+PC =0. B
b)

Si denotamos por a'y d al lado y a la diagonal del pentdgono regular Fig. 43
(fig. 44) y si aplicamos el teorema de Ptolomeo a los cuadrilateros g
PABE, PACE, PADE, obtenemos:

C

PA-a=PA-a

PB-a=PA-d+PE-a
PC-a=PA-d+PE-d
PC-a=PA-a+PE-d

PE-a=PE-a

De estas relaciones se tiene que:
a-(PA—PB+PC—PD+PE)=0
-.(PA—PB+PC - PD + PE )=0.

422. En la figura 45, tenemos que, como BA y BC tangen-

tes respectivas a C y C, y B pertenece al eje radical
de las dos circunferencias:

BF -BE =BA’ =BC’ = BA=BC -

Entonces /BAC = Z/BCA=oa,, Y por oponerse
a arcos iguales ZBEC = ZBEA=a = EF
bisectriz del ZAEC. Como BA tangente a

C, = £BAF = ZAEF =0 por estar semiinscrito.
Luego A, F, C estan alineados.

G Fig. 45
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ABCE ciclico = AAGE semejante al ACGB y AEDC semejante al ABDA.

I / \ AE 1 1

be_Ec j 1 ABDA
DA AB POr AEDC semejante a .

FA GC DC_ AE BC EC | | FA.GC.DC=FC.GA DA.
FC GA DA EC AE AB

423. a) Ver figura 46.

AB = 2r, AE=%,BC:r s

Por el teorema de Pitagoras

AC =~4r2 —r2 =/3r
J_ Fig. 46

4 2

EB=./4r>—

Por el teorema de Ptolomeo.

AE - BC + AB - EC = AC - BE en cuadrilatero inscriptible sustituyendo

SR 5ol
=

2 r+2r-EC= de donde EC=

b) Si EE' y CC’ definen las distancias desde E y C al lado AB entonces CC’' || EE.

NG

Luego: (ABC)= e 3. entonces CC’=——r
2 2 2
(AEB)= 2rEE \/_ T entonces EE= Er.
2 2 8
3v5-1
Si SEE=x, L=x+ c I por teorema de las transversales se tiene
V15
X -_8 y resolviendo quedaria que: X= I entonces:
3W5-1. 43
X+ r—
4 2

-1 —
sustituyendo y calculando en: SC = x+ I, se tiene que: SC = (\/§+1)r,
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424. Primera solucién (analitica):

Sean o y [ las raices. Los tres puntos que definen la circunferencia son A(a, 0); B(B, 0); C(0, ).
Verificandoo + B=-pyoa-pB=q (1). La mediatriz de AB es la recta paralela al eje OY de

ecuacion x=—3p_ Hallando la mediatriz de AC, cortando con la anterior y teniendo en cuenta (1), se

+1
obtiene para el centro las coordenadas (_ED’CIT) y para el radio r =

p’+(1-af
4

. La ecuacion de

la circunferencia es

pY q+1Y _p*+({-qf
(x+5) +(y— 5 ] = A , que una vez operada queda

X+ ¥y + px— (1 +q)y+ g=0 que se verifica para el punto (0, 1) con independencia de p y g como se
comprueba por simple sustitucién. Claramente el punto fijo se puede obtener a partir de tres circunfe-
rencias concretas.

Segunda solucién (geométrica):
Puesto que la pardbola corta al eje de las abscisas en dos puntos, se podra escribir en la forma:
y = (X - a) (X — b) y los puntos de interseccién son A(a,0); B(b,0); C(0,ab).

La inversion de polo el origen que transforma A en B, transforma C en U(0,1) , asi que los cuatro
puntos A, B, C, U son conciclicos y todas las circunferencias pasan por el punto fijo U.

425. Uno de los vértices (fig. 47) debe ser el pie de la perpendicular desde

el punto (25;0) y debe estar en la recta 3Xx — 4y = 0. X5 4y=0
La ecuacién de la perpendicular es 4x + 3y = 100, y corta a la recta (16; 12
dada en el punto (16;12) que es el pie de la perpendicular y uno de los
vértices de los cuadrados buscados. /l (25 0) "
La longitud de cada uno de los lados del cuadrado es
Fig. 47

J25-16)2 +(0-12)% =15.
Entonces hay dos soluciones teniendo en cuenta la reflexion respecto a la recta de ecuacién 4X + 3y = 100

y las coordenadas de los vértices de los cuadrados buscados son: (25;0), (16;12), (4;3), (13;-9) y (25;0),
(16;12), (28;21), (27;9).

426. Sea el cuadrilatero de lados &, b, ¢, d y diagonales p y q (fig. 48). Trazan-
do las paralelas por cada vértice a la diagonal que no pasa por €l se forma
un paralelogramo de édrea 2 y lados py Q.
Por el teorema isoperimétrico, de todos los paralelogramos de drea 2, el

cuadrado tiene perimetro minimo 42 , g

luego 2(p+ q) > 4\/5 < p+q 2 2\/5 (1) En cuanto a los lados por

el mismo teorema para un cuadrado de area 1 el perimetro es 4 luego:
a+b+c+d=>4 (2). Sumando (1) y (2), se obtiene el resultado.

Segunda solucidn (sin usar la propiedad isoperimétrica):

Consiste en establecer directamente las desigualdades (1) y (2). Si o es el p

angulo que forman las diagonales, tenemos: 1= 7sen a< B S pg=2
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pero (p+ Q)P =(p— )’ +4pg=4pq =8, de donde p+q=> V8 =242 (1). Para los lados, si descompo-
nemos el cuadrildtero en dos tridngulos mediante la diagonal (, tenemos 15?+%. Descompo-

niendo ahora en dos tridngulos mediante la diagonal p resulta: 1< %+% y de ambas desigualdades

se obtiene: ab + bc + cd + da > 4.
Pero: (@+b+c+dyl=(@+c)—(b+d)*+4 (@a+cyb+d =4@+ c)yb+d)= 16, de donde
a+b+c+d=4 (2). Basta sumar (1) y (2) para obtener lo pedido.

427. La figura formada por el agua es un tronco de piramide pentagonal cuya base menor es el pentigono dado
y cuya base mayor es otro pentdgono regular que tiene por lado la diagonal del anterior paralela a la arista
de la base como se muestra en la figura 49a.

En la figura 49b, se ha dibujado en forma invertida para una mejor comprensién del dibujo.
Establezcamos primero algunas relaciones conocidas para un pentdgono regular de lado 1 (fig. 49¢c).
Llamemos d a la diagonal. Por semejanza de los tridngulos ABE y PCD tenemos:

Lzﬂ@dz—d—ho:d:”ﬁ:@ 1)
d—1 1 2
a) b) c) A
1 '.
E
A
B 2
H-n| \u
Brr© }.

¢ es el llamado nimero dureo y representa la relacién entre la diagonal y el lado de un pentigono
regular. En nuestro caso es la relacion de semejanza entre las bases del tronco de pirdmide.
d ¢ 1+5 1 1 1 0)

c0s36°=—=—= y para el radio r: sen36°=—&r = =
2 2 4 2r 2sen36° ¢4_q)2

Llamando V al volumen de la pirdmide grande, Vv al de la pequefa, sabemos que

V = @'v; y para el volumen del tronco de cono V, queda:

1
V=V -v= Pv-v=Vv(' -1)= gah((p3 —1); siendo a el area del pentdgono de lado 1. Solo nos queda

calcular a, h, sustituir y operar:

El area a la calculamos sumando 5 tridngulos isésceles de lados iguales r, r formando 72°;

a:%rzsen72°=§r2233n36000536°:2[’00536":%“{) (hemos usado 2rsen36° = 1 de (2)). Para
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calcular h, por la semejanza de los tridngulos de la figura central, tenemos:

_(p-1)?
2 2 2 1 2

H_h_H-h_ ., _r(H=h)_rfI-R-r’ _{1-r’(e-1’ _|  4-¢

R r R-r R—r r(e—1) o—1 o—1

Como ¢ verifica la ecuacion (1): @* = @ + 1; tenemos para la expresion de h:

(o=’
4-@?  Ja-@? - +2¢-1 J3-20-2+2¢ 1
h: = 2 = 2 = 2 .
¢-1 (9-1N4-0 (9-1N4-¢*  (p-1)4-¢

Sustituyendo las expresiones de a 'y h'y poniendo @* — 1= (¢ — 1)(¢* + @ + 1); queda:

yol5_© @ -1 5@ +o+D) _5¢(@+]) _52¢+1
t = = =

5245 15+745

y sustituyendo el valor de ¢ de (1), queda finalmente: V, =§5 ﬁ = =2,554m".

12

428. Si n es el menor de los elementos de A y m el mayor, al tener A cien elementos distintos, serd m = n + 99.
Para que el tridngulo isdsceles de lados n, N, m sea no obtusangulo debe ocurrir que MY < 2r?; si mes el

menor posible, M= N + 99 debera ser (N + 99)2 < 2r?, o sea, M — 198N - 992> 0 < N> 99 + 199% +99 &
& n29(1+42) e n>240.

Si n < 240, es seguro que el conjunto no cumple la condicién del enunciado pues:

n? > (n + 99)* > 2’ y el tridngulo de lados n, n, m no puede ser no obtusangulo. En particular la
condicién se cumple para el conjunto A = {240, 241, 242, ..., 339}. Cualquier otro conjunto que
cumpla la condicién, tendrd sus elementos respectivamente iguales o mayores que los de este. Este
es, por tanto, el que da lugar al minimo SA). El nimero de tridngulos que debe considerarse es el de
variaciones ternarias con repeticion de los elementos de A, que es 100° = 1 000 000, con lo que el
nimero de lados en total serd de 3 000 000; de ellos habrd 30 000 de longitud 240, otros tantos de
longitud 241, etc. Luego S(A) = 30 000(240 + 241 + ... + 339) = 868 500 000 unidades. Este es el
valor minimo buscado.

429. Numeremos los puntos como se indica.

13 14 15 16
9 10 11 12
5 6 7 8
1 2 3 4

Por simple tanteo se obtiene un conjunto de seis puntos verificando la condicién del enunciado, por
ejemplo, {1, 2, 3, 8, 12, 16}. Supongamos que hubiera un conjunto M de 7 puntos verificando la
condicién del enunciado. Notemos que si cuatro puntos forman un cuadrado, a lo sumo figurardn dos
de ellos en M. Los puntos de los conjuntos {1, 4, 16, 13}, {2, 8, 15, 9}, {3, 12, 14, 5} forman cuadrados
y su unién forma el “contorno exterior” de A, luego a lo sumo 6 de los puntos elegidos deben estar en
M y, por tanto, al menos un punto de M debe ser del conjunto “interior” de A: {6, 7, 10, 11}. Por la
simetria de la figura supongamos que es el 7.
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Como {7, 16, 9} y {1, 7, 14} forman tridngulos rectidngulo isésceles, a lo sumo 2 de los puntos del
conjunto {1, 9, 14, 16} deberan figurar en M. Ademas, 5, 7, 13, 15} forman un cuadrado, por tanto,
a lo sumo podremos elegir dos niimeros entre {5, 13, 15}, de esto se deduce en M deben figurar al
menos tres puntos de {2, 3, 4, 6, 8, 10, 11, 12}. Si descomponemos este conjunto en dos subconjuntos
“cuadrados” y disjuntos {3, 6, 11, 8} y {2, 4, 10, 12} forzosamente de uno de ellos habremos de
tomar dos puntos y uno de otro.

Si tomamos dos puntos del primero las tnicas posibilidades son {3, 11} y {6, 8} ambas incompatibles
con cualquier eleccion del punto restante en el segundo conjunto.

Si los dos puntos se eligen del segundo las tinicas maneras son {2, 12} y {4, 10}, de nuevo incompa-
tibles con cualquier eleccién del punto que falta en el primer conjunto.

En resumen el ndmero maximo de elementos es 6.

430. Como con 9 personas se puede formar 9 - 8 : 2 = 36 parejas distintas, debera tenerse 3n = 36 (pues en
cada grupo de a 3, se incluyen 3 parejas), y luego n = 12. Una de las posibles conformaciones de los
12 grupos correspondientes es:

{1, 2,3}, {1, 4,5}, {1,6, 7}, {1, 8,9}, {2,4, 7}, {2, 5, 8},
{2,6,9}, {3,4,9}, {3,5, 6}, {3,7, 8}, {4, 6, 8}, {5,7, 9}.

Si ahora los 12 grupos se forman con 6 personas, en cada uno de ellos se incluye 15 de las 36 parejas
distintas. Por lo tanto, debera tenerse: 15 - 12 = 36 - k, de donde k = 5 es el tnico valor que hace posible
que el problema tenga solucién. Para exhibir una posible conformacién correspondiente, basta tomar
los respectivos complementos de los grupos anteriores:

{47 59 6’ 7’ 8’ 9}’ {2’ 3’ 6’ 7’ 8’ 9}’ {2’ 3’ 4’ 5’ 8’ 9}’ {2’ 3’ 4’ 57
{17 39 5’ 6’ 8’ 9}’ {1’ 3’ 4’ 6’ 7’ 9}’ {1’ 3’ 4’ 5’ 7’ 8}’ {1’ 2’ 5’ 67
{19 2’ 4’ 7’ 8’ 9}’ {1’ 2’ 4’ 5’ 6’ 9}’ {1’ 2’ 3’ 5’ 7’ 9}’ {1 2 3 4

teniendo 12 grupos de a 6, donde k = 5.

, 7
, 8
8

’

b
b
}

’

AN

’ ’ ’ ’

431. Calculemos en primer lugar las ternas posibles que podriamos haber elegido:

3

de edades mayor o igual a 51 afios, es que cada una sumaba un ndmero de afios menor o igual a 50.
Asi pues, la suma de todas las ternas seria menor o igual a 50 - 280 840 = 14 042 000. Pero calcule-

119
2

120
( ) =120 - 119 - 118 = 280 840. Vedmoslo por contradiccion: Si no hubiera ninguna terna de suma

mos la suma de todas las ternas: Cada alumno aparecera en [ ] ternas, o sea, en 119 - 59 = 7 021

ternas, luego la suma de las edades de todas las ternas seria 7 021 - 2 002 = 14 056 042, lo que
contradice que la tal suma era menor o igual a 14 042 000.

432. a) Empezamos cubriendo el cuadrado sin solapar tridngulos cuyos vértices se encuentran entre los
once puntos. Empieza dibujando una de las diagonales del cuadrado. Seleccionamos entonces los
otros siete puntos a la vez. Suponga, como una hipétesis de induccién, que hemos seleccionado k.
0 apuntamos y cubrimos el cuadrado con 2(k + 1) tridngulos cuyos vértices ya estan entre los
cuatro vértices del cuadrado y los puntos de k seleccionados. Considere el préximo punto. Si esta
en el interior de un tridngulo existente, inalo a cada uno de los tres vértices del tridngulo. Si estd
en el interior de un borde comun a dos tridngulos, inalo al vértice restante de cada uno de los
tridangulos. En cada caso, tenemos dos tridngulos mas que antes, para un total de 2(k + 3) tridngu-
los. Cuando los siete puntos interiores se han seleccionado, tenemos un total de 2 - 8§ = 16 tridngu-
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los. El 4rea total de estos dieciséis tridngulos no solapados es 1, tan por lo menos uno de ellos debe

1

tener 4drea que no excede 16

b) Permita el cuadrado tener los vértices en (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) y sean los puntos interiores
(18,58), (28,28), (38,78), (48,48), (58,18), (68,68) y (78,38). Hay una triangulacién para que

cada uno de los tridngulos tenga el drea precisamente igual a 16 Cualquier otro tridngulo deter-

minado por tres de los puntos tendrd el area por lo menos tan grande como algin tridngulo de la
triangulacidn.

433. Cada nimero ascendente estd determinado por el conjunto de sus cifras, entonces de tres cifras y

6 9
que comiencen por lo menos en 4 hay (3)220 nimeros ascendentes. De 4 cifras hay ( ]=126
4

5
nimeros ascendentes, pero hay que quitar los ( ]: 5 que comienzan por lo menos por 5. Por lo
4

que hay 20 + 126 — 5 = 141 nimeros ascendentes entre 400 y 5 000.

434. Veamos que, a partir del séptimo digito de la lista, entre seis digitos consecutivos hay por lo menos
tres iguales a 1. Consideramos siete digitos consecutivos. Los cinco primeros no pueden ser todos 0,
pues en tal caso toda la lista seria O (retrocediendo).

Si entre los cinco primeros hay exactamente un 1, el sexto es 1 (pues los seis anteriores suman 1 o 2).
De este modo, entre los seis primeros hay exactamente dos 1, y el séptimo debe ser 1. En total tres 1.
Si entre los cinco primeros hay exactamente dos 1, si el sexto es 1, ya tenemos tres digitos 1, y si el
sexto es 0, el séptimo debe ser 1 (pues los seis anteriores suman 2). En total tres 1.

Finalmente, estd claro que si entre los cinco primeros hay tres o mds digitos 1 ya tenemos al menos
tres digitos 1.

Dividimos la lista de Ivdn en un bloque inicial de 10 digitos seguido de 13 bloques de 7 digitos
(10 + 13 - 7 =101).

Ya hemos visto que en cada bloque de 7 digitos consecutivos que comienza mas alla del sexto digito
de la lista hay al menos tres 1.

Luego, en los 13 bloques hay por lo menos 3 - 13 = 39 digitos 1.

Veamos que el bloque inicial de 10 digitos contiene por lo menos tres 1. Entre los primeros seis
digitos hay al menos un 1, pues asi lo requiere el enunciado. Si hay exactamente un 1, entonces el
séptimo y el octavo digitos deben ser 1, y ya tenemos tres 1. Si entre los seis primeros digitos hay
exactamente dos 1, el séptimo es 1, y nuevamente tenemos tres o mas 1. La situacion es inmediata si
entre los primeros seis digitos hay tres o mas que son 1.

Todo lo anterior demuestra que la lista de Ivan tiene por lo menos 39 + 3 = 42 digitos 1. Hay varias
maneras de lograr una lista con exactamente 42 digitos 1, por ejemplo, si los primeros seis digitos son
000100 entonces la lista es 0001001 | 1001100 | 1001100| ... | 1001100]|. En total 13 bloques del
tipo 1001100.

El menor valor posible de la suma de los 101 digitos es 42.

435. Para cada plano equidistante P, los cinco puntos A, B, C, D, E estdn en dos planos paralelos a P, dos
en uno y tres en el otro. Recuerda que no hay cuatro puntos en un mismo plano.
Tomemos cuatro de los puntos, digamos A, B, C y D, y veamos donde puede colocarse el quinto
punto E para obtener la mayor cantidad de planos equidistantes. Si los cinco puntos se deben dividir
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en dos conjuntos, uno de dos elementos y otro de tres, tenemos que hay dos posibilidades: (1) que E
esté en un conjunto de tres elementos, y (2) que E esté en un conjunto de dos elementos.

En el caso (1) formemos primero un paralelepipedo de caras paralelas al plano que determinan
aristas opuestas del tetraedro ABDCE debera unirse a un par de puntos del conjunto {A, B, C, D}
y entonces determinard un plano que serd paralelo tanto al otro plano que pasa por los otros dos

. . 4
puntos como al plano equidistante correspondiente, esto se puede hacer de [2):6 maneras y

los planos que se determinan asi son los planos que contienen a las caras del paralelepipedo,
siendo la cara paralela la otra donde se encuentran los otros dos puntos y determinando como
plano equidistante el plano paralelo a los anteriores que pasa por los puntos medios de las cuatro
aristas que no estdn sobre los dos primeros planos, asi en este caso solamente hay tres posibles
planos equidistantes y estos se logran cuando el punto E es cualquier vértice del paralelepipedo
diferente de A, B, C, D.

En el caso (2) E debera unirse a uno de los puntos A, B, C, D y los restantes 3 estardn en un plano
paralelo al equidistante, esto se puede hacer de cuatro maneras y los planos donde E puede estar son
los planos paralelos a las caras del tetraedro ABCD que pasan por el vértice que no estd en la cara que
se estd considerando; estos planos forman otro tetraedro semejante al ABCD. Claramente E no puede
estar en los cuatro planos, pero si en tres, cuando E es uno de los vértices de este nuevo tetraedro, en
cuyo caso se obtienen también tres planos equidistantes.

436. Supongamos que tenemos 6 puntos no coplanares en el espacio de manera que no hay tres alineados.
Tenemos varios casos:

(D Si 5 de ellos son coplanares. Entonces estos determinan un plano y el otro punto, determina un plano

5
mas con cada pareja de los coplanares; como son [21= 10 parejas, en total se determinan 11 planos.
J

(II) Si no hay 5 coplanares pero si 4. Sean A, B, C y D los cuatro puntos coplanares, sea p el plano que
determinan y sean X y Y los otros puntos. Tenemos tres subcasos:

(ITa) Si X'y Y no son coplanares con ninguna pareja de A, B, C y D. Entonces cada pareja de A, B, C
y D determina un plano con cada uno de Xy Y y, ademds, tenemos p, asi que en este caso se

4
determinan por lo menos 1+2(2] =13 planos.
J
(IIb) Si X'y Y son coplanares con exactamente una de las parejas de A, B, C y D, digamos con (A,B).

4
Entonces tenemos 2+2H2 J— 1]212 planos, pues cada uno de X y Y determina un plano con cada

una de las parejas de A, B, C y D distintas de (A,B) (esto es, tenemos los planos: (A,B,C,D), (XY,A,B),
XAC), (X,AD), (X,B,C), (X,B,D), (X,C,D), (Y,AC), (Y,AD), (Y,B,C), (Y,.B,D) y (Y,C,D)).

(IIc) Si X'y Y son coplanares con dos de las parejas de A, B, C y D. Observemos que las parejas deben
ser ajenas, pues X y Y no pertenecen a p. Sin pérdida de generalidad, las parejas son (A,B) y (C,D).
Este caso es como el anterior solo que aqui hay un plano repetido que es el (X,C,D) que coincide con
el plano (Y,C,D), asi que en este caso son 11 planos.

(IIT) Si no hay 4 coplanares. En este caso, cada terna determina un plano, asi que son (3): 20.

Hemos analizado todos los casos y con ello probado que el menor nimero de planos posibles es 11.
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437. Se numeran los depdsitos de 1 a N comenzando por uno cualquiera en sentido antihorario. Llamamos:

a, a, ..., a ala cantidad de gasolina de cada depdsito.

b, b, ... b ala cantidad de gasolina necesaria para ir del depdsito a al siguiente.
d=a-b,d=a-b,..d=a-b

Diremos que un depdsito es positivo o negativo segiin lo sea d.

Si d = 0, la ubicacién del depésito i no influye en la ordenacién del recorrido. Por eso podemos
suponer sin pérdida de generalidad que d # O para todo i.

Por otra parte, si hay varios depdsitos consecutivos positivos o negativos, el tramo limitado por estos
se puede considerar como un Unico tramo positivo o negativo. Asi, el problema se reduce a tener un
nimero par de depdsitos alternativamente positivos o negativos. Agrupando los tramos por parejas,
estas resultardn positivas o negativas y volvemos a repetir el proceso.

n
Asi, reducimos el caso a un niimero de depdsitos N <5.

Como n < 2% alo sumo en K — 1 etapas llegaremos a tener 2 depdsitos, uno con mds gasolina que otro,
en cuyo caso empezando por el que tenga mas combustible se puede completar el circuito.
El caso de un solo depdsito es trivial. Se empieza y termina en ese Unico depdsito.

438. La superficie de cada una de las caras del ortoedro es:
— 12003 2003 — /2 003 — 92003 2003 — 2 003 — 2003 2003 — 2 003
C,=22". 3W=6"C,=22%. 20 =100%yC, =3%. 52 =15
Y, de ser posible el apilamiento, deberia ser combinacién lineal (con coeficientes naturales) de super-
ficies de las caras de las piezas de madera de

4.5=20,de4-10=40y de 5 - 10 = 50; esto es, miltiplo de 10. Pero como 6°3 no lo es, el
apilamiento ortoédrico es imposible.

439. Supongamos que es posible. Consideremos todos los segmentos de un color particular, digamos rojo.
El nimero total de tridngulos con un lado rojo es igual al nimero de tridngulos con dos lados pintados
con los otros 11 colores, es decir

11
[2 ): 55. Pero como cada segmento rojo es un lado de 10 tridngulos, el nimero de segmentos rojos es

al menos 6. Lo mismo pasa, con los otros 11 colores. Luego, el nimero total de segmentos es al menos

12 - 6 = 72. Pero el ntimero total de lados y diagonales en un dodecigono es B} 12 - 11 = 66 # 72. Esta

contradicciéon muestra que no existe tal coloracion.

440. La eleccion de las 2 nifias se puede hacer de (%):152—'14 =105 formas. Como debe ser 5 en total y

debe haber 2 nifias exactamente, entonces los nifios serdn 3; estos se pueden escoger de

(?)2103# =120 formas. Por tanto, el resultado es 105 - 120 = 12 600.

441. Si en cada grupo de 6 personas, 2 son de la misma edad, solo puede haber 5 edades diferentes, ya
que, si hubiese 6 edades diferentes, eligiendo una persona de cada edad tendriamos 6 personas de
edades distintas contra la hipétesis.

Como 200 =2 - 100 + 1 = al menos hay 101 personas del mismo sexo.
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101 =5 - 20 4+ 1 = al menos hay 21 personas de la misma edad y sexo.
21 =4 -5+ 1 = al menos hay 5 personas de la misma nacionalidad, edad y sexo.

442. Observemos primero que 128 = 2’y como PP, P,P, =128, tenemos que 2* es la médxima potencia
de 2 que divide a 28! (ya que hay 14 pares que contribuyen con un 2, hay 7 multiplos de 4, que
aportan cada uno otro 2, hay 3 miltiplos de 8 y esta el 16, luego hay 14 + 7 + 3 + 1 = 25, factores
de 2. Cuando estas 25 potencias de 2 se distribuyen en los 4 factores PP, P,P, se debe tener por el
principio de las casillas que en alguno deberidn quedar 7, digamos en el Pj. Por lo tanto, PJ. es
multiplo de 27.

443. La respuesta es si, pueden celebrar las cuatro reuniones de modo que al final cada persona haya
estado sentada junto a otras dos diferentes cada vez. Para demostrarlo, consideramos las siguientes
cuatro formas de ordenar los nimeros del 1 al 9, que representan cuatro maneras de sentarse alrede-
dor de la mesa comenzando en un lugar y siguiendo el giro de las manecillas del reloj.

Primera reunién: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Segunda reunién: 1, 3, 5,7, 9, 4, 6, 2, 8.
Tercera reunion: 1, 4, 7, 3, 8, 5, 2, 9, 6.
Cuarta reunion: 1, 5, 9, 3, 6, 8, 4, 2, 7.

444, Hay 27 posibles resultados para la suma de digitos (de 1 a 27). Las sumas 1 y 27 solo se pueden
obtener de un modo (100 y 999). En el caso mas desfavorable al sacar 52 (27 + 25) tarjetas todas
repetirdn suma dos veces y en la siguiente (extraccién 53) una de estas aparecerd por tercera vez. Por
tanto, el nimero pedido es 27 + 25 + 1 = 53.

445. Supongamos que hay X rectas en la primera familia, y en la segunda, Z en la tercera. Las X rectas de la
primera familia determinan X + 1 regiones. La primera recta de la segunda familia determina en el
plano 2(X + 1) regiones, la segunda 3(X + 1), ... hasta llegar a la y-ésima que determina (y + 1)(X + 1)
regiones. La primera recta de la tercera familia es cortada por las X + Y rectas existentes en X + Yy + 1
partes y cada una de estas partes divide en dos a cada regién existente de modo que el ndimero de
regiones se incrementa en X + Y + 1 regiones. Cada recta de la tercera familia aumenta las regiones
existentes en la misma cantidad; luego el nimero total de regiones Nes N= X+ 1)(y+ 1)+ zZX+y+ 1) =
=X+Y+Z+Xy+XZ+yz+1l=n+m+1lsiendonN=X+y+zZ M=Xy+ XZ+YyzZ

1
Tenemos M= X* + y* + 22 — 5((y -2+ (Z2-X*+ (X-Y¥)») <X + ¥y + Z, entonces

2 2
n n
n2:x2+y2+22—2m23m<:>ms?yN:n+m+ISn+?+1.

2
n
Paran=76, n* + ? +1>2002. Asisin=76 =X+Yy+ zZcon X=26,y=25,z=25, resulta m=1 925

y N =2 002.

446. Diremos que los agentes Ay B son neutrales si A no vigila a B y B no vigila a A.
Sean A, A, ..., A los agentes. Sean @ el niimero de agentes que vigilan a A; b el nimero de agentes que
son vigilados por A, ¢ el nimero de agentes que son neutrales con A. Estd claro que a + b + ¢ = 15,
a+c<8b+c<8paratodoi=1,2,.. 16.
Notemos que si una cualquiera de las dos ultimas desigualdades no se verifican, entonces no se
podrian numerar 10 espias en la forma indicada. Combinando las relaciones anteriores obtenemos
C < 1. Por tanto, para cualquier espia el nimero de sus colegas neutrales es 0 o 1.
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Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que hubiera un grupo de 11 espias que no se
pudiera numerar en la forma descrita. Sea B uno cualquiera de los espias de este grupo.

Numeramos los otros 10 espias como C, C,, ..., C  de modo que C, vigilaa C, ..., C vigila a C.
Supongamos que ninguno de los C sea neutral respecto de B. Entonces si C, vigila a B, B no puede
vigilar a C,, pues en tal caso C, B, C,, ..., C  formarfan un grupo en las condiciones del problema,

luego C, vigila a B, etc. De este modo llegamos a la contradiccion de que todos los espias del grupo
vigilan a B. Por tanto, cada uno de los 11 espias debe tener uno y solo uno del grupo neutral con él,
lo cual es imposible.

447. Al suprimir una regién, la suma de dias soleados o lluviosos de las restantes ha de ser multiplo de 4;
esta suma vale para las seis regiones 1 994 que dividido entre 4 da resto 2. El inico dato de esta
columna que deja resto 2 al dividirlo entre 4 es 330 correspondiente a la regién F. Suprimiendo esta
regién quedan entre las cinco restantes 416 dias lluviosos y 3 - 416 = 1 248 dias soleados.

448. Con el fin de entender bien las reglas del problema y tratar de ir encontrando algin patrén de compor-
tamiento que nos ayude a hallar la solucién es recomendable comenzar a tocar focos y ver que
ocurre. Para eso es conveniente idear una forma eficiente de representar la hilera de los 10 focos en
cada momento. En este caso nos serd util elaborar una tabla: usaremos X para focos prendidos y O
para focos apagados. Empezamos con los 10 focos prendidos (tabla 9).

Tabla 9

Paso no. F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 F7 F8 F9 F10

0 X X X X X X X X X X

Tocamos un foco, el primero, por ejemplo, y obtenemos la tabla 10.

Tabla 10
Paso no. F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 F7 F8 F9 F10
0 X X X X X X X X X X
1 X 0] o o (0] (0] (0] (0] 0] 0]

Toquemos otro foco, diferente del primero, porque si no regresariamos a la configuracién inicial;
toquemos el segundo foco (tabla 11).

Tabla 11
Paso no. F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 F7 F8 F9 F10
0 X X
1 X o @) @] (@] (0] @] O o o
2 o o X X X X X X

Al comparar el estado de focos con la situacién original vemos que después de tocar dos focos,
aquellos que no fueron tocados quedan como estaban originalmente. Toquemos sucesivamente los
focos 3 y 4 para obtener la tabla 12.
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Tabla 12

Paso no. F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 F7 F8 F9 F10

0 X X X X X X X X X X

1 X o o o o (0] (0] (0] (@]

2 (0] O X X X X X X X X

3 (0] o X O O O O (0] (0] O

4 (0] o o O X X X X X X

Continuamos tocando los focos sucesivamente y obtenemos la tabla 13.
Tabla 13

Paso no. F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 F7 F8 F9 F10
0 X X X X X X X X X X
1 X O O @) o (@] o o 0] o
2 O (@] X X X X X X X X
3 X X X @) O] (@] @) o O o
4 O] O O O X X X X X X
5 X X X X X (@] @) o O o
6 O] O O o o (@] X X X X
7 X X X X X X X o O o
8 o @] O @) o (@] o o X X
9 X X X X X X X X X O
10 o O O o O] (@] @) o O o

La solucién consiste en tocar los focos de manera sucesiva y al final todos estardn apagados.

En este problema la solucién fue surgiendo practicamente sola. Lo importante fue tener una forma
eficiente de representar los focos y sus cambios. ;Qué ocurre si modificamos ligeramente las condi-
ciones del problema? Por ejemplo, si en lugar de tener 10 focos tuviéramos 4, 8 o 2 000, ;el método
para apagarlos todos seguiria funcionando? ;Y si fueran 3 o 1 999 también funcionaria? Dejaremos

que el lector responda la primera pregunta y nosotros analizaremos la segunda.

Veamos primero que ocurre con 3 focos. Toquémoslos de manera sucesiva como cuando teniamos 10 (tabla 14).
Nuestro método no sirve: nos regresa al estado original. ;Podemos encontrar otro método para apa-
gar los focos? Veamos: si empezamos con F1 (o cualquiera de los otros dos focos) en el segundo
paso debemos cambiar de foco, digamos tocar F2. Ya vimos que tocar F3 no conduce a nada. Probe-

mos tocar nuevamente F1 (tabla 15).

Tabla 14
Paso no. F1 F2 F3
0 X X X
| X @) (@]
2 o @] X
3 X X X
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Tabla 15
Paso no. F1 F2 F3
0 X X X
1 X O O
2 O O X
3 X X X




No avanzamos: seguimos teniendo un foco prendido y dos focos apagados. Si elegimos uno de los
focos apagados tendremos en el siguiente renglén nuevamente uno prendido y dos apagados pero si
elegimos el foco prendido, entonces acabamos con los tres focos prendidos, como al principio. He-
mos examinado todas las posibilidades por lo que podemos estar seguros de que iniciando con tres
focos prendidos nunca podremos llegar a tenerlos todos apagados.

Pero, (qué ocurre si tenemos 1 999 focos? Evidentemente no podemos examinar todas las posibilida-
des; tendremos que buscar otro tipo de argumento.

Por lo que hemos visto hasta ahora todo apunta a que cuando el nimero de focos es par se puede
apagarlos simplemente eligiéndolos uno a la vez hasta terminar y pareciera que cuando el nimero de
focos es impar resulta imposible apagarlos todos. ;Podemos encontrar una razén para que esto sea
asi? En el caso de tres focos, notemos que el nimero de focos prendidos siempre es 1 o 3, es decir, un
nimero impar.

Supongamos que tenemos un numero impar de focos, de los cuales un nimero par de ellos esta
apagado y el resto (un niimero impar) estd prendido:

Tenemos dos posibilidades, elegir un foco prendido o uno apagado:

1) Elegimos un foco prendido, digamos el dltimo de ellos (en realidad da igual cual de los prendidos
elijamos). Tendremos que todos los prendidos menos uno se apagan y como era impar el niimero de
prendidos, y apagamos todos menos uno, tendremos que el nimero de focos apagados es par. Todos
los apagados se prenden, era un nimero par de apagados, més el foco elegido que permanece pren-
dido, resulta que tenemos nuevamente un nimero impar de focos prendidos.

XXX..[X]o0O...0

impar par
00...0XXX...X
par impar

449. Comencemos por hacer un esquema. El problema consiste en disefiar una forma sistematica de ir
contando los poligonos. Lo haremos segiin su nimero de lados, que pueden ser 6, 5, 4 o 3.
6 lados. Solo hay uno, el hexdgono regular usando los 6 vértices.
5 lados. Usamos cinco vértices, por lo que quitamos un vértice cada vez, es decir, que seran 6. Todos
son irregulares.
4 lados. Usamos cuatro vértices, es decir, que quitamos dos vértices cada vez. Fijémonos en los
vértices que quitamos:

AB, AC, AD, AE, AF
BC, BD, BE, BF
CD, CE, CF

DE, DF

EF

Sonentotal 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, todos irregulares.
3 lados. Usamos tres vértices. Es equivalente contar los vértices que usamos o los que quitamos y
como son tres y tres da igual contar unos u otros.

Con A

ABC, ABD, ABE, ABF
ACD, ACE, ACF
ADE, ADF

AEF

Sonentotal 1 + 2+ 3 +4 =10y solo 1 regular (ACE).
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Sin A
Con B
BCD, BCE, BCF

BDE, BDF
BEF

Son en total 1 + 2 + 3 = 6 y solo 1 regular (BDF).
Sin B
CDE, CDF
CEF
DEF
Son en total 4 todos irregulares.
Tenemos en total 15 + 10 + 6 + 4 = 35 poligonos, de los cuales solo 3 son regulares.

450. Como hay m tridngulos, hay 3m lados; de ellos 3m — n son interiores, y como lado interior pertenece

2
la misma paridad y m + n es par.

a dos tridngulos, hay lados interiores distintos. En particular 3m — n es par, luego my n tienen

Supongamos que el nimero de vértices V solo depende de m y n. Razonemos por induccion sobre V.

Si no hay ningun vértice interior (V = 0), uniendo un vértice del poligono con los otros, se divide en
Nn-—2=n+ 2v - 2 tridngulos.

Supongamos que hay Vv vértices interiores y N + 2V — 2 tridngulos. Al afadir un vértice hay dos
posibilidades:

a) El vértice estd en el interior de un tridngulo, entonces, para que se cumplan las condiciones del
enunciado, debe unirse a cada uno de los tres vértices del tridngulo que se divide en tres y el
nimero de tridngulos ahora es:

nN+2v-2+4+2=n+2(v+1)-2.

b) El vértice esta en un lado, entonces hay que unirlo con el vértice opuesto de cada uno de los dos
tridngulos que comparten ese lado, cada tridngulo se descompone en dos y el nimero de tridngu-
losesahora: N+2v—-2+2=n+2(Vv+1)-2.

. m-n+2
En conclusiéon: m=n+2v-2 y=———,

451. Debido a que el nimero de lados del poligono H deja de resto uno al dividirse entre seis, cada
diagonal y cada lado del mismo pertenece solo (exactamente) a tres tridngulos is6sceles distintos (la
demostracion es sencilla y se debe hacer).

Denotamos por AA, ARy RR los nimeros de segmentos que son lados y diagonales cuyos extremos
respectivamente estin coloreados ambos de azul, de azul y de rojo o ambos de rojo. Analogamente
denotamos por AAA, AAR, ARR y RRR el niimero de tridngulos isdsceles cuyos vértices son los tres
azules, dos azules y uno rojo, uno azul y el otro rojo o los tres rojos y ninguno azul, respectiva-
mente.

Entonces 3AA = 3AAA + AAR, porque cada diagonal o lado de H pertenece a tres tridngulos isésceles
y los tridngulos isésceles con tres vértices azules tienen tres lados con sus dos extremos azules. Los
tridngulos isdsceles con dos vértices azules tienen solo un lado con sus extremos de color azul y los
triangulos is6sceles con menos de dos vértices azules no tiene ningin lado con los extremos del
mismo color azul.
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Anélogamente establecemos: 3RA = 2AAR + 2ARR y 3RR = ARR + 3RRR, (se deben probar estas dos

1
nuevas relaciones). Las tres relaciones obtenidas conducen a que: AAA + RRR = RR + AA - EF\’A =

1 1 1
=3 RR-1) + EA(A -1) - ERA’ donde A es el nimero de vértices azules, A = 6n + 1 — R Esto

completa la prueba.

Se observa que el resultado es también cierto si el poligono H tiene 6n + 5 lados.

452. Cada segmento determina dos vectores de igual médulo y sentido opuesto.
Consideramos los 2 - 2 002 = 4 004 vectores asi obtenidos y los ordenamos por sus direcciones
entre 0 y 2p respecto de un sistema de referencia ortonormal arbitrario. Construimos ahora un
poligono convexo de 4 004 lados “uniendo” los vectores uno a continuacién del otro, a partir de
uno cualquiera dado. Claramente el perimetro de este poligono es 2, ademas, es un poligono cen-
trado y simétrico, respecto de un punto O (la prueba de esta observacion es sencilla y es necesario
hacerla). Tomamos entonces uno de los lados mas préximos a O; sea d el segmento perpendicular
a ese lado y a su opuesto que pasa por el centro O. La proyeccién del poligono sobre la recta que
contiene a este segmento es d y, por tanto, la suma de las proyecciones sobre la recta anterior es

también d. Por otra parte la circunferencia de centro O y radio 5 estd totalmente contenida en el

interior del poligono y entonces su circunferencia es menor que el perimetro del poligono. Es
decir: dr<2yd <%<%, Falta considerar el caso trivial de que todos los segmentos tengan la
T

misma direccién en cuyo caso ni hay poligono pero tomando la recta perpendicular a la direccion
comtn sale d = 0.

453. Los nuimeros de las caras opuestas forman tres pares: (1;6), (2;5) y (3;4).

Primera observacion: Cada dado de la brocheta tiene anulado uno de esos pares y cualquiera de los
otros cuatro nimeros puede colocarse en la cara superior. Si consideramos dos de los dados, hay uno
de los tres pares que no ha sido anulado en ninguno de los dos lados.

Segunda observacion: 1 001 es miiltiplo de 7, ya que 1 001 =7 - 11 - 13. Entonces 10 010 y 100 100
también son miltiplos de 7. Esto nos permite afirmar que todo nimero de seis cifras de la forma abcabc
es multiplo de 7, pues abcabc = a(100 100) + b(10 010) + c(1 001) = 7(14 300a + 1 430b + 143c).

Ahora estd claro como se logra el miltiplo de 7: se coloca un mismo nimero en las caras superiores
del primero y el cuarto dado (vimos que esto es posible); se coloca un mismo ndmero en las caras
superiores del segundo y el quinto dado y se coloca un mismo niimero en las caras superiores del
tercer y el sexto dado.

454. Pensemos que el rectangulo tiene m cuadrados en la base y n en los costados, buscamos determi-
nar my n. La condicién que se exige nos lleva a la ecuacién: 2n+2(m—-2)=(n-2)(m-2) (I) que

representa: 2n a los cuadrados en los costados y 2(m — 2) los cuadrados en las bases y la tapa,
tanto en la base como en la tapa se quitan dos que ya han sido considerados en los costados.
(N - 2) y (m-2) son la cantidad de cuadrados que no estian en la orilla. La ecuacién (I) se puede
rescribir como:

nm - 4n — 4m + 8 = 0 (I) de donde: (n — 4)(m — 4) = 8 (III). Pero las formas de descomponer 8 en
factores son: 8 - 1; 2 - 4;4 - 2; 1 - 8, por tanto:
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n-4 1 2 4 8
m-4 8 4 2 1

Y entonces (5;12); (6;8); (8;6) y (12;5) son las dnicas soluciones del problema.

455. Sean X, X,, ..., X, los nimeros dispuestos en la ruleta y supongamos que no hay 3 consecutivos cuya
suma sea al menos 55. Entonces debera tenerse:

x1+x2+x3<55
@+@+&<ﬁ
x34+x35+x36<55
x35+x36+xl<55
x36+x1+x2<55

Sumando estas 36 desigualdades, tendremos en el lado izquierdo, la suma de los nimeros X, X,, ..., X,
repetida 3 veces, o sea, el triple de la suma de los nimeros del 1 al 36. Como esta suma es igual a
36 - 55 =1 980, de modo que 1 998 < 1 980, lo cual es una contradiccién. En consecuencia, debe haber
3 ndmeros consecutivos cuya suma sea al menos 55.

456. Esta claro que para n = 2 es imposible. Veamos que es posible para todo n > 2. Tomemos primero el
caso n impar. Eligiendo los rectdngulos de 1 X n cambiemos el color de todos los renglones en
posicién impar. De esta manera todas las columnas en posicién impar quedan blancas y todas las
columnas en posicién par quedan negras; entonces con rectdngulos de n X 1 cambiamos las columnas
en posicion par para lograr que todos los cuadros sean blancos. Para ver el caso cuando n = 2%,
donde a > 1 y b impar distinto de 1, subdividamos el tablero en tableros de b x b y hagamos en cada
tablero de b x b las operaciones que indicamos en el caso n impar.

Nos falta analizar las potencias de 2. Por un argumento similar al que describimos en el caso anterior,
basta analizar el caso n = 4, el cual indicamos en los dibujos de la figura 50, en los que, en cada paso,
se ha escogido un rectdngulo de 2 X 4 o de 4 X 2 para hacer la operacién:

Fig. 50

1
457. Supongamos que no hay puntos marcados a distancia 2 de la orilla de la cuadricula. Probare-

mos que hay dos puntos marcados a distancia menor o igual que \/5 Como no hay puntos

1
marcados a distancia 5 de la orilla, entonces todos los marcados estan en la cuadricula central

de 6 x 6. Dividimos esta cuadricula en 9 cuadrados de 2 x 2. Al haber 10 puntos marcados
forzosamente habrd dos en un mismo cuadrado de 2 X 2 esos dos puntos estdn a distancia menor

o igual que V2.
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458. En la figura 51 se muestra una posibilidad para acomodar los nimeros de manera que en cuadrados
adyacentes la diferencia de los ndmeros que aparecen es menor o igual que 4.
Supongamos que si es posible colocar los niimeros y analicemos cémo deben estar acomodados.

1 3 6 10
2 5 9 13
4 8 12 15

7 11 14 16

Fig. 51

En la lista de seis ndmeros 1, 4, 7, 10, 13, 16 entre dos nimeros consecutivos hay una diferencia de
3, de manera que en cualquier colocacién de los nimeros en la cuadricula de 4 X 4 en la que las
diferencias en casillas adyacentes fueran menores o iguales que 3, los ndmeros 1 y 16 deberian estar
a una separacion de, por lo menos 6 casillas; esto solo es posible si uno estd en una esquina y el otro
en cualquiera de los tres cuadraditos de la esquina opuesta. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que 1 aparece en la esquina superior izquierda; entonces el 16 debe quedar en cualquiera de las 3
casillas mds lejanas. Supongamos que 16 no aparece en la esquina. Esto forzaria a que en cualquier
“camino” que usara seis casillas adyacentes entre los cuadraditos donde se encontraran el 1 y el 16,
aparecieran exactamente los nimeros de la lista; sin embargo, hay mas de un “camino” entre las dos
casillas (ver el ejemplo en la figura 51), lo que forzaria a que hubiera repeticién de nimeros. Enton-
ces, el 16 aparece en la esquina inferior derecha. Ahora observemos que en dos cuadraditos diagonales
que compartan un vértice, la diferencia mdxima que puede haber es de 5, puesto que, sumando las
diferencias por cuadrados adyacentes la diferencia maxima debe ser 6, pero los nimeros no pueden
estar repetidos. Como del 1 al 16 se llega en 4 pasos con diferencias de 5: 1-6-11-16 la tnica posibi-
lidad es que estos niimeros queden en la diagonal como se indica en la figura. Ademds, en las casillas
adyacentes al 1 deben aparecer el 3 y el 4, puesto que con ambos 1 y 6 la diferencia debe ser a lo més
3, sin pérdida de generalidad aparecen como en el esquema.

Entonces las casillas que sobran para acomodar el 2 quedan todas a una distancia a lo mas de 4 de la
casilla donde estd el 16; sin embargo, para llegar del 2 al 16 con diferencias a lo mas de 3 se necesitan
por lo menos 4 ndmeros intermedios, asi que no es posible la colocacién.

459. Hagamos un ejemplo pensando que fueran 2* = 16 casillas, en lugar de 2° = 64 casillas, para analizar
qué pasa con una potencia 2" de 2 cualquiera. Tenemos la tabla 16 en la que indicamos con - cuando
una ficha ocupa el mismo lugar que la ficha no. 1.

Observamos que 8 (resp. 2"~ !) nimeros tienen 1 coincidencia; 4 (resp. 2"~ %) ndmeros tienen 2
coincidencias; 2 (resp. 2"~ °) nimeros tienen 4 coincidencias, y 1 (resp. 2"~ %) nimeros tienen 8
coincidencias. En general, en el minuto 2" habrd habido n - 2"~ ! coincidencias.

(Formalmente: La ficha no. k comparte la casilla r con la ficha no. 1 si y solo si

2| rk—r = r(k — 1). Si 2" es la maxima potencia de 2 que divide a k — 1, entonces la menor r para la
cual 2"|r(k — 1) es 27", asi que en el minuto 2" hay 2" : 2"-" = 2" coincidencias de la ficha no. K con
la ficha no. 1). Aplicando lo anterior a n = 6, tenemos que en 64 minutos habrd 6 - 25 = 192 coinciden-
cias. Después de 10 periodos de estos tendremos 1 920 coincidencias, asi que faltardn 76. Ahora,
para ver en qué momento se completan las 76 que faltan, debemos sumar por columnas las coinci-
dencias; observando que solo puede haber coincidencias en casillas pares, tenemos que los nimeros
de coincidencias por columnas son (tabla 17).
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Tabla 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 | 12 | 13 ] 14 ] 15| 16

2 4 6 8 10|12 | 14 ] 16 ]2 4 6 8 10| 12| 14| -

3 6 9 12 | 15 ] 2 5 . 11 [ 14 |1 4 7 10 | 13 ]

4 8 12|16 | 4 8 12 | 16 | 4 8 12 | 16 | 4 8 12 | -

5 10| 15 - . . .
Tabla 17

Posicién de la ficha no. 1| 2 4 6 8 10 12| 14| 16| 18 | 20 22| 24 26 28 30| 32
Coincidencias 1 3 1 7 1 3 1 15 1 3 1 7 1 3 1 31

Hasta aqui se juntan 80, asi que la ficha no. 1 estard en la casilla 32 cuando todos los focos queden
prendidos. (Para ver las coincidencias por columnas formalmente, consideremos lo siguiente: Cuan-
do la ficha no. 1 estd en el lugar 2, con b impar, el nimero de coincidencias es el nimero de
elementos del conjunto

{X|1<x<64,2%x =1 (mdéd 2°-2}. Como la congruencia es equivalente a X = 1 (méd 2°-?), el
nimero de coincidencias en esa casilla es de 2% — 1).

460. Consideremos la suma de los nimeros en cada fila y en cada columna, escojamos la menor de estas
sumas. Suponemos que esa tal suma corresponda a la hilera L. Denotemos por K el nimero de unos
que aparecen en L. Pueden ocurrir los casos siguientes:

k > 4, entonces cada hilera contiene al menos cuatro unos, por lo que la suma de todos los 7 nimeros
en el tablero es mayor o igual que 4 X 8 = 32.

k < 4, entonces existen 8 — K ceros en L. Cada columna que cruza L en un cuadrado con un cero
contiene al menos 8 — k unos. Por tanto, la suma de todos los nimeros en el tablero es mayor o igual
a@-k*+kK=232-8k+K)=2(k+4)?+16)>2 16 = 32.

461. Observemos primero que cada camino C cruza exactamente una vez cada una de las diagonales que
se muestran en la figura 52:
El minimo valor de un niimero en cada diagonal estd arriba a la derecha y el méximo estd abajo a la
izquierda, asi que m se logra con el camino que va todo a la derecha hasta terminar el primer renglén
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y después hacia abajo por la dltima columna, y M se logra con el camino que primero va hacia abajo
recorriendo toda la primera columna y después hacia la derecha por el dltimo renglén.

Asim=1+2+..+n+2n+3n+ ..+, y
M=[1+M+D+C2n+D+..+({(n=Dn+ D]+ [((n=1Dn+2) + ... + n?].

/

L

n+1

Fig. 52

Ademais, observemos que sobre las diagonales en cuadraditos juntos, la diferencia es de h — 1. Enton-
cesM—m=(n-1)>(n-1)=(n-1)? (pues en cada - en la cuadricula hay una diferencia de n— 1 y hay
(n—1)*-

Ahora, si buscamos una Ny un camino C en una cuadricula de n X n que cumpla

L(c) = 1 996, debemos tener m< 1 996 < M.
Perom=nin-1)/2+nin(n-1)/2)+mM=Mn-Dnn+1)/2+n, y M=m+ (n- 1)} como vimos
arriba; entonces de m < 1 996 obtenemos N < 15y de M = 1 996 obtenemos n = 12 (pues para n = 15
tenemos M= 1905 < 1 996; paran=16, Mm=2296 >1996; paran=11,M=1781 <1996 y paran=12,
M =2 333 > 1 996).

Entonces los posibles valores para n son 12, 13, 14, 15. Ahora recordemos que cualquier camino
tiene diferencia un multiplo de n — 1 con el minimo, asi que debemos tener que 1 996 — m debe ser
multiplo de n — a. Calculemos entonces en cada caso 1 996 — m:

Sin=12, entonces m=1 002y 1 996 — m = 994 que no es multiplo de 11.
Sin=13, entonces m= 1261y 1 996 — m= 735 que no es multiplo de 12.
Sin= 14, entonces m= 1905y 1 996 — m = 435 que no es multiplo de 13.
Sin= 15 entonces m=1905y 1 996 — m= 91 que no es mdltiplo de 14.

De los célculos anteriores concluimos que no es posible encontrar un camino € con L(C) = 1 996.

462. En el tablero, hay casillas de tres tipos: vértice, lado o interiores. Cada una de ellas tiene, respectiva-
mente, dos, cuatro o seis casillas vecinas. Si pudiéramos retirar todas las fichas del tablero, habria un
momento en que quedaria sobre él una tUnica ficha negra. Esa ficha era inicialmente blanca, luego ha
tenido que cambiar de color un nimero impar de veces. Pero esto es imposible, porque una ficha se
vuelve cada vez que se retira una ficha vecina y ninguna ficha tiene un niimero impar de casillas
vecinas.

463. Evidentemente n* debe ser miiltiplo de 4 y, por tanto, N necesariamente es
par. Si n = 4k podemos dividir cualquier cuadrado n X n en k* subcuadrados
del tipo 4 x 4 cada uno de los cuales lo podemos rellenar en la forma
sefialada en la figura 53.

Fig. 53
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Queda solo considerar el caso n = 4k + 2.

Veamos que en ese caso la respuesta es negativa. Supongamos que sea posible. Si pintamos cada
cuadradito Alternativamente de blanco y negro como en un tablero de ajedrez, hay dos posibilidades
para cada pieza (fig. 54).

Fig. 54
Sean a el nimero de piezas del tipo de las de la izquierda y b el nimero de piezas del tipo de las de la

1
derecha. Tenemos que a + b = Z(4k +2)? =2k + 1) =4k* + 4k + 1 luego a + b ha de ser impar. Por

otra parte, como hay tantas casillas blancas como negras, se tiene
3a+b=3b+a< a=Dhb, de donde a + b = 2a ha de ser par en contradiccién con lo anterior.

464. Dispondremos el tablero en posicion vertical, es decir, con 7 filas y 3 columnas. Asignaremos el color
blanco a la cifra 0 y el negro a la cifra 1. De este modo cada fila representa un niimero escrito en base 2.
En primer lugar, es facil ver que si en una fila se colocan todas las fichas del mismo color, por
ejemplo, el negro, necesariamente habra un rectingulo, ya que no podemos colocar en ninguna fila
dos fichas negras y solo podemos llenar un maximo de 5 filas en total sin formar rectangulo.
Por otra parte si dos nimeros son iguales sus filas forman rectingulo, luego todas las filas han de
representar nimeros distintos. Por la consideracién anterior hemos de excluir los nimeros 000 y 111.
Con tres cifras en base dos existen 2° = 8§ nimeros distintos, quitando los anteriores quedan 6 para 7
filas por lo que necesariamente hemos de repetir y formar rectdngulo. El problema tendria solucion
en un tablero de 3 X 6 tal como se muestra en la figura 55.

OO |@|
O @Oz
Ol J JE
@ OO
L J@I JE
® O O

Fig. 55

465. Sumemos todos los nimeros del tablero. Si sumamos primero los de cada fila y después sumamos
esos resultados obtenemos M. Si, por otra parte, sumamos primero los de cada columna y después
sumamos esos resultados obtenemos n.

Por lo tanto, m= n.

466. Como abc = k, ghi = k (1); ael =k, gec = ky beh = k 2).
Multiplicando las igualdades de (2), obtenemos aigcbhe® = k? (3) y sustituyendo (1) en (3) te-
nemos: k& = k3, por tanto, kK = €. Luego K es un cubo perfecto.

467. En primer lugar, como cada fila debe tener 4 unos y hay un total de 15 filas, el tablero tiene un total
de 60 unos. Asi, como en cada una de las 10 columnas debe haber C unos, entonces 10c = 60, es

decir, c = 6.
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A continuacién, una posible tal numeracién donde los O se han omitido:

1111
11 11
11 11
111 1
1111
1111
11 11
11 11
111 1
1111
1111
11 11
11 11
1111
1111

468. Observemos que para N > 2 el nimero de fichas que se colocan en el paso n es 4(n — 1). Entonces, en
total, el ndmero de fichas que quedan colocadas hasta el pasones 1 +4+4 -2+ ... +4(n-1)=1+
+4(1 +2 + ... + (n—1)). Se quiere que este nimero sea menor o igual que 5 000, asi que 1 + 2 + ... +

+(N-1)<(5000-1):4, o sea, que n debe cumplir wg 4999

, de donde n(n — 1) <2 499,5 por
lo que n < 50.

*. le alcanzaran para 50 pasos completos.

469. a) Por supuesto que si tenemos suerte, con dos dulces que saquemos podriamos tener los dos del
mismo sabor, pero ¢y si la suerte no nos favorece, como podemos estar seguros de tener un
sabor repetido? Lo peor que nos puede pasar es que al sacar 4 dulces los cuatro sean de distinto
sabor, pero sin duda el quinto dulce que saquemos tendrd uno de los sabores que ya tenemos
(fig. 56).

La respuesta a esta pregunta es 5.

Dulces
.

Limén Fresa Naranja Uva

Fig. 56

b) Para responder esta pregunta debemos saber antes cuantos dulces hay de cada sabor. De las
condiciones del problema se tiene que del sabor que mas dulces hay es de limén.
Ademads, como los de limén son el doble de los de fresa, la cantidad de dulces de limén es par. Si
dividimos los 71 dulces entre los 4 sabores obtenemos 17 - 75.
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Puesto que la cantidad de dulces de limén estd claramente encima del promedio, comencemos con 20 de
limén y hagamos una tabla para ir encontrando las cantidades de dulces de los otros sabores (tabla 18).

Tabla 18
Limoén Fresa Naranja Uva Total
20 10 9 14 53
22 11 10 16 59
24 12 11 18 65
26 13 12 20 71

Ya sabemos cudntos dulces hay de cada sabor. Lo peor que nos puede pasar es que los primeros
26 sean de limoén, que es el sabor que mas se repite, pero sin duda el dulce nimero 27 que
saquemos tendrd otro sabor.

La idea utilizada para responder la pregunta del inciso a) es conocida como el Principio de Dirichlet.

470. Puesto que la diferencia entre las casillas debe ser menor o igual que 1, comencemos poniendo la
primera hilera del 1 al 10.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

La primera casilla de la segunda fila puede ser 0, 1 o 2. Pero nos conviene poner el 2 porque asi al
final de la hilera tendremos el 11 que es un nimero que no hemos utilizado y se trata de tener la
mayor cantidad de niimeros distintos (tabla 19).

Tabla 19

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Siguiendo esta misma idea completamos facilmente el resto de la tabla (tabla 20).

Tabla 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Por supuesto que pudimos haber empezado con cualquier niimero en lugar del 1 y hubiésemos obtenido,
siguiendo este método, un tablero que cumpliria las condiciones del problema. ;Cémo podemos estar
seguros de que Nno es posible construir otro tablero que tenga una mayor cantidad de nimeros diferentes?
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Si pensamos en recorrer el tablero viajando por casillas adyacentes, la maxima distancia que pode-
mos viajar es de esquina a esquina, cruzando 18 casillas, por lo tanto, a partir de un nimero n solo
podriamos tener N + 18 en la otra esquina, es decir, 19 nimeros diferentes.

El segundo inciso del problema se resuelve con una sencilla aplicacién del Principio de Dirichlet: si
tenemos en total 10 - 10 = 100 nimeros y a lo mas hay 19 diferentes entonces podemos estar seguros

. . . | 100 .
de que al menos uno de los nimeros se repetira E +1 veces, es decir, 6 veces.

El problema admite dos ejes de simetria coincidentes con las diagonales del cuadrado. Clasificaremos
las soluciones posibles por la posicién del punto B respecto del vértice A. Usaremos coordenadas
enteras con origen en A.

Las tres posiciones “fundamentales” (no deducibles unas de otras por las simetrias anteriores) son
aquellas en las que B esta en los puntos de coordenadas (0,1); (0,2) y (1,1) para cada una de ellas
dibujamos un esquema con las posibles posiciones del punto C.

Las posiciones “prohibidas” se dibujan en negro, la posicién de B en gris y las de C, en blanco (fig. 57).

oé‘gco ooccjoo ooccjoo

O @ O O 50 @ O Oc, © @ O Oc

O O @® Oc, © 0 @ O ©B0 @ O

o O O @ @ O O e @ O O @
4 ing.57

Un criterio general para prohibir ubicaciones es localizar aquellos puntos que estdn en la “mediatriz”
de dos puntos ya situados. Como A y D son dados y fijos, la diagonal principal siempre contiene
puntos “prohibidos”.

El esquema de la izquierda contiene 4 posiciones “originales” y cada una de ellas genera otras cuatro
por aplicacién de las dos simetrias, en total 16.

El esquema del centro contiene 3 posiciones “originales” y cada una de ellas genera otras cuatro por
aplicacion de las dos simetrias, en total 12.

El esquema de la derecha contiene 1 posicién “original” que genera otras cuatro por aplicaciéon de las
dos simetrias, en total 4.

Por tanto, existen 32 posiciones posibles y 8 “originales”, esto contesta los incisos a) y b).

Para el inciso c¢) hay que suponer que los enteros asignados a cada punto son sus coordenadas en un
origen cualquiera, nosotros supondremos que el origen estd en A con lo que las coordenadas de A son
(0,0) y las de D(3,0).

los seis sumandos corresponden a las parejas AB, AC, AD, BC, BD y CD.

El correspondiente a AD es constante y vale 3 + 3 = 6.

Los correspondientes a AB y BD valen en conjunto siempre 6, ya que A estd en fila inferior y columna
izquierda y D en la fila superior y columna derecha.

Por el mismo motivo los sumandos correspondientes a AC y CD valen entre los dos siempre 6.
Solo queda el sumando [X; — X| + |Y, = Y| correspondiente a BC que por simple comprobacién en
todos los casos “originales” vale siempre 3.

La suma completa es entonces constante y vale 6 + 6 + 6 + 3 = 21.

471. Consideremos que cualquier conjunto de N enteros contiene un subconjunto cuya suma es un multiplo
de n. Sea el conjunto {a, a, ..., @ }.
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Paral <m<n, sedefineb =a +a +..+a_.Sib =0 (mdéd n) para algin m, tenemos nada nuevo
que probar.

Por otra parte por el principio de las casillas, debemos tener b, = b (mdd n). Para algin i, j donde
I<i<j<n Entoncesa  +a ,+..+ a = 0 (méd n). Esto justifica el reclamo. Ahora resolveremos
el problema original por induccién sobre Nn. Para el primer término es trivial. Supongamos que el
resultado para n — 1 es verdadero. Consideremos cualquier coleccién de 1, 2, ..., n con la suma k(n!).
Primero pongamos cada n en una sobrecarta y marquemos la sobrecarta 1. Ahora, usando el reclamo
de tener n cartas cuya suma es tn para algin entero t, pongdmoslo en una sobrecarta. Como cada carta
es al menos N — 1, tenemos t < n — 1.

Marquemos la sobrecarta t. Eventualmente estamos a la izquierda con < n cartas.

Si r = 0, ninguna otra cosa estd concluida. Si r > 0, entonces la suma de estas I cartas es también un
multiplo de n por ser la suma de todas las cartas. Marquemos la sobrecarta t si esta suma es th. Ahora
tenemos una coleccién de sobrecartas cada una marcada con 1, 2, ..., n — 1, y la suma de todas las
sobrecartas es k(n — 1)!. Por la hipétesis de induccidn, las sobrecartas pueden dividirse en k grupos
tales que la suma de las sobrecartas es (N — 1)!. Para cada grupo, se abren todas las sobrecartas y se
ponen todas las cartas interiores a un grupo. La suma de los nimeros de las cartas en cada grupo es n!
como se deseaba.

472. Sea PQRS un cuadrado con dicha propiedad. Como los circulos son de didmetro 2, a > 2.
Sea PQ'R'S el cuadrado dentro de PQRS cuyos lados estan a distancia 1 de los lados de PQRS de
esta forma los lados de PPQ'R'S tienen longitud a — 2. Como los 5 circulos estan dentro de PQRS los
5 centros estdn dentro de PPQ'R'S. Dividamos PPQ'R'S en 4 cuadrados iguales uniendo los puntos

medios de los lados opuestos, cada uno de estos cuadrados es de lado a;2 :g—l. Por el principio

de las casillas al menos dos de los 5 centros estdn en un mismo cuadrado pequefio y la distancia entre

a
estos dos centros es a lo sumo \5 5—1), (la diagonal). Como la distancia entre dos centros cuales-

quiera tiene que ser al menos 2 (por la condicién de que dos circulos no pueden tener puntos interio-

res comunes), entonces \/E(g—l >2 resolviendo queda

a=2+ 242 .Luegosia=2+2 V2 puede ubicar los centros de los 5 circulos del modo siguiente: uno
en el centro de PQRSy los otros 4 que coincidan con P, Q', R y S.

Porloquea:2+2\/§.

473. El primer jugador tiene estrategia ganadora. Como 1 999 es impar, el nimero de fichas con el lado
rojo hacia arriba y el nimero de fichas con el lado negro hacia arriba son distintos. Entonces, el
primer jugador en su turno puede hacer que el nimero de fichas rojas sea igual al nimero de fichas
negras quitando de las que haya mas. No importa qué haga el segundo jugador, dejara cantidades
diferentes de fichas rojas y negras. Después el primer jugador vuelve a hacer que haya el mismo
nimero de fichas rojas que negras. Como al segundo siempre le toca jugar cuando hay la misma
cantidad de rojas que negras, no puede evitar dejar cantidades diferentes de fichas rojas y negras, por
lo tanto, gana el primero.

474. Hay muchos problemas que se pueden resolver mediante una estrategia que podemos llamar desan-

dar lo andado. Vamos a suponer que ya llegamos a nuestra meta, es decir que ya encontramos la
estrategia ganadora y por tanto dijimos el 100. Esto significa que obligamos a nuestro contrincante a
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decir un nimero mayor que la mitad de 100, que es 50, o sea, que lo obligamos a decir un ntimero
mayor que 50 y menor que 100 y esto solo es posible si nosotros dijimos antes el 50. Parte de la
estrategia ganadora es decir el 50 asi, nuestro compafiero de juego dird un nimero entre 51 y 99,
inclusive, y luego nosotros decimos el 100. ;Qué tenemos que hacer para poder decir el 50? Repeti-
mos el andlisis que hicimos antes y nos damos cuenta que debemos nosotros decir el 25 y para esto
antes debemos decir el 12, antes el 6 y primero el 3. Por lo tanto, quien empieza gana y la estrategia
consiste en decir la secuencia

33— 60— 12— 25— 50——=100.

Cambiemos las condiciones del problema y veamos si nuestro método sigue siendo eficaz. ;Qué pasa
si en lugar de que se gana al decir el 100 triunfa quien diga el 223? Aplicando el método de desandar
lo andado encontramos la estrategia ganadora, en este caso la secuencia

3—=6—=13—= 27— 55— 111 —=223.

Otra vez gana quien empieza. /Podria el lector cambiar el 223 por otro nimero de forma que ganase
quien no empieza?

También podemos utilizar el mismo método en problemas con reglas diferentes, por ejemplo:

Gana quien diga el 32. En cada jugada se le puede sumar 1, 2, 3 o 4 al nimero anterior.

Gana quien diga el 1 000. Se empieza con el 2. En cada jugada debe decirse un nimero mayor que el
anterior pero menor que su cuadrado.

475. n: no. de reparticiones, N=23; N(p+g+r)=39=n=30n=13;sin=13
entonces P+ g+ r =3 .. p=(=r jimposible!
como B se qued6 con 10 y en su tltima ronda le toc6 r entonces I < 8. Como A se qued6 con 20 y la
ultima ronda no le tocd r debemos tener que r > 7 (tabla 21).

Tabla 21
p q r
1 4 8
2 3 8
1 5 7
2 4 7

Las posibilidades (2;3;8), (2:4;7) y (1;5;7) quedan descartadas pues ninguna combinacién me da las
20 con las que se qued6 A. Luego (tabla 22):

Tabla 22
n A B C
1 8 1 4
2 8 1 4
3 4 8 1

. a C le toco la tarjeta con el ndmero Q.

476. Tenemos la cadena con el total de 4n bolas, 2n blancas y 2n negras. Cogemos un grupo de un
extremo con 2N bolas, este grupo tendra X bolas negras y Y bolas blancas, de forma que la diferencia
esX—-y=2kparake {-n,1-n,...,0,...,n-1,n}.

Vamos moviéndonos de una en una posicién hacia el extremo contrario, en cada movimiento la
diferencia varia en 2 o no varia, es decir, K aumente en 1, disminuye en 1 o no cambia.
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La diferencia varia en 2 si la bola que se deja y que se coge son de distinto color y no se mantiene si
son del mismo color.

La posicién final, es decir en el otro extremo, tendra las bolas al revés, X bolas blancas y Yy bolas
negras con lo que la diferencia (blancas — negras) serd ahora y — X = -2k, para el mismo k.

Es decir, que k pasa de una posicién a su opuesta con el mismo valor absoluto. Como K solo puede
variar de 1 en 1 tiene que pasar por el cero, ya que no se lo puede saltar.

En el momento en que k=0, Xx=y=n, ¢, q, d.

Siempre se podra cortar un segmento de longitud 2n con n bolas blancas y n bolas negras.

477. Numeremos las fichas desde 1 hasta 2 004: la 1 es negra y las restantes son blancas. Cada ficha
inicialmente blanca debe ser “tocada” un nimero par de veces, para que al final del proceso siga
teniendo la cara blanca hacia arriba. Cada movimiento posible cambia el nimero de fichas negras en
un nimero impar:

BNB pasa a NBN: el nimero de fichas negras aumenta en 1.

NNB pasa a BBN: el nimero de fichas negras disminuye en 1.
BNN pasa a NBB: el nimero de fichas negras disminuye en 1.
NNN pasa a BBB: el nimero de fichas negras disminuye en 3.

Como inicialmente hay exactamente una ficha negra, el nimero total de movimientos para tener las
2 004 fichas con la cara blanca hacia arriba debe ser impar.

Designamos por X el nimero de movimientos realizados eligiendo la ficha i (que debe ser negra).
La ficha que ocupa el lugar i cambia de color en los movimientos en que la elegimos a ella (X), a la de
su izquierda (X, _)) o a la de su derecha (X, ). Por lo tanto, (X _ + X + X._,) es el nimero de veces que
hemos dado la vuelta a la ficha que ocupa el lugar i (2 004 + 1 se identifica con 1, y 2 003 + 2 se
identifica con 1).

El nimero total de movimientos serd: N = (X, + X, + X)) + X, + ... + (X 1, + X, 005 + X, 400)-

Como 2 004 es multiplo de 3, N es la suma del nimero de veces que hemos dado la vuelta a las fichas
en los lugares 2, 5, ..., 3k + 2, ..., 2 003, todas ellas blancas al principio: asi que N, suma de nimeros
pares, deberia ser par: contradiccion, pues N es impar. Por lo tanto, no serd posible conseguir que las
2 004 fichas tengan la cara blanca hacia arriba.

Con 2 003 fichas si es posible: iniciando el movimiento sobre la ficha 1, (inica negra al principio), y
repitiéndolo sobre las fichas que ocupan los lugares 2, ..., 2 001, 2 002 llegariamos a la configuracién
NNN NNN ... NNN BB

Eligiendo ahora las fichas que ocupan los lugares 2, 5 ... 3k + 2 ..., 2 000 tendriamos:

BBB BBB ... BBB BB

en la que todas las fichas tendrian la cara blanca hacia arriba.

478. Tomamos un poligono ortogonal cualquiera y lo colocamos con sus lados sobre las lineas de una
cuadricula infinita. Pintamos la cuadricula como tablero de ajedrez. Debemos probar que el poligono
tiene al menos un lado par suponiendo que es posible llenarlo con rectingulos de 2 X 1.
Probaremos algo un poco mas fuerte: que si un poligono ortogonal de n lados tiene todos los lados
impares, entonces no es posible que tenga el mismo nimero de cuadrados blancos que negros y, de
hecho, probaremos que el nimero B de cuadrados blancos y N de cuadrados negros cumplen

IN-B| =ln
N

Asignamos a cada cuadrado negro del interior del poligono 4, 1 por cada lado y a cada cuadrado
blanco asignamos —1, —1 por cada lado. La suma de los valores asignados a los cuadrados es clara-
mente 4(N — B). Por otra parte, la contribucién total de cada segmento del interior es 0: 1 por ser lado
de un cuadrado negro y —1 por ser lado de un cuadrado blanco. Entonces, la suma de los valores
asignados a los cuadrados es igual a la suma de los valores asignados a los segmentos de la orilla del
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poligono. Pero si todos los lados tienen longitud impar, la suma de los valores de los segmentos en

N B|—ln
-Bl=n

cada lado es siempre 1 o siempre —1. Por lo tanto, 4(N — B) = n o —n, es decir,

479. Supongamos que si es posible cubrir la cuadricula de 6 X 6 con la propiedad mencionada. Prime-
ro observemos que, en este caso, cada linea interior vertical deberd estar atravesada por un nu-
mero par de rectangulitos horizontales; para ver esto observemos que cada rectangulito vertical
abarca dos cuadritos verticales y 6 es un nimero par, de tal manera que entonces en la primera
columna vertical habrd un ndmero par de rectidngulos horizontales; pero entonces, en la segunda
columna pasard lo mismo puesto que los rectdngulos horizontales que cubren cuadraditos en la
primera columna abarcan un nimero par en esta segunda, asi que los cuadritos que quedan en
esta columna también son un ndmero par, y asi sucesivamente. Por la condiciéon pedida en el
problema, cada linea interior horizontal estard atravesada por dos rectangulitos verticales. Sin
embargo, el nimero total de lineas interiores es 10 (5 verticales y 5 horizontales) y cada uno de
los 18 rectangulitos solo puede atravesar una de ellas, asi que no puede haber las 20 interseccio-
nes que se dice arriba que debe haber. Entonces no es posible cubrir la cuadricula como se
estaba suponiendo.

Una forma para cubrir la cuadricula de 6 X 5 con la condicién pedida se muestra en la figura 58.

Fig. 58

480. Con tridngulos nos referimos a un triangulo con vértices en el octégono, y con angulo a dos lados de
un tridngulo. Un dngulo es bicolor si sus lados son de color distinto. Nos fijamos en un vértice del
octégono, si k de las lineas que lo unen con los otros vértices son de un color (y 7 — K del otro),
entonces es vértice de k(7 — k) < 3 - 4 angulos bicolor.

Luego el nimero de dngulos bicolor es Zb < 8 - 3 - 4 = 96. Cada tridngulo bicolor tiene exactamente

dos dngulos bicolor, asi el nimero de tridngulos bicolor es — /b y, por lo tanto, el nimero de tri4n-
2

8 8 . .

gulos monocrométicos es Am:(31_%4b2(3)_96:2:8' Entonces siempre hay 8 tridngulos
J Y

monocromaticos (se pide probar que hay al menos 7).

481. La respuesta es no. Para demostrarlo, llamaremos a los puntos centrales de las caras de la forma siguien-
te: F-frontal, P-posterior, I-izquierda, D-derecha, T-tapa, S-suelo; en donde el nombre representa la
situacién respecto a un observador que mira el cubo desde un punto exterior situado frente a la cara
frontal. El punto medio de cada arista lo denotaremos con las dos letras de los centros de las dos caras
a las que limita esa arista: FT, FI, FD, FS IT, IP, IS DT, DP, DS PT, PS Cada vértice lo denotamos con
las tres letras de los centros de las tres caras que concurren en ese vértice: FTD, FTI, DTP, ITP, FSD,
FS, DSP, ISP. El centro del cubo lo denotamos C. Para indicar que un punto lo hemos coloreado de
azul, respectivamente de rojo, escribiremos el nombre del punto seguido de (a), respectivamente (I).
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Supondremos que no hay tres puntos alineados del mismo color y llegaremos a una contradiccion.
No hay problema en suponer que el centro es azul: C(a). (De manera andloga se razonaria si fuera
rojo). Eso obliga a que de cada dos caras opuestas al menos una tenga el centro rojo. En consecuen-
cia, habré tres caras con centro rojo y concurrentes en un vértice. Podemos suponer, por tanto, que
tenemos F(r), T(r) y D(r). Ahora, distinguimos dos posibilidades:

Caso 1: FTD(r). Lo cual implica ITP(a) y, por tanto, alineando con el centro, FSD(r). De la misma
forma FTD(r) implica DSP(a) y, por tanto, FTI(r). Hemos llegado a la contradiccion FSD(r), F(r),
FTI(r).

Caso 2: FTD(a). Si FTD(r), entonces PT(a) y FS@): se tiene, por tanto, la contradiccion FS@a), C(a),
PT(a). Asi pues, ha de ser FT(a). De la misma forma, DT(a). Ahora, FTD(a) y FT(a) implica FTI(r):
andlogamente, FTD(a) y DT(a) implica DTP(r). Y hemos llegado a la contradicciéon FTI(r), T(r),
DTP(r).

482. Escojamos dos de los 7 puntos A y B, de forma que la recta AB deje todos los puntos en un mismo
semiplano (fig. 59).
Supongamos que solo hubiera 2 longitudes distintas: a y b. Llegaremos a una contradiccion.
Tomando AB como base, que supondremos mide b, puedo formar 5 tridngulos distintos.
Estos tridngulos podrian degenerar en segmentos. Para los otros dos lados, tengo longitudes a y b, es
decir, que los lados de los tridngulos, en orden, seria:
baa, bab, bba, bbb, con lo que el quinto deberia ser uno de estos, es decir, al menos dos de estos
tridngulos serian coincidentes y no tendriamos 7 puntos distintos.

Fig. 59

483. Por la simetria de la figura 60a, solo hay 10 distancias distintas. Como mucho, podremos elegir 5
vértices. Pues, entre cinco puntos no alineados se pueden trazar C,, = 10 segmentos. Nos faltara
constatar si con 5, y con qué 5, vértices se puede. La figura 60b muestra una posibilidad.

a) . b)
20.
19+
18+
17
16°
15
14,
13

Fig. 60

177



484. Sean N =1 000 y Sel conjunto de puntos (X,y) con coordenadas enteras para los cuales 0 < X < N,

0 <y. Cada fila Ry = {(X,y) S 0 < x < N} tiene N + 1 puntos, y por el principio de las casillas, hay al
menos un color usado dos veces.

Hay N(N +5) veces posibles para donde un color puede ser usado en dos posiciones sobre Ry.

Dado que hay mads filas en Ry debe haber dos posiciones en dos de estas filas. Los cuatro puntos en
estas dos posiciones en las dos filas determinan el rectingulo deseado.
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Ocerint Poprar Esroorvrm, og Marewimy
Curso 2000-2006

Los estudiantes de 10mo. grado deben resolver los problemas 1 al 14.
Los estudiantes de 11no. grado deben resolver los problemas 4 al 17.
Los estudiantes de 12mo. grado deben resolver los problemas 7 al 20.

1. ABCD es un rectangulo (fig. 61) con AB = 2AD; AD y BC son - 3
diametros de los semicirculos AED y BFC.
Si AD = 6 dm. E F
(Cudntos cuadraditos unidad se necesitardn en el area de
ABFCDE? 5 - o
Fig. 61

2. Si el perimetro de un tridngulo rectingulo isésceles es de 2t, halla
el area del tridngulo.

3. Los puntos A(ly,) y (-1.y,) estdn sobre la grifica de la funcion cuadrética
f(x) =ax* +bx+c,a, ce N,a#1,a<cssiy —-Yy,=-6,y, +Y, = 10; halla la ecuacién de la funcién f.

4. Anadiendo la constante K a cada uno de los nimeros 60, 100 y 150, respectivamente se obtiene una

progresion geométrica. Determina el valor de la razén comin para la sucesion.

5. Halla el perimetro de un poligono regular si cada angulo exterior es 10° menor que ’ del angulo

interior y cada lado mide 8 cm.

6. Considera todos los tridngulos isdsceles que se pueden formar con los vértices de un hexagono regular
de érea 1. ;Cudl es el promedio de las dreas de estos tridngulos?

7. Sea f(m;n) =f(m+ 1; n— 1) param ne IN, n> 1 y f(m;0) = m. Determina f(101;11).
8. Calcula el valor de la suma

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 79
—t| =+ H S | o ] — o+ —
2 (3 3) (4 4 4) (5 5°5 SJ (80 80 80)

9. Una caja esta llena de bolas de 20 colores distintos. Al azar se van sacando bolas de la caja. ;Cual es el
menor nimero de bolas que deben sacarse para poder garantizar que en la coleccién tomada habrd al
menos 100 bolas del mismo color?
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10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Halla la longitud del tercer lado de un tridngulo, si se conocen dos de sus lados a y b, y se sabe que las
medianas correspondientes a estos lados se cruzan formando un 4ngulo recto.

El angulo del vértice de un tridngulo, cuyos lados laterales son a'y b (a < b), esta dividido en tres partes
iguales por rectas cuyos segmentos dentro del tridngulo son entre si como m : n (M < n). Halla las
longitudes de estos segmentos.

Se tiene un tablero de 9 X 8 con un numero en cada casilla de modo que los nimeros en cada fila y en
cada columna estdn en progresion aritmética y la suma de los nimeros en las esquinas es 2 001.
Determina la suma de todos los nimeros del tablero.

Para escribir todos los nimeros del 1ab hasta el ab2 inclusive se han empleado labl cifras (ay b son

digitos). ;Cudntas cifras més se necesitan para escribir los nimeros hasta aab?

Halla la relacion entre el area del tridngulo ABC y el drea de otro tridngulo, cuyos lados son iguales a
las medianas del tridngulo ABC.

En el interior de un sector AOB de 30° representamos un tridngulo equilatero ABC con AB 1 OB. A
partir de C se traza una perpendicular a OB y se forma un nuevo tridngulo equilatero. Continuando el
mismo proceso se trazan otros dos dngulos en ese sector. Determina la razén entre las areas del tridn-
gulo menor y el mayor.

Sea M = {1, 2, 3, 4, ..., 2 001}, el conjunto de los enteros positivos desde el 1 hasta el 2 001. ;Cual es el
promedio de los resultados obtenidos al sumar los enteros de cada uno de los posibles subconjuntos de M?

Dada la funcién exponencial f(X): 6"2*“ determina el valor minimo de f.

Sea ABCD (en ese orden) un paralelogramo, AB = 10 cm, AD = 7 c¢cm, E es un punto de CD tal que CE =6 cm
y BE=5cm.

a) Halla la amplitud del angulo BEC.

b) Calcula el area del trapecio ABED.

De un grupo de 10 nifios y 15 nifias se quiere formar una coleccidon de 5 jévenes que tenga exactamente
2 nifias. {Cudntas colecciones distintas se pueden formar?

En un examen de Matemética que tenia 10 preguntas se daban 5 puntos por cada respuesta correcta y
se quitaban 3 puntos por cada error. Todos los alumnos respondieron todas las preguntas. Si Javier
obtuvo 34 puntos, Daniel obtuvo 10 puntos y César obtuvo 2 puntos, ;cudntas respuestas correctas
tuvieron entre los tres?
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SOLUCIONES

. Los semicirculos AED y BFC tienen igual area, luego el drea de ABFCDE es igual al drea del rectdngulo
ABCD, como AB=2AD = AB=12dmyA =12-6=72cm?’

ABFCDE

. Sean a la hipotenusa y C cada cateto del tridngulo recténgulo isésceles con a + 2¢c = 2t, a= \/EC, enton-

2 L
ces v2c+C=2t y c= t.Eldreaes — ' =(3-2V2)t%.
Y 2+\/§ 3+2 \/_
Y, -Y,=-6 a+b+c=2
y, +y,=10 a-b+c=38
2y =4=>vy =2y,=38 2b=6=b=-3

a+c=5entoncesa=2,c=3yf(x)=2x-3x+3.

. Se tiene que (60 + k), (100 + k) y (150 + k) forman una progresiéon geométrica, entonces debe cum-
plirse que (100 + k)? = (60 + K)(150 + K), es decir, K + 200k + 10 000 = K* + 210k + 9 000 de donde
10k = 1 000 y el valor de k es 100. Se tienen los nimeros 160, 200 y 250 que es una progresion
geométrica de razén 1,25.

. , S . . 1
. Sean o y B las amplitudes de los dngulos interiores y exteriores respectivamente con B:goc—loo.

1 1140° 120° 120°
Como o + B = 180° entonces 7~goc:190° luego o= - y B= entonces 360°:

=21, por

tanto, el poligono tiene 21 lados y su perimetro es de 168 cm.

L
T

. f(m;1) = f((m + 1;0) = m + 1, luego f(101;11)
f(m;2) =f(m+ 1;0) =m+ 2

f(mn) =f(m+ I;n-1)=m+n

f(100 + 1310 + 1)
100 + 12 = 112
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8. l+(1)+(1+l)+ (2)+(2+1)+...+(39+l):1580.
2 2 2 2

9.

10.

12.

13.

14.

Nota que si se sacan 20 bolas, podria ser que todas fueran de colores distintos, asi que solo podriamos
garantizar que hay dos bolas del mismo color si se sacan 21 bolas (aqui se aplicé el principio de las
casillas). De la misma manera, se necesitan 41 = (20 - 2 + 1) bolas para poder afirmar que con seguri-
dad hay 3 bolas (al menos) del mismo color, pues con 40 bolas podria ser que cada color apareciera
exactamente 2 veces. Con el mismo razonamiento que hemos seguido llegamos al resultado.

". se necesitan 20 - 99 + 1 = 1 981 bolas.

Sea un AABC, D y E puntos medios de AC y BC respectivamente, AC = b; BC=a OD =xy OE =.
Hallemos AB = c.

b2
4¢ + 2= T; 4% + 4y* = ¢, 4x* + 16y* = &. Eliminando X y y obtendremos

o a’+b’ ye J5(@* +b?)

5 5

Sean A, D, E y B alineados en ese orden. Admitamos que
ZACD = ZDCE = ZECB = o y CE = X, CD =Y. Para (ABC) ((ABC) representa el area del triangulo ABC)
se pueden escribir las tres expresiones siguientes:

1 1
(ACD) + (DCB) = Eby seno. + an sen20.

1 1 1 1 1
(ACE) + (ECB) = > bx sen2ot + Eax send, + (ACD) + (DCE) + (ECB) = > by senc. + Exy senot + Eax seno.

Igualando las partes izquierdas de estas igualdades y teniendo en cuenta la condicién del problema,
obtenemos un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones:

X

2acosoc:X+ay

2b cosa =y + b55

yy n
(M -mab (" -m’)ab
n(bm—an) ’ m(bm—an)

Resolviendo, obtenemos que: X=

36 018.
42.
Sea O el punto de interseccién de las medianas en el AABC. En la prolongacién de la mediana BE

trazamos ED = OE. Segtin la propiedad de las medianas, los lados del ACDO son iguales a 3 de los

lados del tridngulo compuesto por las medianas. Designando el drea de este tltimo por S, tenemos:

9
S = 1 (CDO). Por otro lado, el ACDO esta formado por dos, y el AABC por 6 tridangulos

s _3
(ABC) 4°

equidimensionales al ACEO. Por eso (CDO) = — (ABC) y por consiguiente

W | —

182



15. En el AAOB (fig. 62) se tiene que:

B
sen 30° = AB_ 1 entonces OA =2 y OC=AC =1,
OA OA
I
de esta forma |, = 2 A X 5
1 Fig. 62
AA =)=
16. 2 00; 001.

17. La funcién f es una funcién exponencial con base mayor que 1 por lo que una funcién creciente que
alcanza su valor minimo para el menor valor del exponente.

Como la representacion grafica de X*> — 2X es una parabola que abre hacia arriba, alcanza su valor
minimo en la ordenada del vértice, que es —1 para X = 1.

L6l = ¢ quees el valor minimo de f.
18. a) AB=CD=10cm; AD=BC=7cm;CE=6cm = DE=16cmy BE=5 cm.
BE’+CE’-BC® 1 1
=—, por lo que ZBEC = arc cos —.
2BE-CE 5 5
b) La altura del trapecio coincide con la altura del triangulo BCE. Sea h la altura buscada entonces

ho2/92:43
6

cos ZBEC =

:2\/6 cm luego

A

'ABED —

1
(AB+DE)- h= —(10+16) - 2J6 = 166 cm2.

N | —

. . 15) 15-14
19. La eleccién de las 2 nifias se puede hacer de (—):T: 105 formas. Como debe ser 5 en total y

debe haber 2 nifias exactamente, entonces los nifios serdn 3; estos se pueden escoger de

(?J: 10.39"8 =120 formas. Por tanto, el resultado es 105 - 120 = 12 600.

20. La forma de calificar el examen es equivalente a darle a cada alumno 50 puntos al inicio del examen y
quitarle 8 puntos por cada respuesta incorrecta.

Entre los tres alumnos perdieron 150 — (34 + 10 + 2) = 104 puntos, asi que fallaron en 104 : 8§ = 13
respuestas. Entre los tres contestaron 30 — 13 = 17 preguntas acertadamente.
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Ocerins Poprar Esroorvrm, og Marewimn
Curso 2006-2007

Los estudiantes de 10mo. grado y primer afio de la ETP deben resolver los problemas 1 al 14.
Los estudiantes de 11no. grado y segundo afio de la ETP deben resolver los problemas 4 al 17.
Los estudiantes de 12mo. grado y tercer afio de la ETP deben resolver los problemas 7 al 20.

10.

Se tienen 3 tazas y tres platos de tazas. A la izquierda de la taza blanca estd la taza negra; a la izquierda
del plato verde estd el rojo; a la derecha del plato azul estd la taza gris; a la derecha de la taza gris esta
el plato verde. ;Con qué taza estd el plato azul?

La suma de dos nimeros naturales es 968. Uno de los sumandos es divisible por 10. Si se tacha la
altima cifra de uno de los ndmeros se obtiene el otro sumando. Determina estos dos numeros.

La diferencia entre dos nlimeros positivos es 4\/§ . El producto de los nimeros es 4. Determina el valor
absoluto de la diferencia de sus reciprocos.

Un tridngulo tiene drea igual a 42 cm?y perimetro igual a 32 cm. Calcula la longitud del radio de la
circunferencia inscrita a dicho tridngulo.

v V2
(Cudl de los nimeros V27 087 es mayor?

Determina el menor valor entero positivo de n para el cual se cumple que la suma de los primeros cien
multiplos de n es un cuadrado perfecto.

Nota: Considera que todo nimero es miltiplo de si mismo.

. Al aumentar en 6 unidades el radio o la altura de un cilindro, el volumen aumenta en X unidades

ctibicas. Si la altura original es de 2 unidades, ;cudl es la longitud del radio original?

Determina la cantidad de pares ordenados que pertenecen al menos a dos de los siguientes subconjuntos
de R*%:
A=((xy) e B| y=x-2};B={(xy) e B*| y=(x-2); C= {(xy) € B | y=(x-2)}.

. (Cuantos tridngulos rectangulos cuyos lados tienen longitudes enteras, tienen un cateto de longitud

igual a 15 unidades?

Halla todos los enteros positivos n para los cuales se cumpla que n + 3 divide a *+ 7.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

7n* +14n+ 90

Halla todos los valores naturales de n para los cuales el valor de T,
n- +

€S un entero.

Encuentra todos los pares (X;y) de nimeros enteros no negativos tales que x> — 50x + 25y = 0.

Se tiene un cuadrado ABCD de area igual a 4 u? sobre la diagonal BD se sitda el punto P tal que los
segmentos BP y AB son iguales. Sobre el lado AD se sitia el punto Q con PQ L BD. Halla el area del
tridAngulo DPQ.

Expresar 657 como suma de tres nimeros naturales cuyos cuadrados sean proporcionales a 156, 351
y 624 respectivamente.

(Cuantos nimeros impares consecutivos hay que sumar para que su suma sea lo mas préxima posible
a 2 006?

Los lados de un poligono regular de n lados (n > 4) se prolongan para formar una estrella de n vértices.
Determina la amplitud de cada dngulo que se forma en cada vértice de la estrella.

Sea p un ndimero primo mayor que 3. Si p*> se divide por 12, se obtiene un resto. Halla el resto de dicha
division para todo p que cumpla las condiciones dadas.

En una circunferencia con centro en el punto A(7;-2) reconoce que el punto B(5;—-8) es exterior y el

punto C(3;1) es interior. Prueba que el radio de dicha circunferencia esta entre 5 u'y 2410 u.

En la figura 63: ¢
AABC rectangulo en A

AD=1u,BD=3uyAC=2u.

Determina la amplitud de la suma de ZADC y ZABC.

A D B
Fig. 63

Un cierto nimero de cubitos de lado uno se ponen juntos para formar un cubo mis grande y algunas
de las caras del cubo grande se pintan. Después de pintado se vuelven a separar los cubitos pequefios
y nos damos cuenta de que 45 de los cubos pequefios no tienen caras pintadas. ;Cudntas caras del
cubo grande se pintaron?
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SOLUCIONES

. Con la taza negra.

Como la taza gris tiene a la derecha el plato verde y a la izquierda el plato azul, entonces esta con el plato
rojo y, en el medio de las otras dos tazas. Como la taza negra esta a la izquierda de la taza blanca,
entonces la taza negra es la de la izquierda y estd con el plato azul.

. 880 y 88.

968 = ab0+ab por ser uno de ellos divisible por 10 entonces
100a + 10b + 10a + b = 968

110a + 11b =968 y 10a + b = 88.

. los nimeros son 880 y 88.

. 3.

Sean X y VY los dos nimeros buscados con X — Yy = 4\/3, Xy = 4, entonces:

AP

i_iHu
Xy | xy
. 2,625 cm.

1
A= E(a+b+c)r:>r=21:8=2,625cm.

SN

Sean a:\/?/g :x/?fz =22 y b:\/gfz = (2\/5)5 , como tienen el mismo exponente y la base de b es
mayor que la base de a, entonces b > ay x/g . >\/5 ﬁ.

. 202.

1
Se tiene que N+ 2N+ 3n+ ... + 100N = 5 100 - 101 - n=5050n=2 - 52- 101 - n; para que sea cuadrado

perfecto debe cumplirse que n = 202t?, como se busca el menor, entonces n = 202.
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10.

12.

. 6.
V=2mr’, V, =2n(r + 6)° =V + X=21r* + X; V, = 8xr* = 2nr> + X 8xnr’ = 2x(r + 6)°
4r2 =r2+ 12r + 36 r-6)(r+2)=0 El radio original mide 6 u.
3rr—12r-36=0 r=6or=-2
rr—4r-12=0 r=6
3

X-2)=X-22=>x-2=00x-2=1porloquex=20x=3
X-2)=X-2P=>x-2=00X-2=10xXx-2=-1porloquex=20X=30x=1
X-2P2=XX-2=>(XX-2=00x-2=1porloquex=20Xx=3

. hay 3 pares ordenados.

. Hay 4 tridngulos rectangulos.

Sea m? — n? = 15? entonces (M + N)(M — nN) = 152 teniendo los casos:
Dm+n=225ym-n=1 Im+n=75ym-n=3
IMm+n=45ym-n=35 IVym+n=25ym-n=9
Para el caso I se tiene que m= 113, n = 112.

Para el caso II se tiene m= 39 y n = 36.

Para el caso III se tiene m= 25y n = 20.

Para el caso IV se tiene m= 17 y n = 8.

nN=1on=5o0on=13.
Tenemos que I +7=(N+3)?-6n-2=(n+ 3)>-6(n+ 3) + 16.
Entonces n + 3 divide a n? + 7 cuando n + 3 divide a 16 por lo que
n=1,n=5o0n=13.

n=0,1,2o04.

7n° +14n+ 90 90 o _
P =7n+ 3, por lo que n* + 2 debe ser un divisor de 90. Haciendo n* + 2

igual a cada uno de los divisores de 90, encontramos todos los valores pedidos, estos son los siguien-
tessnN=0,1,2o04.

Se tiene que

Escribamos la ecuacion en la forma X* — 50X = —25y y completemos el miembro izquierdo a un cuadrado
sumando a ambos lados de la igualdad el nimero 25°

Tenemos entonces (X — 25)* = 25(25 - ).

Como 25 es un cuadrado entonces 25 — Yy debe ser también un cuadrado. Hagamos una tabla para
analizar los casos posibles:

25 -y y X—-25 X Soluciones

0 25 0 25 (25;25)

1 24 +5 30 0 20 (30;24) o (20;24)
4 21 + 10 35015 (35;21) o (15;21)
9 16 + 15 40 o 10 (40;16) o (10;16)
16 9 + 20 4505 (45;9) o (5;9)

25 0 + 25 5000 (50;0) o (0;0)
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13.

14.

15.

16.

17.

(6-44/2)u’. D c
El lado del cuadrado (fig. 64) tiene longitud 2 u, entonces AB = BP = 2 u, p
BD =2v2 uyDP=2v2 —2=2(+2 - 1), por tanto, PQ = DP porque o
Z/PDQ = 45°, luego PQ = 2(+/2 — 1)

1 A B
Aveo = 5[2(@ S DP=(6-4v2) Fig. 64

a=146; b=219y c = 292.
aa b

Sea 657 =a+ b+ ccon —=——=—— pero mcd(156, 351, 624) = 39 con 156 = 39 - 4,
156 351 624

2 2 2

351 =39 -9y 624 =39 - 16, entonces & _ 2" _C _ v a=2yk: b=3Jk: c=4vKk sumando las
4 9 16

tres igualdades, obtenemos 657 =9Jk y Jk=73 por lo que k = 732 de donde a = 146; b = 219 y

c =292

45.
Debe cumplirse que 1 + 3 + 5 + ... + (2n — 1) = n? sea un nimero lo mas préximo posible a 2 006. Se
tiene que 44% = 1 936 y 452 = 2 025 por lo que habrd que sumar 45 nimeros impares consecutivos.

180°

n
Analicemos qué pasa para un pentdgono (fig. 65) y este resultado podemos generalizarlo para n > 4.

(N—4).

180°(n—-2 180°
ZC =180° - (LA + £B) = 180° — 2ZA :180"—2[1800— (n ):|= - (n—4).
1.
C
_-T
/// /
A" //
/
/
/
/
B
Fig. 65

SeapP—1=(p+ 1)({P-1)luego p*> — 1 es divisible por 4, yaque p+ 1 y p— 1 son ambos pares.
Como p=6m= 1, entonces p+ 1 o p— 1 es divisible por 3 por lo que p*> — 1 divide a 12 y p* deja resto
1 en la divisién por 12.
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18. La ecuacién de la circunferencia dada es (X — 7)? + (Y + 2)? = r? entonces AB= 2@ u, AC=5u , por lo

que el radio r cumple que Su<r < 2410 u.

19. 90°.
En AABC rectingulo en A tenemos tan ZABC = % y tan ZADC =2
>
tan(ZADC + ZABC) = _WnADC+@nABC _ 5 4 definida. Luego ZADC + ABC = 90°.
1-tan ADC-tan ABC 0

20. 4 caras.
Observemos que 45 =3 - 3 - 5 = 45. Si formamos un prisma con cubitos no pintados y con estas
dimensiones. Si le agregamos cubitos para formar un cubo, el cubo con los lados més pequefios que se
puede formar es uno de 5 - 5 - 5. Si pintamos las cuatro caras verticales de este cubo (no se pintan las
bases), adentro habra 45 cubitos no pintados, luego este es solucién.
Si el cubo es mayor, digamos de 6 - 6 - 6, este tiene un cubo interior de 4 - 4 - 4 = 64 > 45, por lo que
no se puede.
Si el cubo es mas pequeiio no se puede meter el prisma inicial. Por lo que el cubo inicial es de lado 5
y se pintaron cuatro caras.
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Ocerins Poprar Esroorvrm, og Marewimn
Curso 2007-2008

Los estudiantes de 10mo. grado deben resolver los problemas 1 al 14.
Los estudiantes de 11no. grado deben resolver los problemas 4 al 17.
Los estudiantes de 12mo. grado deben resolver los problemas 7 al 20.

10.

12.

. Considera la sucesién 2, 1, 3, 1, 1, 5, 1, 1, 1, 7, ... formada por unos y nimeros primos en orden

ascendente. Cuando escribas el nimero 41, ;cudntas cifras unos habras escrito en total?

Si la suma de dos niimeros positivos Py g es Ny la suma de sus reciprocos es m, calcula el valor de

2
P-
Determina el menor entero n para que 30! - n sea un cuadrado perfecto.
Escribe de todas las formas posibles el niimero 75 como suma de varios niimeros positivos consecutivos.

El ndmero —1 es una raiz de la ecuacién de segundo grado 3% + bx + ¢ = 0. Si los coeficientes b y ¢ son
ndmeros primos, ;cuél es el valor de 3¢ — b?

La recta r cuya ecuacién es 2X — Y + 3 = 0 es reflejada respecto a la recta Sde ecuacion X -y + 1 =0
obteniendo la recta r . ;Cudl es la ecuacion de r ?

(Cudl es el mayor entero positivo n tal que (n + 10) divida a (n*+ 100)?

(Cudntos numeros positivos de dos cifras existen tales que la diferencia entre el nimero y el producto
de sus digitos sea 12?

En un tridngulo ABC las medianas correspondientes a los lados BC y AC son perpendiculares. Si BC =a

y AC = b, halla la longitud del lado AB.

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos situados sobre una circunferencia. El lado del cuadrado
que no tiene como extremo ninguno de estos vértices es tangente a la circunferencia. Calcula la razén
entre el drea del cuadrado y la del circulo dados.

Sean a, b, ¢, d niimeros enteros positivos tales que & = b*, = d’, c - a = 19.
Halla el menor valor que puede tomar d — b.

Si a = 6" + 8". Determina el resto al dividir a, ,,, entre 49,
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13.

14.

15.

— AE 1 —
En el tridngulo ABC, el punto E en el lado AB es tal que E =—, y el punto D del lado BC es tal que

3

CD 1 —_ =
=—. Si F es el punto de interseccién de AD con CE, halla el valor de ﬁ

DB 2

Halla todos los pares (X;¥) de nimeros reales, que son solucién del sistema de ecuaciones:

(X+y)? +3(x+y)=4
1 1 1
+

X'y 6

Resuelve: X* +3-4/2x> —3x+2 =1,5(x+4).

16. En el AABC isdsceles se tiene que ZACB = 100°. En su interior se ha situado un punto M de manera que

17.

18.

19.

20.

ZMAB = 30° y ZMBA = 20°. Halla la amplitud del ZACM.

Se tienen 5 rectas en el plano de manera que no hay 2 que sean paralelas, no hay 3 que pasen por un
mismo punto y no hay 4 que sean tangentes a una circunferencia. ;Cudntas circunferencias hay que
sean tangentes a 3 de las 5 rectas?

BC 1 3
En el triangulo ABC se conoce que A_C:E y cos ZACB = 1 En el lado AC se toma el punto D de
manera tal que ——=—. Halla la razon entre el radio de la circunferencia circunscrita al AABC y el

AD 3
radio de la circunferencia inscrita en el AABD.

Demuestra que para todos los nimeros reales a, b, C se satisface la inecuacion:
a’(1 + b?) + b*(1 + ¢ + cX(1 + a* = 6abc.

Encuentra todas las parejas (a;b) de enteros no negativos tales que: a> = 3 - 2° + 1.
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1.

3.

4.

SOLUCIONES

85.

Observemos que el nimero de unos que se han escrito antes de poner el (N + 1)-ésimo nimero primo es
n(n+1) . . . .

1+42+...+n= > . Como el 41 es el décimo tercer nimero primo y, ademds, aparecen el 11, el 13,

el 17, el 19, el 31 y el 41, el ndimero de unos que se han escritoes 1 + 2 + ... + 12 + 7 = (6)(13) + 7 = 85.

mn® —4n
e
Se i D+g=n 1+1 p+ta_n _ . n
€ uene gque = —_—t——=—_— == entonces —
a Yp'a pd pg Pa=—
n  mn’—4n
(-0 =p -2p0+ =P+ -4pg=r -4 _=——.

n=5-17-19-23 .29 =1 077 205.

Hay 5 formas posibles.

Si hay una cantidad impar de sumandos, el central debe ser un divisor de 75 y si tienen que ser
todos positivos, como central debe ser 75 : 3 =25 0 75 : 5 = 15 teniendo 24 + 25 + 26, 13 + 14 + 15 +
+ 16 + 17.

Si hay una cantidad par de sumandos 2n, hay n parejas que suman lo mismo, por lo que la pareja central
sumard 75 : n.

Sin=1 tenemos 37 + 38.
n = 3 la pareja central suma 75 : 3 =25 =12 + 13 teniendo 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15.
N =75 la pareja central suma 75 :5=15=7+ 8 teniendo 3 +4+ 54+ 6+ 7+ 8 +9 + 10 + 11 + 12.

El préximo divisor de 75 es 15, entonces la pareja central debe sumar 75 : 15 = 5, entonces habrian
nimeros negativos y no hay mads soluciones.

1.
Si —1 es raiz de la ecuacién 3x> + bx + ¢ = 0, entonces 3 — b + ¢ =0, de donde b — ¢ = 3.

Si la diferencia de dos nimeros es impar entonces uno debe ser par. El inico nimero primo par es el 2
porloquec=2yb=5y3c-b=1.
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10.

11.

1
ry=x
Las rectas r y S se cortan en el punto R(—2;-1), consideremos un punto cualquiera de r, tomemos
P(0;3). La recta y = —X + 3 es la recta perpendicular a S que pasa por P y la corta en (1;2); asi que P’

simétrico de P respecto a S, seria el otro extremo de un segmento cuyo centro es (1;2) y un extremo es

1
P, es decir, P'(2;1), con lo que la recta r serd la que pasa por Ry por P, es decir, y = EX.

890.

28 o 39.

Sea ab el nimero buscado, entonces ab = 10a + b por lo que debe cumplirse que
10a + b —ab = 12, es decir, 10a - 10 + b — ab = 2 teniendo 10(a—- 1) —b(a- 1) =2
@-1)(10-b)y=2,entoncesa-1=2y10-b=1oa-1=1y10-b=2

Para el primer caso a =3, b =9 y en el segundo caso a =2y b = 8 teniendo los nimeros 28 y 39.

2 2
AB = a‘+b
5
o4
251

Consideremos la figura 66 de anélisis donde r es el radio de la circunferencia y r + X es la longitud del
lado del cuadrado, entonces por el teorema de Pitigoras se tiene

r+ X ;
r’=x>+|—= | de donde 3r = 5x

2
3r  8r 64r°
el lado del cuadrado es r + —=-— y su 4area .
5 5 25
L A did 64r2 . r2_ 6_4 \
a razén pedida es >s P = o

Fig. 66

757.
Comoc—-—a=19setieneque c=a+ 19y a=c- 19, de aqui tendremos que c> 19y c> a.

Como € = d?, ¢ y d? contienen los mismos factores primos cuando se descomponen

3o,

c=p - ps>...; d=pj - pf*... Entonces pi*t.pi* . = pfP.pP .

Esto quiere decir que todos los exponentes de los factores primos en la descomposicién canénica de
¢’ y d? son divisibles por 2 y por 3, es decir, por 6.

Con el mismo razonamiento podemos concluir que todos los exponentes que aparecen en la descom-
posicién candnica de @ o b* son divisibles por 5 y 4, es decir, por 20, por lo tanto, el valor mas
pequeiio que puede tomar & o b*seria 2%.

Pero si @ = b*= 2% entonces a = 16 por lo que ¢ = 35, es decir, c =5 - 7, entonces

¢’ = 5% - 7 y estos exponentes no son divisibles por 6.
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12.

13.

14.

15.

16.

El segundo valor que pueden tomar es 3?° y en este caso a = 3*= 81
c=81+4+19=100,c=2?-52yc=20-5°
En este caso se tienen exponentes que si son divisibles por 6.
Entonces & = b*

81° = Dbt

320 = pt

b =243

Por otra parte & = ¢

Por lo tanto, d — b = 757.

42.
al 001 — 61 991 + 81991 — 67(284)+3 + 87(284)+3 = 1 . 20 + 1 . 22 - 42
1.
Sean a, b, c, d las dreas de los tridngulos AEF, EDF, DCF, CAF respectivamente.
i=3=9=ﬂ (propiedad de las proporciones)
F b ¢ b+c
1 13 AF
a+d=—Apc yb+c===Aus:. Porlo tanto, —=1.
4 34 FD
(=2;3) y (3;:-2).
Ty
2 VT

Al multiplicar por 2 tenemos
2% +6 = 24257 —3x+2 =3x+12

2¢ =3X+2-2\2x* -3x+2-8=0

Si sustituimos K =+v2x*> —=3x+2 tenemos kK — 2k — 8 = 0.
Luego K=40 K =-2.

Por lo que tenemos ahora que sustituir y resolver las ecuaciones con radicales.

De la segunda no obtenemos solucién alguna. De la primera obtenemos las soluciones 5y 2.

20°.

Primeramente tracemos los segmentos m, WB, MC.
Luego tracemos las perpendiculares a los lados AB, BC y A_C, cuyos pies son los puntos C, A y B,

respectivamente. Supongamos que CM =a.

En el ACMB, hallamos MB, = MC senx = a - senx
AABC es isosceles y, por lo tanto, ZCAM = 10°.
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17.

18.

19.

20.

— MB asen X
En el AAMB, tenemos que AM = | _asen
sen10° senlO°

asen X
2sen10°

Pero en ACMA, el ZMCA, = 100° - X por lo que
MA = CM sen(100° — X) = asen(100° — X), pero como ZLMBC = 20°, entonces

En el AAMC1 tenemos MC, = AM sen30° =

ABMC, = ABMA y como consecuencia MC, = m = a - sen(100° — Xx)

Igualando tenemos _asenX _a. sen(100° — X) y resolviendo esta ecuacion llegamos a que X = 20°.

2sen10°

40.

Se tiene que para cada tres de estas rectas hay precisamente 4 circunferencias que son tangentes a las
tres. Por las condiciones dadas, ninguna de estas 4 circunferencias vuelve a aparecer para alguna otra
terna de rectas.

5
. hay en total 4(3) = 40 circunferencias.

§(2+\/§)-

2+ +Pl+AH+cc(l+ad)=a+abP+bP+bc+c+ca=
= (a - bc)? + 2(abc) + (b — ac)?> + 2(abc) + (¢ — ab)? + 2(abc) > 6abc.

Las soluciones sona=2,b=0;a=5,b=3;ya=7 b=4.

De la ecuacion tenemos que 3 - 2°=a? -1 =(a—- 1)@+ 1).

De los dos nimeros a — 1 y a + 1, uno debe ser potencia de 2 y el otro el triplo de una potencia de 2,
hay dos posibilidades:

Caso 1:

a—-1=2"ya+1=3"-2" Tenemos que 3 - 2" = 2" + 2. Si m = 0, el miembro derecho es 3 y entonces
n también es cero, de donde b = m + n. Asi obtenemos la solucién a =2, b = 0. Si m> 0, el miembro
derecho es par y, por lo tanto, n también es mayor que cero. Si m = 1 obtenemos 3 - 2"~ ! = 2 que es
imposible. Cuando m es mayor o igual que 2 el lado derecho es impar y entonces, para que el miembro
izquierdo lo sea, n debe ser 1. De n = 1 obtenemos la solucién a =5, b = 3.

Caso 2

a-1=3-2"ya+ 1 =2" Ahora tenemos que 2" =3 - 2™+ 2. El miembro derecho es por lo menos
3-2°+2 =25, de modo que n es mayor o igual que 3. Ahora sabemos que el miembro izquierdo es
multiplo de 8. Si m es mayor o igual que 2, el miembro derecho ni siquiera seria multiplo de 4, por
lo tanto, m < 2. Con m = 0 se tiene 2" = 5 que es imposible y con m = 1 se obtiene n = 3, de donde
b=4ya=7.

Por lo tanto, las soluciones sona=2,b=0;a=5b=3;ya=7 b=4.
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Ocerins Poprar Esroorvrm, og Marewimn
Curso 2008-2009

Los estudiantes de 10mo. grado deben resolver los problemas 1 al 14.
Los estudiantes de 11no. grado deben resolver los problemas 4 al 17.
Los estudiantes de 12mo. grado deben resolver los problemas 7 al 20.

1

Adriana tenfa muchas monedas de tres pesos. Después de darle un tercio del total a Ariel y un cuarto del
total a Diego, le quedan 35. ;Cuanto dinero tenia?

. Al aumentar en la misma proporcion la longitud de los lados de un cuadrado, su 4rea aumenta en un 69 %.

(Qué porcentaje aumentaron sus lados?

. Sea f una funcién numérica tal que f(2) = 3, y f(a + b) = f(a) + f(b) + ab, para todos a y b del dominio.

Calcula f(11).

. Determina la mayor cantidad de dias lunes que puede haber en un periodo de 45 dias consecutivos.

. ¢Cuantos tridngulos is6sceles diferentes de perimetro 25 cm y lados de longitudes enteras pueden for-

marse?

. Calcula la suma de todos los enteros entre 50 y 350, los cuales terminan en 1.

. En el tridngulo ABC (fig. 67), AB =1u, BC =2uy ZABC es de 72°. Se c

rota el tridngulo ABC en el sentido de las manecillas del reloj, fijando el
vértice B, obteniéndose el tridngulo A'BC’. Si A, B, C' son colineales y el

arco AA” es el descrito durante la rotacidn, ;cudl es la medida del area A
sombreada?
AU C’
Fig. 67

En un grupo de 40 estudiantes, 20 juegan a la pelota, 19 juegan baloncesto y 6 juegan tanto pelota como
baloncesto. ;Cudntos estudiantes no juegan ni pelota ni baloncesto?

Consideremos los nimeros de 5 cifras formados por los digitos 1 y 2 solamente. ;En cuédntos de ellos
aparece el 1 mas veces que el 2?
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10. Una sefiora dice: Tengo hijos de tres edades distintas. El mayor es todavia menor de edad y el nimero

de afios cumplidos por él es multiplo de seis. La suma de los afios de mis hijos es 28. El mas pequefio

serd el primero en celebrar su cumpleafios y cumplird la mitad de los que tiene el mayor. Determina sus
edades.

11. De un tridngulo equildtero de 9 cm de lado se recortan tres tridngulos equildteros como se indica en la

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

figura 68 y se obtiene un hexagono regular. Calcula el 4rea del hexdgono.

B

A M R C
Fig. 68

Un tridngulo rectdngulo tiene una hipotenusa de 6 cm y un perimetro de 14 cm. (Cudl es su area?

Tenemos nueve bolas con el mismo aspecto exterior, de ellas ocho son iguales y la otra més pesada
que las demds. Con una balanza de platillos se puede encontrar la bola desigual con solo dos compa-
raciones. {Coémo lo harfas?

Sean ABCD un cuadrado y a la longitud de su lado. Ademas, sea X un punto movible sobre la diagonal DB.

El pie de la perpendicular a AB trazada por X sea E, y el pie de la perpendicular a DA que pasa por X sea F.
Demuestra:

a) La suma de las longitudes de los segmentos XE y XF es igual a a.
b) Los segmentos CF y DE tienen la misma longitud y son respectivamente perpendiculares.
Cuatro nimeros primos tienen la estructura siguiente: AA; BAB; BACD; AAAC. Sabiendo que cada

letra representa una cifra y que letras iguales corresponden a cifras iguales, ;jcudles son esos
numeros?

Se sabe que el polinomio p(X) = X* — X + K tiene tres raices que son nimeros enteros. Determina el valor de k.
Pablo eligi6 tres digitos distintos y escribi6 todos los nimeros de 3 cifras que se forman con ellas (sin
repeticiones). Después sumo todos los nimeros que obtuvo. Calcula la suma que obtuvo Pablo si la

suma de los digitos originales es 14.

Un sefior va al mercado a comprar aceite, leche y vino. Para eso lleva 9 recipientes cuyas capacida-
des son: 3, 6, 10, 11, 15, 17, 23, 25 y 30 litros respectivamente. Compra el doble de vino que de
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aceite y el triple de leche que de vino. Todos sus recipientes estin completamente llenos, salvo uno
que estd vacio. ;Puedes indicar, razonando la respuesta, qué recipientes ha utilizado para cada pro-
ducto?

19. Dos jugadores dicen alternativamente un nimero del 1 al 5 y van sumando todos los nimeros
dichos por uno y otro. El jugador que primero alcance el numero 33 gana. ;Qué niimero es mejor

decir si sales ta?

20. Un nifio quiere subir una escalera, lo cual puede hacer subiendo uno o dos escalones a la vez. Si la
escalera tiene 10 escalones en total, ;de cudntas formas distintas puede subir las escaleras?
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SOLUCIONES

. 252 pesos.

Sea X la cantidad de monedas que tenia Adriana entonces % x+ix = X — 35, llegando a la ecuacién

%X:35 donde X = 84. Como son monedas de tres pesos tenia 252 pesos.

. 30 %.
Sean a la longitud del lado del cuadrado y X, la cantidad de unidades lineales en que aumenta cada lado,

16
entonces se tiene (X + a)> = 100 a’ llegando a la ecuacion

100x* + 200ax — 69a = 0, es decir, (10x + 23a)(10x — 3a) = 0 cuyas soluciones son
X =-23ay X = 0,3a que es igual al 30 %.

. 66.
f2)=3=f(1 + 1) =f(1) + f(1) + 1 - 1 = 2f(1) + 1, entonces f(1) = 1

f3)=fQ+1)=f2Q)+f(H)+2-1=3+1+2=6
f4)=f2 +2)=2f2)+2-2=10

f(8) = f(4 + 4) = 2f(4) + 16 = 36

f(11) = f(8 + 3) = f(8) + f(3) + 8 - 3 = 66.

7.
La mayor cantidad de lunes se dara cuando el primero o el segundo o el tercero de los 45 dias sea un
lunes y en este caso habrd 7.

. 6.
Los dos lados iguales deben tener una longitud mayor o igual a 7 y una longitud menor o igual a 12,
dando un total de seis posibilidades: 7, 8, 9, 10, 11, 12.

. 5 880.
Los nimeros que seran sumados forman una progresion aritmética cuyo primer término es a = 51, el
ultimo término es t = 341 y la diferencia comin es 10. Sea n el nimero de términos que serdn sumados,

entonces 341 = 51 + (n — 1)10, de donde obtenemos que N = 30. Ahora para calcular su suma § usamos

1
la férmula S = En(a + 1). De aqui obtenemos finalmente que S= 15 - 392 = 5 880.
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10.

11.

12.

T >

. —u”.
10

o

El angulo ABC mide 180° — 2(72°) = 36°. Por lo tanto, la regién sombreada es =— del area del

360° 10

. .5 . . e
circulo con centro en B y radio AB, que es n(1*)=7. Por eso el drea sombreada es igual a m u?.

7.

La cantidad de estudiantes que juegan algin deporte es igual al nimero que juegan pelota méis el
nimero que juegan baloncesto menos el nimero que juegan ambos, es decir, 20 + 19 — 6 = 33 por lo
que la cantidad de estudiantes que no juegan ninguno de los dos deportes es 40 — 33 = 7.

16.

Como 5 es impar, cada nimero de los considerados, o tiene mds digitos iguales a 1 o tiene méas digitos
iguales a 2. Del total de los nimeros considerados, los que tienen mds digitos 1 que 2 son la mitad.
Veamos cudntos nimeros de 5 cifras se forman con los digitos 1 y 2. En cada posicién tenemos dos
posibilidades, 1 o 2. Son 5 posiciones, por lo tanto, hay 2° = 32 nimeros. La mitad de ellos es 16. (Los
alumnos pueden hacer este ejercicio también por conteo).

El mayor tiene 12 afos, el menor, 5 afios y el mediano, 11 afios.

La edad del mayor ha de ser 6 afios o 12 afios. Si el mayor tuviera 6 afios, el mis pequefio tendria 2 afios
y la suma de las tres edades no podria ser 28 afios. Luego la edad del mayor es 12 afios, la del menor es
5 afios y la del mediano, 11 afios.

73,

cm”.
2

9\/7 B

AC =9; La altura del tridngulo ABC serd h = 73 (fig. 69); el area

g 8143 ) ) 2
del triangulo ABC = 0 cm?. El area del hexdgono MNOPQR = 3
2743 h
del érea del tridngulo ABC = ;f cm’ (fig. 68).
A C
Fig. 69

3,5 cm?.
Un triangulo rectangulo tiene hipotenusa 6 y perimetro 14, ;cudl es su drea? Sean a y b las longitudes
de los catetos del tridngulo dado, entonces se tiene que:

a+b=8,a+b*=36ya +2ab+ b =64 de donde 2ab = 28 y ab = 14 por lo que el area del triangulo
es 3,5 cm?.
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13. Hacemos tres lotes, de tres bolas cada uno, y les llamamos 3a, 3b y 3c. Comparamos 3a y 3b. Puede

ocurrir:

a) que pesen lo mismo b) que pesen diferente

a) Si pesan lo mismo, entonces la bola més pesada estd en el lote 3c. Llamamos C, C, y C, a las tres
bolas de este lote y comparamos con la balanza ¢, y C,.
* Si pesan lo mismo, entonces C, es la que pesa mds.
* Si pesan diferente, la que pesa mds es la que buscamos.

b) Si pesan diferente, entonces la defectuosa esta en el lote que pesa mas y procedemos como en el
caso anterior.

14. a) Para cada posicion de X sobre DB y derivada de esta, de E sobre AB y F sobre AD se cumple:

15.

16.

ZXFD =90°
/FDX = ZADB =45°.
Luego DFX es isorrectingulo y XF = DF . (1)

Ademas:

XE = FA por ser AEXF rectangulo. (2)
De (1) y (2) resulta: XE+ XF = AD.
b) El punto de interseccién de CF y DE sea Y.
De (1) resulta E=E
DC=AD Y ZCDF = ZDAE =90° por ser ABCD cuadrado.

Por tanto, ACDF = ADAE por tener dos lados y el dngulo comprendido respectivamente iguales.
Luego CF =DE por lados homélogos en tridngulos iguales.
/DCY + ZCDY = «DCF + ZCDE = ZADE + ZCDE =90°.

Luego ~CYD =90° por suma de dngulos interiores en un tridngulo.

11, 919, 9 173, 1 117.

AA; BAB; BACD; AAAC son nimeros primos entonces A, B, C y D representan a cifras impares. Para
que AA sea primo, A tiene que ser 1.

Si 111C es primo, C no puede ser 3 ni 9, ya que 111C serfa miltiplo de 3. C no puede ser 5 porque
111C seria multiplo de 5. Luego C = 7.

Si B1B es primo, B no puede ser 5. B tendrd que ser 3 o 9.

Si B = 3, entonces D = 9 y el nimero BACD = 3 179 es miltiplo de 11. Como esto no puede ser porque
BACD es primo, entonces:

B =9y D = 3. Los nimeros son: 11; 919; 9 173; 1 117.

0.

Para k = 0 tenemos p(X) = X* — X = X(X — 1)(X + 1), que tiene raices 0, -1 y 1.

Se demuestra que este es el tnico valor de K para el cual p(X) tiene tres raices enteras.
En efecto, si @, b, € son enteros, y p(X) = (X — a)(X — b)(X — ¢), resultan las ecuaciones
a+b+c=0;ab+ ac+ bc=-1; abc = k, entonces
(@a+b+coP=0=a2+bP+c+2@+ac+bc)=a>+b>+c2-2
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17.

18.

19.

20.

Es decir, &> + b* + ¢ = 2, &, b?, ¢*son enteros no negativos. Necesariamente uno de los valores @, b o
C debera ser nulo, con lo que k = —abc = 0.
También pueden representar g(x)= X’ — X, y observar que ¢(X) + k no puede tener tres raices enteras,

pues no hay enteros ni en (—1,0) ni en (0,1).

3 108.

Sean a, b y c los digitos que eligi6 Pablo. Con ellos formé seis nimeros distintos y luego los sumé.
Cuando puso los nimeros en columna para sumarlos, en la columna de cada cifra le quedan la misma
cantidad de & b y c. Como son seis nimeros, le quedaron dos de cada uno en la suma final

2@+ b+0)100+2@+b+0)10+2(@+b+c)=3108.

Si llamamos a al nimero de litros de aceite: litros de aceite = a; litros de vino = 2a; litros de leche = 6a.
El nimero de litros total que adquiere es un multiplo de 9.

La capacidad total de los recipientes es 140 L.

Hay que eliminar uno de forma que la capacidad resultante sea un nimero multiplo de 9. El que
tenemos que quitar no es multiplo de tres:

140 — 10 = 130 no es multiplo de 9
140 — 11 = 129 no es multiplo de 9
140 - 17 =123 no es multiplo de 9
140 - 23 = 117 si es miiltiplo de 9

140 - 25 = 115 no es multiplo de 9.

Por lo tanto, queda vacio el recipiente de 23 L, y los otros 8 recipientes sumaran 117 L. Como
117 =9 - 13 (tabla 23).

Tabla 23
Producto Cantidad (en litro) Recipientes (en litro)
Aceite 13 3+10
Vino 26 11+15
Leche 78 6+ 17 +25+30

El 3.

Una buena forma de abordar este tipo de problemas es partir de la tltima jugada.

Supongamos que los dos jugadores son Ay B.

Para que A pueda escribir 33, B habra escrito 28, 29, 30, 31 o 32.

Si el jugador A escribe 27, entonces gana.

Si el jugador A escribe 21, gana; y si escribe 15 y si escribe 9 y si escribe 3, entonces gana. La

secuencia ganadora sera: , |E| , | 15|, | 21 |’ | 27| Y| 33'

89.
Para contar el nimero de formas distintas de subir los escalones, dividiremos el conteo en casos depen-
diendo del nimero de veces que subié dos escalones a la vez:

I) Solamente sube escalones de uno en uno. Una posibilidad.
II) Solamente en una ocasién sube 2 escalones a la vez. El nimero de posibilidades aqui es equiva-
lente a la cantidad de permutaciones distintas de un dos y ocho unos. Nueve posibilidades.
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IIT) En dos ocasiones sube dos escalones a la vez. El nimero de posibilidades aqui es equivalente a la
cantidad de permutaciones distintas de dos doses y seis unos. 28 posibilidades.

IV) En tres ocasiones sube dos escalones a la vez. Permutaciones de tres doses y cuatro unos. 35
posibilidades.

V) En cuatro ocasiones sube dos escalones a la vez. Permutaciones de cuatro doses y dos unos. 15
posibilidades.

VI) En cinco ocasiones sube 2 escalones a la vez. Una posibilidad.
Por lo tanto, el nifio puede subir los escalones de 89 formas distintas.
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Coverrso Nactovar, og Marewimey
Trnsrio como

(trso 2009-2006

1. Cada uno de los n estudiantes de una clase le mandé una tarjeta a cada uno de m compaiieros. Demues-
tra que si 2m + 1 > n, entonces al menos dos estudiantes se mandaron tarjetas entre si.

2. n personas numeradas de 1 hasta n estdn dispuestas en fila. Un movimiento admisible consiste en que

cada persona cambia a lo sumo una vez su lugar con otra o permanece en su lugar.
Por ejemplo (tabla 24),

Tabla 24
Posicién inicial 1 2 3 4 5 6 n-2 |[n-1 n
Posicién final 2 1 3 6 5 4 n n-1 n-2
Es un movimiento admisible.
(Es posible que partiendo de la posicién
1 2 3 4 5 6 n-2 n-1 n
se llegue a
n 1 2 3 4 5 n-3 n-2| n1

mediante dos movimientos admisibles?

3. Se pintan K casillas de un tablero cuadriculado de m X n de tal manera que se cumpla la siguiente
propiedad:

Si los centros de cuatro casillas son los vértices de un cuadrildtero de lados paralelos a los bordes del
tablero, entonces a lo mds dos de estas casillas deben estar pintadas.
Encuentra el mayor valor posible de k.
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SOLUCIONES

1. Cada alumno envié m tarjetas, luego en total se mandaron mn tarjetas. A cada tarjeta le asociamos un par
de alumnos (A,B): el que la envia y el que la recibe.
Es posible formar n(n — 1) pares distintos, pero si ningin par de estudiantes se mandaron tarjetas entre

n(n—1) n(n—1)
2

si, esta cantidad se reduce a (si esta el par (A,B) no esta el par (B,A). En tal caso: nm< e

por lo que 2mMn< n(n—l) entonces 2m + 1 < n. Absurdo, por lo tanto, al menos dos estudiantes se
mandaron tarjetas entre si.

2. Si, es posible.
Primer movimiento:

Se intercambia 1 con n, 2 con N — 1, 3 con N — 2, etc. Si n es par, todos habrdn cambiado una vez su lugar

con otro. Si N es impar, permaneci6 en su lugar y todos los demds intercambiaron su posicién con

otra persona.
Segundo movimiento:
N queda en su lugar y se intercambian N — 1 con 1, n— 2 con 2, N — 3 con 3, etc. Sines par ny

n
B quedaron en su lugar y todos los demds intercambiaron una vez su posicién con otra persona. Si N

es impar, N permanecidé en su lugar y todos los demas intercambiaron una vez su posicién con otra
persona.

Queda:

n 1 2 3 4 5 n-3 n-21| n-1

3. Diremos que un tablero T de m x n casillas (M, N > 1), es colorido si tiene algunas casillas pintadas de tal
manera que si los centros de cuatro casillas del tablero forman un cuadrilatero de lados paralelos a los
bordes del tablero, a lo més dos de estas casillas se encuentren pintadas. Sea también fT la cantidad de
casillas pintadas que tiene T.

Probaremos por induccién que para todo entero k >2, se cumple que si kK=m+n (m>1,n>1) y T es
un tablero colorido de m X n casillas, entonces:
{ f.<k-1, sm=1on=1

. )]
fr <k-2, sm>2ynx2
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Para k = 2, el tablero T es de 1 x 1. Luego, a lo mds una casilla estara pintada, con lo cual f; <1=2-1.
Supongamos que la proposicion es cierta para todo k, 2 < k < r. Probaremos que la proposicién también

es cierta para K=r+1.
Consideremos el tablero colorido T de mXx ncon m+ n=r + 1 y supongamos sin pérdida de generalidad

que m>n. De aqui, 2m>m+n=r+ 12> 3, con lo cual m=2.
Sea p la mayor cantidad de casillas pintadas que tiene alguna de las m filas de T.

Caso 1: Si p<I1, entonces T tiene a lo mds m casillas pintadas, es decir, f; <m=(r +1)—n. Luego, si
n=1 tendremos que:

fr<(r+D)—-n=(r+1)-1.

En caso contrario, si n = 2, se cumple:

fr<r+)-ns(r+1)-2.

En cualquier caso, se cumple (1) para k=r+1.

Caso 2: Si p=>2. Sea F la fila que tiene p casillas pintadas. Como en la fila F hay n casillas en total,
analizaremos dos opciones. Si p = n, para que T sea colorido no puede haber otras casillas pintadas en el

resto del tablero. Luego,

fr=n<n+(N-2)<n+(M-2)=(r+1)-2.

Con lo cual se cumple (1).

De otra manera, sea 2< p<n-1. Como T es colorido las columnas en las que se encuentran las p

casillas pintadas de F no pueden tener otras casillas pintadas. Por lo tanto, fr = p+ f;., donde T’ es el

tablero colorido de (m — 1) X (n — p) que resulta de eliminar en T la fila F y las columnas donde se
encontraban las p casillas pintadas de F. Por la hipétesis inductiva,

fr.<(M-D)+(M-p—-1=M+n)—(p+2) =(r+)—(p+2)=r-p-1.
Luego, f; =p+ f..<p+(r—p-1)=(r+1)—2. Nuevamente se cumple (1).
En efecto, es posible conseguir tener las casillas pintadas si, por ejemplo, T tiene coloreadas todas las

casillas de la fila superior y todas las casillas de la columna de la izquierda, excepto la casilla ubicada en
la esquina superior izquierda.
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Coverrso Nactovar, o Marewimey

Tevrio por crApos
Curso 2000-2006

La distribucién de las preguntas a resolver por grado es la siguiente:

Alumnos de 10mo. grado: Responden las preguntas 1, 2 y 3.
Alumnos de 11no. grado: Responden las preguntas 4, 5y 6.
Alumnos de 12mo. grado: Responden las preguntas 7, 8 y 9.

1. Determina todos los polinomios P(X) de grado 3 con coeficientes enteros, donde el coeficiente del
término de mayor grado es 1, que son divisibles por X — 1, tal que al dividirlos por X — 5 dejan el mismo
resto que al dividirlos por X + 5 y tienen un cero comprendido entre 2 y 3.

2. Sea U el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC; O, O, y O, los centros de las circunfe-
rencias circunscritas a los tridngulos BCU, CAU y ABU, respectivamente. Prueba que las circunferencias
circunscritas a los tridngulos ABC y O 0,0, tienen el mismo centro.

3. Sean a, b, ¢ nimeros reales diferentes. Prueba que

2a-bY (2b-cY (2c-a)
+ + >5.
a-b b-c c—-a

4. Sea f una funcién de Z en Z tal que:

a) f(n + 1) > f(n) para todo n € Z.
b) f(n + f(m)) = f(n) + m+ 1 para todo n, me Z.
Encuentra f(2 006).

5. La sucesion de niimeros enteros positivos siguiente &, ,, ..., &,

satisface la relacién: a,,, =d(a, )+d(n)

para todo 1<n<399. Prueba que en la sucesién no hay mds de 210 niimeros primos.

Nota: d(k) es la cantidad de divisores enteros positivos que tiene k.

6. Dos circunferencias concéntricas de radios 1 u'y 2 u estan centradas en el punto O. El vértice A del tridngulo
equildtero ABC se encuentra en la circunferencia mayor, mientras que el punto medio del lado BC se encuen-
tra sobre la circunferencia menor. Si B, O y C no son colineales, ;qué medida puede tener el dngulo BOC?

7. La sucesion a, a,, &, ... satisface que:

a=3,a=-1,a-a ,+a =2, paratodo N23.

1

Calcula: a +a, +...+ay,.
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8. Prueba que para cualquier K entero (K > 2) existe una potencia de 2 que entre sus dltimos k digitos,

los nueves constituyen no menos de la mitad. Por ejemplo, para kK =2 y k = 3, se tienen las potencias
212 = .96y 2% =..992.

9. En el cuadrilatero ciclico ABCD, las diagonales AC y BD se cortan en P. Sean O el centro de la
circunferencia circunscrita a ABCD, y E un punto de la prolongacién de OC por C. Por E se traza una
paralela a CD que corta a la prolongacién de OD por D en F. Sea Q un punto interior a ABCD, tal que
ZAFQ = /BEQy £FAQ = ZEBQ.

Prueba que PQ L CD.
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SOLUCIONES

1 PX) = (X - DQ(X) con P(5) = 4Q(5) y P(-5) = -6Q(- 5)
P(5) = P(-5) teniendo que 4Q(5) = —-6Q(-5) = 4Q(5) + 6Q(-5) = 0
QX) =X +px+qy Q5)=25+5p+q Q-5 =25-5p+q
425 +5p+ Q)+ 6(25-5p+q) =0
100 + 20p + 49 + 150 — 30p + 69 = 0 de donde 250 — 10p + 10g =0
P=q+ 25 y se tiene

P2)=Q2)=4+2p+q vy P(3) =2Q(3) = 18 + 6p + 2q
4+2p+09<0 18 +6p+20>0
4+29+50+9<0 9+3p+q>0

18+9g<0 49+ 84 >0

g<-18 g+21>0;q9>-21
q=-20 q=-19

p=35 p=6

Q(X) =X + 5x - 20 QX) =X + 6x — 19

P(X) = (X = D¢ + 5x - 20) PX) = (x-= )& + 6x — 19)
P(X) = X3 + 4% — 25X + 20 P(X) = X + 5% — 25x + 19

2. Las rectas trazadas desde el centro U a las circunferencias inscritas y los vértices A, B 'y C del tridngulo
ABC son las bisectrices de los angulos A, B y C de acuerdo con la figura 70. Sea O el centro de la
circunferencia inscrita al tridngulo ABC.

Como el centro de la circunferencia circunscrita a un tridngulo estd situado sobre la mediatriz de cada
lado, los puntos O y O, estén sobre la mediatriz de BC y OO, es la mediatriz de BC. De forma anéloga
00, y O,0, estdn en la mediatriz de AB y UB. Porque ZUBC y Z£0,0,0 son édngulos de lados respecti-

1

)

vamente perpendiculares entonces ZUBC = Z0,00y £0,00 = —B.

N | =

1
De forma andloga £00,0, = —B por lo que £0,0 0 = L00,0, y el tridngulo 00,0, es isésceles y
371 2 371 371 371

OO0, = 00,. De forma andloga se tiene que OO, = OO, por lo que OO, = OO, = OO, teniendo que el
punto O es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo O,0,0,.
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Fig. 70

a b o
3. Sea X= y= , Z= observemos que:

a b-c c—a
| | - ¢ a _a b ¢
X-Dy-DE-D= Ty b-c cca ab b-c o

setiene que X +Yy+zZ=Xy+yz+xz=1.

2a-bY (2b-cY (2c-aY
De esta forma + + =(1+x2+ (1 +Yy?+ (1 + 2?

a agrupando convenientemente los términos

a-b b-c c-a
=3+X+YV+Z4+2X+Y+2)=3+X+Y+Z2+2Xy+YyZ+2X+ 1)
=5+ (X+y+2?*2>5.

4. Seam= 0, f(n + f(0)) = f(n) + 1,
Pongamos f(0) = K y supongamos que Kk < 2
fn) < f(n+ 1) < f(n + 2) < f(n + k) = f(n) + 1 por a) lo cual es una contradiccion, pues las imagenes
pertenecen a Z = f(n) y f(n + 1) no pueden existir otros valores, por tanto,

k=0ok=1.

Si k=0, f(n) = f(n) + 1, lo cual es imposible.
Sik=1,f(n+ 1) =1f(n) + 1; asi
f(H=f0)+1=f1)=2
fQ=f1)+1=1f2)=3

fx) = f(x = 1) + 1, luego
f(x) = x + f(0)

fX) =x+1
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Comprobando: MI: f(n+ f(m) =fn+ m+ 1)=n+m+2
MD: fn)+m+1l=n+1+m+l=n+m+2
Por tanto, f(x) = X + 1 y f(2 003) = 2 004.

5. Todo entero positivo k cumple que d(k) > 1. Por tanto, para todo m > 2,

a =da, )+dm-1)=1+1=2, es decir, a > 2. Ademds, cuando k > 2 se cumple que d(k) = 2.
Luego, paratodo m>3,a =d@, ,)+dm-1)>2+2=4,esdecir,a >4 (D).

Sean a_y @, , dos nimeros primos, k> 2. Luego a ., =d(@) + dk) y a_ , =2 + dK).

Por (1), a_, , es impar. Luego, d(k) es impar. Pero esto implica que K es un cuadrado perfecto. En otras
palabras, si kK no es un cuadrado perfecto, entonces es imposible que a_y a_,, sean ambos niimeros
primos.

Si consideramos todos los a con k* < i < (k + 1)* tenemos los 2k niimeros siguientes:
s, 5802 580 o,y con ellos formamos K parejas de indices consecutivos, podemos afirmar que en

cada pareja hay a lo més un nimero primo. Luego, entre los 380 nimeros siguientes: a,, a;; a,, &, a,

a8’ alO’ all’ a12’ a13’ a14’ alS; a17’ e a362’ a363’ e a399
hay alomés 1 + 2 + 3 + ... + 19 = 190 niimeros primos. Adicionalmente, los nimeros a,, a,, 8 A -- s
&, 8, también pueden ser primos.

Por lo tanto, a lo mas se tienen 190 + 20 = 210 ndmeros primos.

6. Sean M el punto medio del lado BC y G el centro del AABC. Construimos el ADBC equilédtero simétrico
del AABC con respecto a BC (fig. 71).

O

‘l

Fig. 71

Como G es centro del AABC, ZBGC = 120°. Luego, el cuadrilatero BGCD es ciclico (puesto que
/ZBGC + «BDC = 180°). Llamaremos I" a la circunferencia que pasa por B, G, Cy D.

En el AAOM se tiene AO : OM = 2 = AG : GM, entonces OG es bisectriz de ZAOM (T de la bisectriz
interior).
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Como D es el simétrico de A, se cumple que D, M y A son colineales y DA : DM = 2. Nuevamente en el
AAOM se tiene AO : OM = 2 = DA : DM, entonces OD es bisectriz exterior del ZAOM (teorema de la
bisectriz exterior).

Pero como la bisectriz interior y la exterior de un mismo dngulo son perpendiculares, entonces
ZGOD = 90°. Ademas, como GD es perpendicular a la cuerda BC de T" en su punto medio, GD sera
un didmetro de T

En consecuencia, dado que £ZGOD = 90°, el punto O también se encuentra sobre I'. Finalmente,
Z/BOC = £BGC = 120°.

Sin embargo, este andlisis ha sido realizado considerando que O es interior al AABC. Si O fuera exterior
a este triangulo, se encontrard en el arco BDC de I" y su valor resultard la mitad del arco BGC, es decir,
ZBOC = 60°.

En conclusion, si O es interior al tridngulo ABC, ZBOC = 120°; pero si es exterior, ZBOC = 60°.

7. Utilizamos la férmula de recurrencia @ - @, ,+ @ = 2 para calcular los primeros términos de la

X 2 n
sucesion:

12

1 5 3 7
a=3a=-ka=hka=-La=3a=0L2&=7 &= 8= =7 =7:3,=1..

demostremos que si @ = 1, entonces &, +a, , ,=2.
n+1 n+2

En efecto;a -a ,+a , , =2,a  +a ,=2

Y luego observemos que si @ +a . =2, entonces a , = I:

a -a +a =2

n n+2 n+1

a-a +2-a=2

n n+2 n

a-a =a

n n+2 n

a,,,= 1, pues a # 0 para todo n.

entonces @ +a,+a, =3y, engeneral,a,  +a,, ,+a,, =3

Si agrupamos los 99 términos en grupos de tres, tenemos 33 grupos en cada uno de los cuales la suma
es 3.
Luego, la suma total es 3 - 33 = 99.

. Demostraremos por induccién que para todo entero positivo K existe un entero positivo m tal que
5% | (4m+1). Para k = 1, m = 1 se cumple. Asumiendo que para cierto I se cumple que 5" |(4S+1),
podemos notar que 4°%+1= (4S + 1)(44S 434475 454 1)‘

Pero 4° = —1 (méd 5), por lo que el segundo miembro del producto es multiplo de 5. Luego, como
existe S tal que 5 |(4S + 1), entonces existe S, = 5 tal que 5™ |(4Sz + 1). Queda asi probada la afirma-
cién.

Como 2? = 4, podemos afirmar también que para todo entero positivo K, existe un entero positivo m tal
que 5% |(2m+ 1). Esto dltimo podemos escribirlo como b - 5% =2™+ 1. Luego, 2k(b : 5k):2k(2m+ 1),
es decir: b - 10K — 2k = 2k+m (D

k
Pero 8% tiene a lo mds k digitos, por lo que 2 tiene a lo mas [g] digitos. Si k > 4,

[E] < 5_,_2 < E _ k-4 < ; Es decir, cuando K > 4, el niimero 2¢*™ es la diferencia entre un ndimero que
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termina en K ceros menos uno que tiene a lo mas 2 digitos, por lo que entre sus ultimos K digitos, al

menos la mitad de ellos serdn iguales a 9.

Para k =2 y k=3, en (1), se nota que b- 104 —2* terminan en 96 y 992, respectivamente.

9. Tomemos Stal que ABPC ~ ABSE con ZCBP = ZEBSy
ZBPC = ZBSE (fig. 72).
Entonces, ZPBS = ZCBE.

BP _BC BP BS

Como —<=——, entonces — =—— =k, entonces ABPS ~ ABCE
BS BE BC BE

por p.a.p.

Si rotamos el ABCE con centro en B y ZPBC, y multiplicamos cada
lado del ABCE por k, el ZBCE se transforma en Z/BPS por tanto, el

1
angulo entre PSy CE serd igual a ZPBC = ELDOC.

(El 4ngulo central es el doble del inscrito correspondiente).

Por tanto, PS es paralela a la mediatriz r de CD, la cual pasa por O.
®PS||ryr.LcD)= PSLCD.

Tomemos R, tal que AAPD ~ AARF con ZDAP = ZFARy
ZAPD = ZARF;
andlogamente se demuestra que AAPR ~ AADF y PR L CD.

Como ABPS ~ ABCE — "o _BP _ pg_BP ¢ (1)
CE BC BC

Como AAPR ~ AADF :>E:£:> PR:E. DE )
DF AD AD

Pero el ADOC es is6sceles (DO = OC por ser radios), y como EF | | CD, entonces AOEF es isdsceles,
por tanto, DF = OF - OD = OE - OC = CE. (3)

AAPD ~ ABPC (pues ZADB = ZACB y ZCAD = ZDBC por estar inscritos sobre el mismo arco respecti-
vamente).

BP BC _BP AP

Por tanto, —=

)
AP AD BC AD

BP AP F
entonces de (1), (2), (3 4) PS=—-CE=—"DF =PR.
M, 2),3Ay* B5C D A

Como PS=PR PS 1L CD y PR L CD, entonces S= R o P es el
punto medio de SR, lo cual es imposible, pues ZCBS < ZCBP

y ZDAR < ZDAP. Por tanto, S = Ry entonces

AASF ~ AAPD ~ ABPC ~ ABSE.

Si Q = § entonces PQ L CD (pues se probé que PS L CD). B
Supongamos que Q es distinto de S (fig. 73).

Fig. 73
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Como ZAFQ = ZBEQ (por datos) y LZAFS = ZBES (pues AASF ~ ABSE),
entonces ZQES = ZQFS

FQ_AF_FS
EQ BE ES
tanto, AFSQ = AESQ, entonces FS= ESy ZFSQ = ZESQ, por tanto, QS L EF.

Como QS L EF y CD | | EF, entonces QS L CD, pero PS L CD. Luego, P, Sy Q, estarian alineados y
PQ L CD.

por ser AASF ~ ABSE y AAFQ ~ ABQE. Luego, AFSQ ~ AESQ, pero Q_S es comun, por
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Coverrso Nactovar, o Marewimey
Trnsrio como

(o 2006-2007

1. Se colocan fichas en algunas celdas de un tablero de 8 X 8 de modo que:
i) Hay al menos una ficha en cualquier rectangulo de lados 2 X 1 o 1 X 2;
ii) Hay dos fichas vecinas en cualquier rectingulo de lados 7 X 1 o 1 X 7.
Halla la menor cantidad de fichas que pueden tomarse para cumplir con ambas condiciones.

2. Un prisma es llamado binario si se le puede asignar a cada uno de sus vértices un nimero del conjun-
to {-1,+1}, de forma tal que el producto de los nimeros asignados a los vértices de cada cara sea
igual a 1.

a) Prueba que el niimero de vértices de los prismas binarios es divisible por 8.
b) Prueba que un prisma con 2 000 vértices es binario.

3. Una competencia de tenis tiene lugar durante cuatro dias, el nimero de participantes es 2n, n = 5. Cada
participante juega exactamente una vez diaria (es posible que un par de participantes se encuentren mas
veces). Prueba que tal competencia puede terminar con exactamente un ganador y exactamente tres
jugadores en el segundo lugar y tal que no existan jugadores con los cuatro juegos perdidos.
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SOLUCIONES

1. Consideremos la figura 74 y veamos que 37 fichas es la menor cantidad que

puede tomarse para cumplir con las dos condiciones dadas. el el ele
o o o|lo o
Debemos probar que 37 es el nimero deseado. ol lolal o
De la condicién i) hay al menos 4 fichas en cualquier columna de latablade 6 X 6 [2] |92 [ |©
. - 2 . o o
obtenida al cortar las filas y columnas mds exteriores de la tabla dada. e e B g
o|lo o oo
Si consideramos i) que al menos tenga 3 fichas en cualquiera de esas columnas. [S (ol lolal |
Si hay 3 fichas en una columna de 6 X 1 que no tengan vecinos tenemos una o| [o|lo] [e
contradiccién con ii). De esta manera las 3 fichas estdn situadas en la segunda, Fig. 74

tercera y quinta celda o en la segunda, cuarta y sexta celda.

Denotemos por K el nimero de columnas con 3 fichas cada una. Hay al menos 4 fichas en cada una
de las restantes 6 — k columnas de una tabla de 6 X 6 y las dos columnas exteriores de la tabla
inicial. Nota que por i) hay 5 fichas en cada columna de la tabla inicial con 3 fichas en la tabla de
6 X 6.

Supongamos que hay dos columnas vecinas teniendo 3 fichas cada una. Entonces existe un rectangulo
de 2 x 1 desprovisto de una ficha, una contradiccién. De esta manera hay a lo sumo 3 columnas que
tienen 3 fichas cada una por lo que Kk < 3.

Consideremos los dos rectdngulos de 6 x 1 citados anteriormente y debajo del tablero de 6 x 6. Hay dos
casos:

Caso 1. Hay al menos 3 fichas en uno de esos rectingulos. Ahora, hay al menos 5 fichas en las colum-
nas exteriores del tablero inicial y hay al menos 5 fichas en la columna mas exterior del tablero inicial y
hay al menos

5k+2-5+4(6-K) + 23 -k =40 — k> 37 fichas.

Caso 2: Hay al menos 4 fichas en ambos rectingulos. Entonces el nimero total de fichas es al menos
5k + 4(8 — k) + 2(4 — k) = 40 — k > 37 fichas.

2. a) Supongamos que la base del prisma es un poligono con n vértices. Entonces el producto de los
nimeros asignados a los vértices de las caras laterales es igual a (-1)", pero al mismo tiempo es
menor o igual a 1, dado que cada uno de los vértices se cuenta dos veces. Se sigue que N es un
nimero par.

Ahora, si n = 4k + 2, para algun k, entonces consideremos el producto de los nimeros asigna-
dos a los vértices de cada una de las segundas caras laterales. Obtenemos (—1)**! = —1, esto es
igual al producto de todos los nimeros que es 1, lo cual es una contradiccién. Esto prueba el
resultado.

b) Vamos a enumerar los vértices A, A, A,, ..., A, con —1 y el resto de los vértices de la base con 1.
Para la base superior enumeremos todos con 1, excepto A, que lo enumeramos con —1.
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3. Denotemos por n,_el nimero de participantes que ganan exactamente K juegos, 0 < k < 4. Bajo las
condiciones dadas tenemos

n=0,n+n+n+n,=2n2=10 (D)

El nimero total de juegos es 4N, entonces
4n=1-n+2-n,+3-n,+4-n, (contando los ganadores) (2)
4n=3-n+2-n,+1-n,+0-n, (contando los perdedores)  (3)
Entonces 2n, = 2n, + 4n,. Sustituyendo en (1) obtenemos

n,+2n, +3n,=2n (4)

Las otras condiciones del problema implicaran (tabla 25).

Tabla 25
n, n, n, n, n, + 2n3 + 3n4
0 0 1 3 1
0 1 0 3 2
1 0 0 3 3
0 1 3 5
1 0 3 6

Dando una contradiccién.

Resta el caso n, = 1, n, = 3, lo cual implica n, =2n-9, n = 5.

Para un modelo denotemos por a al ganador y por b, b, b, los tres que quedaron en el segundo lugar,
por C uno de los 2n — 9 ganadores de exactamente dos juegos y por d, d,, d., d,, d, los cinco jugadores
con solo un juego ganado. Los restantes 2n — 10 jugadores tienen ganados dos juegos, seran denotados
(paran>35)porc,C, ..., C Finalmente por Xy denotaremos que X gana el juego contra Y (tabla 26).

2n-10 °
Tabla 26
Dia
1 ab, cd, b.,d, b.d, d,d, cC .,
2 ab, bd cd, b.d, d,d, cc,,
3 ab, bd, b,d, d.c dd, . .G
4 ac bd b,d, b.d, d,d, c..C

Dondei=1,3,...,2n-11.
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Coverrso Nactovar, og Marewimey

Teyrio por GrAp0S
Curso 2006-2007

La distribucién de las preguntas a resolver por grado es la siguiente:

Alumnos de 10mo. grado: Responden las preguntas 1, 2 y 3.
Alumnos de 11no. grado: Responden las preguntas 4, 5y 6.
Alumnos de 12mo. grado: Responden las preguntas 7, 8 y 9.

1

2.

Halla todos los niimeros reales X, y tales que X* — Y = 7TX-Y) y X} + y* = 5(X + V).

Halla tres enteros positivos diferentes cuya suma sea minima que cumplan la condicién de que la suma
de cada pareja de estos sea un cuadrado perfecto.

Sea ABCD un cuadrilatero que se puede inscribir en una circunferencia cuyas diagonales son perpendi-
culares. Denota por P y Q los pies de las perpendiculares por D y C respectivamente a la recta AB, X es
el punto de intersecciéon de las rectas AC y DP; Y es el punto de interseccion de las rectas BD y CQ.
Demuestra que XYCD es un rombo.

Sea IR_ el conjunto de todos los nimeros reales positivos. Halla todas las funciones
f: IR, — R _tal que X*(f(x) + f(y)) = (X + Yf(f(X)y) para todos los niimeros X, Yy reales positivos.

Prueba que existe un dnico entero positivo formado solamente por los digitos 2 y 5, que tiene 2 007
digitos que es divisible por 2297,

Sea AABC acutangulo. Tomemos en el segmento BC dos puntos F y G tales que BG > BF = GC y un
punto P interior al tridngulo en la bisectriz del ZBAC. Se trazan por P, PD || ABy PE ||AC,D e ACy
E € AB, ZFEP = ZPDG. Demuestra que AABC es isésceles.

Dados n puntos en el plano, A, A,,..., A,, n=2 no todos alineados, demuestra que existe una recta que
pasa por exactamente dos de ellos.

Para cada entero positivo n sea §N) la suma de los digitos de n* + 1. Se define una sucesién {a_}, con
a, entero positivo arbitrario y a ., = S@).

Prueba que la sucesion {a } es periddica con periodo tres.

Sea O el circuncentro de un tridngulo ABC, con AC = BC. La recta AO corta el lado BC en D. Si | BD | y
| cD| son enteros, y | AO| = | CD| es un nimero primo, determina esos tres nimeros.
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SOLUCIONES

1. La ecuacion puede escribirse en la forma:
X=Y0¢ + Xy +¥) =T(X=y) y X+ Y)(¥ =Xy +y) = 5(X +Y).
El caso X = y conduce a que 2X* = 10x por loque Xx=00 x= * \/g . Si dividimos la primera ecuacién por

X — Yy obtenemos X* + Xy + y* = 7. El caso X = -y conduce a que 2x* = 14X donde X =0 0 X = +47. si
dividimos la segunda ecuacién por X + Y obtenemos X* — Xy + y* = 5.
La suma de las dos ecuaciones obtenidas da como resultado X* + y* = 6 y Xy = 1 teniendo que (X + y)* = 8

de donde X + y = i\/g resolviendo las ecuaciones tenemos
y= i(\/g +1)oy== (\5 — 1). En el primer caso tenemos X = i(\/z — 1) y en el segundo caso

X = i(\E + 1). Las soluciones son los pares ordenados (X;Y):
(0:0), (V5:35), (-45-35). (VT =470 (AT V7). (V2 + 12 = 1), (42 = 142 + 1),
(V2 12 + Dy (V2 + 1542 - D).

2. Sean a, b y c enteros positivos diferentes con la suma de cualesquiera dos de ellos es un cuadrado
perfecto. Asumamos que a<b<c,cona+b=x% b+ c=V, c+ a=2Z debemos minimizar X* + y* + Z
bajo las condiciones X<y <z Z< X + Yy y X + ¥y + Z par.
z> 5, porque de otra manera Z2 > X* + Y-

Si z= 6, X, y deben ser ambos impares o ambos pares pero no puede ser porque se tiene que
6>>5%+32>42+ 22

Si z = 7, solamente (X,y,2) = (5,6,7) satisface las condiciones requeridas.

Siz28, X +y+2>2222-8>7"+6"+5%

De esta forma el tnico trio que satisface las condiciones es (5,6,7) que minimiza el valor de X2 + y* + Z.
Por lo tanto, (a,b,c) = (6,19,30).

3. Denotemos por R la interseccion de las diagonales del cuadrilatero. Dado que las diagonales son per-
pendiculares, tenemos ZCDR + ZDCR = 90°. Como ambos vértices B y C estin situados en el mismo
semiplano determinado por la cuerda AD, entonces ZABD = ZDCR

Como DX L AB se tiene que £XDB = ZCDR y el tridngulo XCD es isésceles de base XC. De la misma
forma se puede demostrar que el triangulo YCD es isésceles de base YD.

De aqui se tiene que XD = CD = CY, de esta manera DX = CY y DX || CY teniendo que XYCD es un
paralelogramo con tres lados iguales por lo que es un rombo.
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4. Sea f la funcién que se busca con f(1) = a, con a > 0. Consideremos que X = 1, y = 1, tenemos
f(1) + f(1) = 2f(f(1)) y f(a) = a.
Sean X = g, y = 1, tenemos &(f(a) + a) = (a + 1)f(f(a)) teniendo
28 =a(@a+ 1)yaRa+ 1)(a-1)=0porloquea=1, yaquea>0.
Pongamos X = 1 en la ecuacién y consideremos que f(1) = 1; 1 + f(y) = (1 + y)f(y).

1
Finalmente tenemos f(y) = ; que cumple las condiciones del problema.

5. Por induccién matemdtica, probemos que para cualquier n natural hay un Unico entero positivo X_
representado en el sistema decimal solamente por 2 y 5 teniendo n digitos y divisible por 2".

Por ejemplo, si n =1, 2, 3 los nimeros X, = 2, X, = 52, X, = 552 satisfacen las condiciones. Esta es la base
de la induccién.

Asumamos que X es el tnico entero positivo representado por digitos 2 y 5 teniendo n digitos y divisi-
ble por 2". Consideremos el nimero 2 - 10" + x_y 5 - 10" + X obtenido al adicionarle a la izquierda del
nimero X el digito 2 o 5. Ambos estén representados por digitos 2 y 5 y tienen n + 1 digitos. Como X
y 10" son ambos divisibles por 2", al dividirlos por 2" su diferencia es igual a

5:10"+x, 2-10"+X, . en
o g 7
cada divisién es impar y el otro es par. Con esto se prueba que exactamente uno de los ndmeros 2 - 10" +

+ X,y 510" + X es divisible por 2"* ' lo cual satisface todas las condiciones para X .

, que es un ndmero impar por lo que uno de los niimeros obtenidos en

Para probar la unicidad, observemos que removiendo los digitos del miembro izquierdo tenemos el
nimero de n digitos consistente solamente en digitos 2 y 5, divisible por 2". Por la hipétesis de induc-
cién el dnico nimero que satisface esas condiciones es X. Dado que X, | tiene que ser de la forma
510"+ x 02 - 10"+ X se prueba que exactamente uno de esos nimeros puede tomarse como X_ .

6. Utilicemos la figura 75.

Asumamos sin pérdida de generalidad que AC > AB. A
PD || ABy PE || AC = AEPD paralelogramo = ZEAP = ZAPD,
Z/DAP = ZAPE D

AP bisectriz = ZEAP = Z/PAD = /ZEAP = ZAPD = Z/DAP = ZAPE E
=AEDP es un rombo =ZAEP = ZADP y AE = AD

/FEP = Z/PDG y LAEP = ZADP = ZBEF = ZCDG,

/BEF = ZCDG y BF = GC = los circunradios de los tridngulos
BEF y CDG son iguales, luego AC > AB = ZABC > ZACB =
=sen(LABC) > sen(£LACB) = EF > DG por lo que AEPD es un
rombo y Z/BEF = ZCDG = «ZDEF = ZEDG. Al trazar por G la
paralela a ED se formara un trapecio isésceles y como EF > DG g = G C
esta cortard al segmento EF, luego ZEFG < ZDGF. En el cua- Fig. 75

drilatero DEFG se tiene

360° = ZDEF + ZEDG + ZEFG + ZGDF > 2(£DEF + ZEFG) = 180° > ZDEF + ZEFG = ED corta a
BC en su prolongacion por C.

De AEPD rombo también tenemos que ZBED = ZCDE.
En el cuadrilatero BEDC, 360° = ZBED + ZCDE + ZACB + ZABC =

= 360° > 2(£CDE + ZACB) = 180° > ZCDE + ZACB = ED corta a BC en su prolongacién por B.
jContradiccién! Luego AB = AC y AABC isdsceles.
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7. Considérese el conjunto de las distancias de los A a las rectas que determinan el resto de los puntos
dados que no incluyen a A. El conjunto es no vacio, pues no todos estdn alineados y evidentemente

n-1
tiene una cantidad finita de elementos, a lo sumo n[ ) j, en el caso extremo que las distancias de

n-1
cualquiera de los n puntos a las ( 5 ) rectas que determinan los restantes N — 1 sean todas distintas.

Denotemos por d(a,bc) a la distancia de A, a AA, .

Sea m = d(k,ij) el minimo del conjunto. Demostremos que en la recta
determinada por Ay A no hay més puntos del conjunto.

_\7}

Sin pérdida de generalidad, entre A y A estin todos los puntos del /
conjunto que pudiesen pertenecer a esa recta (fig. 76). Supongamos 9(

que este nuevo conjunto es no vacio = 3l: A € AA;. Podemos asumir AN

Tk————————
>

también que A estd en el mismo semiplano que A respecto a la proyec- AII 'A\
cion P de A, sobre AA. Sea Q la proyeccién de P sobre AA,. Clara-

mente 0<d(,ik)<PQ< AP=d(k,ij)=m=d(,ik)<d(k,ij) jcontra-

diccion!

8. Si encontramos uno de estos tres nimeros en nuestra sucesion, a partir de ahi, podemos afirmar que esta
tiene el periodo propuesto.

Lema: Seane IN, si n < 10Xy k > 3, entonces S(n) < 10k~ 1,

n<10¥ = n* +1<10® +1= S(n)<9- (2k)=18k <10*™" para k > 3,
demostrable facilmente por inducciéon. Aplicando esto sucesivamente,

a, <10*

a, <10%!

a, <10%7?

a, 5 <10’

La suma de los digitos de cualquier nimero deja su mismo resto en la divisién por 9. Veamos que
S(n)s n’ +1(m6d 9):> a = (m(’)d 9) y e {1,2,5,8}, pues &, puede tomar cualquiera de los restos en la
division por 9. Como esto no sucede con @, que se reduce al conjunto anterior, a, =, (m6d9) y r, e 2,58}
ai} +1<1000001 =8, , <27= aiz +1<730= a,_, <27, acabamos de demostrar en definitiva que
a <27=a,<27,Vs2r.

Luego dneN:a, € {2,1 1,20,8,17,26,5,14,23}, los casos que quedan donde no ha comenzado el periodo
son a, e {2,20,17,26,14,23}, entonces,

2’+1=5=a,,=5

20°+ 1=401=a,,, =5
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17+ 1=290=4a,,, =11
26°+1=677=4a,,,=20=a,,,=5
14 +1=197=a,,,=17=a,,,=11
23°+1=530=4,,, =8

Y queda completada la prueba.

d c
9. Sean AO=R BD =b,CD =cy OD = d. Como CO es la bisectriz del ZACD, entonces — =-——. La recta AO

R b+c
corta al circuncirculo del tridngulo ABC en E. Entonces AD - DE = BD - CD, por tanto, (R + d)(R - d) = bc.
cR b+c)’c
Como d = , se tiene que R’ _broc
b+c b+2c
b c R b C ,  m(b +¢)’c
K= R,m=|——|R=",b=7—,¢c =, =
Sea (b,c, R), (k k) 1= b, km c, - entonces R b +20

Como (M R) =1y (b +2c,b +c)=(b +2c,c)=(b,c)=1, obtenemos
R? = (b, + ¢)* ¢, y n? = b, + 2c,. Por tanto, C, es un cuadrado perfecto,
hagamos ¢, = n*. Ahora ¢ = kmc, = kmn?, b = kmb, = km(n? — 2r°) y

R=kR = kn(n? — ).

b+c m

La desigualdad 1 > senZBAC = ﬁ=%, demuestra que V2n <m<2n.

(Reciprocamente, esta condicion implica que tal tridngulo ABC existe, es acutangulo y la recta AO corta al
lado BC). En particular, n = 2. Como R — ¢ = kn(n¥ — n* — mn) es un nimero primo, se tiene que N es un
ndmero primo, K= 1y m? — n> — mn = 1, por tanto, (M- 1)(Mm+ 1) = n(m + n). Por tanto, n dividleam-1 o
am+ 1.

1) sea m— 1 = In. Entonces I(In + 2) = In + 1 + n, por tanto:

1-2I S
n= como N < 0 para | > 2 tenemos | = 1, una contradiccién.

12—1-1

2) Seam+ 1 = In. Entonces I(In - 2) = In— 1 + n, por tanto, n=|22|—|_11.
Comon<lparal>3yn=-1paral =1 tenemos que | = 2.
Entoncesn=R-c=3, m=5,b=35yc=45.
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Coverrso Nactovar, o Marewimey
Trnsrio como

Cumso 2007-2008

1. Se tiene un tablero de 9 x 9 donde se quieren situar todos los nimeros del 1 al 81. Prueba que existe
ke {1, 2,3, ..,8, 9} tal que el producto de los nimeros en la fila k difiere del producto de los
ndmeros de la columna k.

2. Considera un hexdgono regular en el plano. Para cada punto P del plano, sea L(P) la suma de las seis
distancias de P a las rectas que contiene cada uno de los lados del hexdgono dado, y sea V(P) la suma de
las seis distancias de P a cada uno de los vértices del hexdgono.

a) ;/Para cudles puntos P del plano, L(P) toma su menor valor?
b) (Para cudles puntos P del plano, V(P) toma su menor valor?

3. Diego eligié un nimero natural y lo escribid tres veces en el pizarrén. A continuacién realizé varias
veces una operacion del siguiente tipo: borrar un nimero del pizarrén y escribir en su lugar el niimero
igual a la suma de los otros dos menos 1. Al final de este proceso, uno de los tres nimeros es 900.
Determina todos los posibles valores del nimero que eligié inicialmente.
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SOLUCIONES

1. Supongamos que para cada i € {1, 2, 3, ..., 8, 9} el producto de los elementos de la fila i es igual al
producto de los elementos de la columna i. Entre 40 y 81 hay exactamente 10 nimeros primos que son
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73 y 79. Como en la diagonal principal del tablero se pueden colocar 9 de
estos nimeros para que al multiplicar los nimeros de cada fila i, el producto pueda coincidir con el de
la columna i. El otro ndmero al colocarlo en alguna fila i, el producto de esa fila no coincide con el
producto de la columna i por no estar este nimero en la misma. Luego es una contradiccion y existe kK
que cumple con la condicién del problema.

2. a) Esta situacién puede usualmente ser simetrizada. Cuando un punto P esta situado entre dos lados
paralelos, la suma de las distancias desde P a los dos lados coincide con la distancia entre los dos

lados y es \/5 veces la longitud de los lados del hexdgono. Cuando P es exterior, la suma de las
distancias desde P a los dos lados es mayor que la distancia entre los dos lados por ser el doble de la
distancia desde P al exterior del lado. Por lo que L(P) es minimo exactamente cuando la suma de las
tres distancias desde los lados paralelos son todas minimas y eso ocurre cuando P es interior al
hexdgono o estd sobre uno de los lados.

b) Consideremos la suma de las distancias desde P a los vértices opuestos. Por la desigualdad trian-
gular esto es minimo exactamente cuando los tres puntos estdn sobre la misma recta y P es el
punto medio de los otros dos puntos. Es decir, V(P) es minimo exactamente cuando P es el centro
del hexdgono.

3. Sea a el niimero inicial de Diego. Después de varios pasos los tres nimeros del pizarrén serdan de la

forma k(a-1)+ 1, j(@-1)+ 1, h@a- 1) + 1, donde k, j y h son enteros positivos. En efecto, al comienzo,
k=j=h=1,y al realizar un nuevo paso reemplazara k(@— 1) + l porja- 1)+ 1l +h@-1)+1-1=
=(+h@-1)+1,oreemplazara j@—- 1)+ 1 pork@a-1)+ 1 +h@-1)+1-1=(k+ha-1)+1,0
reemplazard h(@— 1) + I pork@- 1)+ 1 +j@a-1)+1 -1 (k+ j)@a-1) + 1, luego, el nuevo nimero
también es de la forma X(a — 1) + 1 con X entero positivo. Si en algin momento tiene el 900, debe ser
900 = x(a— 1) + 1, es decir, 899 = x(a— 1) = 29 - 31, luego los tnicos valores posibles para a — 1 son 1,
29, 31 y 899, que corresponden respectivamente a los valores de a = 2, 30, 32 y 900. Todos ellos
pueden lograrse.
Si Diego comienza con (2;2;2), reemplazando en cada operacién alternadamente el primero y el
segundo ndmero, tendremos siempre el tercer igual a 2; el primero recorrerd los nimeros impares de
uno en uno desde 3 hasta llegar a 899, y el segundo recorrerd los nimeros pares de uno en uno hasta
llegar a 900.

(2;2;2) = (3;2;2) = (3:4;2) — (5:4;2) = ... — (899;898;2) — (899;900;2).

Si Diego comienza con (30;30;30), reemplazando en cada operacién alternadamente el primero y el
segundo nimero, tendremos siempre el tercero igual a 30; el primero recorrerd los nimeros de 58 en 58
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a partir de 59 hasta llegar a 871, y el segundo recorrera los nimeros de 58 en 58 a partir de 30 hasta
llegar a 900.

(30;30;30) = (59;30;30) — (59;88;30) — (117;88;30) — ... — (871;842;30) — (871;900;30).

Si Diego comienza con (32;32;32) reemplazando en cada operacién alternadamente el primero y el
segundo ndmero, tendremos siempre el tercer igual a 32; el primero recorrerd los nimeros de 62 en 62
a partir del 63 hasta llegar a 869, y el segundo recorrerd los nimeros de 62 en 62 a partir de 32 hasta
llegar a 900.

(32;32;32) — (63;32;32) — (63;94;32) — (125;94;32) — ... — (869;838;32) — (869;900;32).

Obviamente si Diego comienza con (900;900;900) puede obtener uno de los nimeros igual a 900.
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Coverrso Nactovar, og Marewimey

Teyrio por GrAp0S
Ctrso 2007-2008

La distribucién de las preguntas a resolver por grado es la siguiente:

Alumnos de 10mo. grado: Responden las preguntas 1, 2 y 3.
Alumnos de 11no. grado: Responden las preguntas 4, 5y 6.
Alumnos de 12mo. grado: Responden las preguntas 7, 8 y 9.

1. Dado un polinomio de grado 2, P(X) = ax* + bx + ¢, se define la funcién:
SP)=(a-by+ (b-c)?+ (c-ay

Determina el nimero r tal que, para cualquier polinomio P(X) de grado 2 y con raices reales, se tiene que
SP) > ra.

2. Considera el paralelogramo ABCD (en ese orden). Se traza una circunferencia que pasa por A interseca
al lado AD en N, al lado AB en M y a la diagonal AC en P, siendo A, M, N y P puntos distintos. Prueba
que AP - AC=AM - AB + AN - AD.

m+1 n+1
+

3. Prueba que hay infinitos pares ordenados de nimeros enteros positivos (Im;n) tales que es

un entero positivo.

4. Determina todas las funciones f: R — IR tal que f(xy + f(X)) = Xf(y) + f(X) para todos los ndimeros reales
X, Y.

5. Se tienen un tablero de 2 008 x 2 008, y 2 008 fichas, una en cada fila y cada columna del tablero. Es
permitido realizar uno de los movimientos siguientes:
* Dar dos pasos a la derecha y 10 hacia arriba.
» Dar dos pasos a la derecha y 6 hacia abajo.
» Dar dos pasos a la izquierda y 6 hacia arriba.
» Dar dos pasos a la izquierda y 10 hacia abajo.

En caso de que no se pueda completar el camino hacia abajo se salta a la parte superior por la misma
columna y se continda el recorrido normalmente; andlogamente en los otros sentidos.

En cada jugada se va a mover una ficha utilizando cualquiera de las operaciones permitidas.

(Serd posible que en algiin momento, después de un ndmero finito de jugadas, las fichas estén ubicadas
formando un cuadrado de lado 44 en la esquina superior izquierda del tablero y las 72 restantes estén en
la dltima fila en las primeras 72 casillas?
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. Se tiene un tridngulo ABC isosceles de base BC. Por el vértice A se traza una recta r paralela a BC. Los

puntos P, Q estan situados sobre la mediatriz de AB y AC respectivamente, tal que PQ L BC. M y N son
1 1 2

5 — <=

puntos de la recta r tal que los dngulos APM y AQN son rectos. Prueba que M AN - AB

. Sean t, t, >0 tales que t] + t; +t, >t + t; +t; . Prueba que iz(l—tl“)zti(tzz -1).
1 2

. Sea ABC un tridngulo acutangulo.

a) Halla el conjunto de puntos que son centros de los rectingulos cuyos vértices se encuentran sobre
los lados de ABC.

b) Determina si hay algin punto que es el centro de tres rectiangulos diferentes cuyos vértices se en-
cuentran sobre los lados de ABC.

. Se quieren pintar todos los puntos del plano cuyas coordenadas son enteras, de manera que ningin

rectingulo con lados paralelos a los ejes coordenados y vértices enteros del mismo color tenga area
igual a una potencia de 2. Prueba que es posible hacer esa coloracién utilizando solamente dos colores.
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SOLUCIONES

1. Sean r y r, las raices reales de P(X) = ax’ + bx + C, entonces b = -a(r, +r,) y
c = ar r,. Entonces SP) = (@a—-b)’ + (b-c)*+ (c-a)’
=a((l+r +r) 2+ +r,+rr)y+ar,—1))

=221 + P, A AT T+ D)

2 2
=2a’ r1+l 3 r2+l NEN N
2 4 2 41 8

2. Como el cuadrildtero AMPN es ciclico, aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene que
AP - MN=AN:PM + NP - AM (D

1
Por otro lado ZNPM = 180° — Z/MAN y ZPNM = 5 arco PM = ZCAB concluyendo que los tridngulos

ABC y NPM son semejantes.

AB_ AC _ BC
PN MN PM
AP . AC = AM - AB + AN - AD.

Entonces sustituyendo en (1) obtenemos que

m+1 n+1
+——=K conmy
n m

3. Observemos que una solucién es para m= 1y n = 2, si tenemos una solucién

N enteros positivos diferentes y sin pérdida de generalidad

M < n entonces podemos escribir la igualdad como kzl(m+ m+1] de donde obtenemos
n m

_n(n+1)

kn +mM+1 y como kn es un entero m/ n(n + 1); consideremos que r = N(n + 1) : mla expresién

queda:

1 1 nn+1 r<1 n+l1 . .

K=—(r+m+1) :—(r + ( ) +1)=—+—. Por lo tanto, si el par (m;n) es solucién, entonces el
n n r n r

par (n;r) también y mr = n(n + 1), tenemos que Mr > n%,

Como m< ntenemos Nr > n* de donde r > ny n+r >n+ m. De esta forma para cualquier solucién (m;n)
con M < n, podemos generar una nueva solucién (n;r), donde la suma de los elementos es mayor por lo
que hay infinitas soluciones diferentes.
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4. Las funciones f(x) = 0 y f(X) = X satisfacen las condiciones. Veremos que son las tinicas. Notemos que
para a, b € R, si f(a) = f(b) # 0, entonces a = b, como
(a+ Df(a) = af(b) + f(a) = f(ab + f(a)) = f(ba + f(b)) = b + 1f(b) .
De esta forma f(0) = 0 si no lo fuera debe haber una contradiccion porque f(f(0)) = f(0). Siguiendo que
para cualquier X € IR, f(f(x)) = f(x - 0 + f(X)) = f(X), es decir, f(X) # 0, entonces f(X) = X.

Supongamos entonces que f no es la funcién identidad, es decir, que f(a) # a, entonces a # 0, y f(a) = 0:
teniendo que para cualquier X real, f(X) = f(ax + X). Si f(X) no es 0, tendriamos una contradiccién.

5. Si una ficha esta en la casilla (i, j), donde la primera componente denota la fila y el segundo la columna,
aplicando la operacién 1 pasa a (i — 10, j + 2), y vemos que

i—10+j+2=i+j—-8=i+] (mdd 8).

Por la segunda operacién se pasa a la casilla (i + 6, j + 2) y vemos que
i+6+j+2=i+]+8=i+] (mod 8)

Por la tercera operacién se pasa a (i — 6, ] — 2) y vemos que

i—-6+]-2=i+)—-8=i+] (mdd 8).

Por la cuarta operacion se pasa a (i + 10, j — 2) y vemos que

i+10+j-2=i+]+8=i+] (mdd 8).

Cuando se salta a la parte superior, a la inferior, a la derecha o a la izquierda se conserva la congruencia
moédulo 8, puesto que 2 008 = 0 (mdd 8).

Luego cada ficha se mueve en cada jugada a una casilla que conserva la congruencia médulo 8 de la
suma de los nimeros que corresponden a su fila y columna, luego hay que analizar si la posicién inicial
y la final son congruentes en el médulo 8.

En la posicién inicial las fichas recorren por fila y columna todos los nimeros desde 1 hasta 2 008.
Luego la suma de estos elementos es 2(1 + 2 + ... + 2 008) =2 008 - 2 009 = 0 (mdd 8).

En Ia posicién final

44-2(1+2+ ... +44)=88-22 - 45 =0 (mdd 8)

2 008 - 72 = 0 (m6d 2 008)

14+2+4+...+72=36-73=4 (mdd 8).

Luego la suma en la posicién final es congruente con 4 en el mddulo 8, por lo tanto, es imposible.

AQ AP X AQ

6. Tenemos que AN=—— AM =—————, pero AQ= ,AP=———F—
cos QAN cos PAM cos QAN cosQAN

, donde Xz%.

X AN = X
cos PAM -cos PAB’ cos QAN - cos QAC

Ahora AM = de aqui obtenemos
cosQAC - cosQAN + cosPAM - cosPAB < 1

A A
< cosB+cos QAP_E + cos BAM + cos QAP_E <2.

Pero ZB = 180° — ZBAM, de esta forma cosB = —cosBAM, esta desigualdad se cumple porque

A
cos(QAP - E)S 1 es verdadera.

229



7. Consideremos las funciones f(t) = *(1 —t) y g(t) = t(1 — t). Podemos escribir la desigualdad de la forma siguiente:
P+ + 2t + ) + ettt -t + t -t > 0.

Cualquiera que seane Ny t>0, tenemos (1 -t"(1 -t) 20 t"1-) <1 -4
Escogiendo n = 1, tenemos que g(t) < 1 —t, si n = 2 tenemos que f(t) < 1 — t%. Finalmente si n = 3, se tiene

1 1
quef(t)S?—tyg(t)StT—l.

Asimismo 0 < f(t)) + f(t)) + g(t) < (1 -t7) +[tl2_t2 J-i' (tiz—l], que es equivalente a tiz(l -t Zti(tz2 -1).
1 1 1 2

8. a) El conjunto es la unién de los tres segmentos cuyos puntos extremos son los puntos medios de cada uno de

los lados y el punto medio de sus alturas relativas. Probaremos que cada rectdngulo que tiene dos vértices

sobre un lado, sean P y Q esos puntos situados sobre el lado AB, el vértice R estd sobre BC y el vértice S

esta sobre AC. Dado que RS | AB, determina completamente el rectingulo tan largo como su intersec-

cion con la altura CH, interior al rectdngulo por ser acutangulo. Sea M el punto medio de la altura CH, N

el punto medio de RSy N su proyeccién sobre AB, O el punto medio de NN lo cual es también el centro

del rectangulo. Por el teorema de Tales N esta sobre la mediana CM. De forma similar en el triangulo CHM

se prueba que O esta sobre MM por ser CH | | NN". Dado cualquier punto O sobre MM" (diferente de uno

de los extremos), sea N el punto de interseccién de CM con la recta trazada desde O perpendicular a AB.
La recta que pasa por N y es paralela a AB determina el rectangulo pedido.

b) Utilizando argumentos similares debe haber al menos un punto que satisface lo requerido en (b).

Sean K y L los puntos medios de AB y BC respectivamente, D, E y F los puntos medios de las alturas

AG, BH y CI respectivamente. Por el teorema de Tales D, E y F estin sobre el triangulo KLM donde

KE AH

KF, LD y ME son cevianas. De donde se obtiene que E:H_C y de forma similar con D y F,

KE LF MD_AH BJ CG
EL FM DK HC IA GB
Utilizando el teorema de Ceva aplicado a las alturas de ABC, entonces KF, LD y ME son concurrentes.

llegando a obtener que

9. Pintemos de azul todos los puntos (X;y) tales que X + Yy es multiplo de 3 y de verde todos los otros puntos
de coordenadas enteras y veamos que esta coloraciéon cumple las condiciones pedidas.

Caso 1: Consideremos un rectdangulo cuyos vértices son todos azules. Sean (a;b) y (a;d) dos de estos
vértices adyacentes. Entonces a + by a + d son ambos mdltiplos de 3 y d — b es también un multiplo de 3.
Consecuentemente el drea del rectdngulo es un multiplo de 3 por lo que no puede ser una potencia de 2.

Caso 2: Consideremos los rectdngulos R con vértices todos verdes y cuya area sea una potencia de 2,
designemos por (a;b), (a;d), (c;b) y (c;d) los vértices de Ry consideremos que ¢ > ay d > b. Como el area
es una potencia de 2, existen Py g enteros no negativos tales que C—a=2Py d - b =2% Sea X=a+ b, como
los vértices son verdes, entonces X =0 (méd 3).

Consecuentemente, X + (-1)P #0 (mdd 3), X + (-1)*# 0 (méd 3), tampoco es congruente con 0 mddulo
3 la suma X + (-1)P + (-1)% Tenemos que si X = 1 (mdéd 3), entonces

X+ (-1)P =2 (m6d 3), o Xx=2 (méd 3) y X + (=1)? = 1 (mdd 3). De forma andloga se concluye que si X = 1
(méd 3), entonces X + (1) =2 (mdd 3), o

X=2(mbd 3) y X+ (-1)=1 (méd 3).

Teniendo que X + (—1)° = (-1)% (méd 3) por lo que p y ( tienen la misma paridad, esto implica que X,
X+ (=1)P y X + (—1)? dejan restos distintos en la divisién por 3 y alguno de estos es miultiplo de 3 siendo
incompatible con la hipétesis del problema.
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Coverrso Nactovar, o Marewimey
Trnsrio como

(o 2008-2009

1. Juan y Pedro juegan alternadamente sobre la cuadricula dada (fig. 77). Cada uno en su turno traza de 1
a 5 recorridos diferentes a los trazados anteriormente, que unan a A con B, moviéndose unicamente a la
derecha y hacia arriba sobre las lineas de la cuadricula.

Fig. 77

Juan empieza jugando. Pierde el que trace un recorrido que pase por C o D. Prueba que uno de ellos
puede ganar independientemente de cémo juegue el otro.

2. En el planeta Hidro habian 2 008 hidras hace algin tiempo. Una de estas tenfa 1 tentaculo, otra 2, otra
3 y asi sucesivamente hasta la dltima, con 2 008> tentaculos. Desde entonces ha ocurrido lo siguiente: Si
dos hidras se encuentran, se acoplan uniéndose tentdculo a tentidculo y de inmediato, los tentdculos
acoplados desaparecen. Las hidras sin tentidculos mueren y a las sobrevivientes del acople les crecen 8
nuevos tenticulos, ademds de los que ya tienen. Ayer regresé de Hidro una expedicién que capturd la
dltima hidra viva, que tiene 23 tenticulos. ;Serd realmente esta la dltima hidra viva?

3. En cada casilla de un tablero n X n (n = 2), se escribe un entero z no nulo. Dicho tablero se llama tablero
incaico si para cada casilla del tablero, el ndmero escrito en ella es igual a la diferencia de los nimeros
escritos en dos de sus casillas vecinas (con un lado en comun). ;Para qué valores de n se pueden obtener
tableros incaicos?
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SOLUCIONES

11
1. Primeramente contemos los recorridos que hay de A a B sin pasar por C ni D: De A a B van (7 }: 330

5
3

6

recorridos en total. De A a C hay ( ) recorridos y de C a B [4) y como ambos sucesos ocurren de

5Y6
manera independiente entonces hay (3 }[4)2 150 recorridos de A a B que pasan por C. Andlogamente

8Y3
hay (5 }(2]: 168 recorridos que pasan por D. Pero los conjuntos de los recorridos que pasan por C y de

los recorridos que pasan por D, no son disjuntos y su interseccién es el conjunto de los recorridos que

pasan por C y por D que son (i )(; J(;):% recorridos. Entonces en virtud del principio de las inclu-
siones y exclusiones hay 330 — 150 — 168 + 90 = 102 recorridos diferentes de A a B sin pasar ni por C ni
por D.

Pedro puede ganar siempre que trace tantos recorridos como sea necesario para completar un total de
seis con los que haya jugado Juan la dltima vez (fig. 78). Notemos que los 102 recorridos posibles
pueden dividirse en 17 “grupos” de 6 recorridos, como no se pueden trazar mas de cinco recorridos,
entonces Pedro al completar cada uno de estos grupos garantiza trazar el dltimo, y necesariamente Juan
tendra que pasar por C o D.

1 5 15 25 40 40 58 B102
! 4 10 10 15 D[ 18 “
I3 o c| 5| 11| 18 26
1 2 3 4 5 6 7 8
A 1 1 1 1 1 1 1

Fig. 78

Nota: La cantidad de recorridos posibles también se podian contar directamente en la cuadricula.
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2. Denotemos por S la suma de las cantidades de tentdculos de todas las hidras vivas, después de haber
ocurrido el acople nimero N. Si dos hidras con Xy y (X = y) tentaculos respectivos realizan el acople
ndmero N + 1, entonces:

S, =S -X-y+(X-Yy)=S§ -2y lo que indica claramente que la paridad de Ses invariante y notemos
20082(2008 +1)

2

los tentaculos sea 23 que es impar, por lo que necesariamente tiene que haber al menos otra hidra viva
con una cantidad impar de tentdculos para que la suma de los tenticulos sea par.

que §=1+2+..+2 008> = es un numero par. Entonces es imposible que la suma de

3. Para n impar y mayor que 2 es posible la distribucién siguiendo uno de los modelos siguientes:

Si nes de la forma n =4k + 1; k> 1 (tabla 27).

Tabla 27
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 | -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 | -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
2 -1 2 -1 2 10-1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 | -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
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Si nes de la forma n = 4k + 3; k > 0 (tabla 28).

Tabla 28
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1

donde cada 1 es la diferencia de un 2 y un 1; cada —1 es la diferencia de un 1 y un 2; y cada 2 es la
diferencia de un 1 y un —1.

Para n par, n = 4, es posible la distribucidn a partir del tablero impar al que se afiade una columna a la
derecha y una fila inferior siguiendo uno de los modelos siguientes:

Si nes de la forma n = 4k + 2; k > 1, se parte del tablero de lado 4k + 1 (tabla 29).
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Tabla 29

2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2
-1 1 -2 | -1 -1 1 -2 -1 -1 -1 1 -2 -1 3
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Si es de la forma n = 4k + 4; k > 0, se parte del tablero de lado 4k + 3 (tabla 30).
Tabla 30

2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 | =12 |-t 2 | -1 | 2 | -1 12 |12 |1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2

-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 2 2 -1 2 -1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1 -1 2 -1 2 -1 2
1 -2 -1 3 1 -2 -1 3 1 -1 3 1 -2 -1 3

Donde la fila y la columna afiadidas estdn formadas por paquetes de cuatro casillas mas algunas en la
esquina inferior derecha.

Para n = 2 no es posible construir tableros incaicos. Para probarlo supongamos que existe el tablero
incaico siguiente.

al|b

c|d
Como las casillas @ y d solo tienen dos casillas vecinas entonces |al =|d| =|b—-c| Luego,a=doa=-d.
También, b=cob=—c. Sia=dentonces |al =la-d| =0, lo que no es posible, pues ¢ # 0. Lo mismo
ocurre si b = C. Entonces, a=-dy b =-c.
De aqui, lcl =la-dl=2lal y|a| =|lc-bl :2|C|,per0 de aqui se obtiene que

a = c = 0 lo que también es imposible.
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Coverrso Nactovar, o Marewimey

Tevrio por crApos
Ctrso 2008-2009

La distribucién de las preguntas a resolver por grado es la siguiente:

Alumnos de 10mo. grado: Responden las preguntas 1, 2 y 3.
Alumnos de 11no. grado: Responden las preguntas 4, 5y 6.
Alumnos de 12mo. grado: Responden las preguntas 7, 8 y 9.

1. a) Demuestra que cuando un nimero primo se divide por 30, el resto es 1 o un nimero primo.
b) Muestra que si se divide por 60 o por 90 no ocurre lo mismo.

2. Sea | el incentro de un tridngulo acutdngulo ABC. Sean C, = (A; N) la circunferencia de centro en Ay

radio Al ; C, = (B; Bl ); C.=(C; Cl ) definidas de manera andloga. Sean X; Y; Z los puntos de intersec-
cién (diferentes de ) de C,y C; de C.y C,, de C, y C,, respectivamente. Muestra que si el radio de la
circunferencia que pasa por los puntos X; Y; Z es igual al radio de la circunferencia que pasa por los
puntos A, B y C, entonces el tridngulo ABC es equilatero.

3. Determina el menor valor de X* + y* + Z2, donde X, Y, Z son nimeros reales positivos, de modo que:
X+ Yy +2 - 3xyz=1.

4. Determina todas las funciones f: R — IR, tales que:

X + f(x f(y)) = f(y) + y f(X), para todo X, y € R.

5"—1

5. Demuestra que existen infinitos enteros positivos N tales que es un entero.
6. Sean Q y Q circunferencias que se intersecan en los puntos Ay By sean O, y O, sus respectivos

centros. Se toman M en Q y N en Q al mismo lado que B con respecto al segmento O,0, , tales que

MO, || BO, y BO, || NO,. Se trazan las tangentes a  y  por M y N respectivamente que se intersecan
en K. Demuestra que A, B y K son colineales.

7. Sean X, X,, ..., X nameros reales positivos tales que X, + X, + ... + X = 1. Prueba que se cumple que:

X1(2X1_X2_X3)+ X2(2X2_X3_X4)+._.+ Xn—1(2Xn—1_Xn_X1)+ X (2%, =X — %) >0
X2+X3 X3+X4 Xn+Xl X1+X2 :
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8. Sean ABC un tridngulo isésceles de base BC y £ZBAC = 20°. Sea D un punto en el lado AB tal que
AD = BC. Determina la amplitud del ZDCA.

9. Halla todos los trios de nimeros primos (P; ; ) para los cuales se cumple que p divide a 2qr + r,
g divide a 2pr + p y r divide a 2pq + Q.
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SOLUCIONES

1. Sean=30g+rcon0<r<30.Sir es compuesto puede ser un nimero par o un nimero impar.
Si r es par, entonces N debe ser par por lo que n tiene que ser 2 y r = 2 que es un nimero primo.
Si nes impar y I es un nimero compuesto, I no puede ser 9, 15, 21 o 25 porque en cada uno de estos
casos tendria un divisor comin con 30 y N no seria primo.

a) Para 109 = 60 + 49 y 139 = 90 + 49 no se cumple, luego si se sustituye por 60 o por 90 no sucede lo mismo.

2. Como los puntos de interseccién de dos circunferencias son simétricos con respecto a la recta que
pasa por los centros, resulta que X, Y, Z son los simétricos de | con respecto a BC, CA y AB, respecti-
vamente. Luego IX = 1Y =1Z = 2r, por lo que | es el circuncentro del tridngulo XYZ y el circunradio es
2r. Si 2r = R entonces ABC es equilatero.

3. La condicién X + Y + Z2 — 3xyz = 1 puede factorizarse como
X+Y+2R+y+2Z2-xy-yz—-2¢) =1 (D)
SeaA=x+y +ZyB=x+y+z Note que B> — A=2(Xxy + yZ+ 2X)

1
Nota también que X + V* + Z — Xy — YyZ — ZX = 5[(x-y)2+(y—z)2+(2—x)2] > 0.

2 —
La ecuacién (1) ahora es: B[A— B 5 A]zl

Por lo tanto, 3A = B? + 2 =B+ L + L >3, luego A= 1.
B B B

El minimo A =1, y se logra en (X, ¥, 2) = (1, 0, 0).

4. Si x = 0 tenemos f(0) = f(y) + y f(0). Luego, f es lineal de la forma f(X) = a — ax para algin real a.
Insertando esto en la ecuacién original vemos que para todo X, Y € IR tenemos

X+ a—ax(a-—ay) =a-ay+ y@- ax), luego x — a’x + a’xy = —axy.
Ahora, sea y = 0, vemos que X = &X para todo X, luego &> = 1. Por esta condicién en la ecuacién de arriba

tenemos Xy = —axy o equivalentemente, (1 + a)xy = 0, lo cual implica que a = -1, porque esta ultima
igualdad se verifica para todo X, Y.

Tenemos demostrado que f(X) = X — 1. Usando esta expresion para f en la ecuacién inicial, vemos que el
miembro izquierdo es igual a:

X+ fd(y) =X+fxy-X) =X+ xy—-x-1=xy—1
y en el miembro derecho f(y) + yf(y) =y -1 +yx-1)=xy -1

Los dos lados son iguales para todo X, Y, luego S = {f}
ffR—-Rconfx)=x-1V xe R
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k sk
5. Sean= 5, entonces (N + 2)| 5" — 1 es equivalente a (52k + D55 -1,
Tenemos (52 — 1) = (5% )2 = 1= (5% + 1)(5* = 1), lo que implica que 5° + 1 divide a 5° — 1. Asi,

k+1 sk
es suficiente mostrar que 5 —1dividea 55 7 - 1.
Como se sabe que si ml n entonces X — 1| x" — 1, es suficiente probar que 2%+ 1 52 — 1 pero eso es cierto,
ya que 52k -1=06-D5B*+ 1)...(52“l +1) tiene exactamente K + 2 factores 2: dos en el primer factor
y uno en cada uno de los otros K factores.
Otra solucion:

p

Sea p > 5 un nimero primo, tomemos N= —2. Entonces 5’ =1 (méd n+2) y

n;%_zzo (méd p), de modo que n + 2| 5" — 1.

Como hay infinitos primos p > 5, se completa la solucién.

6. Prolonguemos MO, y NO, hasta que se corten en P (fig. 79), veamos que PO,BO, es un paralelogramo,
luego PM = MO, + OP =R+ R = PO, + ON = PN donde R y R, son los radios de €2 y €, respectiva-
mente. De esta forma los tridngulos PMK y PNK son iguales al ser rectingulos y tener un cateto y la
hipotenusa congruentes, de aqui que KM = KN (1). Supongamos que la recta que une K y B corta a
QenQ yaQ enQ,

Aplicando potencia de puntos tenemos que KM* = KB - KQ, y KN* = KB - KQ, de (1) se tiene entonces que
KQ, = KQ, que implica finalmente que Q, = Q,= A, por tanto, A estd en la recta que pasa por Ky por B.

K
Fig. 79

7. Para todos nimeros reales no negativos X;» X, ..., X tenemos:

X1(2X1—X2—X3)+X2(2X2—X3—X4)+m+Xn_1(2Xn_1—Xn—X1)+Xn(2Xn—X1—X2)20<:>
X2+X3 X3+X4 Xn+X1 X1+X2
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2% 2% 2% 2%

- X + X Fot— X  +—"—x 20
X, + X X5 + X, X, + X X +X
2 2 2 2
Xy X% L K X XXt
X +X X +X X, +X X +X 2

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por el nimero positivo

(X, +X) + G+ X) + ...+ (X +X) + (X +X)=2(X + X, + ... +X), se obtiene

X2 X22 X2 X2
4 oA I KX 4 X))+ (X F X)) e (X X)X+ X))
X+ X% X+ X, X, +X X+ X

2
2 2
> X X X ot /x)jrnx X% | = +% +..+ X, ).
1 2

X X

8. Sea m la mediatriz del segmento AC y sea D’ el simétrico de D respecto a m. Entonces
/D'CA=#ZDAC =20°, por lo tanto,

£D’CB = ZDAC — «D"CA = 80° — 20° = 60°.
Como D'C=DA=BC, el tridngulo D'BC es equilétero, por lo que D’ equidista de B 'y C, al igual que

A. Esto significa que la recta AD’ es la mediatriz de BC, que es también bisectriz del ZBAC por ser ABC
isésceles, luego ZDCA=~/D’AC=10°.

9. Supongamos que dos de los primos p, ¢, I son iguales digamos p = . Entonces como p |2gr +r
entonces p | r y como P y I son primos entonces p = r. Obtenemos entonces las soluciones del tipo

(P:0:r) = (Psp:p) con p primo.
Analicemos ahora el caso en que los tres nimeros primos son desiguales. Supongamos sin pérdida de
generalidad que p es el menor primo. Asi observamos que 2qr + r =r(2q+ 1); 2pr + p=p2r+ 1)y

2pgq + g = q(2p + 1), entonces

par | 2p + 1)(2q + 1)(@2r + 1), es decir, par | 8par + 4(pq + qr +rp) + 2(p+ g+ 1) + 1

de aqui que pqr |4q(p + 1) +4r(p+ 1) +49r — 29— 2r + 2p+ 1 y como p es el menor de los primos, se
cumple que p+ 1 <ryp+ 1<, de modo que

par <4qr +4rq+4gr-2q-2r+2p+ 1< 12gr = p< 12

Ahora basta examinar los valores para p = 2, 3, 5, 7, 11, para los cuales obtenemos respectivamente r
divisor de 5, 7, 11, 15, 23. Notemos que I no puede ser divisor de 15 en el caso p = 7 pues I > .
Ademads, p # 2 pues 2 no divide a 2q + nl. Para p =3, r = 7 y obtenemos |15 y 3 |2q + 1, lo que no
es posible; para p =5, tenemos I = 11 y obtenemos ( |23 y5 |2q + 1, lo que no es posible; para p =11,
tenemos I' = 23 y obtenemos ( |47 y 11 |2q + 1, lo que no es posible.

. las dnicas soluciones son de la forma (p;p;p) con p primo.
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